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1 Introducao

Familias de funcoes 1,3, definidas por

z—>b
a

Yap(z) = |a|_%1/) ( ) , a,beR a#£0, (1)
geradas a partir das operagdes de dilatacdo e translagdo da mesma fungao ¢ (wavelet
“mae”) tornaram-se uma ferramenta muito importante em vérias dreas da matemadtica
pura e aplicada. Estas familias sao chamadas de “wavelets”.

A primeira mengao a wavelets apareceu no apéndice de A. Haar, em 1909 [3]. Uma
propriedade das wavelets de Haar é que elas tém suportes compactos; contudo, elas nao
sao continuamente diferencidveis, o que de certa forma limita as suas aplicagoes.

As wavelets de Haar ficaram no anonimato por muitos anos até que nos anos 30, varios
grupos trabalhando independentemente, pesquisaram a representacao de fungoes usando
uma base variando com a escala. Naquela ocasiao, usando a base de wavelets de Haar,
Paul Levy investigou o movimento Browniano. Ele mostrou que as funcoes da base de
Haar eram melhores do que as da base de Fourier para estudar os pequenos e complicados
detalhes do movimento Browniano.

Por um periodo muito longo, as wavelets de Haar continuaram a ser a tunica base
ortonormal de wavelets conhecida, até que, em 1985, Stephane Mallat deu as wavelets
um grande impulso através de seu trabalho em processamento digital de imagens e
inspirado nos resultados de Mallat, Y. Meyer construiu a primeira wavelet nao-trivial
(suave). Ao contrério das wavelets de Haar, as wavelets de Meyer sdo continuamente
diferenciaveis; contudo, elas nao tém suportes compactos. Poucos anos mais tarde, Ingrid
Daubechies usou os trabalhos de Mallat para construir um conjunto de bases ortonormais
de wavelets suaves, com suportes compactos. Os trabalhos de Daubechies sao os alicerces
das aplicacoes atuais de wavelets.

Apesar da funcionalidade da transformada de Fourier, especialmente, no que diz re-
speito a obtencao da andlise espectral de um sinal, existem muitas falhas nesta técnica. A
primeira destas ¢ a incapacidade da transformada de Fourier em representar funcoes que
tém componentes nao peridédicas que estao localizadas no tempo e no espaco, tais como
pulsos breves. A outra deficiéncia é a sua incapacidade de fornecer qualquer informagao
sobre a dependéncia do tempo de um sinal, visto que ela faz a média sobre todo o tempo
de duracao do sinal. Além disso, as func¢oes senos e cossenos, usadas na analise de Fourier
nao sao locais e, portanto, desempenham uma tarefa muito pobre na aproximacao de
sinais muito localizados.

Existe frequentemente uma correlacao direta entre a frequéncia caracteristica de um
dado segmento do sinal e a duracao temporal daquele segmento: pedacos de pequenas
frequéncias do sinal tendem a durar por um intervalo de tempo maior, enquanto que
pedagos com frequéncias altas ocorrem, em geral, apenas durante um pequeno intervalo
de tempo. Os sinais da fala humana sao tipicos nestes sentido: as vogais tém frequéncias
médias relativamente baixas e duram bastante, enquanto que, as consoantes contém um
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espectro extenso de frequéncias muito altas, mas sao muito breves. Claramente, a analise
de Fourier padrao é inadequada para o tratamento de tais sinais, visto que ela perde
toda a informagao sobre a localizacao temporal de uma dada componente da frequéncia.
Além disso, ela é muito anti-econémica: quando o sinal é praticamente constante, o que
nao é interessante, ainda tem-se que somar uma série alternada infinita para reproduzi-
lo. Ainda pior, a analise de Fourier é altamente instavel em relacao a perturbagao, por
causa do seu carater global. Por exemplo, se adicionarmos um termo extra, com uma
amplitude muito pequena, o sinal serd modificado ligeiramente, o espectro de Fourier seréd
completamente perturbado. Por todos estes motivos, os analistas de sinais voltaram-se
para representacao tempo-frequéncia (T-F). A idéia é que precisa-se de dois parametros:
um chamado a, caracteriza a frequéncia, o outro, b, indica a posicao do sinal. Este
conceito de representacao T-F é bastante antigo e familiar. O exemplo mais simples é
uma partitura de musica.

Em contra-partida, a transformada de wavelet vista como um mecanismo usado para
dissecar ou quebrar um sinal nas suas partes constituintes, permite-nos analisar os dados
em diferentes dominios de freqiiéncias com a resolucao de cada componente amarrada a
sua escala.

Uma importante diferenca que distingue a transformada de Fourier da transformada
de wavelet, sao as propriedades de localiza¢do no tempo e na freqiiéncia dessa iltima (via
translagoes e dilatagoes da wavelet mae, respectivamente). A andlise temporal é realizada
com uma versao de alta-freqiiéncia da wavelet mae, enquanto que a analise de freqiiéncia
é realizada por uma versao dilatada (freqiiéncia baixa) da mesma. Além disso, na andlise
de wavelets, podemos usar funcoes que estao contidas em regides finitas, tornando-as
convenientes na aproximacao de dados com descontinuidades agudas.

Os algoritmos de wavelets processam dados em diferentes escalas ou resolugoes e, in-
dependentemente da funcao de interesse ser uma imagem, uma curva ou uma superficie,
wavelets oferecem uma técnica elegante na representagao dos niveis de detalhes presentes.
Elas constituem uma ferramenta matematica para decompor funcoes hierarquicamente,
permitindo que uma funcao seja descrita em termos de uma forma grosseira, mais outra
forma que apresenta detalhes que vao desde os menos delicados, aos mais finos. O resul-
tado na andlise de wavelets é “ver a floresta e as arvores”.

Como o sinal original ou fungao pode ser representado em termos de uma expansao em
wavelets, as operagoes com dados podem ser feitas usando os coeficientes de wavelets. Se
pudermos escolher as wavelets que melhor se adaptam aos dados, ou truncarmos os coe-
ficientes menores do que um valor previamente estabelecidos, os dados sao esparsamente
representados. Esta “codificagao esparsa” faz das wavelets uma excelente ferramenta no
campo de compressao de dados.

Outros campos aplicados que estao fazendo uso de wavelets sao: astronomia, actstica,
engenharia nuclear, grupo de renormalizacao em mecanica estatistica, problemas de com-
putacao grafica, processamento de sinais e imagens, neurofisiologia, misica, ressonancia
magnética, identificacao de vozes, ética, fractais, turbuléncia, previsao de terremotos,
radar, visao humana, e aplicacoes em matemaética pura tais como resolucao de equacgoes
diferenciais parciais.
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Como veremos, devemos distinguir duas versoes diferentes da transformada de wavelet,
a continua e a discreta. A primeira é andloga a transformada de Fourier e é usada
principalmente em analise e caracterizacao de detalhes de sinais. A segunda, é andloga
a transformada de Fourier discreta e é mais apropriada para a compressao de dados e
reconstrucao de sinais.

2 Transformada Discreta de Wavelets

Neste caso, o parametro de dilatagao a e o parametro de translagao b, que aparecem em (1)
tomam apenas valores discretos. Para a escolhemos poténcias inteiras de um parametro
de dilatagao fixo, a, > 1, isto é, a = a]* (diferentes valores de m correspondem a wavelets
de diferentes larguras). A discretizacdo do parametro b deve depender de m: wavelets
estreitas (alta freqiiéncia) sdo transladadas de pequenas distancias a fim de cobrir todo
o dominio do tempo; enquanto que wavelets mais largas (freqiiéncia mais baixa), devem
ser transladadas de uma distancia maior. Visto que a largura de ¢ (a;™z) é proporcional
a a", escolhemos discretizar b por b = nb,a’”, onde b, > 0 é fixado, n € Z. Portanto,

o o

Umn(z) = ao_%z/z(ao_mx —nb,). No que segue, faremos a, =2 e b, = 1.

Definigao 2.1. Uma wavelet é uma funcao ¥ (z) € L*(R) N LY(R), tal que a familia de
funcoes

Yin(z) = 2792270 — k)
onde j e k sao inteiros arbitrdrios, seja uma base ortonormal para L?(R).

Observacao 2.1. Da definicao acima, se ¢ é uma wavelet, entao, 1;, também o serd
para qualquer j, k € 7.

Quando olhamos para a definicao de wavelets pela primeira vez, uma pergunta surge
imediatamente: serd que existem wavelets? A esta pergunta daremos uma resposta afir-
mativa, através de um exemplo simples.

2.1 A Wavelet de Haar

Definicao 2.2. A wavelet de Haar é definida como
1, sexel03)
Y(x)=4¢ -1, sex€l;,1) (2)
0, caso contrdrio.

Note que a wavelet de Haar nao tem boa localizagao tempo-frequéncia: a sua transfor-
mada de Fourier ¢(w), decai muito lentamente, se comporta como |w|™! quando w — oco.

A seguir, mostraremos que a familia de Haar de fato constitui uma base ortonormal
para L%(R). Mostraremos que
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-1 ] 2
-1

Figura 1: A wavelet de Haar, 1.

1. {¢mn} é um conjunto ortonormal;

2. f € L*(R) pode ser arbitrariamente aproximada por uma combinagio linear finita
de ¥, .

(i) Note que [|u4l] = [[4]] = 1.

(ii) Para j fixo e k # K/, temos, (¢ k, Yjx) = (¥, Yor—k) = 0, pois, ¢(z) se anula fora
do intervalo [0,1) e ¥or» = (x — k") se anula fora do intervalo [k”, k" + 1) e estes sao
disjuntos para k” # 0. /

(iif) Se j > j, temos (1 x, j ) = 2°5 (Y, ju ), onde k" = k' — k2777 & inteiro e
j" =j" —j < 0. Note que 9 se anula fora do intervalo [0,1) e 9 4~ se anula fora do
intervalo [k”27", (k" 4+ 1)27"), cujo comprimento ¢ no méximo 1. Afirmamos que ou estes
intervalos sio disjuntos ou [k”27", (k" +1)27") C [0, 3) ou [k"27", (k" +1)27") C [3,1). No
primeiro caso ;1 » = 0 e nos dois casos restantes , como 1) ¢ constante em cada um
dos subintervalos [0, %) ou [%, 1), teremos 1); 1), i proporcional a 1, e sua integral é
proporcional a integral de ¢ que ¢é nula.

Suponha que os intervalos [£”27", (k" +1)27") e [0, 1) tenham pontos em comum. Como
o comprimento do primeiro é no maximo meio, temos uma das seguintes possibilidades:

(1) ou [E"27" (K" + 1)27") est4 inteiramente contido em [0,1) e como ndo podemos
ter k27" < 1 < (K’ 4 1)2/", necessariamente, teremos [k"27", (k" + 1)27") C [0,1) ou
(k727" (K" +1)27") C [3,1);

(2) ou [£727", (k" 4+1)27") N [0,1)~ # 0, que ndo pode acontecer, visto que que nao é
possivel que k727" < 0 < (kK" 4+ 1)27" ou k727" < 1 < (K" 4 1)27".

De (i), (ii) e (iii), segue-se que o conjunto {t;; };x € ortonormal. A seguir, mostraremos
que ele forma uma base para L*(R).

Seja hy uma fungao constante por partes em intervalos da forma [k2% (k + 1)270), se
anulando fora de [—271,271) onde j e j;, sdo inteiros tais que jo < j;. Mostraremos que
existe uma combinagao linear finita de wavelets, g, tal que ||hg — g|| seja arbitrariamente
pequena. Como toda fungao f € L?(R) pode ser arbitrariamente aproximada por alguma
fungao hg do tipo descrito acima, isto mostrard que {¢;x}; 4 forma uma base para L*(R).

Seja

1, 0<z<1
o) = { 0, caso contrério.

Note que ¢ é a fungao caracteristica do intervalo [0, 1), também denominada funcao escala
associada a wavelet de Haar, cujo grafico aparece na Figura 2.



2 TRANSFORMADA DISCRETA DE WAVELETS 8

-1 1 2

Figura 2: A funcdo escala, ¢, associada a wavelet de Haar.

Como ¢(277z — k) vale 1 no intervalo [k27, (k + 1)27) e zero, caso contrério, entao, hg
pode ser escrita como

291—90—1

ho(z)= > aoxd(2x — k),

k=—291—7J0

onde agy, é a restrigao de hy ao intervalo [k27°, (k + 1)270).
A seguir, escrevemos hy = hy + 61 onde hy é a seguinte fungao constante por partes em
intervalos da forma [k270F1 (k4 1)290+1):

291—do—1_1

hz)= Y axp e — k),

k=—291—Jo—1
onde
Ajok + Qj2k+1
2 )
portanto, a; é a restricio de h; ao intervalo [k270%! (k + 1)27071). Como §; = hy — h,,
as restrigoes de d; aos intervalos [k270T1 (k + %)2”“) e [(k+ %)QjOH, (k4 1))27%71) serao
dy j e —d; , respectivamente, onde

Ajt1.k =

Qjok — Aj2k+1

2 )
logo, d; restrita ao intervalo [k270F!, (k+41)200+1) é dy 39p(27V0H D — k), pois, (2 7z —k) =
#2700 — k) — ¢(27U+tg — (k + 1)). Assim, temos

djy1k =

2J1—Jdo—1_-1

61(z) = Z dy o (2790 g — k)

k=—271—Jo—1

Neste procedimento passamos de hy para sua versao de menor resolucao por um fator
de 2, hy. O que fizemos foi substituir os valores de hy nos subintervalos [2k27, (2k +1)27)
e [(2k + 1)2% (2k + 2)2%), por suas médias, a; x, veja Figura 3.

A seguir, escrevemos h; = hy + do, onde hy é a seguinte funcao constante por parte em
intervalos da forma [k27072 (k + 1)2/072):

29173021

hy = Z a27k¢(27(]’0+2)$ — k),

k=—271—J0—2
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)

jo,2kt]

242" (2k+1p" 2 +1p”

(ajo,ﬂ: + ajo,2.i:+1)
2

(’3 o T ajo,?:kﬂ)

2

+ (k 11 2)23'0 Bl (k— + 1)23'0+1

p2

k2 (k+1p*

(aja,% Ty +1)
2

Figura 3: A passagem de j, para j, + 1
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entao,
2/1—Jo=2-1
o= Y dyp(20y — k),
k=—271—J0—2
Portanto,

2J1—Jdo—J—1

- h2 + Z Z ],kqu)( ]O—H k)

7=1,2 g=—271—Jo—J
Repetindo-se o procedimento acima j; — jp vezes, teremos

]1 ]O 2j1 —Jjo—J_— 1

ho() = hyjy—jo ( Z Z dj (27 Votd) g — k),

=1 k=_92i1—Jdo—J

—j —j —j -1 —j 2711
onde hj,_jy(2) = a- @27 x)ta (27w +1), am =271 350 o aopear =27 350 aog
Aplicando-se o procedimento acima n vezes a hjl_j07 teremos,

hjl—jO = ¢( (i) + ) + Qb( (rtn) ) +
+Z ( Jl-‘r])x + 1) + ¢(2 (J1+7) )) ]
Logo,
ho(z) = 2n — (27t £ 1) 4 2—n¢(2’(j1+"):v) + A,
onde

Ji—jo 291—do—i—-1

Z Z dj (2 (Go+3) 4 —k)

=1 k=—27i1—Jo—J
n a_ L
- —(J1+4) (j1+7)
+_§;(2j¢(2 z+1)+ 592 0 g))
j:

¢ uma combinacao linear finita de wavelets ;.
Para finalizar, temos ||hg — A, || = 2% (a_ 4 a4 )27 % — 0 quando n — co. O

Note que as wavelets nos permitem recuperar os detalhes que seriam perdidos com a
diminuicao de resolucao quando se passa de uma escala para a escala seguinte, ou seja,
elas medem as flutuagoes entre duas escalas consecutivas.

A wavelet de Haar é a tnica wavelet com suporte compacto para a qual se tem uma
forma analitica fechada. As wavelets de Daubechies [1, 4] também tém suportes compactos
e podem ser tomadas tao suaves e com quantos momentos nulos quanto desejamos; entre-
tanto, nao se conhece uma forma analitica fechada para as mesmas e elas sao calculadas
numericamente, conforme serd descrito na secao 4.2.
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2.1.1 Calculo Rapido dos Coeficientes de wavelets na Base de Haar

Note que para a wavelet de Haar temos as seguintes relagoes
1 1
) = V2 —=¢21) — —=¢(2z — 1 3
wle) = V2( 000 - o(e ) ®)
1 1
r) = V2| —F=¢(22) + =20 — 1)) . 4
oe) = VB (sotan) + oz 1) )
Veremos na Secao 3 que uma propriedade geral das wavelets é aquela que generaliza

as relagoes (3) e (4), ou seja,

da) = V2> hpd(2x — k)

Y(x) = V2 gd(2r — k),

veja equagoes (32) e (55), respectivamente.

Para a wavelet de Haar, trivialmente, temos hg = h; = \%, Jo=—g1 = \%, hi, g =0,
para os demais valores de k.

Das relagoes (3) e (4), temos

@Dj,n(.’ll') = 2_%¢(2_jx — n) = ¢j—1,2n ?/%bjl,QnJrl (5)
Pjnlz) = 27%¢(2*jx —n) = Pj—1.2n + ¢j—1,2n+1. ©)

V2

Se definirmos o coeficiente de wavelet d;; e a “média”a;; como as projecoes de f sobre
Yk € @jk, respectivamente, ou seja, aj, = (f, ®;x) € djx = (f,¥;x), ao multiplicarmos as
equagoes (5) e (6) por f(x) e as integrarmos de —oo a 00, teremos as seguintes relacoes

1

dj,n = E (ajfl,Qn - dj71,2n+1) (7)
1

Gn = 5 (aj-12n + dj-12011) (8)

que nos permitem o cédlculo rapido dos coeficientes de wavelets, d;x, j > jo, a partir de
{ajox},, onde jo pode ser visto como uma escala fina, tal que a projegao de f sobre o espago
das fungoes constantes em intervalos da forma [k27°, (k+1)27), ou seja, >, @jo kB k> SEJA
uma boa aproximacao para f.

Na Secao 4, veremos que para uma wavelet em geral, temos as seguintes relacoes

Qjn = E hkajfl,?,nJrk
k
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djn = Z!Eaj—l,znﬂc-
k
Somando-se (7) e (8), temos

1
G-t = 5 (ajn + djn) (9)

Subraindo-se (7) e (8), temos

1
Aj—12n+1 = E (aj,n - dj,n) . (10)

Na Secao 4, veremos que para uma wavelet em geral, temos as seguintes relacoes

Aj_1n = Z P a1 + Z Gn—2k ;. (11)
k k

Das relagoes (9) e (10), podemos reconstruir a fungao a partir de seus coeficientes de
wavelets.

Na pratica, dado uma colecao arbitraria de N = 2" valores, tratamos estes como se
fossem agy, k =0,...,2" —1 = N — 1 e através das relagoes (7) e (8) obtemos uma nova
representacdo para a mesma, ou seja, {ano,dj,J = 1,...,n,k =0,... 271 — 1} e a
partir deste e das relagoes (9) e (10), podemos voltar aos valores iniciais. Nos problemas
de interesse, a representacao em termos de coeficientes de wavelets é esparsa no sentido
que a maioria dos coeficientes d;j; sao nulos ou muito pequenos e podemos ignoré-los,
dai a idéia de compressao por tras da representacao em bases de wavelets. Note que o
procedimento descrito pelas equagoes (7) e (8) para se calcular os coeficientes de wavelets

haar requer Z;:& 22777 = N — 1 operagoes (somas e multiplicacoes).

2.2 As wavelets de Daubechies

Na Secao 11 construiremos as wavelets de Daubechies, . Tais wavelets possuem, todos
os momentos até ordem N — 1 nulos, ou seja, [ zlp(x)de =0 (1=0,...,N —1); além
disso, |supp y | = 2N — 1, e para N > 1, yp € C*V, onde pu ~ 0.2.

A wavelet de Haar pode ser vista como um caso particular das wavelets de Daubechies
quando N = 1.

No caso das wavelets de Daubechies, y1, os valores de yhy serao diferentes de zero
apenas para 2N valores de k, digamos k£ = 0,1,...,2N — 1, eles sao raizes de equagoes
algébricas, geralmente, calculados por métodos numéricos (veja tabela 6.1 de [1]). Con-
forme sera visto na Secao 3, os valores de gy e hy estao relacionados e uma possivel relagao
entre eles é, por exemplo, g = (—1) hoy_1_s.
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Em nossas aplicacoes ao problema de processamento de imagens digitais, nos re-
stringiremos a wavelet 910, também conhecida na literatura por Daub4. Neste caso, os
valores exatos de seus coeficientes de filtros sao

ho = (14+V3)/4V2
hh = (3+ \/§)/4\/_
hy = (3—V3)/4V/2
hs = (1—+3)/4V2 (12)

e hi = 0, para os demais valores de k.
Os coeficientes satisfazem

hs — ho + hy — hy 0
Ohg - 1h2 -+ th - 3h0 == 0,
. . o
isto faz com que 57 tenha os momentos de ordem zero e um nulos, ou seja, ffoo W(x)dr =
(o]

0= [T xz¢(z)dr

Sob o ponto de vista pratico, quanto mais momentos nulos uma wavelet possuir,
menores serao os coeficientes correspondentes as partes de f que sao suaves, ou seja,
os coeficientes de wavelets serao apreciaveis onde f nao for suave.

Observagao 2.2. A vantagem de uma wavelet Y ter varios momentos nulos nos conduz a
uma alta compressividade, porque os coeficientes de wavelets das escalas mais finas de uma
funcao sao essencialmente nulos onde a func¢ao € suave. Como f(b(:r;)dx =1, 0o mesmo
ndo acontecerd com (f, ;). Mesmo assim se [x'¢(x)dr =0 paral =1,...,L —1, se
fizermos uma expansao de Taylor de f(k277 +277x) em torno de k277,

(fio-sk) = QJ/f(kQ_J+2_Jx) o(z)dz

2—(M+1)J

RLH (L)
R el max S @)

= 27 f(27k) +
~ 2% f(27k),

onde supp ¢ C [—Ryp, Rr] e podemos concluir que para J grande e para as regioes onde f
for suave o erro é desprezivel. Com isto temos um método simples para ir de f para os
coeficientes da sua escala mais fina (f, p— ).

Em 1989, Coifman sugeriu a Daubechies a constru¢ao de uma base ortormal onde nao
somente Y como também ¢ tivesse momentos nulos, mais precisamente,

/xlw(x)dx =0, [=0,....,.L—-1

/gb(x)dm = 1, /xlgb(x)dxzo, l=1,...,L—1.

Tais wavelets foram denominadas de coiflets e foram usadas nos algoritmos numéricos
de [5]. Para uma discussao das coiflets, veja [1], Segao 8.2.
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3 A Analise de Resolucao Multipla

As primeiras construcoes de bases ortonormais de wavelets pareciam um pouco mirac-
ulosas. A situagdo mudou com o a chegada da andlise de resolu¢ao multipla (ARM),
formulada em 1986 por Mallat e Meyer. A ARM fornece um referencial onde bases
de wavelets sao naturalmente compreendidas, bem como permite a construgao de novas
bases. Quando Mallat trabalhou com wavelets de Meyer pela primeira vez, ele estava
trabalhando com analise de imagens, onde a idéia de se estudar imagens em varias es-
calas simultaneamente era popular. Isto o estimulou a ver bases ortonormais de wavelets
como uma ferramenta para descrever matematicamente o “incremento na informagao”
necessario para se ir de uma aproximagao grosseira para uma aproximagao com maior
resolucao.

Defini¢ao 3.1. Uma ARM ¢é uma seqiéncia, {V;};ez, de espagos fechados de L*(R),
representando 0s sucessivos niveis de resolucoes, tais que eles satisfacam as sequintes
condicoes:

LCVocVicVoCc Vo, CVy Ty (13)
NjezV; = {0} (14)

iV = LA(R); (15)

flx)eV, e f(27x) € Vj; (16)

f(z) e Vo = f(x —n) € Vy, para todo n € Z; (17)

Eriste ¢ € L*(R), tal que
{&(x — n) }nez constitui uma base ortonormal para Vj. (18)

Como veremos na Segao 6, a propriedade (18) pode ser relaxada. A propriedade (16)
expressa que todos os espagos estao relacionados por escala a um mesmo espago, Vj (este
é o aspecto da “multiresolu¢ao”). Ainda por causa desta propriedade, se f(z) € V;, entao,
f(z —2in) € V;, para todo n € Z. As condigoes (18) e (16) implicam que {¢;,}jnez é
uma base ortonormal para V; para todo j € Z.

Se definirmos P; como o operador projegao ortogonal sobre V;, a condigao (15) assegura
que lim;_,_, P;f = f para todo f € L*(R).

Cada V; pode ser interpretado como um espago de aproximagao sucessiva: a aprox-
imagao de f € L*(R) na resolugao 2’ é definida como a projecao de f sobre V; e quanto
menor j, mais fina é a resolugao obtida. A condigao (16) significa que nenhuma escala é
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privilegiada. Os detalhes adicionais necessérios para aumentar a resolucao de 2/ para 271
sao dados pela projecao de f sobre o complemento ortogonal de V; em relacao a V;_1, o
qual denotamos por W;: V; @ W; = V,_;. Note que

WjJ_Wj/, Se j 7é j/. (19)

(Se 7 > j', por exemplo, entdo W; C V;yLW,.) Segue-se que, para j < J, podemos
decompor V; como a seguinte soma direta de subespagos:
J—j—1
Vi=V;® EB Wik, (20)
k=0

onde todos estes subespagos s@o ortogonais. Em virtude das condigdes (14) e (15), isto
implica que
LZ(R) - @jezwj', (21)

(uma decomposicio de L*(R) em subespacos mutuamente ortogonais). Além disso, os
subespagos W; herdam a propriedade de escala (16) de V;:

f(x) e W; & f(27x) € Wy, (22)

Para mostrarmos (22), lembramos que f € W, se, e somente se, f € V,_y e f L V].
Suponha que f € W;, entao,

fla) = arp(270" Nz — k), (23)

k

(f,¢ix) = 0, (24)

para todo x.
Em (23) se fizermos © — 27z, temos f(2/z) =Y, apé(2x — k), para todo z, logo,

f(2z) e V. (25)

Por outro lado, de (24), temos que (f(27.), ¢ox) = 272 (f, ¢;x) = 0. Portanto,
f(27z) L Vg, (26)

De (25) e (26), temos f(27z) € Wy. De maneira andloga, mostra-se que se f(2/x) € Wy,
mostra-se que f(z) € W;.

Por causa de (22), se {1)(z — k) };, for uma base ortonormal para Wy, entao, {1; ()}«
serd uma base ortonormal para W;, visto que, se f(z) € W;, entdo, f(2/z) € Wy, logo,
f(2z) =3, axtp(z — k), portanto, f(x) = 3, 22axp(277z — k), além disso, (1 x, Vju) =
2792 (o ey Yo ) = Ok
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Note que a decomposigao (20) nos permite escrever uma funcgao dada na escala 2/ como
a soma da sua versao onde a sua resolucao foi reduzida por um fator de 2=/, mais os
detalhes correspondentes as escalas intermedidrias entre as escalas 27 e 27. Além disso,
através de (21), “dissecamos” L*(R) em fatias correspondendo a detalhes que vao dos
mais delicados aos mais grossos, sendo que fatias distintas sao ortogonais. Para cada
uma destas fatias, digamos, W, temos a familia de wavelets {1, };kez como uma base
ortonormal.

No caso das wavelets de Haar, se tomarmos como ¢ a funcao definida na introducao e
definirmos

Vi ={f € L*(R) | fl@ik2i(xt1)) = constante, k € Z},

as condigoes acima s@o trivialmente satisfeitas ( a propriedade (15) é uma imediata con-
seqiiéncia do fato de que as fungoes degraus com saltos nos racionais da forma k27 sao

densas em L?(R)).
Para a wavelet de Haar, temos

Pioy =P [+ ) (i) 0in (27)

kEZ

A beleza da abordagem usando ARM é que desde que exista uma seqiiéncia de sube-
spagos (V) ez e uma fungao ¢ satisfazendo as condigoes (13)-(18), entao existe uma funcao
¥ tal que (27) ocorra.

O teorema enunciado abaixo é um dos resultados mais importantes da ARM.

Teorema 3.1. Se uma seqiiéncia de subespagos fechados (V;)jez em L*(R) e ¢ satisfazem

as condigoes (13)-(18) da Definicao 3.1, entdo existe uma base ortonormal de wavelets
{Vjx | j,k € Z} para L*(R), tal que

Py =P+ ) (i)t (28)
k

Uma possivel escolha de 1) €

V= Z(_l)n_lh—n—1¢—1,n (29)

n
onde hy, = (¢, ¢_1.,) ( a convergéncia da iltima série é em sentido L*).

Prova. A seguir, construiremos explicitamente 1. Como a AMR ¢é “invariante” em
relacdo a (a) translagdes por inteiros no eixo do tempo e (b) dilatagdes por poténcias de
2, a fim de fazer o melhor uso desta simetria temporal, faremos a construcao da wavelet
mae no “dominio de Fourier”.

A transformada de Fourier de uma funcao f € L?(R) é definida como

~

f w 7’Lu)$f

“ 7l
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Uma propriedade importante da transformada de Fourier é que ela perserva o produto
interno, ou seja,

(f.9) = (f.9)-

A férmula (27) é equivalente a dizer que, para j fixo, {1, | kK € Z} constitui uma
base ortonormal para W;. Por causa de (21) e das condigbes (14), (15), isto entao au-
tomaticamente implica que a colecao completa {1, | j,k € Z} é uma base ortonormal
para L*(R). Por outro lado, (22) assegura que se {to | k € Z} é uma base ortonormal
para Wy, entdo, {¢,x | k € Z} serd uma base ortonormal para W;, para qualquer j € Z.
Nossa tarefa, entao, reduz-se a encontrar ¢ € Wy tal que (. — k) constitua uma base
ortonormal para Wj.

Para construir esta v, descreveremos algumas propriedades importantes de ¢ e Wj.

I. Como ¢ € Vy C V_4, e {¢_1,,} forma uma base ortonormal para V_;, temos

6= hnd i, (30)
onde da ortogonormalidade de {¢_1 ,, }nez, temos,
= (3 010) € X [hal* = 16]72) = llo0l[F2@ = L. (31)

nez

De (30), temos a seguinte relagao de escala:

$(x) = V2 hao(2x —n). (32)

Observagao 3.1. A identidade (32) é chamada de equagdo de escala, ela controla toda
ARM. Como veremos, o vetor dos coeficientes, h, determina ¢ de maneira inica. FEle de-
termina mais ou menos tudo: quando fazemos cdlculos numéricos, nao se usa a func¢ao es-
cala @ nem a wavelet mae que € construida na ARM , mas sao os coeficientes hy, que apare-
cem nos algoritmos. A equacgao de escala descreve uma espécie de “auto-similaridade”.
Ela pode ser comparada com a equag¢io K = Ul_, f;(K) que aparece na teoria de conjun-
tos fractais. O fato de que ¢ tem a propriedade (32), € obviamente uma restri¢ao muito
grande nas possiveis escolhas de ¢.

Observacgao 3.2. A rela¢io (pon, $) = don, para todo n € Z nos leva a sequinte relagdo
de consisténcia:

Son = /gzﬁ(x —n)o(x) do = 2%: hkh_l/gzﬁ(% —2n —k)¢(2z — 1) dx
— Z hkh_l/ o' —2n — k)p(a! — 1) da’ = Z hihiOon k.
k,l k,l

= Z hkma
k
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em particular, devemos ter Y., |hi|* = 1.

Observagao 3.3. Suponha que h € I'(Z) e que [ ¢(z) dz # 0. Entao,

f: hi, = V2. (33)

De fato, integrando a equagao de escala (32) em relagao a x de —o0 a 0o, temos

[o¢] o0 1 o0
/oogb(x) dx:\@;hk/oogb(%—k) d:z:ﬁ;hk/oogb(x) dx (34)

dividindo-se a equagao acima por [°°_ ¢(x)dz, temos o resultado desejado. O
Como
2. —n)(w) = e )(2x —n) dx
oW = = / 6(2 —n)d
1 zwn’\
= 3¢ d(w/2),

temos

A 1 . 9
o) = 5 Z hae 20w /2), (35)

onde a convergéncia em ambas as somas ocorre no sentido de L2 A férmula (35) pode
ser reescrita como

Hw) = mo(w/2)(w/2), (36)

onde

1 —inw
me(w) = 7 zn: hpe™". (37)

A igualdade em (36) ocorre em quase todo ponto. Conforme mostra (31), m, é uma
fungao periddica com perfodo 27 e estd em L?([0, 27]), pois,

/ |m0 |2 dw = Zh h / e —i(n—n)w do =17 (Z ’hn|2> = T.
0 n

IT. A ortonormalidade de ¢(. — k) conduz-nos a propriedades especiais de m,. Como
a transformada de Fourier preserva produto interno, ou seja, (f,g) = (f, g), temos
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6k,o = <¢0 0, ¢0 k>
- ¢00’¢0k

— /|¢ |2 ikw dw

(1+1)
= 3 [T b

leZ
2T
= / e " |p(w + 2n)[* dw
leZ
= 27TCk,

onde ¢ é 0 k—ésimo coeficiente de Fourier da fungao ), |d(w +271) 2. Como a série de

Fourier de uma funciao em L?*([0,27]) converge em quase todos os pontos para a fungao,

> lo(w+2rl))> = (2m) " ae.

E claro que podemos repetir os argumentos acima na diregao oposta e concluirmos que se
(38) acontece, entao (Po 0, Por) = Ok,o. Portanto, temos o seguinte lema.

Lema 3.1. Translagoes por inteiros ¢or(x) = ¢(x — k) de uma fungio ¢ € L*(R) con-
stituem um sistema ortonormal se, e somente se,

S 16w + 2mD)? = (27)”! (33)

em quase todos os pontos.

Substituindo (36) em (38), conduz-nos a (n = w/2)

D Imo(n +al)[*(n + wl)[* = (2m) 7",

l

em quase todos os pontos; quebrando-se esta soma em [ pares e em [ impares (o que
é permitido, por causa da convergéncia absoluta), usando-se a periodicidade de m, e
aplicando-se (38), uma vez mais, obtemos

mo(m)* + [mo(n + )* =1 ae. (39)

Note que de (39),

Ime(w)| <1 (a.e em R). (40)



3 A ANALISE DE RESOLUCAO MULTIPLA 20

ITI. Agora vamos caracterizar Wy: f € Wy é equivalente a f € V1 e f1V,. Como
f e V_q, temos

F=Y faboin,
com fp, = (f, ¢_1n). Isto implica
o) = 5 S e o 2) (41)
Introduzindo-se a funcao
my(w) = % > faeTm (42)
a equacao (41) torna-se

fw)=m; (5)6(5)- (43)

A série aparecendo em (42) é convergente em quase todo ponto em R. Os argumentos
acima podem ser invertidos: se (43) é para alguma fungao m; € L*([0, 27]), entdo f € V_;.
A restricao fLVj implica que f_Lggy para todo k, isto é,

O = <f7 ¢O,k>

:/ %N fw + 2ml)d(w + 2nl) dw,
0 l

portanto,

> flw+2rml)d(w + 2n1) =0, (44)
l

onde a série em (44) converge absolutamente em L'([—m,7]). Substituindo (36) e (43)
m (44), reagrupando as somas para [ pares e [ impares, lembrando-se que m, e my sao
2m-periddicas e usando (38), obtemos

ms(n)mo(n) +ms(n+m)me(n +7) =0 a.e. (45)

Reciprocamente, se f € V_; e (45) acontece, entao f L W,. Em outras palavras, f € V_4
e fLWp, se e somente se, (45) for verdade.
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Defina os seguintes vetores:
M, = (mo(w),mo(w + 1)),
My = (mg(w),ms(w+m)) e
)

M, = (my(w+m7), —my(w)).

Note que M, L M/, além disso, de (39), det[M,, M!] = —1, |M,| =1 e |M!| = 1. Logo,
M, e M formam uma base ortonormal para C?, como de (45), M, e M; sdo ortogonais,
segue-se que

My = Nw)M), (46)
onde o coeficiente A\(w) é dado por
M) = (M, M) = my(w)my(w + ) = mp(w+ m)m,(w),
como m, e my sdo 2w —periddicas, a fun¢do w — A(w) também o serd e satisfaz
An) =—-An+m) ae. (47)
Esta equacao pode ser colocada da seguinte forma
An) = e (e7A(n)) = v (2n), (48)

onde v é 2r—periédica. A seguir, mostraremos que v € L?([0, 27]).
De (48) e (46), segue-se que M(w) = e“v(2w)M!(w), como M/ é unitdrio,

V(W) = [Mw/2)]* = [My(w/2)]" = [m(w/2)]* + lmy(w/2 + )], (49)

isto implica que
1 2
v (w)[* dw

2
||V||L2([0,27r]) o ;

271
= [ GmstorP + mpf2+ m)P)a
1 v
— ;/ (|mf(<,u)|2 + |myp(w + 7r)|2) dw ( fizemos § — w)
0
1
= ;Hme%Q([OQTr]) = Z | fil? = 11l o) < o0
k

onde na segunda igualdade acima usamos (49) e fizemos a mudanga de varidveis § — w

e na terceira escrevemos [ [my(w + 7)|* dw = f:ﬂ Im ¢ (w)]? dw.
Substituindo (48) em (46) e tomando-se a primeira componente de My, concluimos
que se f € Wy, entao

my(w) = e“v(2w)mo(w + 7) (50)
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substituindo (50) em (43), temos
fw) = ePPm,(w/2 + m(w)d(w/2), (51)

onde v é 2m—periodica. R

Reciprocamente, se existir v € L?([0,27]) tal que f pode ser escrita na forma (51),
entao, f € Wy. De fato, se (51) for verdadeiro para alguma v € L?([0,27]), entao temos
(43), com

my(w/2) = e“v(w)my(w/2 + ).

Por causa de (40) podemos concluir que m; € L*([0,27]) e isto por sua vez implica que
f e V_q. Além disso, temos

My(w) = (mg(w),my(w + 7)) = €“v(2w)(mo(w + ), =mo(w))
= e“v(2w)M],

provando que o vetor My é ortogonal a M, para quase todo w. Isto mostra que (45) é
verdade para quase todo w; por outro lado, para f € V_; isto é equivalente a f_1W,.

IV. A forma geral de (51) para a transformada de Fourier de f € W, sugere que
tomemos

~

D(w) = e my(w/2 + 1) dp(w/2) (52)

como um candidato para a wavelet (correspondente a escolha v(w) = 1).
Afirmamos que se tomarmos 1 como aquela definida por (52), entdo, o sistema de
fungoes {1 | k € Z} constitue uma base ortonormal para Wj.

Como v(w) = 1 estd L2([0,27]), segue-se que 1 tendo uma representacdo da forma
(51), onde v vale 1, logo, ¥ € Wj.
Ortogonalidade das 9y ¢ facil de verificar:

(Yo, Yo1) = (Yoo, Voi—k)

- [T

- / (W) dw
21
= / Zk‘“z Y(w+ 27D ? dw.

Por outro lado, reagrupando-se as somas para [ pares e [ impares e usando o fato que m,
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¢ 2m-periédica, temos
; [(w +2m)]* = ; [mo(w/2 + ml + m)[*G(w/2 + L)
= [mo(w/24+ 7)Y |(w/2 + 2mn)[?
+|mo(w/2)? ZT@(w/Q + 7+ 2mn)|?
= (27T)_1[|mo(W/7;)l2 +lmo(w/2+ )] ae (de (38))
= (2m)7" ae (de (39))

O que mostra que [¢(z)y(x — k) dx = .
Por outro lado, dado uma funcao arbitraria f € W, entao existe uma funcao 27-
periédica v € L*([0, 27]), tal que

flw) =v()(w) aeemR. (53)

A fungdo v pode ser expandida em série de Fourier >, vxe™** a qual converge em quase

todos os pontos para v(w). Segue-se que podemos substituir (53) por

= Z vpe " ih(w)  (a.e em R)
k

que é a transformada de Fourier de f = )", vyt ,. Portanto, a série D, v converge
em L?(R) para f. Tudo isto junto, mostra que as g formam uma base de W.

A férmula (52) nos dé somente a transformada de Fourier de ¢. A fim de obter a
fungao ¢ devemos voltar para o dominio do tempo. Usando-se (37), temos

ezw/Qmo(w/Q I 7T) - = Z hkezk(w/2+7r)ezw/2

_ VeTpeil+Der2
= hie'
\/_Z
_ E (_1)k’—1h_k/_le—ik’w/2’
\/5
k/

onde fizemos a mudanca de vardveis k = —k' — 1, k' € Z. Portanto, (52) pode ser
substituido por

N 1 k 17 —ikw/2
(w) = E;(_ hore ™ (w/2). (54)

Como 20(2 — k)(w) = e~ */23(w/2), de (54), temos
= VO ()R (2 — k), (55)
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com isto terminamos a demonstragao do Teorema. O

Note que ¢ nao é determinada de maneira tinica pelas propriedades (13)-(18) e por
(28): se v satisfaz (28), o mesmo serd verdade para qualquer ¥ do tipo

~

I(w) = plw)d(w), (56)

com p uma fungao 2r—periddica e |p(w)| = 1 em quase todos pontos. Em particular,
podemos escolher p(w) = p,e™*, com m € Z, |p,| = 1, que corresponde a uma mudanca
de fase de ¢ por um fator de fase m. Usaremos esta liberdade para definir (fazendo
p(w) = e ™), invés de (29),

= gnd-1m: (57)

com g, = (—1)"h_p11, ou, ocasionalmente,

gn = (=1)"h_ni142n, (58)

com uma escolha conveniente de N € Z (neste caso, p(w) = e /(N +hw),

3.1 Um exemplo

Vejamos o que a receita (57) nos da para a ARM de Haar. Neste caso, ¢(z) = 1, para
0 <z < 1,0, caso contrario; portanto,

hn:\/§/¢(x)¢(2x—n) dr = 1/v2, sen=0,1

= 0, caso contrario.

Conseqiientemente, ¢ = \/Ligb_m — %qﬁ_l,l = YHaar, O que Nao é nenhuma surpresa.

Na Secao 6, veremos como associar a uma funcao escala, ¢, uma ARM, feito isto,
consideraremos mais um exemplo de base ortonormal de wavelets; ou seja, as wavelets de
Meyer (veja final da segao 6).

4 Algoritmos Rapidos

4.1 Calculo Rapidos de Coeficientes de Wavelets

Haviamos descrito um algoritmo rapido para se calcular os coeficientes de wavelets
para o caso particular da wavelet de Haar. A seguir, obteremos algoritmos rapidos para
se fazer a decomposigao (anélise) e reconstrucao (sintese) de uma funcao, no caso de uma
wavelet arbitraria, por exemplo, as wavelets de Daubechies.
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A seguir transcreveremos as relagoes (32) e (57), ou seja,

da) = V2> hpd(2x — k)

U(x) =vV2Y gp(2r — k),

25

(59)

(60)

onde hy = (¢, p_1x) € g estd relacionados a hy, por exemplo, através da relagao g, =

(—=1)*h_j11 (veja também (58)).
Além das relagbes acima, também usaremos que

Vici =V; & W
Note que de (59), temos

Gjn(x) = 27912427z — n)
270N (27U Ve — 20 — k)
k

= th ¢j—1,2n+k($)7 Vi, n.
k

De maneira andloga, de (60), temos

Yk = ng¢j—1,2n+k, Vi, n.
B
De (62), temos
(D1 Gin) = D T {bj-1m br2nra)
l
= ZE%,%H = hy_ok-
l
De (63), temos
(D1 Vin) = YT (Dj1ns Bjkst)
I

Z q 5n,2k+l = 9n—2k-
l

Seja P; a projecao ortogonal sobre V;, entao,

Pif= Z ajk k-
k

(61)

(65)

(66)
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Em virtude da ortonormalidade dos ¢;, a;r = (P;f, ¢jr). Como 1 — P; é a projecao
ortogonal sobre o complementar de V}, temos que ((1 — P;)f, ¢;%) = 0, logo, (f, ¢jxr) =
<P)Jfa ¢j,k>'

A analise de wavelets agora procede na direcao de j crescente. Descreveremos o passo
j— 1+ j. Assuma que os coeficientes {a;_1 ; }1 sejam conhecidos e estejam armazenados
numa matriz. De (66) e (62), temos

a5 = <]D]f7 ¢j7n>
= <f7 quﬂ‘b)
= <f7 Z hk ¢j—1,2n+k>
k

= Zh_k (f, Dj—1,2n+k)

P
= g Py a1 2n1k-
P

Portanto, a passagem de a;_;, + a; ¢ dada pela seguinte relacao

Ajn = Zh_kajq,zmk = Z hi—2n aj—1 k- (67)
k k

Seja @); a projegao ortogonal sobre W;, entao, (f, v;x) = (Q;f, k), assim, se fizermos
djr = (f,¥jx), entao,

Qif =Y dixtbju. (68)
k

Substituindo-se (63) em (68) e multiplicando-se o resultado escalarmente por ;,,
temos

dix = (Q;if Vjn)
= <f7 wj,n>
= (/, Z Ik Dj—12n+k)
k

= Zﬁ (fs Pi—1.2n+k)
k

= Z Gk Qj—1,2n+k;
K

o que nos da a seguinte recursao d;_,, + d; :

djn = Z%ijl,m&k = ngﬁn 51 2n+k- (69)
% 2
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Dados f € L*(R) e € > 0, como ||P;f — f|| — 0 quando j — —oo, existe um j, € Z
tal que ||P;, f — fll2 < € assim, hd uma escala mais fina, j,, com a qual comecaremos,
poderfamos até mesmo supor que a funcao inicial f € V;,. O nosso ponto de partida serd

a seqiiencia a;, f f(x)pj, k(x ) dx, a qual podera ser determinada, por exemplo, por
integragdo numérica o que requer o conhecimento de ¢ (veja também Observacao 2.2).
Na secao seguinte veremos algoritmos rapidos para se calcular numericamente ¢.

Das relagoes (67) e (69), temos graficamente o seguinte algoritmo em cascada para
calcular os coeficientes de wavelets {d,,}:

Aj,,. 7 Qjo+1,. = Qjo+2. =7 Qj43. - - - Qjo+-J—1,. = Qj,+J,

\ djo+17- \ djo+21- \l djo+3- AR \l djo+J7-

Observagao 4.1. Na passagem j — 1 — 7, f perde-se a resolugao por um fator de 2. A
nova versao de baiza resolucao de f, que é a projecao de f sobre V;, é obtida a partir
dos coeficientes a;, e os detalhes correspondentes a esta perda, ou seja, a diferenca das
projecoes de f sobre V;_; eV}, respectivamente, sao armazenados nos coeficientes d; .

A seguir, veremos como reconstruir f a partir de seus coeficientes de wavelets. De
(61), temos

Pioaf=Pif+Qif = ajudjn+ > djxthjn. (70)
k k
De um lado, temos a;_1, = (Pj_1f, ¢j_1,). Por outro lado, de (70), (64) e (65), temos
(Pif,bj—1n) = (Z ajkPik + Z dj iy Pj—1.m)
k
= Zajk<¢jk7¢j 1,1 Z k¢]ka¢] 1, >
= Za]khn 2k+zd]kgn 2%k

0 que nos da

QGin = > ook @ik + Y Gnok g (71)
K K

Graficamente, temos o seguinte algoritmo em cascada para reconstruir f a partir de
jort s i gy jog g1, -+ - s Ajoga,, djq1,.:



4 ALGORITMOS RAPIDOS 28

Ujotd,.  —7 QjotJ—1,. 77 UjotJ—2 e ot T Gy,

diprg.  / djoyi-1,. S djpt1,.

Observacao 4.2. Vimos que no primeiro passo do algoritmo acima precisamos dos val-
ores de ¢, pois, a;, = (f, ¢j,k). Em muitos casos, como por exemplo, para as wavelets
de Daubechies, nao existe uma formula analitica fechada para ¢(x) e ¥ (x) (exceto, para
o caso trivial da wavelet de Haar). No entanto, conforme haviamos mencionado, existem
algoritmos rapidos para se calcular ¢ com uma precisao arbitraria e em tais algoritmos,
como nos descritos acima, precisamos apenas dos coeficientes h,. No caso do processa-
mento de imagens que descreveremos na Se¢ao 5.1, podemos tomar j, = 0 como sendo a
escala mais fina e seqiiéncia inicial agy, Tepresenta os valores dos pizels da imagem.

Como veremos na Secdo 4.2, precisamos apenas de uma tabela com os valores de hy,
para comecarmos um trabalho numérico concreto. Nem a func¢ao escala ¢ nem a wavelet
mae Y precisam ser armazenadas, seja numericamente ou nao.

4.2 Calculo Numeérico de Wavelets

Em muitos casos, como por exemplo, as wavelets de suportes compactos de Daubechies,
nao existe uma férmula analitica fechada para ¢(x) e 1(x) (exceto, para o caso particular
da wavelet de Haar). No entanto, se ¢ é continua, podemos calcular calcular ¢(z) com
uma precisao arbitraria para todo x. A seguir, construiremos um algoritmo numérico
rapido para calcular ¢ (lembre-se que 1 estd relacionado com ¢, através da relacao (60)).

Aplicaremos (71) para f = ¢, a qual é caracterizada pelas seguintes condigoes:

(1) <¢, §b07n> = (50’”, Vn, (S

(ii) (¢, ¥jr) =0,Vk € Z, j < 0.

Portanto, de (i), ap, = don, € de (i), dj, = 0, Vk € Z e Vj < 0. Entao, de (71),
segue-se que Vj < 0,

Aj_1p = Z P o aj g, (72)
!

onde Agn = (50771.
Mostraremos na Proposicao 4.1 que dado o nimero racional da forma 277K (tais
nimeros sdo densos na reta), existe j, tal que para j > j,,

627 K) — 22/, ¢ 05-1x)| < 277,

onde C e j, sdo independentes de J e K e como a;_1, = (@, $j_1,,), 0 problema de
calcularmos ¢(z) em x = 277k, reduz-se ao cdlculo dos a;,, os quais sao dados por (72).
Como o conjunto dos racionais da forma 277K é denso em R, podemos com isso plotar o
grafico de ¢ por interpolagao (linear ou por fungoes constantes por partes).

Desde que ¢ tenha suporte compacto e ¢ € L'(R), entao, temos
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Proposicao 4.1. Se f for continua em R, entdo para todo x € R,

tiw 2 [ (o4 )@y = () (73)
Se f for uniformemente continua, entdo esta convergéncia pontual também é uniforme.
Se f € Holder continua com expoente o, |f(x) — f(y)| < Clx —y|*, entdo a convergéncia
¢ exponencialmente rdpida em j:

f@) =2 [ o+ )o@y < C2 (74)
Prova. A fungao 27¢(27.) é aproximadamente uma funcao ¢” quando j — oo. Mais
precisamente, como [ dx2/¢(2'z) = [ dx¢g(x) = 1, temos
U@»—W/'fm+ym&wmm::2u/ Flae + y)]o()dy

:\/ (x + 279 2)|3(2)dx]
< 16lh s |f(@) — flat )l

lu[<2—IR

(onde supusemos que supp ¢ C [—R, R]), se ¢ é continua, isto pode ser feito arbitrari-
amente pequeno, tomando-se j suficientemente grande. Se f é uniformemente continua,
entao, a escolha de j pode ser feita independemente de x, e a convergéncia é uniforme.
Se f é Holder continua, entao (74) também é verdadeira. O

Assuma que ¢ seja continua ou mesmo Hoélder continua com expoente a.. Se z for um
racional da forma z = 27/ K, entdo, da Proposicao 4.1,

ow) — mnW/m¢@*K+ywewmy

J—00

= hm 2j/2/ ¢ ]27 JK( )dZ

J—00

= jhlgo 21/2 <¢a ¢—j,21'*JK>'
Portanto,

$(27K) = lim 2/%(, _j 051 ¢).-

]*)OO

Além disso, para j > j,,
627 K) — 2%(h, ¢_j00-1)| < C279°, (75)

onde C' e j, sao independentes de J e K.
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Vimos que para 2/~7 K inteiros (j > J) os produtos internos (¢, ¢_jai-rx) = a_joi-if
sao facilmente calculados através do algoritmo dado por (71).
Se em (75) fizermos j > j,, 7 = J e k = K, temos

(277k) — 272a_; 4| = |6(277k) — 20/2(¢, ;1) | < €279

Isto nos permite construir uma seqiiéncia 7; aproximando ¢, tal que 7,;(277k) = 2//2a_;,
e nos pontos z # 277k, podemos interpolar estes valores.

Podemos, por exemplo, definir 77 como a fungao constante por partes em intervalos
da forma [277(n —1/2),277(n 4+ 1/2)), n € Z, tal que n9(277k) = 29/%(¢, p_;1).

Outra possivel escolha é 7; (), linear por partes em intervalos [277n, 27" (n+1)], n € Z,

tal que 5} (277k) = 29/2(0, 6.
A proposicao abaixo mostra que as seqiiéncias acima construidas convergem exponen-
cialmente rapidas para ¢.

Proposicao 4.2. Se ¢ for Holder continua com expoente o, entao existe C' >0 e j, € N
tais que, para j > jo,

16 = njllee < C27%, ¢ —njlloc < C27. (76)

Prova. Tome um nimero real qualquer x. Para todo j, escolha n tal que 277n < o <
277(n+1). Por defini¢ao de 7§ (€ = 0, 1), 75(x) é necessariamente uma combinagao linear
convexa de 27/2(¢, ¢_;,) e 21/2(¢,d_;n11), seja € = 0 ou 1. Por outro lado, se j é maior
do que j,,

[6(x) =220, d-ja)| < |0(x) = 6(27n)| + [$(277n) — 2%, 6—;0)]
< Clz—27p|*+C277* < C277?

O mesmo ¢é verdade se substituirmos n por n + 1, ou seja,
|6(x) — 2172, §_jnp1)| < C279%

Clomo () = s2/2(6, ¢_j) + (1 — )2/2(6, 6_j111), onde 0 < 5 < 1, temos

[o(x) = n5(@)] = [s(8(x) = 2%, 0-5)) + (1= ) (&) = 27%(d, §—jni1))]
< sC279% (1 — 5)0279* = 0279,

Aqui C' é uma constante independente de z, portanto, (76) é vélida. Il

No caso de ¢ ser a funcao escala associada a wavelet de Haar, h, = \%(50’” + 01.0),
entao, para todo 7 < 0 e todo n € Z, temos

2ll—1 L ,
J —3 — l7l
e 3 57”:{ (2) L osel=0,1,...,2l —1 (77)

P caso contrario.
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A prova desta relagao segue-se por inducao: ela é trivialmente valida para j = 0, visto
que ag,, = 0. Suponha que ela seja valida para j, entao de (72), temos

Aj—1n = E hn72kaj,k
k

2lil —1
_ il
= Zhn72k2 2 Z Ok,
% 1=0
olil —1
_ il
= 27 Z Zhnqk&c,z
=0k
. olil —1
= 27% Z hnf2l
1=0
olil —1 1
_ il
= 273 ; E(5n,2l+5n,2l+l)
olil —1
j 1
— o () Z (On,21 + On2141)
1=0
olil+1_1

= 27(“‘;1) Z 5n,l
=0

e concluimos a demonstracao.
A seguir veremos como calcular numericamente a funcao escala ¢ associada a wavelet
de Haar. Vimos que
_ . j
¢(2 JK) = lllm 22a_j72ijK
j——o00
olil—1
. Jo_d
= lim 22272 E 5K2j*‘7,l

j——o0
=0

olil—1
= lim Y Oga-y (78)
T S
Tome 5 > J fixo.

(i) Se 277K < 0, entao, 277K < 0, logo, 12‘:(‘)71 Ogi-71 = 0.

.. - ; : ; 13l —

(i) Se se 277K > 1, entdo, 27K > 2/ > 2/ — 1, portanto, Y1y " 0xi-s, = 0.

(iii) Finalmente, se 0 < 277K < 1, entdo, 22~7K é um inteiro positivo satisfazendo
0< 27K < 2j, logo, l2|:ﬂ071 5K2j*]7l =1.

Em virtude de (78), de (i), (ii) e (iii), temos o resultado esperado:

B 1, se2™/K €(0,1)
J _ ) ’
¢(2K) = { 0, caso contrario.



4 ALGORITMOS RAPIDOS 32

Figura 4: A partir dos valores dos coeficientes hg, hyi, ha € hs, dados em (12) , calculamos
numericamente a funcdao escala associada a Dauby.

Observagao 4.3. Se quisermos calcular numericamente os valores de ¥ (x), devemos
tomar f =1 em (4.1).

Como djj, = (Y, ¢;k) = 0ko0j0 € aon = (¥, ¢) = 0, devemos considerar o sequinte
processo iterativo:

a_1n = (---,07079079179279370707---)7
A1, = Zhnf%ajfka Jj<-—L
k
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5 Aplicacoes

5.1 Compressao de Imagens Digitais

No sistema RGB, uma imagem digital é caracterizada atribuindo-se a cada pizel, um
vetor com trés componentes, cada uma das quais representando as intensidades das cores
vermelho, verde e azul, respectivamente. Os valores de cada componente é um nimero
inteiro entre 0 e 255. No caso de uma imagem em preto e branco, as trés componentes
sao iguais e a imagem ¢é completamente caracterizada pelo escalar, que é o valor comum
das trés intensidades.

Dada uma funcao f em V;, ela pode ser escrita de maneira tinica como

fl@) =" aosp(z — k) (79)

k
e de (20) podemos reescrevé-la como

J

fz) = filz) + ) Ay(), (80)

J=1

onde f; € Ve A;j € Wj, portanto, fi(z) =), ajrdse e Aj(x) =, djr;k(x), onde os
coeficientes a ;. e d; sao calculados recursivamente a partir de g, , por meio das relacoes
(67) e (69).

De maneira anédloga, se conhecermos os coeficientes a;. e d;_, j = 1,...,J, podemos,
a partir de (71), recursivamente, calcular os ao_ e reconstruir a funcdo f, dada em (79).

Dada uma imagem digital unidimensional, em preto e branco, com 2! pizels, onde I
¢ um inteiro nao-negativo, sejam {ao}r—q, 211 0s valores de cada um dos seus pizels.
Associamos a esta imagem a seguinte funcao em Vi: f(x) = >, agr¢(zr — k). Com tal
defini¢ao, os algoritmos acima nos permitem calcular os coeficientes de wavelets de f, d; x,
j=1,...,J =2' e os coeficientes a;j. Ao projetarmos f sobre um dos subespagos V;, o
que estamos fazendo é obter uma versao de baixa resolugao de f, reduzimos a resolucao
por um fator de 2/ e ao passarmos de V; para V;,; perdemos a resolugao por um fator
de 2 e os detalhes que perderiamos sao representados por A;. Assim, ao decompormos f
de acordo com (80), o que fazemos é obter uma versao da imagem onde todos os pizels
possuem o mesmo valor, que é a “média” de todos os pizels, mais detalhes correspondentes
as escalas intermedidrias.

Sob o ponto de vista computacional, comecamos com uma imagem unidimensional
com 2! pizels, armazenada num vetor A, com 2! posicoes. No primeiro passo passamos de
Vo para Vi, usando-se as relagoes (67) e (69), geramos 2/~ coeficientes {al,k}il:_(;fl e 2071
coeficientes {dm}ig’l; fazemos Alk] = ayx, parak =0,...,25 =1 e A2 + k] = dyy,
para k =0,...,2¥ " —1. Com isso, temos uma imagem de baixa resolucio, f, € V; C V4,
com resolucao diminuida por fator de dois, armazenada nas primeiras 2/~ posicoes de
A, nas posicoes seguintes estao os detalhes, correspondentes a passagem de Vj para V7,
que é a projecao de f sobre W;. Podemos repetir este processo a f; e partindo-se de
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seus coeficientes {alyk}zg’l e das relagoes (67) e (69) e encontrarmos os coeficientes
{am}il;é “le {d27k}zl;§ ~1- estes serdo armazenados nas 2/~ primeiras posicoes de A, sendo
que Alk] = agy para k = 0,...,272 — 1 e A[2""2 + k] = doy, para k = 0,...,272 — 1.
Nas primeiras 2/=2 posicoes de A temos a versio de f, f» € Vo C Vj, onde a resolucio foi
dimuida por um fator 2, em relagao a versao anterior, nas posigoes seguintes os detalhes
correspondentes as escalas intermediarias, em ordem decrescente. Repetindo-se o processo
[ vezes, na [—ésima vez, a partir da versdo f;_1 € V-1 C Vj de f e das relagoes (67) e
(69), obtemos a; o € d; o que serdo armazenamos em A[0] e A[1], respectivamente. Com isso
teremos passado de um vetor A para um vetor C'W, sendo que neste temos os coeficientes
de wavelets de f. Cada passo no processo acima pode ser implementado por uma matriz
invertivel (ortogonal, nos exemplos que consideraremos), o que significa que podemos a
partir do vetor C'W obter o vetor A e, portanto, reconstruir a imagem.

No caso de uma imagem colorida, os coeficientes acima a;j e d;; serao vetores com
trés componentes e aplicamos o procedimento acima a cada componentes, separadamente.

Imagine que tenhamos uma imagem com 2! x 2! pixels, a qual pode ser armazenada
numa matriz quadrada A, de ordem 2!, neste caso, tratamos cada linha ou coluna como
se fosse uma imagem unidimensional, aplicando-se o processo acima no calculo dos coefi-
cientes de wavelets.
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v

Transformagao na linha

tranformagao
na coluna

Figura 5: A DECOMPOSICAO PADRAO. No primeiro passo, associamos a cada linha
da imagem uma funcao em Vy, conforme foi descrito acima, em sequida, para cada linha
calculamos os coeficientes de wavelets. A sequir, associamos a cada uma das colunas
transformadas no processo anterior uma fun¢ao em Vi e aplicamos o processo acima as
mesmas e obtemos os respectivos coeficientes de wavelets. Note que em A|0,0] estd a
“media” dos pixels, nas demais posicoes estao armazenados os coeficientes de wavelets,
propriamente ditos. Como estas operagoes sao invertiveis, podemos inverter o processo
de decomposicao e reconstruir a tmagem inicial.
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Transformagdao na linha

w

tranformacao
na coluna

Figura 6: A DECOMPOSICAO NAO-PADRAO. Aplica-se operacées em linhas e colunas
alternadamente. Associamos a cada linha da imagem uma funcdo em Vy; a sequir, de-
compomos cada linha aplicando-se apenas um passo, o processo descrito na passagem de
Vo para Vi @ Wy, depois, tratamos cada coluna resultante como se fosse uma fungao em Vg
e as decompomos, como feito no passo anterior, onde as linhas foram substituidas pelas
colunas. No passo sequinte tomaremos a versao de baira resolucdo da imagem original a
qual estd armazenada numa submatriz, de A, restrita aos Ali,j] comi,j =0,...,2"1 —1
(nas demais posi¢oes teremos os coeficientes de wavelets). A sequir, repetimos o processo
a versao de baira resolu¢ao da imagem obtida no passo anterior e teremos uma submatriz
de A, restrita a Ayli,j] comi,j=0,...,2""2 — 1, na qual estd uma nova versdo de baiza
resolucdo da imagem (nas demais posicoes os coeficientes de wavelets). Prossequindo
desta forma, apos, | passos, encontraremos uma submatriz de A, formada por A|0,0] con-
tendo a “média” de todos os pixels e nas demais posigoes estardo os coeficientes de de
wavelets.
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Independentemente da funcao f, associada a uma imagem unidimensional, correspon-
der a uma linha ou coluna da matriz A, é importante que implementemos a passagem
7 — 1 — j no processo de decomposicao e isto sera ilustrado para as wavelets de Haar e
Daub4.

No que segue, vamos supor que tenhamos uma imagem unidmensional com 2™ pixels.

No m—ésimo passo (m =1,...,1), o vetor a;-1 = (a1-1,0, - - ., @1 20-m-1_1), é transfor-
mado no vetor em

a; = (al,(b sy Qpol-m=1_1, dl,O; e >dl,21*m—1> = Qa1

Onde a matriz @), é obtida através das relagoes (67) e (69). Para a wavelet de Haar, @,
¢ a seguinte matriz de ordem 2™:

ho
ho My

Qm hO —h1

ho —hi

Como hi + h? = 1, a matrix Q,, é ortogonal, logo, Ql_l = @!. Com isto, no processo
inverso, ou seja, na reconstrucao, a implementacao da passagem j — j — 1, é imediata.

Para a wavelet Daub4, das relagoes (67) e (69), usando-se condigoes periddicas, segue-se
que @, é a seguinte matriz de ordem 2™ (2 < m < [):

ho hi hy hs
ho hi hy hg
ho hi  he hs

R he I
o= by “hy b —ho
hy —hs hi —ho

hy —hs —hi ho

hl —ho h3 _h2

No caso em que m = 1, por causa das condi¢oes de contorno periédicas, teremos uma
matriz @, definida abaixo, atuando no subespaco do R* formado por vetores da forma
(a,b,a,b):
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Q= ha hs ho My
\hy —hy hy —hy

a qual é equivalente a matriz

Q N ho + hg hl + h3
P\ it hy —hg—hy )
atuando em vetores (a,b).

Por causa das relagoes h3 + h? + h3 + h2 = 1 e hohg + hzhy = 0, as matrizes Q,, sao
ortogonais.

5.1.1 A Necessidade da Compressao

Como sabemos, a quantidade de informacoes armazenadas, transmitidas e manuseadas
por computadores tem crescido exponencialmente nas ultimas décadas. Dois desenvolvi-
mentos recentes tém contribuido para este efeito, um deles é o surgimento dos sistemas
de multi-midea juntamente com suas numerosas aplicagoes. O tempo em que o computa-
dor manuseava apenas texto e nimeros ja se passou e foi substituido pela era dos sons,
imagens, filmes e realidade virtual. Outro desenvolvimento é a crescente disponibilidade
da internet que fez com que tais informacoes estivessem a disposicao de uma quantidade
enorme de usuarios. Este dois desenvolvimentos resumem-se no chamado “World Wide
Web” | um sistema interativo e de multi-midea baseado na informacao.

Este desenvolvimento sé foi possivel por causa da rapida evolugao dos hardwares. O
desempenho das CPU’s, discos e canais de transmissao tém crescido enormememente.
Mesmo assim temos alguns problemas e para intendermos melhor mencionaremos os
seguintes fatos:

1. Para armazenar uma imagem moderadamente grande, digamos com 512 x 512 pixels
e 24 bit de cor, requer cerca de 0.75 MBytes. Um video de sinal tipicamente tem
30 imagens por segundo.

2. Uma fotografia padrao de 35 mm digitalizada a uma resolucao de 12 um requer 18
MBytes.

3. Um segundo de video colorido NTSC requer 23 MBytes.

Isto mostra que os atuais hardwares sdo inadequado (ou tecnicamente ou economica-
mente). As técnicas de compressao fornecem uma solugao.

Se pudermos representar a informagao num forma comprimida, podemos obviamente:
economizar espaco, tempo de cpu e tempo de transmissao.

A maioria da informagao que usamos é altamente correlacionada, em outras palavras,
ela inerentemente contém redundancia; portanto, parece ser possivel compressao sem
perda de informagao. O requerimento bésico da compressao é que se possa mudar rapi-
damente dos dados originais aos comprimidos.
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5.1.2 A Idéia Geral

Existem dois tipos de esquemas de compressao: com perda e sem perda.

No caso de compressao sem perda, estamos interessados em reconstruir os dados ex-
atamente, sem qualquer perda de informacao, como nos arquivos de texto.

No caso de compressao com perda, permitimos um erro, desde que a qualidade depois
da compressao seja aceitavel. O esquema de compressao com perda tem a vantagem que
podemos atingir fatores de compressoes muito maiores do que nas compressoes sem perda;
entretanto, ele s6 pode ser usado no caso em que pode-se substituir os dados originais
por uma aproximagao que seja facil de se comprimir. Temos que ser especificos no que
significamos uma representacao “aceitavel”. Por exemplo, na compressao de imagens,
uma aproximagao aceitavel de uma imagem é uma que seja visualmente indistinguivel da
imagem original.

Nesta secao consideraremos a aplicacao de wavelets ao problema de compressao de
dados. Este, sem duvida, é um assunto de suma importancia nos dias atuais, visto que
em todos momentos temos que receber ou enviar uma enorme quantidade de dados que
podem, por exemplo, ser arquivos de uma imagem ou de um audio, digitais.

A idéia por tras de qualquer esquema de compressao é a de se remover a correlacao
presente nos dados. Dados correlacionados sao caracterizados pelo fato que a partir de
uma parte dos dados, podemos preencher a parte que esteja faltando. Existem varios
tipos de correlacoes, daremos alguns exemplos:

1. Correlagao espacial: pode-se freqiientemente predizer o valor de um pixel numa
imagem olhando-se para os pixels vizinhos.

2. Correlacao espectral: A transformada de Fourier de um sinal é geralmente suave,
isto significa que pode-se freqiientemente predizer uma componente de freqiiéncia
olhando-se para as freqiiéncias vizinhas.

3. Correlacao temporal: Num video digital, a maioria dos pixels de duas imagens
mudam muito pouco na dire¢ao do tempo.

A idéia é de se representar os dados usando-se uma base matematica diferente na es-
peranca que esta nova representacao revelara ou nao a correlacao. Com isto queremos
dizer que nesta nova base a maioria dos coeficientes sao muito pequenos. Assim, a com-
pressao ¢ alcancada calculando-se a transformada associada a esta base, fazendo-se os
coeficientes menores do que um certo limiar iguais a zero. A informacgao serd, portanto,
caracterizada por um pequeno nimero de coeficientes.

Na pratica procura-se uma transformada que tenha as seguintes propriedades:

1. Seja independente dos dados.
2. Exista um algoritmo rapido (linear ou linear-logaritmico) para calcula-la.

3. Seja capaz de remover a correlacao para um conjunto grande e geral de dados.
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Um candidato possivel para uma transformada é a transformada de Fourier rapida.
Ela definitivamente tem as duas primeiras propriedades; entretanto, nao possui a terceira
propriedade. A base é perfeitamente local na freqiiéncia, mas de maneira alguma local
no tempo. Portanto, ela é incapaz de revelar correlagao local no tempo. A maioria dos
sinais tem correlagao local na freqiiéncia e no espaco. Necessitamos uma base adaptada a
este comportamento. Mais precisamente, necessitamos uma base que seja local no tempo
e na freqiiéncia. Existem duas maneiras de se construir tais bases:

1. Divide-se o dominio espacial em pedagos e usamos uma série de Fourier em cada
pedago separadamente. Desta forma, obtem-se uma base trigonométrica local.

2. Pode-se usar uma base de wavelets.

Ambos os métodos resultam numa transformada que é independente dos dados, rapida
e que nos conduz a uma representacdo compacta para um enorme e geral conjunto de
dados.

Para termos uma idéia de como a compressao ocorre na representacao de wavelets,
basta darmos uma olhada na relagdo (69): os coeficientes de wavelets, d;;, medem as
flutuagoes locais dos valores dos “pixels”na escala j, pois, ao calcularmos estes, o faze-
mos uma combinagao linear cuja a soma dos coeficientes é >, gx = 0, de modo que a
referida combinagao linear serd nula quando os valores de “pixels”adjacentes forem iguais
e pequenos quando os valores destes forem préximos (isto ocorre numa imagem tipica, de-
vido as correlagoes locais no espago). Assim, os valores de d; ;, s2o pequenos em regioes de
suavidade de uma funcao, com isso eles podem ser usados para caracterizar a regularidade
de uma funcao, localmente.

Para vermos que ), gr = 0, temos que usar o fato que uma wavelet ¢ e a sua fungéo
escala associada, ¢, satisfazem ffooo Y(z)dr =0e ffooo ¢(z) dx # 0. Portanto, integrando-
se (60) sobre a reta real, temos 0 = (3>, gx) 5 [ o &(z) dx.

Numa imagem tipica o que se vé sao regioes enormes onde os valores dos pixels sao
iguais ou muito proximos, o que significa que os coeficientes de wavelets a elas asso-
ciadas ou sao nulos ou despreziveis. Somente em regioes de transi¢oes, proximas aos
contornos separando as regioes onde os valores dos “pixels”variam muito, é que tere-
mos uma flutuacao local significativa nos valores dos “pixels”, portanto, coeficientes de
wavelets apreciaveis. Na projecao sobre Vj, caracterizada pelos a;x, veja relacao (67),
essencialmente estamos fazendo médias ponderadas locais de “pixels”da escala anterior,
pois, os hj sao positivos; portanto, se numa escala temos regioes grandes onde os valores
dos “pixels”sao préximos, o mesmo acontecera na escala seguinte.
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4,6% 1,7% 0,87% 0,15%

Figura 7: Reconstru¢ao de Imagem usando-se a wavelet Daub, nas figuras sao mostradas
as percentagens de coeficientes que estao sendo usadas.
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6 Construindo uma ARM a Partir de uma Funcao
Escala

Uma vez escolhida a funcao ¢, definimos os subespacos V; como

Vi = span{d;i}rez

= (e P®) | fle) =) adml@), D_lal* < oo}, (81)

k

Com a defini¢do acima, as propriedades (16) e (17) da Defini¢ao 3.1, sdo automatica-
mente satisfeitas.

Lema 6.1. Assuma que ¢ € L*(R) tenha sido escolhida. Defina V; a partir de (81).
Se a inclusao Vo C V_q for verdadeira, entdo todas as inclusoes na propriedade (13) da
Definicao 3.1 ocorrem.

Prova. Visto que, se f(z) € Vj1, entdo, de (16), f(2*'z) € V, C V_;, portanto,

f(29(2x)) = f(27M2) = X, app(22 — k), logo, f(2z) = >, ard(xz — k) € Vj e de (16),
concluimos que f(z) € V}. O

Nao ¢ para qualquer escolha de ¢ que os V; formarao uma ARM. Quando escolhemos
¢ € L*(R) N LY(R), trés condigoes devem ser satisfeitas:

(i) A funcbes ¢ox, k € Z, devem ser ortonormais. No Lemma 3.1, vimos ¢(z — k),
k € Z constitui um conjunto ortonormal se, e somente se,

2(w) = 3 13w+ 2m) = 5

em quase todos os pontos. Se as translacoes por inteiros de ¢ nao forem ortonormais,
podemos “ortonormalizéd-las”.

(ii) Devemos nos certificar de que as propriedades (14) e (15) da Defini¢do 3.1 sejam
satisfeitas. Mostraremos no Teorema 6.1 que sob a hipétose de {¢(z — &)}y formar um
conjunto ortonormal, se ¢ satisfizer uma cota do tipo

[6(2)] <

14 a? (z € R),

entdo, a propriedade (14) da Defini¢ao 3.1 serd satisfeita. Além disso, a propriedade (15)
da Definicao 3.1 sera satisfeita se, e somente se, tivermos

[ ot aal =1 o 16001 =
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(iii) Finalmente, devemos guarantir que as inclusoes dadas na propriedade (13), ocor-
ram. Mostramos no Lemma 6.2 que é necessério e suficiente que

o(z) = V2 Z hio(2x — k),  para quase todo = € R,

k=—00

para que Vo C V_4.

Lema 6.2. Para que se tenha a inclusao Vo C V_1 € necessdrio e suficiente que uma
identidade da sequinte forma

P(r) = V2 Z hip(2x — k),  para quase todo x € R, (82)
k=—00
seja vdlida com {hy}rez € (7).

Prova. A propriedade (16), juntamente com a relagao (81) implicam que

Vo ={feL’®R) | f=) hd_is, hel*(Z)}
k

assim, a fim de ¢ € V C V_; acontega, a condi¢ao (82) é necesséaria. Reciprocamente, a
identidade (82) implica que para [ € Z arbitrario, temos a seguinte identidade

oz —1) =2 Z hxd(2x — (k +21)), para quase todo = € R,

k=—o00

e, como uma conseqiiéncia, temos

G0y = Z hi ¢_1 5+t € V-1, paratodo ! € Z.

k=—o0

Sob estas circunstancias, é claro que combinagoes lineares arbitrdrias dos ¢p; também
estao em V_;. ]

Teorema 6.1. Assuma que a fungdo escala ¢ € L*(R) satisfaga uma estimativa da forma

|o(x)| < (z € R) (83)

1422

e que a familia (¢oy |k € Z) seja uma base ortonormal de Vy. Entao,
n;V; = {0} (84)

e, se e somente se, [ ¢(x) dr = q tiver mddulo 1, também temos
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Prova. Toda f € V, tem uma representagao da forma f = Y, frdor com Y, |fx]* =
|| f]|3 < co. Por causa de (83), obtemos a seguinte estimativa Y, |¢p(xz—k)]* < C?* Vz € R

(com outra constante C), e isto implica, pela desigualdade de Schwarz, que

@)<Y fillo(z = k) < ClIf]le.

Como f € V} foi tomado arbitrariamente, podemos dizer que ||f|lco < C||f|l2, Vf € Vb.

Para uma func¢ao dada g € V;, a fungao f = ¢(27.) estd em V;, portanto, podemos dizer
que

llgllee = I £llee < ClIfll2 = C2772|g]l.

Se tal fungao g pertence a todos os V; (j > 0) simultaneamente, entao, isto sé é possivel
somente se ||g||oc = 0, portanto, g = 0. Isto prova (84).

O espago V = U,V; é invariante a translagdes por k € Z e dilatagoes 27, j € Z;
por outro lado, as funcoes degraus com saltos nos racionais da forma k2’ sio densas
em L?*(R). Para provar a segunda afirmacao é, portanto, suficiente provar o seguinte: A
funcao f = 1,1y pertence a V, se e somente se, |q| = 1.

A relacio f € V pode ser expressa da seguinte maneira: A funcdo f é arbitraria-
mente bem aproximada no sentido L? pelas suas projegoes P;f quando j — —oo, isto é,
lim; ,_ P;f = f. Isto é equivalente a

].Er_noollpjf\\%: I£112 = 2. (85)
Mantenha j < 0 fixo por enquanto. Como

Pif =) ckdjn
k

onde ¢, = (f, ;). entdo, [|P;f|13 = >, |ck|?. Os ¢;’s podem ser calculados da seguinte
forma:

1 1
o = | G =2 [ @I d
-1 -1
N—-k

= 22 / o(z') da’, (86)
—N—k

onde 277 = N.

A seguir, a letra C' denotara varias constantes positivas que podem depender de ¢,
mas nao depende de j (ou N) e k, a letra © denotard varias nimeros reais com mddulo
< 1. De (83), temos a seguinte estimativa

~c  C
/M 6(a)] dz < / Sdr=" (87)
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Dado € € (0, 1], existe M € N tal que

/| ol drse (88)

Vamos estimar a integral no lado direito de (86). Podemos assumir que N =277 > M e
distigiiiremos trés casos:

(a) Se |k| < N — M, entdo temos —N — k < —M e, de maneira andloga, N —k > M.
Por causa de (88), podemos concluir que

([ ()

= 23/2 (@ + ©O¢),
pois, | (f:::_k%—f;ik) odz| < fIxIZM |p|dz < €. Disso, obtemos
el =27 (gf* + COe) .

(b) Se N — M < |k| < N + M, entao

|/ 3] dal < [ lo(@)] do = el =

implica na estimativa || < 2//2C.
(c) Se |k| > N + M, por exemplo, k < 0, temos

N+K N+[k|
| / Sdr| < / ldz
—N+[k| —N+[k|

< / |p|dx
—N-+|k|
C

k| - N’

onde a igualdade segue-se de (87), pois, |k| — N > M. De maneira anéloga, se k > 0,
temos
N—|k| _ N—|k|
[l s [
~ NIk ~ N[k

NIkl
/ $lda

_C
k| + N’

IN

onde a igualdade segue-se de (87), visto que N — |k| < —M.
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Conseqiientemente, se |k| > N + M,

; C
|ex| < 2]/2]{7——

Somando sobre todos tais k, obtemos

. s C?
. Ml =2 B g

|k|>N+M k=N-+M+1

k'=M+1

<1
< C?j/ —dx

M+1 L

= 27—

M

Levando em conta os respectivos nimeros de k's nos casos (a) e (b) e lembrando-se
que N = 277 obtemos a seguinte representacao para || P; f||3:

1B = 3 lel
k
=<2@ﬁ—mn+wmm%«@o+W@@Mo+%)
= (2 +CO¢) + 270 (2M(|q|2 +C) +4MC + %) .

Fazendo j — —oo concluimos que

lim [P, f|} = 2l¢f> + COe.
j——00

Com € > 0 foi tomada arbitrariamente, vemos que (85) é vélida se e somente se [¢| = 1. O
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7 A Wavelet de Meyer

A seguir daremos um segundo exemplo de base ortonormal de wavelets, as chamadas
wavelets de Meyer. Para a sua construcao, define-se a transformada de Fourier da
funcao escala, ¢, como

dw) = —— (w <)

onde

viz) = 0 (x<0)
= 2*(35 — 84z + 702* —202%) (0<2<1)
=1 (z>1).

Note que v(1 — z) = v(x), para todo x e que q@(—w) = ¢E(w), para todo w.
Da férmula para inversao da transformada de Fourier, ou seja,

o) = m/ e

temos

2oa) = ——— [ 5 () d(o) do
B V2T dw?

477" d2 WT
- /27T /_4; dw2 (e )

4r

1 3. d? /.
= —— e — (P(w) ) dw.
\ 27 _%r dw? < )

Na passagem da segunda para a terceira linha fizemos duas integragoes por partes e
usamos o fato de que gb e a sua deridada se anulam em j:47r fazendo com que os termos
de fronteira sejam nulos. Assim,

d(w) dw

1 [7 d?¢ )
(1 +a?)|o(z)| = ~an ) e ( CZE;]) —(b(w)) dw
= 4\2% max iq; — qg =C.
we[ 33 w
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-2 -1 1 2

Figura 8: A funcao v.
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Figura 9: ¢

-7.5 -5 -2. 5 2.5 5 7.5

Figura 10: [¢)|
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Portanto,
C
< . 89
B < o, Vo (%9)
A seguir, mostraremos que
= |p(w + 271)| _ (90)
- 2m
Note que
O(—w) = Z|q§ w + 27l
!
= Z |p(—w — 2wl fizemos —k — k
!
= D 1o ((~w+2n)|
= Y ldwt2m)P  (d(-w) = o))
!
= O(w) (91)
Em vista de (91), basta mostrarmos (90) para w > 0.
(i) Se 0 < w < 2, entdo, |w + 2kw| < % se, e somente se, k = 0, neste caso,
2
P(w) =W = (5;)" = 2
(ii) Se 2— <w < —, entdo, |w + 2k7| < ” se, e somente se, k = 0, —1. Neste caso,

P(w) = ]gb( )2+ |¢(w — 2m)[2. Por causa da relagéo

segue que

1 o (T 3 1 o [T 3
— T 2w - Ty 2w-1
P(w) = 5o €08 (21/ (27rw 1>> + 5 sen (21/ <27rw

De (i), (ii) e da paridade de ¢, concluimos que ®(w) = 5= se |w| < &
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iii) Se w > 4 = Up~o (& 4 2k, 4% + 2(k + 1)7], isto implica que e-xiste exatamente
3 >0 "3 3
um k, > 0, tal quew € (2k07r + 43”, 2(ko+ 1)m + %ﬂ ,logo, W' = w—2(k,+1)m € (—%”, 4?”]

Portanto,
Ow) = > |p(w+27k)?
%
= 16 (w—2(ko + D)m + 27 (k + ko + 1)) |
k
= Z \é(w’ +27k))?  (fizemos w —2(k, + )T =w' e k+ k,+1 — k)
%

= ()
1
or

Com isto provamos (90). O

Em vista de (90), segue-se do Lemma 3.1 que (¢o x|k € Z) constitue uma base ortonor-
mal para V{, isto, juntamente com (89) e o Teorema 6.1, implicam que N;V; = {0} e
U;V; = LA(R), pois, [~ ¢(z) dv = V27 $(0) = 1. Em vista dos Lemmas 6.1 ¢ 6.2, para
concluirmos que ¢ define uma M RA basta mostrarmos que

d(x) = V2 ) hep(22 — k), (92)

para quase todo x € R.
Defina a seguinte funcao 2r—periédica

mo(w) = \/%Z G(2w + 4l (93)

(a soma acima é, para cada w € R, uma soma finital). Afirmamos que mgy e ¢ estao
relacionados pela equacao funcional

=m0 (2)8(2)

o que implica que ¢ satisfaz a relagao de escala (92).
De fato, a funcao w — ¢ (“5’) tem suporte no intervalo [—%’r, %”] Por outro lado, todas
as funcoes (ﬁ( + 4ml) correspondentes a [ # 0 sao identicamente nulas neste intervalo.

Portanto, ja sabemos que

n(§)5(5) - VE St i (3) - VB ().
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Mas no supporte [—%”, %’r] de (;3 a identidade é(%) = \/LZ? ¢é verdadeira. Isto implica o

lado direito de (94) tem para todo w o valor ¢(w), como haviamos afirmado.
No presente caso, a férmula (52) nos dé a seguinte expressao para uma possivel wavelet

mae:

bw) = Py T (0/2) = VIR S dlw + 21 + 4nl)d (0/2)
= V2re/? (gzg(w +27) + plw — 27r)) ¢ (g) :

Observagao 7.1. Como ¢ e ) sao infinitamente diferencidveis e tém suportes compactos,
entao, ¢ e Y também sdao infinitamente diferencidveis e decaem ra-pidamente, ou seja,

VN, temos
()], [ ()] < Cn (14 |z]) .

O fato de que estas tém apenas decaimento rdpido faz com que elas ndao sejam boas
para fins praticos - a cota Cy cresce com N! Pode-se mostrar que nao existe wavelet com
decaimento exponencial e infinitamente suave, veja [1], Se¢ao 5.5.
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8 Relaxando as condicoes na ARM

8.1 Seqiiéncia de Riesz e Frames

Definicao 8.1. Uma seqiiéncia de vetores, (x,)neca, num espago de Hilbert H é chamada
de Riesz se existirem constantes 0 < ¢ < C, tais que

c (Z |an|2> < || Zanxn|| <C (Z |an|2) ) (95>

n n

N

para toda seqiiéncia {ay}nea. Se span{x,}tnca = H, dizemos que (x,)neca € uma base de
Riesz.

Observagao 8.1. Como todo sistema ortonormal satisfaz (95) com ¢ = C =1, o conceito
de sistema de Riesz € uma generalizacao da nocao de sistema ortonormal e uma base de
Riesz é uma generaliza¢ao de uma base ortonormal.

Lema 8.1.

(a) Se tivermos uma base de Riesz (x,)nez em H, entdo, existem funcionais biortogo-
nais () )nez, i.e., vetores em H, tais que (x}, Tp) = Opm. A seqiéncia (x))nez também é
uma base de Riesz em 'H.

(b) Se (zp)nz € uma base de Riesz em H, entdo, existem constantes 0 < ¢ < C, tais
que

1
2

of|z]] < (Z|<~’vmw>|2> < Cffzl], (96)

para todo x € H.

Observagao 8.2. Um sistema de vetores (T, )nea num espaco de Hilbert H € chamado
um “frame” se existirem constantes 0 < ¢ < C, tais que (96) aconteca, para todo x € H.
Se ¢ = C, o “frame” é chamado de “tight frame”. Alguns “frames” sao usados como
substitutos de uma base de Riesz. A importante diferenca entre “frames” e bases de
Riesz € que se (xn)nea € um “frame”; os vetores (xp)nea ndo precisam ser linearmente
independentes; como um e-xemplo trivial de “tight frame”, tome como (Ty)nea @ uniGo
disjunta de dois sistemas ortogonais. Por exemplo, se H = R?, entdo, (ey,eq, Aey, Aes},
onde (e;) = 0, € A € a matriz 2 X 2 que gira um vetor de um angulo de 90 graus. Neste
caso, c = C = 2.

Prova do Lema. Seja e, € [*(Z), definido como (e,)r = ... Considere o operador
I : 1*(Z) — H, definido por I(e,) = x,, Vn € Z. Como (x,),ez ¢ uma base de Riesz,
vemos que I é um isomorfismo (ou seja, uma bijecdo que é continua e e tem inversa
continua) de (?(Z) sobre H. Portanto, o adjunto do operador (I71), (I71)*, de I*(Z) sobre
‘H também é um isomorfismo. Defina
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Logo, (x5, xm) = (I7Y)*(en), I(em)) = (€n, €m) = dum, portanto, (z),cz é uma seqiiéncia
de . biortogonais a (x,)nez. E uma base de Riesz, pois, (I71)* é um isomorfismo, o que
prova (a).

Para provar (b), usamos (a). Dado arbitrariamente x € H, como o sistema {z}}, é
uma base de Riesz, podemos escrever x = Y, a,z;;, logo,

Enj|<x,xn>\2 = Z| Zam,m
= Z\Zal ), )|
— Z|Zal5,n|
= Z|an|2 (97)

além disso existem constantes 0 < ¢ < (| tais que

c<21an|2> s||xr\=||2anx;||so(DanF) . (98)

n n

De (97) e (98), temos

1
CH |l < (Z\(ﬂc,anQ) <l
o que prova (b). O

Dado ¢ € L*(R), entéo, a transformada de Fourier de Y a,¢(x—n)é> aneMER(E);
como a transformada de Fourier preserva norma, temos

1D andl@=n)lls = 11D ane ™(E)ll2

= < / ) |Zane"’”§|2|a3<5>|2d§>
27 R 1/2
= (/0 |Zane—"”f|2Z|¢<f+2wl>|2dé> . (99)
n l

Como f S o€ +2mD)|? dE = [°|5(€)]? dE < oo, a série 3, [p(€ +2nl)|? converge a.e
para um valor finito.

A seguir, caracterizaremos ¢ € L*(R) tal que {¢(x — m)}nez seja uma seqiiéncia de
Riesz.
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Proposigao 8.1. Seja ¢ € L*(R) e 0 < a < A constantes. As sequintes condi¢oes sio
equivalentes:
(1) Para toda seqiiéncia de escalares (ay)nez, temos

1/2
a(2|an|2) < 1D and(x —n)lls

- 1/2
_ (/_ ]Zan\qﬁ(aj—n)]QdaZ)

1/2
A (Z \anP) (100)

IA

(13) Para todo £ € R

a_<z §+2HQ<A—2 (101)
o = & " 5

Prova. Suponha que (101) aconteca. Dado (a,) € [*(Z), multiplicando-se (101) por
1> ane” ™% integrando-se as desigualdades obtidas de 0 a 27, usando-se o fato que

o 027r | > ane™ ™12 dE =3 lan]* e (99), obtemos (100).
Agora suponha que (100) acontega. Seja

— {§ € [0, 2] : Z\(]B(§+27Tl)|2 > 124—;}

Mostraremos que |C| = 0, onde |C| é a medida de C. De fato, se |C| > 0, tomamos
(an) € I*(Z) tal que 1¢ =Y a,e ¢, para £ € [0,27]. De (99),

1/2
R A
H;anqﬁ(ﬂc—n)llzz </Czl:!¢(£+2ﬂl)!2d€> >E\CW2-

Como

1/2
}: 2 1 1 1/2
|a’n| :\/%||1C||2:\/%|C’

temos

1/2 1/2
It =l > = Vo (zw) :A<z\an|2) |

contrariando a segunda desigualdade de (100). Logo, |C| = 0, ou seja,

SO 16(€ + 2rD)? < ;‘7
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Seja

2
{560% ; (€ + 27l <;—W}

Mostraremos que |D| = 0. Caso contrario,

1/2
HEZ%Mx—wmf:</%§:@@+mﬂﬁ <<j%uw@
n l

como

1/2 .
(Z‘an‘2> = E|D’1/27

temos

1/2
1) ang(z —n)lls < a((Z \%\2) ,

contrariando a primeira desigualdade de (100). Logo, |D| = 0. Portanto,

(1,

o < Zr¢§+2wz| a.e

0 que prova o Proposicgao. [

Observagao 8.3. Da Proposicio 8.1, ¢ € L*(R) € tal que {¢p(x — n)}nez seja uma
sequéncia de Riesz se, e somente se,

C oS et < e
7]'_l T _Qﬂ' .E.

Corolario 8.1. O sistema {¢(x — n)}nez € um sistema ortonormal se e somente se,
a=A=1, o seja, se e somente se,

> 1€ +2xl))” = % a.e. (102)

lez

Lema 8.2. Seja {¢(x — n)}nez um sistema de Riesz e defina
V ={g€L*R) : Zan¢a:—n
Entao,

V={g: g ZaMb ) {antn € L*(Z)} = span{¢(x — n)}n.
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Prova. Note que sendo {¢(z —n)},ez um sistema de Riesz, entdo, g(z) =, and(x —n)
implica que ¢ (3, [an]2)"? < llglla < C (X, |an|?)"’?, portanto, g € L*(R) se, e somente
se, {a,}n € I%(Z). Logo,

V={g:9(2) =) ad(e—n) {an}. € P(Z)}.

Nitidamente, V' contém todas as combinagoes finitas de {¢(z — n)},ez, portanto, se
mostrarmos que V' é um subespago fechado de L*(R), concluiremos que V' = span{¢(z —
n}tn. Seja {g, € V} convergente. Por definicdo, g,(z) = >, ap¢(x — k) e sendo ela
convergente, ela é de Cauchy em L?(R). Como a seqiiéncia {¢(z —n)}, é de Riesz, temos

cla” = a™[lz < |lgn = gmll2 < Clla” —a™[|.

Em particular, |[a® — a™||z < C7|gn — gml|2, logo, {a"}, é de Cauchy em [*(Z). Seja
lim, a® = a = {ax} e defina h(z) = >, qp(x — ). Como a € I*(Z), entdo, h € V.
Mostraremos que g, — h em L?. Note que como {¢(x —n)}, é uma seqiiéncia de Riesz,
temos, ||gn — hll2 = || 22)(a]" — a)o(z — )]z < Clla™ —al[;z — 0, quando n — o0, 0 que
prova o lema. O]

Para futura referéncia, formularemos a seguinte proposicao que é auto-evidente.

Proposicao 8.2. Suponha que {¢p(x — n)},, seja uma seqiéncia de Riesz satisfazendo
(100). Entdo,

(¢) Qualquer funcgao g € span{d(x —n)}, pode ser escrita como g(x) =), and(x—n)
e a série converge em L*(R).

(i7) g € span{d(x —n)}, se, e somente se,

9(8) = f(©)e(€) (103)

para alguma funcdo 2w-periddica f, tal que fo% | f(€)]2dE < 0.

(iii) Se g(x) = Y., and(x —n) e f € dada por (103), entao, f(§) = > a,e” ™ e
reciprocamente.

(iv) As normas de g e f estao relacionadas por:

1/2

Aol < (5 /2”|f<5>|2d§) < alglla (104)
(%] <

onde a e A sao as constantes que aparecem em (100). Reciprocamente, se (104) acontece,
para algum a e A e todo g € span{d(x —n)}, e a ¢ correspondente dada por (iii) acima,
entdo (100) acontece com constantes a e A.
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Proposigao 8.3. Seja ¢ € L*(R) tal que o sistema {¢(x — n}, seja uma seqiéncia de
Riesz. Entao, existe g1 € span{p(x—n},, tal que {¢1(z—n)}, seja um sistema ortogonal.
Para cada tal ¢y o sistema {¢1(x—n)}, € uma base ortonormal no espago span{p(x—n)},.

Prova. Seja ¢1(£) = h(€)d(€), onde h é a funcao 2r-periédica tal que

~1/2
1 n 2
|h(&)| = Nor: (El: |p(€ + 27l)| ) :

Da Proposi¢ao 8.1, como {¢(z —n)},, é um sistema de Riesz, entdo,

2 2

— < ; b(& + 2ml)|? < f—ﬁ a.e

logo, 0 < A™' < |n(€)| < a! ae. Como ¢1(€) = h(€)p(€) e h(€) é 2m-periddica,
segue-se da Proposicao 8.2 que ¢1(z) = >, a,d(x —n) € span{p(x —n)},. Além disso,
S |1(€ +27l)|? = = a.e, e pelo Coroldrio 8.1, o sistema {¢;(x — n)}, é ortonormal.

(x) = Y andi(z —n), {an} € F(Z}}

=)

span{d1(z —n)tn = {g:

= {9:9(8) = f(&)¢1 (), f 2w — periodica, f € L*([0, 2])}
= {9:9(8) = F(ON(E)o(E), [, h2m-periodicas emL*([0, 27])}
= {g:9(&) =v(§)¢(¢),v 2rm-periodica em L*([0,2n])}

= {g:9(z) b

= span{qzﬁ(:lr _n) n

onde na segunda e quinta igualdades usamos (ii) da Proposigao 8.2 e fizemos v = fh; com
isto, concluimos a demonstragao. O]

Observagao 8.4. Se ¢ satisfaz ), \(;3(5 +27l)]* = % a.e, entao, ® dada por @(f) =
m(ﬁ)é(f), onde m € 2m-periodica e |m(§)| = 1 a.e, também a satisfard.
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8.2 Construcao da ARM a Partir da Funcao Escala ¢

Como haviamos visto, uma ARM consiste de uma familia de subespagos fechados (V;);ez
e uma fungao especial ¢ € V;, tais que as propriedades (13)-(18) da Definigao 3.1 sejam
satisfeitas. Vimos na Secao 6 que podemos comecar a construcao de uma ARM a partir
de uma escolha apropriada da fungao escala ¢ no caso em que {¢(x — n)}, formar um
sistema ortonormal, veremos como relaxar esta condicgao.

Teorema 8.1. Suponha que temos uma funcao ¢ em L*(R) tal que

(i) {¢(x — m)}, seja uma seqiéncia de Riesz em L*(R),
(ii) ¢p(x) = >, axp(2x — k) com a convergéncia da série entendida em L*(R) e

(i) (&) continua em 0 e ¢(0) £ 0 ou | 7 o(x)dx| #0.

Entao, os subespagos V; = span{p(2~7x — k)}, com j € Z satisfazem as condigoes
(18)-(17) da Defini¢ao 3.1, em particular, se {¢(x—n)},, formar um conjunto ortonormal,
subespagos V;, juntamente com ¢, formarao uma ARM.

Observagao 8.5. No Teorema 8.1, se {¢(x —n)}n ndo formar um conjunto ortonormal,
podemos considerar ¢1 definido por

~

~1/2
1 ) N
$1(§) = Ton (; |p(€ + 271))| ) P(§).

Como Vj# = span{(277x — k)}r = V; = span{p(2~7x — k)}x, para todo j e o sistema
{$1(x — k) }r € ortonormal, em vista do Teorema 8.1, os subespagos V;-#, Juntamente com
o1, formarao uma ARM .

Proposigao 8.4. Suponha que temos uma fungio ¢ € L*(R) satisfazendo (i) do Teorema
8.1. Entao, para cada f € L*(R), lim, .o, P;f =0, em particular, N;V; = {0}.

Proposigao 8.5. Suponha que temos uma fungio em L*(R) satisfazendo as condigoes
(1) e (iii) do Teorema 8.1. Entdo, U;V; ¢ denso em L*(R), onde Vs sao definidos no
Teorema 8.1.

Assuma para o momento que as proposicoes acima sejam verdadeiras. A prova do
Teorema 8.1 é apenas uma questao de verificarmos as condigoes da Definicao 3.1. Da
definicao de Vj e V}, segue-se (16) da Definicao 3.1. A condicao (i) do Teorema 8.1 asse-
gura a condigao (13) da Defini¢ao 3.1. A Proposigao 8.4 implica que a condic¢ao (14) da
Defini¢ao 3.1 é vélida e a Proposigao 8.5 implica que a condigao (15) da Defini¢ao 3.1 é
vélida. Da Proposigao 8.3, concluimos que 6 da Defini¢ao 3.1 acontece (veja Observagao
8.5).

Prova da Proposicao 8.4. Como as fungoes com suportes compactos sao densas em
L?(R), ¢ suficiente mostramos que para tais fungoes g, temos

Iim [|Pyg]] = 0.
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Digamos que suppg C [—R, R]. Para cada j € Z, o sistema {¢(277x — k) }; é uma base de
Riesz para Vj, com constantes independentes de g. Seja g € N;V}, entao, Pjg = g, para
todo j. Portanto,

gl = Pl
Z‘ (Pjg, ¢;x))?, usamos (96)

Z| ¢]k
- Z|/ $)674(5) ds|?

R
(Z/ (s)]? ds) (/ 16j.(5)? ds> , usamos Cauchy-Schwartz

= gl Zw/ 6275 — k) ds
ZJRk

= lglP Z/ Wf? du

_9-iR—k

— glf? / 1o, |6 du

IN

IN

onde U; = Ug[-277R — k,277R — k] ¢ uma uniao de conjuntos disjuntos se tomarmos j
suficientemente grande. Como ¢ € L*(R), 1y, — 0 quando j — o0, segue-se do Teorema
da Covergéncia Dominada de Lebesque que || ;4|| tende a zero. O

Prova da Proposigao 8.5. Tome f L U;V;. Seja g € L*(R) tal que § = fl[_Rﬁ], para
algum R e ||f — g||]2 < e. Entdo, P;f =0, Vj € Z, logo,

Pl < 1B I+ B (f =l < NIf —gll <&, VjeZ (105)

Como o sistema {¢;}; ¢ uma base de Riesz, segue-se que

1/2
c||P, 9||<(Z| Pig, ¢jx)] ) < C||Pyll,
logo,
1Pgll> = C72>  [(Pig, éim)]
k
= C*ZZMf,Pj@,kMQ

- 2Z|/ HO0(©) def?
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= 2 | st de

27

= ¢ ZI / (€)M e (21¢) de?

—2-Jm

onde na ultima igualdade levamos em conta que supp g C [—R, R] C [-2797,277], desde
que 2797 > R.

[ i = 12O
G(6)h(206)27/26M g — e
—o—ir —o—ir V2T

com c¢_y, igual ao coeficiente de Fourier de v/27§(€)$(27€), no intervalo [—2777, 279, em
relacio ao sistema {v/2727/2¢"*€}, que é uma base ortonormal para L2([—2 7,277 7]).
Portanto,

V21 §(€)(21€) d€ = c_y

1PglPP = C2) el
k

2= i _
> 2 [ la©d@or i
—27 I
R ~
- & [ oo . (106

Como ¢ é continua em 0, vimos que qg(Zj €) tende uniformemente para é(()) em [—R, R|
quando j — —oo. De (105) e (106), temos,

e > ||Pygl* = 20C2(6(0) |9,

Portanto, ||g|| < ¢7§[§<0)|’ como € ¢ arbitrario, ||g|| = 0. Isto implica que f = 0, logo,
U;V; é denso em L?(R). O

Observacao 8.6. Se f € L*(R), entao, f também estd em L*(R) e, portanto, 1[_R7R}f,
para todo R > 0. Por outro lado, dado € > 0, existe R > 0, tal que ||f — 1_gr f|] < €.
Como a transformada de Fourier vista como uma transformagdo de L*(R) em L*(R) ¢
sobrejetiva, seque-se que eziste g € L*(R) tal que g = 1i_g g f, logo, ||f —gl| < [|f =3 =
If = 1rrfll <e

Observagao 8.7. Podemos escrever L*(R) = U,;V; @& (U;V;)*, onde usamos o fato que
se M € um subespaco fechado de um espaco de Hilbert, H, entio, H = M & M~*. Além
disso, para qualquer subespaco, A, de H, A=Al Assim, a Proposicao 8.5, nos diz que
U,;V; = L*(R).

Corolario 8.2. Suponha que LQ(R) seja uma funcgao escala de uma ARM e que (;3(5) seja
continua em 0. Entao, |¢(0)| = . Em particular, se ¢ € L*(R), | [ ¢(z) dz| = =
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-1 1

Figura 11: Spline linear por partes.

Prova. De fato, seja P; a projecao ortogonal sobre V; e g uma funcao nao-nula fixa em
L*(R) tal que supp g C [—1,1]. Como {¢(x —k)}, forma um sistema ortogonal, usando os
mesmos argumentos da prova da Proposicao 8.5, teremos igualdade (com C'=1e R =1)

1 ~
|Pyg|f? = 2 / GO dE, j<0.
~1

Como j — —oo o lado esquerdo da equagao acima tende para ||g[|* (os V}’s sao densos),
enquanto que o lado direito tende para

N 1 ~
2 (0) / 13O de = 2al3O)F 317

(como ¢ é continua em 0, ¢(27¢) tende para ¢(0) uniformemente em [—1,1]). O

8.3 Mais exemplos: a familia de Battle-Lemarie

A seguir veremos como construir wavelets a partir da funcao escala ¢ quando translacgoes
por inteiros das mesmas nao formam um sistema ortonormal, mas sim um sistema de
Riesz. Nos exemplos considerados, as fungoes de escala serao splines. A teoria geral da
construcao de wavelets a partir destas sera tratada na Secao 9.

8.3.1 A spline linear por partes
Seja

= { o e

caso contrario,

veja Figura 11.
Note que ¢ satisfaz

b(x) = %gb(Qm 1) + 6(22) + %gzﬁ(Z:p +1) (107)
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e sua transformada de Fourier é

3(€) = (2m) (%2/2)

- 2 1 1
0<ac< QWZ (& + 27)|* = 3 + gcosf =3 (1 + 200822) < f < o0. (108)

leZ

Como temos (107), (108), ¢ € L'(R) e [*°_¢(x)dx =1 # 0, os subespagos V; formam
uma andlise de multiresolugao (consistindo das fungoes lineares por partes com nédulos
em (277Z). Como ¢ nao ¢é ortogonal as suas translagoes, precisamos do truque da ortogo-
nalizacao e definimos

4sen*€ /2
€2[1 + 2c0s2€ /2]

o (&) = V3 (2m) 2 (109)

Ao contrario de ¢, ¢ nao tem suporte compacto. Para desenharmos ¢#, o procedimento
. . , . . 2 _1
mais simples é calcular os coeficientes de Fourier de [1 + 2cos*¢ /2] 2,

1+ 200325/2]_% = Z cpe e,

e escrever ¢% (z) = /3 cnd(x —n). O mit correspondente é
n 0

1+ 2c032§/2} 3

(€)= costesa | L2202

e 1& é dado por

1+ 2sen?¢/4

D) = € sen’¢/4 {m] 2 o*(£/2)

B i) 1+ 2sen®¢ /4 ]é .
= V3P sen’t/d {(1 + 2c0s2£/2)(1 + 2cos%£ /4) (/2.

Novamente, podemos calcular os coeficientes de Fourier, d,,, de [(1—sen?£/4)(1+cos?/2) 71 (1+

c0s2€/4)71]2 e escrevemos

Y(x) = ==Y (dngr — 2d, + dy1)$(22 — ).

n
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Figura 12: B-spline quadrdtica por partes.

8.3.2 Spline quadratica por partes

Seja
Tz +1)% -1<2<0
S_(z—-1?%  o0<z<1
= 4 2 ’ - -
0 caso contrario,

veja Figura 12. Note que ¢ satisfaz

8(r) = 16022 +1) + 30(22) + 262w — 1) + 102w —2). (110)

Além disso,

de) = (am) 2 (8L’

N 11 13 1
0 2 orl)|? = — 4 — —c0s2
<a< W;’¢(f+ l)| 20+3Ocos£+600035

8§ 13 1,

= 15 + 300055—1— 55°° £ < B < o0 (111)
Por causa das relagoes (110), (111), o fato que ¢ € L*(R) e [~ ¢(z)dz # 0, os sube-
spagos associados V; formam uma analise de resolucao multipla (consistindo de fungoes
quadraticas por partes, com nédulos em 2/Z). Como ¢(z — k) nao ortogonais, usamos o

truque da ortogonalizacdo para encontrar ¢# e m# , antes de construirmos .
Nos dois exemplos acima consideramos as splines de ordem 1 e 2, respectivamente.
A spline de ordem zero, corresponde a ¢ igual & funcao caracteristica do intervalo [0, 1)
(neste caso, ¢(x—k) s@o ortonormais e nao precisamos aplicar o truque da diagonalizagao).
Na secao 9 consideraremos splines de ordens arbitrarias. O resultado é que o suporte de
¢* = R = suporte de 1) para todas as wavelets de Battle-Lemari¢. Conforme sera visto

no Teorema 9.6, tem decaimento exponencial, embora o seu suporte de 1) seja a reta toda.
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9 Wavelets B-Splines

9.1 Splines

Nesta secao introduziremos as splines e, a partir delas, construiremos wavelets utilizando-

se a ARM.

Definicao 9.1. Seja a um nimero real positivo e n € N. Uma spline de ordem n com
“nodes” em aZ, é uma funcio f definida em R que € de classe C"™1 e é um polinémio
de grau no mdximo n quando restrita a cada intervalo [ja, (j+ 1)a] para j € Z. O espago
de todas as splines de ordem n com “nodes” em aZ serd denotado por S™(aZ).

Dado um numero real h, definimos o operador translagao Ty, por (1, f)(z) = f(x —h).
Dado um inteiro positivo s, definimos o operador dilatagao J;, por (Jsf)(z) = f(2°z).
Note que Js(S™(aZ)) = S™(27%aZ) e Tya(S™(aZ)) = S™(aZ).

Definicao 9.2. Paran € N, defina as fungoes N, (x), chamada de B-splines de ordem n,
como

(Z) N() == ]_[071].

(i) Para n > 0, definimos N, indutivamente como N, = N, * Ny, onde
(fxg)(z) = / fz —1t)g(t)dt.

E claro que N,, € uma convolugcao de um produto Ny * ...x Ny com n + 1 fatores.

Teorema 9.1. Para n € N, as fungoes N, (x) tém as sequintes propriedades:

Np(z) > 0, paraze€ (0,n+1) (112)

supp N, = [0,n+ 1] (113)

N, € $"(z) (114)

S Nk = 1 e
kez

Nn(n;rl_x) _ Nn<n;1+$>a para todo v € R (116)

Npa(@) = Nu(e) ~ Nyfa — 1) o

Prova. Observe que (112)-(116) valem para n = 0; assim, procederemos por indugao.
Da definicao,

Nyii(z) = /_ T N — O No(t)dt

— /01 Ny (z — t)dt = /;an(u)du. (118)



9 WAVELETS B-SPLINES 65

De (118), vemos imediatamente que se (112) e (113) valem para n, elas também valem
paran+ 1. A equagdo (118) também mostra que se N,, € C"" ! entdao, N,y € C". Para
ver que N,,1 é um polindémio em qualquer intervalo [k, k + 1], tome x € (k,k + 1) e use
(118) para escrever
k T z—1
Npyi(x) = N, (u)du +/ Ny (u)du — N, (u)du. (119)
k

k—1 k—1

Como N,(u) é um polinomio de grau no maximo n nos intervalos [k — 1, k| e [k, k + 1],
vemos que N, 1(x) é um polindémio de grau no maximo n + 1 no intervalo (k,k + 1), o
que nos dé (114). Para obter (115), usamos (118) e a hip6tese de inducao e obtemos

Y Nop(z—k) = Z/an(m—k—t)dt

kezZ keZ

= /OIZNn(x—t—k:)dt

keZ

= / 1dt = 1.
0

A propriedade (116) é uma propriedade geral de convolugao. Usando mudanga de
variaveis e a hipotese de inducgao, obtemos

2 o 2
Ny (n;— —x) = / Nn(U)Ng(n; —:U—u)du
o n—+1 1
= /_OONn< 5 +U>No(§—x—v)
o 1 1
Lo ()
. 2 2
o n+ 2
= N, (u) Ny 5 +x—u)du
2
Nn-i—l(n;— +ZL‘)

Diferenciando-se (119), obtemos (117). O

Lema 9.1. Suponha que f € S™(Z) e f|[-1,0] = 0, entao, f|[0,1] = ct”, para alguma
constante c.

Prova. Nitidamente, todas as derivadas a esquerda de f em 0 sdo 0, como f € S™(Z),
inferimos que as primeiras (n — 1) derivadas de f em 0 existem, logo, elas sao 0. Isto
significa que f|[0,1] é um polinémio de grau no maximo n, cujas (n — 1) derivadas sao
nulas em 0, o que prova o lema. O
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Observagao 9.1. Seguindo os argumentos do Lema 9.1, se f|]0,1] =0, entao, f|[—1,0] =
ct™. Em particular, fazendo-se f = N,,, como supp N,, = [0,n+1], temos, N, |[-1,0] =0,
logo, N, |[0,1] = ayt™. Em geral, para todo k > 1, temos

No(t = k)| [k b+ 1) = ag(t — k)" (120)

No(t+n+k)|[—k—2 k-1 =a_,{t+k—1)" (121)

onde ap e a_y sao diferentes de zero. Para provarmos (120), basta lembrarmos que
supp N, (t—k) = [k, n+k—+1], logo, se fizermos f(t) = N,(t—k), entdo, f(t+k)|[—1,0] =
N,(t)|[=1,0] =0, portanto, f(t+ k) |[0,1] = axt™, ou seja, f(t)|[k, k+ 1] = ap(t — k)"
De maneira andloga, como supp Ny(t +n + k) = [-n — k,—k + 1], se fizermos f(t) =
N,(t+n+k), entdo, f(t—k+1) = N,(t+n+1), logo, f(t—k~+1)]|[0,1] =0, portanto,
f(t —k+1)][—1,0] = a_gt", portanto, f(t)|[-k—2,—k —1] = a_x(t+k—1)", o que
prova (121).

Teorema 9.2. Se f € S"(Z) e supp f C [0,n + 1], entao, f = cN,(t — k), para algum
c € R, para algum k € [0,n].

Prova. Procederemos por indugao. O teorema é nitidamente vélido para n = 0; as-
sim, assumiremos que ele seja verdadeiro para (n — 1). Transladando f & esquerda por
inteiro se necessario, podemos assumir que f|[0, 1] nao é identicamente zero. Do Lema
9.1, vemos que f|[0,1) = ¢;t" para algum ¢; # 0 e também N,|[0, 1] = cot" para algum
¢z # 0. Fazendo-se a = &, temos (f —aN,)[[0,1] = 0. Se f —aN, =0, a prova estd
concluida; caso contrério, f' — aN/ € S"Y(Z) e supp (f' — aN}) C [1,n + 1], portanto,
supp (f' — aN]) (t+1) C [0,n]. Da hipétese de indugao, obtemos que (f'—aN))(t+1) =
c3N,—1(t) para alguma constante c3 # 0, ou seja, (f' —aN/)(t) = c3N,—1(t — 1), mas isto
¢ impossivel, visto que [*(f'(z) — aN}(x)) dz = 0, mas segue-se de (112) e (113) que
[ esNy_i(z 4+ 1)dz # 0. O

Observacao 9.2. Note que uma consequéncia simples do Teorema 9.2 é o sequinte: se
f€S™(2Z) esuppf C I para algum intervalo I com |I| < n+ 1, entdo, f = 0.

Teorema 9.3. Suponha que ¢ seja um polinomio de grau no mdximo n. FEntdo, existe
uma tdnica spline f € S™(Z) tal que

f= Z ar N, (z — k)

k=—n

e f1[0,1] = ¢|[0,1]. Em particular, suppf C [—n,n + 1].
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Prova. Seja X,, = span{N,(z — k)}?__ . De (113), vemos facilmente que as fungoes
{N,(x —k)}9__, sao linearmente independentes, logo, dim X,, = n+ 1. Seja P, o espago
dos polinémios de grau no méximo n considerados como fungées em [0, 1]. O mapeamento
restricao T' : X,, — P, definido como T'(f) = f|[0, 1] é claramente linear. Mostraremos
que ele é 1 — 1. Assuma o contrario, que para alguma seqiiéncia nao-nula (ak)ngn, temos

T(g) =0 onde g = Zzz_n ar N, (x — k). Isto significa que

i ar N, (z — k)|[0, 1] = 0, (122)

k=—n

mas segue-se de (113) que supp g C [—n,n + 1], e de (122) obtemos supp g C [—n,0] U
[1,n + 1]. Da definigao de spline, vemos que a func¢ao g;, definida como

(@) = g(x), <0
= 0, x>0

pertence a S™(Z). Da observacao 9.2, inferimos que g; = 0. Portanto, supp g C [1,n] e
o mesmo argumento nos conduz a g = 0. Isto significa que 7' é 1 — 1, como dim X, =
dim P, = n + 1, inferimos que T' é um isomorfismo de X,, sobre P,. O

Corolario 9.1. Se para alguma escolha de {ax}}__,, tivermos S o__ apN,(z—k)|[0,1] =
0, entao, ap, = 0, Vk.

Teorema 9.4. Suponha que f € S™(Z). Entao f pode ser escrita de maneira inica como

fl@) = apNy(z — k).

keZ

Note que para cada x € R, existem no méximo (n + 1) parcelas ndo nulas na soma
acima, assim, nao ha problema algum de convergeéncia.
Prova. Do Teorema 9.3, existe uma tnica spline

0

$=> BNu(z—k) (123)

k=—n

tal que ¢|[0, 1] = ][0, 1], logo, f—¢ |[0,1] = 0. Do Lema 9.1 e da Observagao 9.1, existem
constantes ¢; e c_q, tais que f — ¢|[1,2] = c1(t —1)" e f — ¢ |[—1,0] = c_1t". Por outro
lado, N,,(t+n+1)|[1,0] = a_1t", N,(t—1)|[1,2] = a_1(t—1)", N,(t+n+1)][0,2] =0

e N,(t —1)|[-1,0] = 0, entao, fazendo-se ¢, 3—2 e c_; = &L teremos

f—o—aNy(x—1)—c 1 Ny(z+n+1)|[-1,2] =0.

Vimos que N, (t —2)[[2,3] = aa(t —2)" e N(t+n+1)|[-2,—1] = a_o(t+1)", como f—
¢p—c1Np(x—1)—c 1 Ny(x4+n+1) € S"(Z) e f—dp—c1Np(x—1)—c 1 Ny(x+n+1) | [-1,2] =
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0, suas restrigdes aos intervalos [2,3] e [—2, —1], sdo by(t — 2)" = (%Nn(t —2)][2,3] e
boo(t+1)" = %Nn(t +n+1)|[-2,—1], respectivamente. Como N, (t —2)|[-3,2] =0
e N,(t+n+2)|[-1,3] =0, fazendo-se ¢y = 2_22 e c_y = 22 temos

a_s
f—o—caNy(t—1)—c i Ny(t+n+1) —caN,(t —2) —c_oN,(t +n+2)|[-2,3] = 0.

Continuando desta maneira, obteremos uma seqiiéncia de coeficientes {cy}rez— o} tal
que

F&) = o)+ arNalt —k)+ Y cpNu(t +n+k)

k>1 k>1

= D aNa(t—k),
keZ

que é (123).

Se a representagao nao fosse dnica, existiria uma seqiiéncia nado-nula {ay }rez, tal que
Y kez @Nn(x — k) = 0. Transladando, podemos assumir que ag # 0 (no argumento
abaixo, se ay, # 0, tomarfamos o intervalo [k,, k, + 1], invés de [0,1]). Olhando para os
suportes de N, (z — k), inferimos de (113) que (como supp N, (t — k) = [k,n + k + 1],
N,(t —k)|[0,1] =0, para todo k >0 ou k < —n — 1)

0=> aNy(z—k)|[0,1] = > axN,(z — k)[[0,1],

keZ k=—n

o que pelo Corolario 9.1 implicaria ay = 0, Vk = —n,...,0, contrariando a hipdtese de
a, # 0. O

9.2 Wavelets Splines

Agora construiremos wavelets que sao splines. Faremos isto mostrando que os espacos de
splines S™(277Z) (n fixo) formam uma ARM.

Proposicao 9.1. Para cadan = 0,1,2..., o sistema {N,(t — m)} ez € um sistema de
Riesz em L*(R).
Prova. Calcularemos a transformada de Fourier de Ny. Temos

~

1
No(€) = # /0 e du
I i [
= \/_2_71'/0 cos(xg)dx—\/—Q_ﬂ/O sen(z)dx
I i [t
= \/2_—7r§/0 cos(u)du—\/z_—ﬂg/() sen(u)du

_ sené i (_ 1 B )
= — cosE — 0 |l=—, seé=0). 124




9 WAVELETS B-SPLINES 69

Seja M, = minge|—q 4] IN,(€)[>" > 0. Dado ¢ € R, existe k € Z tal que £ € [2km, 2(k +
1)7]. Se € = 2km, entdo, & — 2kw = 0, portanto, >, | No(€ + 21l)|** > |N, (€ — 27k)|*" =

~ 2n
| No(0)]?*" = (ﬁ) . De maneira andloga, se £ = 2(k + 1)m, entdo, £ —2(k+ 1)mr =0

~ ~ ~ 2n
e concluimos que Y, [No(§ + 270)|?™ > | No(§ — 2(k + 1)m)|*™ = |Np(0)]*" = (#) . Se

€ € (2km, Q(k + 1)7), entdo, £ — 2k € (0,27). Se 0 < & — 2km < 7, entdo, 3, [No(€ +
27l) > > |N0( —27k)|[*™ > M,. Se m < £ — 2k < 2m, entdo, —1 < & — 2(k + )7 < 7,
entio, 32, | No(E+270) 2" > [ No(€—2(k+1)7)[** > M,,. Seja A, = min{M,, (271)"}, entao,

> INo(€ + 2al) " > A, (125)
leZ.
Claramente, {No(t —m) }mez, 6 ortonormal, logo, 37, [ No(€ +2rl)|? = =,
|N0(§ +27)]? < %, para todo [ e quase todo &. Como pelo Teorema da Convolucgao,

Na(€) = (2m)"2(No(€))"*,

a.e, portanto,

Z INL(€+2nD)]> = (2m)" D [No(€ + 2nl) |+
l
< (2m)" ZNO &+ 2ml)|?
1
= —, ae
27
portanto,
- 1
A, < . 2
<D INa€+2mP < o (126)
I€Z
e concluimos que o sistema {N,(t — k) }rez é de Riesz. O
Teorema 9.5. Para cada n = 0,1,... os espacos S"(2777Z)) com j € Z formam uma
ARM.

Prova. J4 fizemos todos os pedagos. A condi¢ao (18) da Definicao 3.1 segue-se da
Proposicao e 9.1 e da Proposicao 8.3. As demais condigoes sao faceis de serem verificadas,
exceto, talvez (14), mas isto segue-se da Proposicao 8.5. O

9.3 Decaimento Exponencial de Wavelets Splines

Ce_'y|x|

Proposicao 9.2. Suponha que g(x) seja uma fungao em R, satisfazendo |g(x)| <
z), analztzca

onde ¢ ey sao constantes positivas. Entao eziste uma fun¢ao 2m-periddica, G(
em [Im(z)| <=, tal que V€ € R

= _lg(e +2m)?

leZ
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Para provar esta proposicao, precisaremos de dois lemas.

Lema 9.2. Se g € L*(R), entdo,

Slite 2= -5 f

—00

(e 9]

g(z — k)g(z) dx) ke,

Prova. Os coefientes de Fourier do lado esquerdo da equagao acima, ¢y, satisfazem:

21
2er, = / (Z 19(& — 27rl)|2) e~k dg
0 !
9(&)[Pe ¢ dg

A~

/
= [ oo g
/

logo, ¢, = 5= [*o g(x — k)g(z)dx. O

Lema 9.3. Suponha que |g(x)| < ce™*!, onde ¢ e v sdo constantes positivas. Entdo,

[ ot~ kygands] < e (127)
para cada 0 < 3 < 7y, reciprocamente, se uma sequéncia (ay)rez satisfaz |agy| < ce™ Ikl
entao, também

1> arg(x — k)| < cge™, (128)

k
para cada § < min(a, 7).

Prova. Suponha k > 0. Como

lz|+ |z —k| = k,se0<z<k
20 — k,se k < x
= k—2x,sex <0,



9 WAVELETS B-SPLINES

obtemos,

[ st wg@il < [ oo - wllgtalde
< 2 / T ke gy
7000 k (o)
= (/ e_W(k_Qm)dx—I—/ e_“’kdx%—/ 6_7(2x_k)dx)
—00 0 k
0 ']
= (6_7’“/ 27“dx+e_7kk+e_7k/ e_mdx)
0
1
= ek (k’ + )
( ) e sek>1.

Se k < 0, fazemos x — k = y, temos

|/ (z — Kg@)da| = / Y90y + R)dy|
= I/ 9(y + k)g(y)dyl
— 1] gt~ g

1
< (1 + —) e MKl k|
Y
Portanto, Vk # 0, para 0 < 8 < v, temos

e — 1
| / gz —k)g(x)dr = (1 + —) ek k|
—oc0 Y
_ 2 (1 n l) o~ BlKl g~ (=Bl
f‘)/

Seja cg = max (2 e 6) (1 + >) c?, entao, Yk € Z e 0 < 3 < v, temos

IN

IN

/_Oo 9(z — k)g(z)dr < cge™H.

[e.e]

71
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—alk|

Agora suponha que a sequéncia (ay)rez satisfaga |ax| < ce Entao,

1Y arglz—k) < Y larllg(z — k)l
k k

< Y cemlgerlaH

k
_ C2 E e—oa|k|—'y|x—k\
k

< 2 Ze—ﬂ(\k\ﬂw—k‘l) = Fy(z),
k

onde 3 < min(a, 7). Note que Fs(—x) = Fs(z). Seja f(t) = e~ Blt=l2=t) para 2 > 0 fixo.
Note que

f(t) = e P g6t for negativo
= e’ se0<t<uz
et set > .

Assim, se x for um inteiro ndo-negativo, teremos

Fy(x)/¢ = Y fR)+ Y fR)+ Y f(k)

k=x+1

= 20: eﬁ(2k+w)+ieﬁx+ i o~ (2k—x)
k=1

k=—00 k=x+1

k=—o00

— o
e B

= T + ze T 4 P Z e 20k
€ k=x+1

< e P p+ 2 .
- 1—2-6

Na passagem da pentltima para a udltima linha acima, usamos que » - 41 e 2Pk —
672B(z+1) .
=27 - ASSlm, se r € N,
Fs(z) <e Pz + 2 c (129)
= 1—26)" "

Por outro lado, se x > 0 nao for inteiro, teremos
(2]

Fy(x)/c® = Y f)+ ) _flk)+ > f(k)
k=1

k=—00 k=[z+1]

e concluimos que (129) vale, pois, [x] + 1 > z. Em geral, em virtude das observagoes
acima e da paridade de Fj(x), teremos

Fi(z) < e Plal (|Jc\ + ) c®, VreR.

1—2-8
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Assim, dado 0 < § < 3, como e~ (#=9ll|z| < para todo x, entao, para |z| > 1,

ﬁ e(6-3)

2

1—2-5
1 2
< —Oz| _ ~ 1 - 2 =z —5|m|‘
< e e(ﬁ—5)(+1—2—ﬂ c cge

Por outro lado, se |z| < 1, entdo, Fz(x) < e~ (1 + 173_5)

Seja cg = ¢ max{(1, B PE] (1 + ﬁ)}, entdo, | >, arg(z — k)| < cge0ll. []

Prova da Proposigao 9.2. Pelos Lemas 9.2 e 9.3, vemos que
Z 3 + 2r1)| Z ane’
onde |a,|| = |5 [7 g9(z — k)g(z)dz| < cge Il para todo B < 7. Defina

= ane™. (130)

Como |a,e™| < cge™P ™M@ = cze=(B=ImE)Dn 4 gérie (130) converge uniformemente
em toda a faixa |Im(z)| < 0 < 7. Logo, G(z) é analitica em |[Im(z)| < 7. Claramente, G
¢ 2m-periddica. O]

Proposicao 9.3. Eziste uma fungao ® € S™(Z) tal que o sistema {®(t —m)},, € uma
base ortonormal para S™(Z) e |®(t)| < ce=®ll onde ¢ e a sio constantes positivas.

Prova. Seja

NG

<Z|N —2rl)| ) N, (€) (131)

l€Z

Como { N, (t—m)},, é um sistema de Riesz, entao, {®(t—m)},, é uma base ortonormal.
Como N, (z) tem suporte compacto, N, (x) decai exponencialmente e, pela Proposi¢ao 9.2,
existe uma fungao 2w-periddica, G(z), analitica em C, tal que para £ € R

Z |N, (€ — 2xl)|

Como {N,(t —m)},, é um sistema de Riesz, existem constantes positivas, a < A, tais que

2 2

. A
~ < Z\N (€ —2m)]* < oo e
I
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se para algum ¢, € R, G(§,) = 0, da continuidade de G, existiria 6 > 0 tal que para
56 (50_5a£o+5)7

o que contrariaria a hipétese de G(&) > %, a.e.

Seja § = min{(G(§), £ € [0,27])}, como G(§) # 0, V€ e G é continua, entao, § > 0.
Como G é 2m-periddica, G(§) > 0, V¢ € R.

Seja & = ax+iy,onde 0 < x <27, —a <y < a,a = min(QLM, 2), M = sup{|G(¢)], 0<
Re{ <27, —3 <Im¢& < 3}, entdo,

Gla+in] = 6@+ [ Gl
_ |G(x)+i/yG’(x—l—z't)dt|

= |(G(x) - /Oy Im G (z + it)dt) +¢/Oy Re G'(z + it)dt|

> |G(x) — /y ImG'(x + it)dt|
> G(:c)—|/ylmG’(3:+z't)dt|
> Gla) — /'yl G (o + it)|dt

> G(z)— Myl

> G(x)—g:g>0.

Portanto, |G(z)| > £, para [Imz| < o e podemos definir (G(z))

analitica e 2m-periddica.
Seja

1 ~
2 como uma funcao

(GE))2(&) = Y are™,

onde @ = [7 (G(€)) "2 ™de. Como &(¢) = (G(€)2(ONL() = Ty are™N,(6),
segue-se que ®(x) = >, apN,(z — k). Para § fixo, || < «, aplicamos o Teorema de
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75

Cauchy a (G(z))_%e_““‘: tomaremos um retangulo com vértices em —, m, T +i3, —7+1i[3

0 = fc (G(2)) 2e *dz

A o
= i [ (Gl i) he gy
-8

- [ (@l ig)te e

—Tr

s o
i / (Gl +iy))~be gy
-8

n / C(Ge) e ke,

—T

Como (G(—7 +iy)) 2 = (G(—7 + iy + 27))"2 = (G(r + iy))"2 e ¢* também é 27

periddica, as integrais ao longo dos lados verticais se cancelam e concluimos que

a :/ (G(E+iB))2e g,
portanto,

lar] < 2me sgp|<G<5+w>>-%|

2
< 2el* 5 < cePk.

Esta relagao vale tanto para 3 positivo quanto para negativo; se k for negativo, tomamos

B > 0 e teremos |az| < ce ¥l = ce7IP*; se k for positivo, tomamos B < 0 e temos
lax| < ce”P* = ceI¥l. De qualquer forma, teremos |ax| < ce”1P*l) Vk. Portanto, se
tomarmos 0 < (3 < a, teremos |az| < ce™* e pelo Lema 9.2, ®(x) decai exponencial-

mente.

]

Teorema 9.6. Para cada n = 0,1,2,..., podemos construir uma wavelet spline ¢ €

S™(37Z) tal que |[¥(z)| < e~ para algum o > 0.
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10 Wavelets Peridodicas

Nesta Segao, transformaremos uma base {1 };xez de L*(R) numa base de wavelets
para L?[0, 1], periodizando-se cada ;. A periodizagao de uma fungao f € L?(R) sobre
[0,1] é definida por

PrE) = f7(t) =Y f(t+k). (132)
keZ

Mostraremos que para j < 0 existem 277 diferentes v; 1, indexadas por 0 < k < 277,

Sejam ¢, € L*(R) N L*(R) a funcio escala e uma wavelet de uma ARM , respectiva-
mente. Como ¢ € L'(R), entao, é(é) ¢ continua, para todo £ € ]R Em particular, sendo
®(&) continua em & = 0, segue—se da Corolério 8.2 que |$(0)| = —=. Vimos no Lema 3.1

que Y ,cq |ng5( &+ 27Tk;)|2 = 5-, a.e., em particular, existe uma sequenma & — 0, tal que
Y ke |6(&p + 2k |2 = =, ‘v’n. Portanto, para k, # 0, k, € Z, fixo, temos

N N 1 A
0 < 1080+ 2mho) P < D |0(6n + 27k)* = o = [8(&0) %,
k40
como ¢ ¢é continua, tomando-se o limite quando n — oo, obtemos q§(27rk0) = 0. Portanto,
o(2mk) = 0, Vk #£ 0. (133)

A funcéo Y, o, d(z+k) estd em L2[0,1] (|| X ez @@+ E) | 210.1] = ||9]|r2(r), isto segue
da ortonormalidade dos ¢(. — k)). Além disso, o k—ésimo coeficiente desta funcao, cx, é

c, = / 2Msz¢l’+ﬂ'

keZ

- [

= V271p(2rk) = V21h(0)d40 = adyp.

Logo,

Zgb(x +k)=a«a, onde|a|=1.
kezZ

Da relagao (51), temos

~

V(€)= e Pu(&)my(E/2 + m)o(€/2),

onde v(§) ¢ 27 periddica e limitada, e de (133), segue-se que Y(4mk) = 0, Yk # 0. Por
outro lado, de (&) = m(€£/2)p(€/2) e H(0) # 0, segue-se que m(€) é continua em £ =0 e
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m(0) = 1. Como [m(&)]* + |m(§ +7)|* = 1, a.e, segue-se que m(&) é continua em § =7 e
m(m) = 0, portanto, 1(0) = 0. Logo

~

Y(€) é continua em 47k e h(47k) = 0, para todo k € Z. (134)

Para uma funcio f € L*(R), definimos uma funcao periédica com perfodo 1, como

PFE) =Y f(t+Ek). (135)

keZ

Como ¢ e 1) estao em LY(R), P¢ e P estarao bem definidos.
Note que para 7 < 0, temos

Pjr = ZT/ij(iE-i-S)

SEZ

= Y 292 r 4275 — k)

SEL
= Z 2792279 +279(s' — 1) — k) (fizemos s=25 —1)

s'€Z
= > 27 (e +s) - (k+27))
s'€Z
— Plyiia(o) (136)
De (136), temos
Pin(@+27) = Pjios(z+2)
= Y 272w+ 2 +5) —k—27)

SEL
= ) 272w+ s —1) = (k—1))
SEL
= Y 2792 (@ + ) — (k- 1))
s'€Z
= Pu(a). (137)
De maneira andloga, temos
Pojn(x) = Pojpia-i(z) (138)
Pojp-1(z) = Pojpioi(x) (139)

A seguir, calcularemos o s—ésimo coeficiente de Fourier de P .
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1
Piir(s) = /0 e2misT Z Yip(x+ N)dx

AEZ

1
_ Z/ 627risa:wj’k(x+)\)dx
0

AEZ

— / eQﬂisij’k (LC)dlC

o0

= \/2#@(—27?5)
= V2r2//2e 2R (—oms2T) (140)

De maneira analoga, para j < 0, temos
Poix(s) = V27 p(—2ms) = V22326 27k § (_or527) (141)
De (140) e (134), se j > 0, temos para todo k € Z, %(5) =0, Vs € Z, logo,
P, =0, para todo j > 0, Vk € Z. (142)
De maneira anéloga,

Phiu(s) = 0,¥s#£0,s€Z.
Poir(0) = V2r2i/%4(0) =27/

(Escolhemos a normalizacao de ¢ tal que ¢(0) = \/%7)

Portanto,
Pojw =212 Vke€Z, ¥j>0. (143)
Agora, para cada j = 0,—1,—2,..., denotamos
Vj = span{Po;r  k=0,1,..., 277 —1}. (144)

Dado k' € Z, mostraremos que existe k € [0,277 — 1] tal que P¢;x = P, . De fato,
como k' € [s277,(s+1)277 — 1] para algum s € Z, podemos escrever k' = k + s'277 para,
algum s € Z e k € (0,277 —1]. Se s’ > 0, de (138), teremos Po;p = P, prs9-i = Pdjk;
caso contrdrio, escrevemos, k = k' + [s'|277 e, novamente, de (138), teremos Pg;; =
Pojpyisi2-i = POjpr

Assim,

span{di : k € Z} = span{d;p : 0< k <277 —1} = V. (145)

De (143), Poor = 1, Vk € Z, logo, Vp consiste de funcoes constantes.
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Observacao 10.1. Embora possa parecer natural pensar que ‘7j = PV}, geralmente exis-
tem fungoes f € V; para as quais Pf nao estd bem definida.

Proposicao 10.1. Com as definicoes acima e sob a hipotese que
Ply| e P|o| sejam fungoes limitadas, (146)

temos
(i)VoCV,iC..... |
(i) Para cada j <0, o sistema {Pjx}i_g = € uma base ortonormal para V}
(@i ) Para cada j <0, o sistema

1, Psp, para j+1<s<0,0< k<27 -1 (147)

¢ uma base ortonormal para ‘7}
() Uj<oV; € denso em L*([0,1]), assim, o sistema 1, Ppjy, j <0ek=0,1,...,277—
1 é um sistema ortonormal completo em L*([0,1]).

Prova. Como fol Pf(x)de = [*° f(x)dz, a condi¢ao (146) implica que ¢, 1 € L*(R) (

por exemplo, P|f| limitado implica que fol P|f(z)|dx < o0).
Observe que para j < s, Vy C Vj, portanto, ¢z, Vs € Vi C Vj, logo, ¢sp =
Y orer Wi € Vs = >y Brdj,. De (146), temos

EE:IO%l = j{:|<¢sk>¢5m>

rel rez
= Yo / 6250 — K)d(2 Tz — r)da]
reZ -
< o [ e - Blio s -l
reZ -

_ oo /_OO o2 — k) Y 62 — r)\ds

rez

= 23?/ o2z — k)Plo|(277z)dx
_ oo / 622 — k)|dz
= 0277 ||g|| < o0,

acima usamos que P|¢|(z) < C, para alguma constante. Argumento similar nos conduz

a ZT‘EZ |ﬂ7“| < 0.
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/qus,k(m)

80

= Z Z O-/rqu,r(x + l)
= D ) ¢zl
r l

= Z’P¢j7r($) S V}

Isto mostra que P, € Vj De maneira analoga, mostra-se que P,y € ‘73 [sto prova

(i).

Observagao 10.2. Acima usamos que a série Y. o, >  ¢j-(x + s) € absolutamente
somdvel, o que nos permite a troca da ordem das duas somas. Note quey |oy| > |¢j-(x+

s)| = 2, lewlPlejal(x) < 27972 32, |on|Plo(279w — 7).

A seguir, verificaremos a ortogonalidade em (ii) e (iii). Para j <0, temos

1
/ P@D],k(.f)P@ZJj/,k/ ({E)dfﬁ =
0

1
Z/ V(@ + 8y (v + 7)dz
0

r,SEZL

1
Z / wj,k<17 + S)Qﬂj/’k/(l’ + T)dl‘
r,8EZL 0

1 —
Z/ (Z 1/Jj7k<£li' + S)) wj’,k’<x + 7")|d$
rez ¥ 0 \sez

1 -
Z/ (Z Vi + s+ T)) Vi (T +r)de
rez ¥ 0 \sez

1 —
Z Z / Vi@ 4+ s+ 1)y (x+r)de
SEZ reZ 0
r+1
Z Z / Vi@ + 8y p(27)da’
s€Z reZ v’
Z/ Vi + s)by (z)de
s€Z ¥ T
Z/ Vjg—sa-i (@) Yy (T)d
s€z ¥ T
8jr D O s
SEZL
0t <5k,k’ + Z 5k',k52—j)
s#£0

05,5 Ok, ! (148)
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onde acima notamos que k, k' =0,1,...,277 — 1, implica que |k — k| <279 — 1; logo, se
s#0, |s277] > 277, portanto, k' # k — s277. Logo, o sistema (147) é ortogonal.

Observacao 10.3. A troca da ordem das somas acima € fdacil de justificarmos visto que
P|o| e Pl| sao limitadas.

Se repetirmos os célculos (148) com j = j', para ¢ invés de 9.

1
| Pon@Por@ite = X [ o @)olda
0 SEL
= Z Ops k—s2-7 = Ok -
SEL

Com isto provamos (iii), portanto, a dimensao de ‘7] =277, .
Falta mostrarmos (iv). Seja P; a projecao ortogonal de L?([0,1]) sobre V;. De (ii),

277 -1
Pif = Y ([, Pojx) Pk (149)

k=0

Fixemos uma exponencial e*™* entao, de (149),

27m":n Z 2mir. PQbJ . 7)¢] L. (15())

k=0
Como {P¢,;} é um sistema ortonormal,
2791

1B (™) 7200y = Z (€™, Pj )|
k=0

27]71 —
= > |Pok(r)
k=0

277~

i1
= Z ’\/%Qj/Qe_%"ijqAﬁ(—Qwer)
k=0

2

— 2 | (~2mr2) i (151)

Como {e*™*} é uma base ortonormal para L'([0,1]), temos

27rzr:c E Qs eQms:c

SEZ
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onde,
ay; = <P] (627rir.) ’e2m’s.> (152>
mas, de (150),
277-1
= Z <€27m7'.7 P¢j,k> <P¢j,k7 e27ms.> (153)
k=0
fazendo-se s = r em (153),
ar = ||P; (e*™) |I*. (154)

Portanto, de (154) e de (151),

Pj (6271'17"1) — &T€27rwx 4 § ase%rzm:
S#T

2
6271'7‘93 + E a562msm

~ 2mir
()
S#T
1 2mr ’ TrT
Como FP; ¢ uma projegao ortogonal,
) N |2
L= ||Bll < 1P| < 27 | (~2ar2) | + 1Ry,
portanto,
~ ]2
1< 2n ’¢ (—2mr2) |+ ||Ry]]. (155)

Como ¢ é continua em & = 0 e |¢(0)| = \/%, de (155), ||R;|| — 0, quando j — —oo. Logo,

2nre

Pj(e*™*) converge para e*™, quando j — —oo.

Logo, se f é um polinomio trigonométrico (pelo Teorema de Weierstrass tais polinémios
sao densos em L?([0,1])),

-Pj (f) _ P] Z are%rrx

Ir|<N
— | ,2mrx
= D aP (&)
Ir|<N
— g a,e*™* = f quando j — —o0.
[r|<N

Segue-se que Uj<oV; é denso em L2([0,1]). O
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Observacao 10.4. Note que uma consequéncia da Proposi¢ao 10.1 € o sequinte resultado:
Para todo J <0

{8} —socics, 0<n<ai, {0 Yosncai] (156)

¢ uma base ortonormal para L?[0,1].

Observagao 10.5. Se o suporte de ;. estiver contido em [0, 1], entdo, V7 (t) e 1;x(t)
serao iguais para todo t € [0,1]. A restricio a [0,1] da periodizagado, ¢5"Z‘(t), modifica
somente aquelas wavelets cujos os suportes sobrepoem t = 0 ou t = 1. Tais wavelets
sao transformadas em wavelets de fronteiras que possuem duas componentes disjuntas
prozimas det = 0 et = 1. Tomadas separadamente, as componentes proximas de t =
0 et = 1 destas wavelets de fronteiras nao tém nenhum momento zero, logo, tém a
desvantagem de criar coeficientes com grandes amplitudes nas vizinhancas destes dois
pontos.

Se f(0) # f(1), os coeficientes de wavelets se comportam como se o sinal fosse de-
scontinuo nas fronteiras. Isto também pode ser verificado extendendo-se f € L*[0,1] a
um sinal periodico de periodo 1, fP°", e notando-se que

/f o (t)dt = /OO FPr (), (t)dt. (157)

Se f(0) # f(1), entdo, fP"(t) € descontinua emt =0 et =1, o que cria coeficientes de
wavelets com grandes amplitudes quando 1;,, sobrepoe as fronteiras do intervalo.

Para evitar tais problemas, ao invés de wavelets periodicas, podemos construir bases
ortonormais de wavelets para L*0,1] onde as wavelets tenham tantos momentos nulos
quanto desejamos.

Transformada Discreta Periédica Dado f € L?[0,1], para todo j < 0,0 <n < 277,
defina

ajm = (f, 5n) € din = (f050).

Verificamos através de (157) que estes produtos internos sao iguais aos coeficientes de um
sinal periddico, decomposto numa base de wavelets nao-periddicas:

Ajn = (fr, ¢j,n> e dj,= (fre, wj,n>’

Portanto, valem as seguintes relacoes (67), (69) e (71), onde a;, e d;, sdo considerados
como sinais discretos de periodos 277 e as convolugdes sao convolugoes circulares (veja
defini¢ao na Secao 3.3.1 de [9]).

Apesar do comportamento pobre das wavelets peridédicas proximo as fronteiras, elas sao
freqlientemente usadas pelo fato de suas implementagoes numéricas serem particularmente
simples.
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11 Wavelets com Suportes Compactos

Nesta secao discutiremos wavelets com suportes compactos.

Se uma fungao tem uma singularidade isolada em ¢, e se ¢, esta no do suporte de v; ,,(t),
entdo, (f,v;,) pode ter amplitude grande (wavelets que sobrepoem-se as singularidades
criam coeficientes com grandes amplitudes).

Se 1 tem suporte compacto de tamanho K, para cada escala 27 existem K wavelets 1);
cujos suportes incluem t,; assim, para minimizar o nimero de coeficientes com grandes
amplitudes devemos reduzir o tamanho do suporte de ). Veremos que existe uma relacao
entre o tamanho de h e o suporte de ¢ e 1. Mais precisamente, a funcao escala ¢ tem
suporte compacto se, e somente se, h, onde h,, = (¢, ¢_1 ), tem suporte compacto e seus
suportes sao iguais. Se o suporte de ¢ é [N, Ny, entao, o suporte de ¢ é [(N; — Ny +
1)/2,(Ny = Ny + 1) /2].

O tamanho do suporte de uma fungao e o niimero de momentos nulos, p, sao a priori
independentes. Entretanto, as restrigoes impostas nas wavelets ortogonais implicam que
se 1 tem p momentos nulos, entdao, o tamanho de seu suporte é pelo menos 2p — 1. As
wavelets de Daubechies sao optimais no sentido que elas tém suporte de tamanho minimo
para um dado ntimero de momentos nulos.

Quando escolhemos uma wavelet particular, temos que fazer um acordo entre o niimero
de momentos nulos e o tamanho do suporte. Se f tem poucas singularidades isoladas e é
bastante regular entre estas, devemos escolher uma wavelet com muitos momentos nulos
a fim de produzir um nimero grande de coeficientes de wavelets, (f,;,), pequenos. Se
a densidade de singularidades aumenta, pode ser melhor diminuir o tamanho do suporte
de 1 ao custo de reduzir-se o niimero de momentos nulos.

A seguir mostraremos que se ¢ tem suporte compacto, entao, h também tem suporte
compacto. Isto é uma conseqiiéncia imediata da definicao de h, ou seja, como h, =
\%(qﬁ(zﬁ/Z),qﬁ(t —n)), entao, se supp ¢ = [Ny, No, entdo, h, = 0 se n > 2N, — N; ou
se n < 2N; — N, portanto, h tem suporte compacto e seu suporte esta contido em
[2N; — Ny, 2Ny — N4).

Agora suponha que ¢ e h tenham suportes compactos, mostraremos que supp ¢ =
supp h. Para relacionar os suportes de ¢ e h, suponha que eles sejam [K;, Ks] e [Ny, No),
respectivamente, entao o suporte de ¢(t/2) é [2K7,2K;]. Assim,

1 o
E¢5(75/2) = Y hao(t—n)

n=—oo

- Z had(t — 1) (158)

n=N1

como supp ¢ = [K1, K3], o suporte do lado direito de (158) é [N; + K7, Ny + K] o qual
também deve ser [2K7,2K,], segue-se que N1 = K; e Ny = Ks.
A seguir mostraremos a relacao entre os suportes de h e 1. Suponha que os suportes
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de ¢ e de h seja [Ny, Ns], entao,

1 o0
Ew(tﬂ) = D gud(t—n)

= > ()" hi_ag(t —n)
_ Zl (=1)"""hy_nop(t — 1) (159)

como supp ¢ = [Ny, N»], o suporte do lado direito de (158) é [Ny — Ny + 1, Ny + Ny + 1]
que é o suporte de 1(t/2), logo, supp b = [(N; — Na+1)/2,(Ny — Ny + 1)/2].

No final desta secao iremos mostrar que se h tem suporte compacto, entao, ¢ também
tem suporte compacto. A construcao de wavelets com suportes compactos que daremos
abaixo segue [1]. A construgdo comega com m,, invés dos V;’s ou ¢.

Vimos que wavelet terd suporte compacto se, e somente se, h,, tiver suporte compacto.
Neste caso, m,(§) = \% >, hne~™ torna-se um polindmio trigonométrico. Vimos que a
hipdtese de ¢y, formar um conjunto ortonormal é equivalente a (veja equacao (39))

[mo () + [mo(€ +m)* =1 (160)

em quase todos os pontos, sendo m, um polinémio trigonométrico, entao m,(§) é continua
em R e a relaciio acima acontece em todos os pontos. Como ¢(€) = m,(€£/2)p(€/2) e
$(0) # 0, segue-se que m,(0) = 1 e de (160), m,(r) = 1. Isto nos leva ao fato que & =
é um zero de m, com multiplicidade pelo menos um.

A regularidade de 9 (ou equivalentemente, o seu nimero de momentos nulos), cresce

com a multiplicidade da raiz £ = m de m,(&), por isso imporemos que m, seja da forma

m© = (27 e (161)

com N > 1 e £ é um polinomio trigonométrico.
Se substituirmos (161) em (160) e definirmos

MO = mo(©)F = (0 5) L16) (162)

onde L(&) = |£(£)]? é um polindomio em cos &, teremos a seguinte relagao
My(&) + M, (£ +7) = 1. (163)
Como cosé = 1 — 2sen?¢/2 e cos?£/2 = 1 — sen?€ /2, temos

M,(€) = (1 — sen®¢/2)" P (sen®¢/2) . (164)
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De maneira andloga, como sen? (£ + m)/2 = cos®’¢/2 e cos® (£ + ) /2 = sen?& /2, temos

M, (€ + ) = (sen®¢/2)" P (1 — sen’¢/2). (165)
De (163), (164) e (165), fazendo-se y = sen?¢/2, temos
(1=y)"Ply) +y"P(1—y) =1, (166)

que vale para todo y € [0, 1] e, conseqiientemente, para todo y € R. Devemos, portanto,
resolver (166) para P, para tal precisaremos do Teorema de Bezout (veja Teorema 6.1.1

de [1]).
Teorema 11.1. (Bezout) Se py, pa sao dois polinomios de graus ny e ngy, respectiva-
mente, sem zeros comuns, entao existem polinomios q,, gz de graus no — 1 e ny — 1,
respectivamente, tais que

p1(z)qi(z) + pa(@)ge(z) = 1.
Os polinomios q1 € qo $Go Unicos.

N

Fazendo-se py(x) = (1 — 2)Y e py(z) = 2V, entdo, encontramos polindomios q; e ¢y de

grau N — 1, tais que

=9y + v e(y) =1 (167)

Se substituirmos 1 — y por y em (167), teremos

T=y"el—y) +y"al—y) =1

e concluimos que ¢2(1 — y) e ¢ (1 — y) também sao solugdes de (167), mas da unicidade
do Teorema de Bezout, concluimos que ¢2(y) = ¢1(1 — y). Portanto, P(y) = ¢1(y) é uma
solucdo de (166) e ¢ satisfaz

qi(z)=1-y) "1 -y a(l-y) (168)
A seguir encontraremos uma expressao explicita para ¢;. Como
_ —~( N+k—-1
N _ k
I Sl AR T2
k=0
de (168), temos que

N-1

aly) = ( AN )yk+0(yN)~

k=0
Como ¢; é um polinomio de grau N — 1, segue-se que

ai(y) =Nzl ( N+§_1 )y’“EPN(y),

k=0
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que ¢ a unica solu¢ao de menor grau de (166).
Existem muitas outras solugoes de (166) e se P(y) também ¢é solucao de (166), temos

(1 =y)"[P(y) - Pv(y)] +y" [P —y) — Px(1—y)] =0,

o que implica que P — Py é divisivel por 4V, logo, P(y) — Py(y) = y“P(y). Além
disso, P(y) + P(1 —y) = 0, ou seja, P é anti-simétrico em relacio a y = % Se defirmos
R(y) = 15(% — y), entdo, R é um polinémio impar. Portanto, podemos escrever, P =
Py + Z/NR(% — ).

E fécil de ver que desde que R seja um polinomio impar e Py definido acima, entao,
P = Py +yV R(% — y) sera solugao de (166); assim, tomaremos como R um polindomio
fmpar tal que P = Py —i—yNR(% —y) > 0, para todo y € [0, 1], o que nos permite encontrar
L(§): entretanto, o que queremos é L(&)!

A seguir, resumiremos o que encontramos acima.
Proposicao 11.1. Um polinomio trigométrico da forma
1+e7%
ml©) = (=) £ (169)

satisfaz (160) se, e somente se, L(E) = |L(£)|* pode ser escrito como

L(§) = P(sen’¢/2),

com

P(y) = Px(y) +y" R (% - y) , (170)

onde

Py (y) ZNi < N+,f_ ! )yk (171)

k=0
e R € um polimémio impar, escolhido de modo que P(y) > 0 para y € [0, 1].
A seguir veremos como “extrair” a raiz quadrada de L.

Lema 11.1. (Riesz) Seja A um polindmio trigonométrico positivo invariante a substi-
tuicao £ — —&; A € necessariamente da forma

M
A(€) = Z A, cosmé,  com a,, € R.

m=0

Entao existe um polinomio trigonométrico de ordem M, isto €,
M
B(&) = Z be™,  com by, € R,
m=0

tal que |B(&)|* = A(§).
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Prova. Podemos escrever A(§) = pa(cos§), onde ps é um polindémio de grau M com
coeficientes reais. Este polinomio pode ser fatorado como

CKH C—C]
J=1

onde os zeros ¢; de py aparecem em pares conjugados c;, ¢; se ¢; for complexo. Também
podemos escrever

A(€) = eMEPa(e™™),

onde P4 é um polindémio de grau 2M. Para |z| = 1, podemos escrever
M -1
zZ+z
Py = a [ (F5 o)
=1
Lays| 1
2

_ LI 172
QE(Q c]z+22), (172)

portanto, os dois polinomios dos lados direito e esquerdo de (172) concordam para todos
os valores complexos.

Se ¢; 6 real, entdo os zeros de 3 — ¢;z + 327 sdo cj + ,/02. — 1. Para |¢;| > 1, estes
zeros sao reais (degenerados se ¢; = £1) da forma r;, ;. Para |¢;| < 1, estes zeros sao
complexos conjugados um do outro e tém valor absoluto 1, ou seja, sao da forma e e
e " . Como |cj| < 1, tais zeros correspondem aos zeros “fisicos” de A ( ou seja, os valores

de £ para os quais A() = 0). A fim de nao causar nenhuma contradigdo com A > 0, tais
zeros devem ter multiplicidade par.

Se ¢; nao for real, entao o consideramos juntos com ¢; = ¢;. O polinémio (% — iz — %,22) (%

tem quatro zeros, ¢; =& 4 /02 —lec £ \/FZ — 1. Note que os quatro zeros sao distintos e

formam um quadrupleto z;, z; 1 ,Z ez
Portanto, temos

Pa(z) = —aM (H 2= 2)(z —F)(z— 2 )z - Z_jl))
(H € (z - €_i“’“)2> (H(Z —n)(z - 7’[1)> :

=1

onde reagrupamos os trés tipos diferentes de zeros.
Para z = e % no circulo unitério, temos

(€7 = zo) (e = Z )| = |2 M — zf.

1.2
57
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Conseqiientemente,

A€) = [A©)] = |Pa(e™™)]

1 J L
= <§|GM|H|ZJ'|_2H|7“I|_1>
j=1

(e —z)(e ™ —7)

2

K
(7% — giow) (e — gmion) — 1)
k=1 =1
= |B()P
onde
L 3
0 1 () ) [T - 2ees + )
=1 7=1
K L
H —2E _ cosaj +1) H — )
k=1 =1
que é claramente um polinomio trigonométrico de ordem M com coeficientes reais. Il

11.1 A Wavelet Daub4

Note que se fizermos R = 0 e N = 2 na Proposigao 11.1, temos P(y) = P»(y) = 1 + 2y,
conseqiientemente, L() = Py(sen?¢/2) = 2 — cos& = 2 — 1 (e 4+ 7). Por outro lado,
do Lemma 11.1, £(§) = a + be™* onde a e b sdo reais e L(£) = |L£(£)|*>. Logo, a e b
satisfazem

1

2 2
b =1 b=——.
a” + , a 5

Escolheremos a solucdo (a,b) = ((1+v/3)/2, (1 — v/3)/2) o que nos conduz a

1+4+e %

mie) = (F5—) £
= % (1 +V34+ (3+V3)e ™+ (3—V3)e M+ (1 \/ﬁ)e—&f)

o L 1+\/§+3+\/__Z§+3 \/__215_|_ \/§—3i§
V2 \ 42 442 42 42 ’




11  WAVELETS COM SUPORTES COMPACTOS 90

o que nos da o seguintes valores de h:

1
he = —- V3 . 0.4829629131445341
42
34+4/3
hy, = 3+ V3 ~ 0.8365163037373079
42
hy = 3-V3 ~ (.2241438680420134
42
]_ _
hy = V3 ~ —0.1294095225512604.
42

A wavelet associada a N = 2 é conhecida na literatura como Daub4.

Na Tabela 6.1, pagina 195 de [1], encontram-se os valores aproximados de {hy}, para
N = 2,...,10, correspondentes a escolha de P = Py, na Proposicao 11.1, dos quais
iremos exibir apenas os valores para M = 3 e 4.

n hy,
N =3 0 0.3326705529500825
1 0.8068915093110924
2 0.4598775021184914
3 —0.1350110200102546
4 —0.0854412738820267
5 0.0352262918857095

0.2303778133088964
0.7148465705529154
0.6308807679298587
—0.0279837694168599
—0.1870348117190931
0.0308413818355607
0.0328830116668852
—0.0105974017850690

N O Ul W N+~ O

11.2 Relacao entre os suportes de h e ¢

No Teorema 11.2, mostraremos que se h tem suporte compacto, entao, ¢ também tem
suporte compacto. No que se segue, hy, = v/2a.

Teorema 11.2. Suponha que m(§) = Zng axe~*¢ seja um polinémio trigonométrico tal
que
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m@F +mE+m)P = LVECR (173)
m(0) = 1, (174)
m(§) # 0¥Ee -5, 3 (175)

Entao, o produto infinito
Hm —ig) (176)

converge uniformemente em compactos. A fungao ©(§) € portanto, continua. Além disso,
estd em L2(R). A fungio ¢ dada por ¢ = 1 7520 tem suporte contido em [T,S] e € a
fungao escala de uma ARM. A formula

_22% o2z +k+1) (177)

T-5-1 S—T—l]'

dd uma wavelet cujo suporte estd contido em [=—=—, 2=

Observacao 11.1. Da observacdao 11.2 abaizo, S — T € impar, isto significa que supp ¥
tem extremidades em inteiros e mesmo comprimento que supp ¢. A condicdo dada por
(173) assequra que {¢p(x — n)}, forme um conjunto ortonormal, por outro lado, (174) e

(176) nos garante que [°_¢(x)dx =1, pois, temos v 216 (0) = ©(0) = 1.

Lema 11.2. Se m(§) é um polinémio trigonométrico e (173) e (174) acontecem, entao,
o produto (176) converge uniformemente em compactos e

/ |Hm “IE)Pde < 2m. (178)

Em particular, ©(§) é continua e ©(0) = 1. Se assumirmos também que (175) acontega,
entao, para cada k € 7

/ |Hm IO Pe e = 2w, sek =0

= 0, caso contrdrio. (179)

Prova. Como m(§) é um polinomio trigonométrico, existe C' tal que |m(&) — 1| < C[¢|,

em particular, para cada £ € R, temos, |m(277¢) — 1| < C277|¢]. Isto mostra que o

produto (176) converge uniformemente em compactos de R e, portanto, © é continua.
Sejam

y(§) = H m(2_j§)
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gn(€) = TIn(E) Lavmongg(§) = In(€) 1oz =)(27 N=1e)
oN¢ .
- / Ly (€)Pe2mikéde = / o (6) 2.

2N¢
Note que Iy (€) é uma fungao 227 periddica, para cada N = 1,2, ... Logo,
aN+lg
o= [ mepe g
02N7r o2N+1g
= [ m@perae [ (g pe g
02N7r 2NW2NW

Ty 1 (&) [Pe 2™ dg + / [Hy—1(€)Pe™ 2™ m (27N + )| de
0

/;
2N 7w

= [ M@ (m(z Ve + (2 + ) de
0
- I]]:/!l'

Continuando dessa forma, obtemos

2 )
o= If= / m(€/2) e 2mied

—2m
0
. / (Im(E)P + mi(e + m)) e ¥ (180)
= 2w, sek=0

= 0, caso contrario.

Como (173) implica que |m(&)| < 1, para todo £ € R, temos para cada n € N,

/ |Hm “Ie)2de < 1S < 2,
2N

J=1

o que prova (178). Para obtermos (179), note que como m(§) é continua, (175) implica

que existe ¢ > 0 tal que [m(§)| > ¢ para § € [~F,5]. Como [[Z, m(277¢) converge

2021
uniformemente em [—m, 7], existe um inteiro M, tal que |[];2,, m(2 &) > 1/2, para
¢ € [—m,m|. Isto significa que para § € [—m, 7],

M—1
o) = [ Im 15|H|m Y= M2 =d >0
j=1

Escrevendo ©(€) = TIx(£)O(277¢), vemos que para £ € [—2V7,2V7], temos |1y (€)] <
L18(¢)], o que implica que

o () < IO, VE € B, (151)
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E claro que Gy (&) — O(€) pontualmente, logo, segue-se do Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesque (valido neste caso por causa de (178) e (181)), obtemos

/oo |@(€)|26—27rikfd§ _ /OO ]\}YE:HOO |gN(§)|26—27rik£d§

— [ lav(@Pe g
— ; k
- gt
Comparando isto com (180), obtemos (179). O
Lema 11.3. Sejam(§) = ZE:T are~*¢ um polinémio trigonométrico que sa-tisfaca (173)
e (174) e seja O(§) = [[52, m(277€). Entdo,
supp ©" C [T, 5],

onde ©V € a transforma inversa de Fourier de ©. Além disso, se todos os coeficientes ay,
forem reais, entao, ©V também serd real.

Prova. Para uma medida p de variagao limitada em R, definimos

Fi)(©) = VB = [ e auta).
Com esta normalizagao,
Fi(pxv) = Fi(p)Fi(v). (182)

Defina as medidas y1; = S5, axd(k277), onde d(a) é a medida de Dirac concentrada
no ponto a. Entao, Fi(pu;) = m(277¢). Logo, (182) nos dé para cada n € N, F(uy * ua *
Sk UN) = vazl m(277€). Por outro lado, usando-se a linearidade da convolugao, temos

M1k o * ..ok Uy = Z Akzl,kg 77777 kN(S(Q_lkl) [ 3 5(2_N/{3N) (183)

ki, ko T<k;<S

— > Ak 02 R+ 2k + .+ 27 VEy).

ki, T<k;<S

Em particular, supp p*...*xuy C [T,5] — 2*]\2*1. Agora, tomemos f € C* com suporte
compacto tal que supp f N [T,S] = 0. Como f € S, segue-se do Teorema de Plancherel,
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do Lemma 11.2 e das observagoes acima, que

/_ T Flewmd = / 0O f(e)de

o0 N =
= lim wl:[lm@‘jf)f(fdf (184)
= Jm [ Fi(ux ) (€) f(€)de
= ]&Enoo\/%_ﬂ/_oomd(m*...*m\;) = 0.

Como f foi tomada arbitrariamente, concluimos que supp F~1(0) C [T, S].
Se assumirmos que todos os ai’s sao reais, entao, dos calculos que nos conduziram a
(183), vemos que a medida g1 * ... * py é real. Se tomarmos uma fungao real f € C* e

com suporte compacto, os cdlculos (184) mostram que [°° F~H(O)(t) f(t)dt ¢ real, o que
implica que F(0) é real. O

Prova do Teorema 11.2. Usaremos o Teorema 8.1. Sabemos do Lema 11.2 que gzg é
continua e que ¢(0) # 0. E claro que da definicio de ¢ que (&) = m(€/2)p(£/2), assim,
as condigodes (ii) e (iii) do Teorema 8.1 acontecem. Lema 11.3 mostra que supp ¢ C [T, S].
Isto significa que a tnica coisa que nos resta provar é que {¢(t — m)},ez é um sistema
ortonormal. Mas escrevendo o lado esquerdo de (179) como fOQW > ez |0(€ + 2wl 2dE,
inferimos das propriedades dos coeficientes de Fourier que Y-, |¢(§ + 27l)|> = 5=. Do
Corolério 8.1 inferimos que {¢(t — m)}mez é um sistema ortonormal. Férmula (177) é a
equagao (55) adaptada a presente situacao. O céalculo do supp ¥ segue diretamente de

(177) e do calculo do supp ¢. ]

11.3 Propriedades gerais de wavelets de suportes compactos

No que se segue, faremos algumas observacoes gerais sobre wavelets de suportes com-
pactos.

Lema 11.4. Se ¢; e ¢y sdo fungoes com suportes compactos tais que {¢1(t — m)}mez €
{po(t — m)}imez sdo bases ortonormais para algum subespago de L*(R), entio, ¢1(x) =
¢o(x — k), para algum k € Z.

Prova. Com {¢s(t — m)} ez é ortonormal, ¢; e ¢o tém suportes compactos, podemos
escrever

Sr(z) =Y ajéo(z —j)

JjeEA
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para algum A C Z finito. Logo,

le(f) = m(f)éz(é)

para algum polinémio trigonométrico m(§). Da ortonormalidade e Corolario 8.1, temos
que

L S b+ omp

leZ

= [m(©OF Y I6i(e + 2 = _Im(©)*

lez

Logo, |m(£)|> = 1. Portanto, m(§) = e*¢ para algum k € Z. Isto implica que

Seja supp f o menor intervalo fechado contendo o suporte de f.

Teorema 11.3. Seja ¢(x) uma fungao escala de uma ARM. Se ¢ tem suporte compacto,
entao, supp ¢ = [B, B+ C] para algum B,C € Z e C' impar.

Prova. Seja supp ¢ = [a,b], entdo, da equacdo ¢(x/2) =), an¢d(x —n), como {¢(t —
m) }mez € ortonormal e ¢ tem suporte compacto, esta é uma soma finita, logo,

E

¢(x/2) = ang(x —n) (185)

n=B

com B,E €Z,ag #0eag #0. Como supp ¢(x —n) = [a+n,b+ n|, inferimos de (185)
que supp ¢(z/2) C la+ B,b+ E] e também que

¢(x/2)|[a+ B,a+B+1] = agp(x — B)|la+ B,a+ B+ 1]
o(x/2)|[b+E—-1,b+E] = app(z—E)|b+E—1,b+ EJ.

Isto implica que
supp ¢(x/2) = [a+ B,b+ E]. (186)

Por outro lado, é imediato que supp ¢(x/2) = [2a,2b]. Comparando com (186), vemos
que a = B e b = E. Em particular, supp f = [B, E], com B, E € Z. Tomando-se uma
translagao apropriada, podemos assumir que B = 0. Ainda temos que mostrar que F (em
geral, Eg) é impar. Depois desta translagao, (185) torna-se

$(/2) = and(z —n) (187)
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com ag # 0 e ag # 0. Entao, para cada inteiro [,

¢<x_22l) - iancb(x—Ql—n)

n=0

E4-21

= > anup(z—n). (188)

n=21[

Uma mudanga de varidveis nos conduz que para [ # 0 a fun¢ao ¢(x/2) é ortogonal a
¢ (£52). Como {@(t — m)}mez é ortonormal, isto junto com (187) e (188) nos dé

> antin = 0. (189)

Agora suponha que F seja par e tome 2l = E em (189). Com esta escolha de [, a equagao
(189) se torna ag ap = 0, o que é impossivel. O

Observacao 11.2. Note que o argumento acima mostra também que um polinomio sat-
isfazendo (173)-(175) deve ser da forma m(§) = kBj]g are~*¢ com C impar. Esta é
uma reformula¢ao de (187) da mesma forma que (36) e (37) sao reformulagoes de (32).
Claramente, para a funcao escala ¢ associada a m, supp ¢ = [B, B+ C].

11.4 Regularidade das wavelets de suportes compactos

Teorema 11.4. Existe uma constante ¢ tal que para cadar = 1,2, ..., existe uma ARM
em L*(R) com funcao escala ¢ e wavelet associada 1 tais que

(1) ¢(x) ep(x) sao fungoes em C”

(i1) ¢(x) e (x) tém suportes compactos e ambos supp ¢ e supp 1 estao contidos em
[—cr, cr].

Observacgao 11.3. Mostra-se que nao pode existir uma wavelet C*° com suporte compacto.

O resto desta secao sera dedicado a prova do teorema acima.

Estratégia da Prova. Daremos uma definicao explicita de um polinomio fi(§) =
ZRN:_N a,e™ > 0 tal que fj, satisfaca (?7?), (174) e (175). Do Lema 11.1, obteremos um
polinémio m(§) = Zﬁlo b,e™ satisfazendo (173)-(175). Nos asseguraremos que N < ck,

assim, o Teorema 11.2 guarantird a condigao (ii) do Teorema 11.4 para a funcao escala.
A condigao (i) para a funcao escala seguird da estimativa )H;’il m(2j§)‘ <c(l+ )~
Isto também mostrard (conforme Teorema 11.2) que a wavelet satisfaz (i) e (ii). Fim da
Estratégia.
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Para k= 1,2,... defina os polinomios trigonométricos

3
(&) =1—c /0 (sen 1)+t (190)

onde ¢, = ([ (sen t)*+ dt)_l.
E claro que g(§) é um polinémio trigonométrico de grau 2k 4+ 1. Note também que

(&) = ck/ (sen t)**h dt = ck/ (1 — cos’t)*sent dt. (191)
3 3
Fazendo-se u = cost, obtemos

9x(§) = pr(cosf) (192)

onde pg(x) é um polinomio algébrico de grau 2k + 1 definido por
X
pr(x) = ck/ (1 —u?)* du. (193)
-1
Observacao 11.4. No que se seque nao seremos cuidadosos com constantes, mas mostraremos
que existe um inteiro L tal que possamos tomar fi. descrito na “estratégia da prova”™ como

grk-
Lema 11.5. (Propriedades de g;) Os polinémios gy definidos em (190) sa-tisfazem as
sequintes propriedades:

0<ag(§) <1 e gr(§) = gr(=¢)

(
gr(€) # 0,V € (—m,m) (195)
9(0) = 1 (196)
1 (197)
(198)

!

gu(§) + gr(§ +7),V§ € R

Também podemos fatorar

@ = (F5) e (199

onde (&) € um polinémio em cos§ de grau k.

Observacao 11.5. Note que

90(8) = #
2 2
(@ = (F57E) o) = (S mites

3
g8 = (1—1—70055) (200325 - gcosﬁ + 4)

_ (1 + cosé

5 )3 Ps(sen®¢/2).
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Em (199) se substituirmos oy (&) por P(sen*&/2), teremos,

gr(&) = (1 - sen2£/2)k+1 P(sen?*¢/2),

como gp(&) +gr(E+m) =1 e P é um polinémio de grau k, necessariamente, pelo Teorema
de Bezout, P = Py, ou seja,

cos k+1
(@) = (F552E) Pealserte2) = m)

Logo, as wavelets obtidas a partir de g, sao as wavelets de Daubechies dadas na Proposi¢ao
11.1, com a escolha R = 0.

Prova. As propriedades (194)-(196), Yk = 1,2,... sdo imediatas. Também para k =
1,2,..., temos

3 ftm
O+ ale+m) = 2o [ (et dt—a [T ent)*
0 0

€ IS
= 1- ck/ (sent)? 1 dt — ck/ (sent)®*1 dt
0 T

= 1.
Na tltima igualdade, usamos a identidade sent = —sen(t + 7). Isto nos da (197). Temos
" 2k+1 e 2k+1
(sent) dt > (sent) dt
0 E_\/211c+1
2 m 1 2t
> {sen (— + —>]
V2k+1 2 V2k+1
9 1 2k+1
= — | 0§ ————
V2k+1 ( \/2/€+1>
9 1 k41
S
2k+1 2k+1
2 1
= >
eV2k+1 " 3vk
e temos (198).
De (193), segue-se que pg(z) tem zero de ordem k + 1 em = = —1, logo, px(z) =
(z + 1)*pi(z), com pi(x) um polinénio algébrico. Isto da (199). O
Lema 11.6. Denote m = £ ¢ escreva (199) como

1+ cosé

(@) = (F5275) e (200)
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Entao existe um inteiro N e uma constante a < 1 tal que para k > N

sup | M (€)| < 2o, (201)
£eR

Prova. De (200), vemos que

My (§) = 2"gi(§) (1 4 cos§) ™

usando (192), temos

D IME) =27 sup py(x)(1+a)™ (202)

—1<z<
teR 1<z<L1

Usando (193), obtemos para —1 < z < 1,

(14+2)"pe(x) = /x 111—1;)% du

—_

8

1+u

= ck/_1 1+$)m(1+u)m(1—u)’f du

x

< Ck

(14+u)™(1 —u)* du

T

< ¢

VI u(l - u)r du. (203)

/,
/

-1

A fungao v/1 4 u(1 — u) tem um méximo absoluto igual a g\/g em [—1, 1]. Logo,

k
m 4 /2
7111%5;);1(1 + ) " pr(z) < 204 <§ §> : (204)
Como é\/g < v/2, o lema segue de (198), (204) e (202). O

Observagao 11.6. Se olharmos com mais cuidado para as contas feitas acima, concluire-
mos que N = 12 € suficiente. Também seque-se que para cada k grande podemos tomar
a qualquer nimero > log, % ~ (,299.

Proposicao 11.2. Seja gi(€), k= 1,2... o polinénio trigonométrico definido por (190)
e defina Gi(§) = Hj’;l gr(277€). Entao, para |§] >1 ek > N, temos

1G(&)] < cxlé] D" (205)

onde o e k sao dados no Lema 11.6.
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Prova. Usando (200), podemos escrever
1+ cos2™
Gi(€) = (H 5) HMk (206)
j=1

que faz sentido desde que que ambos os produtos infinitos convirjam. Note que

[] cos2ic = *%, (207)
xXr

Jj=1

visto que, sen 2x = 2cosx senzx e

m m —a

i sen2 Ity
H cos2lx = H _
L 2sen279x

e lim,, o 2™sen2 ™"y = .

Por causa de 2222 = cos?%, de (207), temos

ﬁ 1+ 6082_75 4sen?s
2 £

(208)

J=1

Vejamos o segundo produto. De (200) e (199), segue-se que My(§) é uma funcao
continua tal que |My(§) — 1] < ¢|¢|. Isto implica (veja a prova do Lemma 11.2) que o
produto Hj; M;(277€) converge uniformente em compactos para uma fungiao continua.
Em particular,

[ Me(277¢)

j=1

Suppi¢|<1 < ¢g. (209)

Para |¢] > 1, fixe um inteiro 7 tal que 277! < |¢] < 2. De (209) e (201), obtemos

_Jf)' = H|Mk ‘7§|H}Mk —277¢)|

< 2%e < 2ck|5ya’f. (210)

De (206), (208) e (210), temos (205). O

Prova do Teorema 11.4. Comecemos com polindmios g (&) definidos em (190). Como
k(&) > 0, usamos o Lema 11.1 e obtemos um polindémio trigonométrico my(§) de grau
2k +1 tal que |mg(€)]* = gr(€). Segue-se de (197), (196) e (195) que my,(€) satisfaz (173)-
(175). Aplicamos o Teorema 11.2 para obtermos uma fungao escala ¢ e uma wavelet vy
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com suportes compactos no intervalo [—2k — 1,2k + 1]. De (176) e da Proposi¢ao 11.2,
segue-se que

|6 (E)] < gl | @D/

para |[¢| > 1. Das propriedades da transformada de Fourier, inferimos que ¢ € C", com
r <152k —1. De (177) é s que também 1) € C". O

Observacao 11.7. Seque-se do Lema 11.1 e da Observagao 11.2 que na verdade supp ¢y e
supp Yx tem comprimento 2k+1. Logo, o argumento acima e a Observagao 11.6 mostram
que a fim de termos uma wavelet de suporte compacto e de classe C", a construcao acima
requer k > (T—Jral e obtemos supp 1 > TH) — 1. Para r grande, obtemos k > 14(r 4+ 1).
Nao hd razao para acreditar-se que tais numems sejam otimais.

11.5 A wavelet de Haar

Veremos que a wavelet de Haar é um caso particular das wavelets de Daubechies. Se
m (190) fizermos k = 0, teremos

f£ sent dt

S A

90(¢) o sent dt
1+ cosg
— 5 )

Em vista do Lemma de Riesz, podemos assumir que m(§) = a+ be®, onde a e b sao reais.
Impondo que [m(£)|? = go(£), teremos

1
2 | 72
b* = =
a” + 5
1
2ab = =
2
o que implica que a = b = % Portanto,
L+e
m(&) = —y = e “cos(£/2). (211)

Claramente, m(&) satisfaz as condigoes (173)-(175). Mostraremos que

l/senf/Q
Hijé &/2 &2



11  WAVELETS COM SUPORTES COMPACTOS 102

De fato,
[T = [Tem et
=1 o
— /2 27 H cos(277¢/2)
j:l

_ 61‘5/2(%71) sené /2
2msen(2mE /2

Sit/2 sen& /2

§/2
Como a tranformada de Fourier de 1_; o é proporcional a e’/ 2%, segue-se que m(§)

acima nos da uma funcao escala com suporte compacto, portanto, como uma wavelet de
suporte compact, uma wavelet de Haar. Ao multiplicarmos m (&) por um fator de fase €%,
ainda teremos a mesma ARM; porém, teremos 1 ;) como a funcao de escala associada.

, quando m — oo.
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12 Wavelets no Intervalo |0, co0)

No que se segue, ¢ é a fungao escala associada a wavelet de Daubechies com N momentos
nulos, seu suporte é o intervalo [-N + 1, N|. As fung¢oes ¢(z — k), k > N, cujos suportes
estao contidos em (0, 00), serdo denominadas de interiores. Se quisermos gerar polinénios
de graus até N — 1 teremos que acrescentar a estas N modifica¢oes (combinagoes lineares)
daquelas funcoes cujos suportes tém pontos a direita e a esquerda de x = 0. Ou seja,
definiremos em [0, 00),

M) = m( ) (ctn—N+1)

n=
N

2
_ (Z)¢(x+n—N+1), k=0,...,N—1. (212)

)
O

n==k

Note que as funcoes ¢*(z), > 0, tém suportes compactos e seus suportes sao encaix-
antes, mais precisamente,

supp ¢F = [0,2N — 1 — K, (213)

em particular, elas sao independentes. Além disso, de (212) e da ortogonalidade dos ¢,
n € Z, se m > N, entdo, ¢* é ortogonal a ¢y, para todo k =0,..., N — 1.

Proposicao 12.1. As funcdes ¢*, k = 0,...,N — 1, sdo linearmente independentes e
ortogonais a ¢g .y, m > N. Juntamente com ¢g ,, m > N, elas geram todos os polinomios
de grau até N — 1, em [0,00). Finalmente, existem constantes ayy, by, tais que

3N—-2-2k

Zakmb 2$ Z bkm¢2$— )

Prova. Note que paracada k =0,..., N—1, a funcao gx(y) = %y(y—l) .. (y—=k+1) éum
polinonio de grau k (go(y) = 1 e g1(y) = y). Estas fungoes e os polinomios 1,z,..., 2V}
podem ser facilmente transformados um no outro (veja Exercicio 12.1). Isto é verdade
em particular se y = n. Em vista deste fato, para € [0, 00), se definirmos

2N—-2
=Y nfez+n—N+1), k=0,...,N-1, (214)

(se k = 0 e n = 0 substituimos n* por 1), entdo, as o e G—om, m > N, geram os
polinémios de grau até N — 1, se e somente se, o mesmo for verdade para as ¢* e ¢gn,
m > N (veja Exercicio 12.1).

Verificar porque nao foi feito n > k na definicao de ¢!!! Verificar nas contas
abaixo se isto nao poderia acontecer!
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Exercicio 12.1.

(a) Considere a equacao " =Y,y gi(z). Mostre que C = (¢pp, ..., Cpy) Satisfaz
a equagio AC' = B, onde A é a matriz triangular superior A;; = %gj(l) e B; =n(n—
1)(n—=2)...(n—1). Em particular, como

( Z ) = ai(n),

k

=3 e @) (215)

=0

Seque-se que

(b) Note que gp(z) = S0 0 g’“ (0) z!, portanto,

Py =3 5 ) (2160

Observacgao 12.1. Note que para N = 2, ¢*(z) = ¢*(z), k= 0,1.

A seguir descreveremos as propriedades das ¢*. Note que para cada k =0,..., N —1,
Z(w —n)p(x —n) = Cy = / o*¢(x)dx. (217)
nEZ -

Para ver isso, note que o lado esquerdo de (217) é uma fungao periédica com periodo 1;
portanto, ela é completamente caracterizada pelos seus coeficientes de Fourier

/0 et Z(x —n)*p(z —n) dx

neZ

—n+1 )
_ Z/ 67127rlx$k¢(x) dax

neZ

— / 67i27rlxxk¢<x> dzx

= V21 2k¢ (27l)
i* 2m ¢® (2rl).

A seguir, mostraremos que Qg(k)(Qﬂ'l) =0, se [ # 0. Da relagao,

a

B(&) = mo(£/2)0(¢/2) (218)
onde m,(&) possui um zero de ordem N — 1 em & = 7, ou seja, my(7) = 0, para
r=20,...,N —1; além disso, como m, é um polindbmio trigonométrico com periodo 2,

segue-se que
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m{(Ir) = 0, (219)

se [ for impar. De (218), temos

¢ (27l) fj( ) (rD)e* ) (xl). (220)

De (219) e (220), ¢ (2nl) = se I for mpar. Conseqiientemente, se aplicarmos (220)
novamente, concluiremos que é(k)(%rl) = se [ for par diferente de zero. Portanto, o lado
esquerdo de (217) ¢ o valor constante a, = [°_a*¢(z) dx

A seguir, a partir da relagao de escala para ¢, calcularemos os C; em fungao dos h,,.

C \/_Zh / 'o(2x —m) da
= 2"‘1/2th/ o(y)(y +m)' d

l

= () e [ oy

r=0

L
- 2_l ( ) MrOl—m
r=0 "

onde M, = 2-1/2 > hm m". Em particular, M, = 1, portanto,

Cr=0"'-1 Zl: ( i ) M,Cy_,. (221)

r=1

Portanto, de (217), para k =0,..., N — 1, temos

an¢(x—n—N+1) = Z[w—N—l—l—(m—n)]kqﬁ(m—n)

R ( I; ) (=1)' Y (@ —n)'¢(z —n)(@ — N + 1"
k
k
- (=)' Cy (z = N + 1)
> (1)
= (),

onde pi(x) é um polindmio de grau k e o coeficiente de z* vale 1, uma vez que C, = 1.
Em particular, os N polinomios py sao independentes e juntos geram todos os polinomios
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de grau até N — 1. De (214), vemos que x € [0, 00),

pr(z) = angb(x—n—N+1)

ne”Z

= Zn¢x—n—N+1 —|—anbx—n—N—|—1)

n<0

= (—1)’“an¢(x—|—n—N+1)+an¢(x—n—N—|—1)

= (=1)* i nfo(x +n—N+1) +§:nk¢(a:—n—N+1) (222)
= (—DFF@)+ ) nfolr—n—N+1)

n=1

= +Zn—N+ Fn0(2),

onde em (222) usamos que o suporte de ¢p(z +n — N + 1) é o intervalo [—n, 2N —n — 1],
portanto, disjunto de [0,0), se n > 2N — 1. Logo, ¢*, k=0,...,N —1, e ¢gn, n > N,
geram todos os polinomios de grau < N — 1.

Resta-nos mostrar (214), é suficiente mostrarmos uma relacio similar para os ¢*. Note
que da relacao de escala para ¢ , temos

IN-2
oF(x) = Z nfo(x +n—N+1)
n=0
2N -2
= V2 nt Z (2@ +n — N +1) —m)
n=0 —N+1
3N—2 IN-2 N
- V2 Z o2z —1) Z Z hmnk5l’2N+m_2n_2, [=2N -2 —-2n+m
I=—3N+3 n=0 m=—N+1
3N-2 IN-2
= \/5 Z (15(256’ - l) Z hon—aN+2+41 n*
I=—3N+3 n=0
3N-2 2N -2
= V2 Z o2z — 1) Z Ron_ontoi ¥, 2 €[0,00)
I=—N+1 n=0
2N—2 3N—2 2N—2
= \/_ Z 2r — l) Z hon—an+241 n” + \/5 Z ¢(2$ - l) Z hon—an+4241 n”
—N+1 n=0 I=N n=0
2N—2 3N—2

Il
§|
M

22 — 1) Z hon—antor N + Z Brad(2x — 1),
n=0 I=N
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onde

2N—-2

B = V2 Z Ron—antopim”.
n=0

Observe que o segundo termo da ultima equagao ja esta na forma desejada.

No que se segue, assumimos que h,, = 0 para m < —N ou m > N, em particular,
poderemos substituir v/2 Z2N 2 hon—an4a41 NF por ﬂznez hon—antars .

Note que, como m,(§) = 1/v2Y h,e™™ e m((,s)(w) =0, para s = 0,...,N — 1,
segue-se que y . h,(—1)"n* = 0. Logo,

> (-1 = Zh ™ (m A+ t)"

= (—1)2( )t”SZh =0

s=0

parar =20,..., N — 1, portanto,

Zthft(Qm)r = Hpg

A seguir consideraremos a seguinte soma: Y hon-ni1—m-1—1) (2n — (N =1 — 1))k7
Se N — [ — 1 for par, fazemos a mudanca de varidveis 2n — (N — [ — 1) = 2m e teremos

Z thfNJrlf(nflfl) (2n - ( —1- 1 Z h’2m ) = HN—1,k—r;

caso contrario, se N —[ —1 for impar, fazemos a mudanca de varidveis 2n — (N —[—1) =
2m + 1 e teremos

Z hon—Ns1-(n-i—1) (2n — (N — 1 —1)) Z homs1—(v—1)(2m + D)F 7 = iy g
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Isto no mostra que
Z hon-N41-(n-1-1) (2n — (N —1 — D) = v 1k

N2
Logo, V2 Sy han—an+t241 n¥, pode ser re-escrito como

V2 Z hon—an+a1 7"

nez
g~/ Z han-(v-1-1)-n+41 (20)"

k

_ k . _
= 27 kH2y " < . ) (N —=1=1)")  honns1-v—i-1) (2n — (N =1 = 1))

r=0
ok
— —k+1/2 ] _ 1\
2 ZO < r ) (N l 1) HUN—-1k—r-
Portanto,
2N -2
V2 Z P2z —1) Z han—an+a41 1"

[=—N+1

pode ser re-escrita como

9—k+1/2 Z 22 k+1/2 ( ) (N —=1—=1)"un-1p—r®(2x —1)

—N+1 r=0
k
—k+1/2 o B
2 Z Z < , >MN1,kr(N [—1)"¢(2z —1)
r=0 l=—N+1
k k 2N—2
_ o—k+1/2 , B v
2 Z()(T)MN—M—TZOSM%—FS N+1), s=N-1-1
[k
—k+1/2 ,
2 Zo < , )MN—L;@—TSO (2z)
k
= ZO%J,(,DT(ZI'),
r=0
o que nos da o relagao de recorréncia desejada. O

Observagao 12.2. Note que oy = 27¥12 1o = 27FH257 by vy
visto que Y hop =Y hont1 € hy =/2.

2—k—1
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Exercicio 12.2. Mostre que ayj = 2=k (Sugestdo: expresse ayy em termos de o).
Exercicio 12.3. Calcule ay; e by; para N = 2.
Exercicio 12.4. Tente encontrar uma relagcdo entre os ay; e by; em termos de oy e By.

Agora defina

VIt = Span[{¢#(20.) 1k =0,...,N =1} U{¢_jmm : m > N}

Da Proposicao 12.1, segue-se que os V_lejf s constituem uma hierarquia de resolucéo
multipla,

LCVEt vt c vt c vt c vt ¢

Como Span[{¢_;, : m > N}|, ja equal a L*([0,00)), também temos que U, leeft =
L2([0,00)). Podemos obter uma base ortonormal para Vi/!, ortogonalizando-se os ¢,
visto que estas ja sao ortogonais aos ¢p,,; mudando-se as escalas, obtemos uma base
ortonormal para cada leef * Se aplicarmos o procedimento de Gram-Schmidt, comecando-
se com ¢V ! e formos na direcao decrescente dos valores de k, entéo, os (biff bs resultantes,
k=0,---,N — 1 terdao suportes encaixantes: suporte de gbleft igual a [0, N + k. Os gbleft
substituem ¢g;, [ < N — 1. Denotaremos por ¢_j7k( ) as fungoes 277261 (27x). Para
aplicarmos a ortonormalizacao de Gram-Schmidt explicitamente, precisamos da matriz
(¢%, "), Para calculd-la precisamos da relacio de recorréncia (214). Para k = 0, por
exemplo, temos

3N2

16°]* = 00\|¢°H2 + Z

desta obtemos ||¢°||?. Entao, segue-se que

3N4

~ ~ a a ~ ~ mbm
(8°,6') = 2| + T (0, 6! +Z bombisn

nos dando uma férmula explicita para (¢°, '), uma vez que ||qZ>O||2 é conhecido. E claro
como proceder para valores maiores de k. Se todos os valores de (qbk gbl> para 0 < k,1 <
K — 1 sao conhecidos, entao podemos calcular (gbk, ¢K ), para k = 0,--- , K nesta ordem.
Obtemos equacoes da forma

11— §ak’kaK7K]<g5k, ¢*¥) = combinacéo linear dos (¢!, ™), com I, m < K + constantes.

1 isto nos leva a um esquema numérico recursivo que é

lefts
k

Como Saypapx = 2751 <

()

estavel para determinar (¢F, ¢). s construido acima satisfaz uma relagao recursiva
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similar a (214) a qual é herdada por todas as escalas j. Explicitamente, existem constantes
H ,lflf be hﬁfﬁ ( as quais podem ser calculadas explicitamente a partir de ay;, by, em (214)
e o procedimento de ortogonalizagao), tais que

N-1 N+2Ek

left left left left

—J k Z Hkl —7—1,1 + Z h ¢ ji—1m- (223)
=0 m
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13 Foérmulas de Quadratura

Nos algoritmos numéricos baseados em wavelets o ponto de partida consiste na repre-
sentacao da funcao, f, numa escala mais fina, j. Nesta secao veremos como calcular

aj=2" 2/ f(2)p(277 2 — k)dw,

para uma fungao suave, f.
A idéia de uma férmula de quadratura consiste em encontrar pesos wy e abscissas xy,

tais que

/ Z f(@)de ~ gwkfm).

Dizemos que grau de precisao da féormula de quadratura é ¢ se ela for exata para
polinomios de graus menores do que o igual a q.
No caso das Coiflets existe um nimero inteiro 73, de modo que ¢ satisfaga

/ o(x 4+ )" dx = / o(x)(x—7py)"der =0, m=1,2,...,M —1 (224)

/wam:: 1.

Para M =2, 75 =5 e os correspondentes coeficientes de filtros sao (veja [6])

ho = \{%?5\/_537 hl = 11_6\\//;1275’ h2 — 3-vI5

h_ﬁ+3 h_f+13 e — 9=V15
8v2 16v2 0 0T 16v2

Ainda em [6] sdo dados os valores de T); e os correspondentes valores numéricos dos
coeficientes de filtros para M =4 e M = 6.
Entao, para as Coiflets, temos

aj = %/ f(@)p(27 7z — k)dx
_ %/ Flx + 2k)$(277x)dx.

Expandindo f em torno do ponto 27(k + 7/), ou seja,

flx+2k) = f(k+71y)+x—27N4)

M-1 v —2im)!
= f@(k+ma)+ Y Ok —|—7'M))(+> + Ras(c, M),

=1
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onde

(w — 2jTM)M

RC,M - f(M) (C) M' Y

com c entre 2/(k + 1) e x — 2/7. Logo,

M1 048) O (29 (K + 7a1)) /°° (@ — map) (@) dz

ax = 22f(2(k+m)+ Y 7

o0

=1
4o [ Ry(c, M)$(272)dw
= 23 f(P(k+7u)) + 27 /oo Ro(c, M)$(277z)dx

; ) 2](M+%) oo
= 22f(2(k+7u))+ A / R (&, M) (z — o)™ ¢(2)dx

onde ¢ estd entre 2/(k + 737) e 2/(z — 75/). Portanto,
aM = Q%f(QJ(k’ + TM)) + 0(2](M+%))

No caso das Coiflets, a representacao de a;; fica muito simples, contudo, para um
mesmo M, enquanto a wavelet de Daubechies usual tem 2M coeficientes de filtros, a
correspondente Coiflet possui 3M coeficientes de filtros, o que faz com que os algoritmos
envolvendo as Coiflets sejam 50% mais lentos em relagao as wavelets de Daubechies.

Exercicio 13.1. Mostre que se a func¢ao ¢ satisfaz a condi¢ao (224), entdo,

/Z () dr = (/Z m(x)d$>m o

Em [6] mostra-se a seguinte férmula de quadratura para wavelets de Daubechies com
M momentos nulos:

k=283 af(l+2k) + 0(2001+2))
=0

onde os pesos ¢ satifazem ao seguinte sistema de equacoes lineares algébricas

chlm:/ 2"¢(x)de = M,,, m=1,2,....M —1,

onde os momentos da funcao escala sao determinados a partir dos seus coeficientes de
filtros {h,}?Y! e serd descrito a seguir.



13 FORMULAS DE QUADRATURA 113

Note que da relagao de escala
p(r) = V2 hpd(2r — k),
k
temos
M, = /Oo o(z)x"dx
= V2)~ /OO o(2r — k)z™dx
. J—oo

= 27"NV2) iy, /OO oY)y +k)"dy, (y=2z—k)
k —00

m

= 2y ( Tl” ) ﬂ; hk™ ! /Z é(y)y'dy

=0

= 2—m—1 ( ,rln ) ,um—th
=0

onde

=2y ik (225)
k

Portanto, temos a seguinte relagao

Como p, = v/2, temos explicitamente

m—1

1 m
My, = om+1 _ 9 Z < I ) fom—1 M. (226)

=0

Exercicio 13.2. Calcule numericamente M,, para as wavelets de Daubechies com M =
2,3 e4.

Em [6] constréi-se uma seqiiéncia de vetores {M" }M -1 tal que

mJm=0>
lim M, = M,,,
ou seja,
i =3 )zt (227)
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comecgando com

2M—1
1
My, =2"""2 3 k™, m=0,... M-1
k=0

A relagdo (227) segue do fato que

Cgm oo
M, = i™|— / e“%(x)dx]
LA™ J_ €=0

= i | )]

Ldgm £=0
= i_m d_ mo(z_]f)
dagm
L Jj=1 £=0

mas a seqiiéncia

r+1

Pa(§) = Hmo@ﬁf) = Pr(f)m0(2471£)

= P (% ; hke’wlf) (228)

converge para [[}Z, my(279€) quando r — oco. A relagao (227) segue da regra de Leibniz
para derivacao aplicada a (228) e do fato que por definigao

ro__ s—m d_m
Mo =1 {dgmp’““(f)Lo
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14 Representacao de Operadores em Bases Ortor-
mais de Wavelets

Em [5] s@o introduzidos algoritmos numéricos rapidos designados para aplica¢oes em
matrizes densas (ou operadores integrais). Sabe-se que aplicando-se diretamente uma
matriz densa N x N a um vetor requer aproximadamente N? operacoes, este fato simples
é uma causa de dificuldades séries encontradas em computagoes em grandes escalas. O
motivo principal para o uso restrito de operadores integrais como um ferramenta numérica
se deve aos sistemas de equagoes algébricas densos que eles normalmente nos conduzem
e estes tém que ser resolvidos diretamente ou iterativamente. A maioria dos métodos
iterativos para solucoes de sistemas de equagoes lineares envolvem a aplicacao da matriz
do sistema a uma seqiiéncia de vetores recursivamente gerados, o que tende a ser muito
dispendioso para problemas de grandes escalas. A situagao é ainda pior se usarmos uma
maquina para resolver sistemas de equagoes lineares, visto que isto normalmente requer
O(N?) operacoes. Como conseqiiéncia, na maioria das dreas de mateméatica computacional
matrizes densas sao evitadas, sempre que possivel.

Para operadores invariantes a translagoes, o problema de custo excessivo de se aplicar
(ou inverter) matrizes densas é solucionado pela Transformada de Fourier Répida e al-
goritmos relacionados (esquema de convolugao rapida, etc). Estes métodos exploram
propriedades algébricas de uma matriz para aplicd-la a um vetor e requer O(N In N)
operacoes. Tais métodos sao frageis no sentido que eles dependem de propriedades
algébricas dos operadores.

Os métodos baseados em wavelets descritos na referéncia [5] introduzem uma general-
izacao radical em varios algoritmos. Eles descrevem um método para aplicacao numérica
rapida a vetores arbitrarios e uma ampla variedade de operadores. Tais métodos em
geral requerem O(N) (ou O(N In N)) operagoes e sao aplicdveis diretamente a todos os
operadores de Calderon-Zygmund e operadores pseudo-diferenciais. A invariancia transla-
cional de operadores nao é necessaria. A utilizagao das bases ortonormais de Daubechies
[1] é extraordinariamente bem adaptada aos cdlculos numéricos. Nestas bases, numa dada
precisao, operadores integrais satisfazendo certas estimativas analiticas, tém uma forma
de banda diagonal e podem ser aplicados a funcoes arbitrarias de maneira “rapida”. Se
a estrutura das singularidades da matriz é conhecida a priori (como as fungdes de Green
para operadores elipticos e de Calderon-Zygmund), a compressao do operador numa forma
de banda é um procedimento O(N). As entradas ndo nulas da matriz comprimida imita
a estrutura das singularidades do nucleo original.

Nesta secao introduziremos a representacao nao-padrao de um operador e representare-
mos explicitamente alguns operadores (derivadas, transformadas de Hilbert e derivadas
fraciondrias) em bases ortormais de wavelets de suportes compactos. A representacao
nao-padrao, a qual nao sera considerada, pode ser obtida facilmente a partir nao-padrao.
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14.1 A Representacao Nao-Padrao de Operadores

Dada uma wavelet ¥ (z) e uma fungao escala ¢(z) a ela associada, a partir destas
podemos construir uma base de wavelets em duas dimensoes. Isto pode ser feito de duas
maneiras naturais. A primeira é simplesmente o produto tensorial ;5 ® 1 4/, onde
Yik @ Yy (T, y) = Yie(x)j e (y). A segunda base é definida associando-se trés bases
de fungoes: ;1 ()1 (v), Vjk(2)Pj0 (y) € ¢jr(x)ji(y). A primeira e segunda maneira
nos leva as decomposicoes padrao e nao-padrao, respectivamente.

No que se segue iremos supor que 1’ seja um operador integral e que seu nicleo seja
K(x,y), ou seja,

= / K(z,y)f(y)dy. (229)

Para representarmos 7' numa base de wavelets, nds expandimos (formalmente) seu
nucleo como uma funcao de duas variaveis, por exemplo, na forma nao-padrao, temos

K(z, Z%kk'%k ) (y +Zﬁykk'%k )P w (y)
k! k!
+ Z Vikoe P (2) Vi1 (Y), (230)
Sk
onde
s = [ Ko w)oia@als) = (T v0) (231)
Bk = /K(%y)%,k(ﬂf)%,k/(y) = Tk, i) (232)
v = [ K@ 0)o@)0) = Torm i) (233)
Sikk = /K($ay)¢j,k<m)¢j,k’(y> = (T'hjk, jpr)- (234)

Substituindo (230) em (229), temos

Z%k Z%kk/d] Kt Z%k )Zﬁj,k,k'a]’,k/

VL Ik

+Z¢]k Z%kk'dj K (235)

Jik

onde djr = (f,¥jx) € aju = (f, Ojn)-
A seguir, discretizaremos (235).
Como lim;_,_o Pjf = f e lim;_. P;f = 0, podemos sempre encontrar uma escala

suficientemente fina, jo, tal que |[(1 — P;,)f]| e ||T(1 — P},)f|| sejam arbitrariamente



14 REPRESENTACAO DE OPERADORES EM BASES ORTORMAIS DE WAVELETS117

pequenos. Como T' = P TP;, + P;,T(1 — Pj,) + (1 — P;))T, podemos aproximar T’
por Ty = P;TP;,. Por outro lado, podemos encontrar uma escala j; tal que ||T'F;, f||
seja arbitrariamente pequeno. Para simplificar nossa notagao, assumiremos que jo = 0 e
J1=n.

Expandindo-se Ty numa soma telescopica, temos

n

Ty=PTP = Y (P,uTPi_—PTP)+PTP,

= Y [(Pio1 = P)T(Pjy — Py) + (Pj_y — P))TP; + PT(Pj_y — P;)]

j=1
+P, TP, (236)
Definindo-se os operadores ), com j = 1,2,...,n, pela formula @); = P;_; — P;, podemos

escrever (236) na seguinte forma
Ty =Y (QTQ; + QTP+ P,TQ;) + P,TP, (237)
j=1
Como ||P, TP, f|| <||TP,f|| que é arbitrariamente pequeno, T séra aproximadamente

n

Ty =) (QTQ; + QTP+ PTQ;). (238)

j=1

Como {1} forma uma base ornormal para W; onde V;_y = V; @ W;, Q; é a projecao
ortogonal sobre W}, logo

on—i

(QTQif)(x) = > ATQ;f in)jn(x)
k=1
2n7j2n_j

— Z Z dj,k’ <T'¢j7k’, wj,k>¢j,k(‘r)
k=1 k'=1
on—j

= ) (y(dy)stbn(). (239)

k=1
De maneira andloga, como {¢;} é uma base ortonormal para Vj, teremos

on—i

(QTP;f)(w) = (Bi(d;)ktbjn(x).

k=1

on—Jj

(PTQ;f) () = (vi(a;))djn().

k=1
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Se fizermos d; = ;(d;) + B;(a;) e a; = 7;(d;), teremos a seguinte aproximagio para T

n 2nJ

Ty (@) =D > (distjn(@) + ajuoin(x)). (240)
=1 k=1
AE BE

Figura 13: Organizagao do operador na decomposi¢ao nao-padrao.

No procedimento descrito acima, comegamos com uma fungao definida no intervalo
0, 1] e denotamos por ag ;= (f, ¢jx), onde k = 1,2,...,2" e obtemos By f = Zi:lj a0.kP0.k;
a partir desta calculamos os seus coeficientes de wavelets usando o algoritmo piramidal:

{sf} — {si} — {sf} — {sf} - — {si}
% NN N
@y A} (@l - {af}

e obtemos uma nova representagao para o conjunto de dados

(d1,1, d1,2, e ;d1,2n717 ai,1,01,2,---,01 201, d2,17 d2,2, . 7d2,2n*27

21,022, ...,Q022n-2,... 7dn,17 an,l)?
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™, ™,
LA B d i
Nt Nt
™, ™,
™, ™,
™, ™,

\

™, .
NN By I
8

ale) @ @
1] Ta

Figura 14: A organizacao do operador e da funcao na decomposicao nao-padrao.

consistindo de 2" — 2 coeficientes, necessdrios na féormula (240).

Note que a relagao (240) consiste de médias e diferenca em todas as escalas. A fim de
projetarmos (240) numa base de wavelets formamos a seguinte representagao,

n 2n—J

T (@) =D Y distin(e) + anda(@)). (241)

j=1 k=1

Na Proposigao 4.1 da referéncia [5] temos o seguinte resultado:

Proposicao 14.1. Suponha que na expansio (230) tenhamos a base de wavelets de
Daubechies com M momentos nulos. Entdo para qualquer nicleo satisfazendo

1
K(z,y) < ——,
K@) £
C
M M M
|0, K(m,y)|+|ay K(z,y)| < |z — [T

entao

Cum
il + 1Bl + 0] < T i e

para todo |i — 1| > 2M.
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14.2 O operador % em base de wavelets

Iremos construir o operador % na representacao nao-padrao, na base de wavelets de
Daubechies, veja [6]. Esta é uma representacao de um operador, T, como uma cadeia de
ternos {A;, B;,I';}jez atuando nos subespagos V; e W,

A, =QTQ; = Wy =W,
By =QiTh; = V; =W
onde P; é o operador projegao sobre o subespaco V; e Q; = P;_1 — P;, é a projegao sobre
o subespaco W;.
J

Os coeﬁmentes oy, B, %l e 7“ sao elementos das matrizes A;, B;, I'; e T; = P;TP;,
respectivamente, com i,1, j € Z. Para o operador ‘i temos

of, = 277 / Y2z — i) (27 — 1)27de = 29
)= 2-3'/ V(2 x — i)' (277 — 1)27dx =277 3
v, = / P27 — i) (2772 — )27 dr = 277y

rl = 2—3'/ p(270x — i) (270 — )27 dx = 279,y

onde
ap = _Zw(a:—l)%w(x)dx, (242)
o= [ v, 1)
w = [ ee-nivtes (244
o= _:d)(:v—l)%¢(x)dx. (245)

Lembrando que valem as seguintes relacoes de escalas

o) = VIS hed(2r— k) (246)

b) = VIS go(2e— k), (247)
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onde g = (—1)*hp 1, k=0,1,...,L—1, L =2M e M é o ntimero de momentos nulos
de ¥, ouseja, [7 a™p(z)dx =0, param = 0,1,..., M —1. Além disso, [ ¢(z)dx = 1.
Note que da relagao (246), temos

1 = |l¢|)*= Oogb(x)qzﬁ dr =2 hy h, o(2x — k)p(2x — K')dx
N Sl
= thhkékk/_Zh

k,k'=

portanto,

(248)

WM“
g L
=
N0

Note que integrando (246) de —oco a oo e lembrando que ffooo ¢(x)dx = 1, concluimos
que
N-1
hy =
k=0
Deste resultado e da definigdo de m,, dada em (252), segue-se que m,(0) = 1. Desta
relagdo e de (253), segue-se que m,(m) = 0.
Em virtude das relagoes de escalas acima, podemos re-escrever (242)-(245) como

L-1 L,

a = 2 Z Z Gk G T2 ke—k (249)
k=0 k’'=0
L—-1 Iy

B = 2 Z Z i P Toik—i (250)

k=0 k'=
L1L1

Vi o= 2 Z Z Pk Gr T2i kit s (251)

k=0 k'=0

portanto, a representagéo de % ¢ completamente determinada por 7;, ou seja, pela repre-
setagao de em Vj.
Vimos na Segao 3 que funcao 2m-periddica

mo(€) = = > e (252)

satisfaz a equacao

[mo(€) 7 + [mo(§ +m)|* = 1, (253)



14 REPRESENTACAO DE OPERADORES EM BASES ORTORMAIS DE WAVELETS122
o que implica que m,(&§) ¢ da forma ( veja Secao 11 e [4])

m©) = (0+09) Q)

onde () é um polinomio tal que

Q)P =P (Sen2§) + sen®™ (g) R (m;f) ,

R é um polinémio par tal que

1
OSP(y)+yMR<§—y), para 0 <y <1

e
1
sup [P(y) +yMR <— — y)} < 2¥M=1), (254)
0<y<1 2
Note que
L-1
Imo ()2 = Z hyh et k) Qka hihy, cos(k — k')
1 !/
= 5 hih, | cosn&
n=0 k,k'=0, |k k|=n
=
= 3 hi—i— (thhmn) cosné
k=0 n=1 =
= L—-1-n
= 5—1—2 ( Z hkhk+n> cosné
n=1 k=0
=
= 5 + 5 ;an cosné. (255)

Na peniltima igualdade usamos (248), ou seja, que Zkfé hi=1e que h; =0sei >
N —1=2M — 1. Definimos a auto-correlagio dos coeficientes {h;,}+—; como

L—1—n

4y =2 Z R P (256)

A seguir mostraremos que

asn = 0. (257)
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De (255), temos

1 1
2 _ 11 _1)"
‘mo(g + T‘—)’ 2 + 2 ;( ) Qn COS(nf)
11 L/2—1 1 L/2
= 5 + 5 2 Aop cos(2n§) -3 ; Q2n—1 cos[(2n - 1)5]
TR =, L/2
= 1- (5 + 3 nz:l ay, cosn§)> + nz:lagn cos(2ng)
L/2
= 1—|m, (&) + Z sy, cos(2n€)
n=1
L/2
= |mo(&+m)|* + Z a9 cos(2nf),
n=1
na ultima igualdade usamos (253). Logo,
L/2
Z agy, cos(2né) =0,
n=1

para todo &, o que implica (257). Portanto, (255) pode ser re-escrita como

L-1

m©) = 5 + > oacr 005 (2K = g (258)
Note que
o= [ o= oas (259)
— [ i re (260)
onde

n 1 > ix
6) = o= / e ola)da

Proposicao 14.2. Se as integrais (259) e (260) existirem, entdo os coeficientes r; satis-
fazem o sequinte sistema de equagoes algébricas lineares

L/2

rp=2|ry+ 3 Z aok—1 (T2—2k+1 + T214126-1) (261)
=1
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> Iy =-1. (262)
l

Se M > 2, entdo as equagoes (261) e (262) tém solugdo unica com um nimero finito
de r; nao-zeros, ou seja, 1 # 0, para —L+2<[<L—-2e

Prova. Da relagao (246) podemos re-escrever

L-1

/ oz — )¢/ ( =2 Z P Py 7244 k1 (264)
o —~

l

h
}—‘

Il
=)

Como k,l =0,1,...,N—1,entao, k—l=—-L+1,—L+2,...,L—1. Portanto, podemos
re-escrever (279) como

L—1 L—-1

g = 2 Z Z hihy T2i4n
n=—L+1 k’,l:
k—1=

L-1
= 2 (Z hi) r
k=0

L-1 L-1 L—-1
+2 Z Z hihy | T2i4n + Z hihy | 72in
n=1 k. l=0, k. l=0,
|\ k—Il=n k—l=-n i
L-17T /L-1 L—1
= 2ry+2 Z < hlhl+n> T2i4n + (Z hkhk+n> Tzz‘n]
n=1 L \ (=0 k=0
L-1[ /L-1-n L—1-n
= 2ry + QZ < hlhl+n) T2i4n + ( Z hkhk+n) 7“2i—n]
n=1 L =0 k=0
L—1
= 2T2i +2 Z an (T2i+n + r?i—n)
n=1
L—1
= 2ry+2 Z A2n—1 (T2i+2n-1 + T2i—2n+1) (265)
n=1

na ultima igualdade usamos que as, = 0.
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Na construcao de wavelets no intervalo, veja Secao 7?7, vimos que para cada m =

0,...,M —1, se fizermos C; = ffooo o'¢(x)dxr, temos a seguinte relacio
Srgx—1-M41) = Y ( " ) (—1)' ) (x — M + 1)
I€7, 1=0

Fazendo a mudanca de variaveis y = x — M +1 e depois trocando o y por z e lembrando
que C, = 1, temos

szqsx—z_x%ri( > Yo a™ Tt m=0,...,M—1. (266)

leZ

Fazendo m = 1 em (266), temos
Y lglr—1) =2 —Ch.
l

Multiplicando-se esta equacao por ¢'(x) e integrando de —oco a oo, temos

/oo z¢'(z)dx — Cy /OO ¢'(z)dr = /OO (zl: lgb(x—l)gb’(x)) da

- S s -voa

Como ¢ tem suporte compacto, nas somas sobre [ acima temos apenas um numero finito
de [’s.

Em virtude de ¢ ter suporte compacto, segue-se que |x¢(x)‘iooo =0e ‘(;5 ‘Oo = 0.
Além disso, [7_¢(z)dx = 1, logo,

Yo = /Z z¢' (z)dxr — C, /Oo ¢ (x)dx

= |zg(x) / ¢(z)dx — Ci|p(x)|~
= -1

?

o que prova (262).
Se M > 2, entao segue-se do Lemma 3.2 de [4] que

|6(€)21€] < O(1 + |¢|)~MHlee2 B

onde

B = sup|Q(e*)].
£eR
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Em virtude de (254), temos log, B = M — 1 — ¢, para algum € > 0. Portanto,
[SEPIE < C+Ieh

0 que assegura que a integral (260) seja absolutamente convergente, o que assegura a
existéncia da solugao dos sistema de equagoes diferenciais (261) e (262). Como a fungao
escala ¢ tem suporte compacto, existe somente um numero finito de coeficientes r; nao-
nulos. O intervalo especifico —L + 2 < [ < L — 2 é obtido através de exame direto de
(261).

Mostraremos que

> n=o. (267)

Sejam
FE) = Y me”
l
Feven(§/2) = D rae™
!
fodd(f/Q) = Z T21+1€i(21+1)5/2.
Note que |

2even(§/2) = 7(§/2) +7(§/2+)
2704a(§/2) = F(€/2) —7(§/2+ ).

Multiplicando (261) por ¢?¢ e somando-se sobre [, temos

(&) = Z el
I

L/2
_ g | = ilE ilé
= 2 E roie’s + 5 gl agk—1 (E rol—ok41€ -~ + E T914+2k—1€ )

l l l

1€
= 25 rore’?s
!

L/2
i(2k—1)% i(20—2k+1)% —i(2k—1 i(214+2k—1)%
+ E QA2k—1 (6( )3 E Tzz-2k+1€( )5 4 i ) E 7“21+2k—16( )3
k=1 1 1

L/2
— 9 Z memg 4 Z g1 (ez’(zkl)g Z T2l+1€i(2l+1)§ 4 emi(2k=1) Z T2l1€i(211)§>
! k=1 l I
¢ L/2
” i(2k—1)& —i(2k—1)8\ A
= 27”6’!}671 <§) + Z a9k —1 (6 (2k 1)2 + e (Qk' 1)2> rodd(g)
k=1

L)2

= 2%epen (g) + 2 7044(§) Zagk,l COS ((Qk — 1)%) )

k=1
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Portanto, temos a seguinte relacao

L/2
7€) = 2 |Teven (§/2) + Toda (5/2)206%71 cos ((2k — 1)¢/2)

= 2fepen (§/2) + 270aa(€/2) (2Imo(£/2)]* — 1)

= 7(&/2) +7(§/2+m) + (7 (£/2) — 7 (&/2 + 7)) (2lmo(£/2)]* — 1)

= 27 (£/2) Im, (&/2) [P + 27 (§/2 + ) (1 — |m, (£/2) ?)

= 27 (§/2) Imo (€/2) [P + 27 (/2 + 7) [mo(€/2 + m)|*. (268)

Portanto, fazendo-se £ = 0 em (268), como m,(0) =1 e m,(m) = 0, temos
portanto,

o que mostra (267).

Note que ¢(—&) = $(£), portanto, |$(€)| = |¢(—€)|. Logo,

T (ie)ae)Petde

r_; =

83

(—i€)|p(—€)|*e™ede

I
Wg‘\‘\

(i€)|d(€)[Pe"de,  (substituindo —& por &)

= —T.

A unicidade da solucdo de (261) e (262), segue da unidade da representagao do oper-
ador £ O]
dx
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Note que
(1)) = (KTPf)(x) = ;«m,k, TP f)6;4(x)
= %:(qu,k:a T zl:(cbj,za i) 0in(x)
= ; ;(%,k, To;0)(bj1, ) bjn()

= Z ZTk lfl) ®j()

k

=y Zrifz‘l/) (@)

k U

= Z Z"’zjfk z) Gj()

k

= 22 J (meé;) @5 (),

onde
flg—l =277/ /°° f(@)p(277x — k + )dx.

A seguir calcularemos os r;’s. Para isso partiremos da seguinte relagao para |m,(&)|*
que pode ser encontrada na Se¢ao 11, veja também equacao 4.22, pagina 978, de [4].

13
mo©F = 1— b, / sen?1¢ g,

0

onde

™
CQM_lz/ senQM_lgdf.
0

Note que

Copio1 = / sen*M=2¢ sen € d¢
0
= —[cos&sen®M 7] 0+ 2(M — 1) / cos? & sen M =3¢ d¢
0

= 2(M-1) /W(l — sen 2¢)sen M 3¢ d¢
0
= 2(M — 1)(62]\/[_3 — CQM_l).
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Portanto, temos a seguinte relacao

o AM-
2M—1 <2M—1) 2M—3-

Iterando esta relacao [ vezes, teremos

o (M) —2)(M=3)...(M 1)
M TS OM —1)(2M — 3)(2M — 5)... (2M — 21 + 1) M7

Fazendo [ = M — 1 e tendo em vista que ¢; = 2, temos

(M—1)(M—-2)(M—=3)...1  [(M—1)?22M-!
(2M —1)(2M —3)(2M —5)...3  (2M —1)!

conr—1 = 22M71
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A seguir, note que

& —ig 2M—1
2M -1 _ € €
sen & = [—22' }
(_1)M i _ie\2M -1
- vV (€ —e™)
2M—1
— Z'(_l)M ( 2M -1 ) (_1)m€i(2M—2m—1)§
92M—1 —~ m
()M RS oM — 1 N
= o Z_O m (—1)™ sen (2M — 2m — 1)¢
M
1 2M — 1 1
T 92l 2 ( M—1 ) (1) sen (20— 1), (I=M —m)
l=—M+1
M

_ %é ( 2M __ll ) (1) sen (20 — 1)¢
+22711 > ( 2]]\\44__[1 ) (=) tsen (20 — 1)¢
_ #Z ( 2]\]‘44__11 ) (=) sen (20 — 1)¢
_% ZZ ( 2]\]‘44;[1 ) (1) sen (20 + 1)¢, (=1 — 1)

1 & _
- 92M—1 Z < 2]]\\44— ll > (—1)"tsen (20 — 1)¢

_2271_1[%1 ( Ajj‘f z__11 ) (—1)sen (2l — 1), (=1 — )
_ #é [( 21\]‘44__[1 ) + ( ]\j]‘ﬁl__ll )} (—1)sen (21 — 1)¢
i : o fgfyM_ﬁ_ 5 (-~ sen (21 = D
Logo,
sen?M~1g = (2%411)! JZM: e l()'_(]l\;; R (21 — 1)€. (269)
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De (269), temos

o L M- & (="
CQM—I_/O sen 2M Tede =2 AT (M — DM +1-1)120-1)

=1

3
mo©F = 1, /0 sen® 1 d¢

M -1 ¢ (-1
= Ve | T L g - oo D 1)]

=1

_ -1 (2M - 1>! T (_1)l_1 Copm—1

= 1+c - A1 ;(M—l)!(M—I—l—l)!(Ql—l) cos(2l — 1)€ — 5 ]
1 1¢ (—1)"M[(2M = 1))?

= 5+5 > O~ T~ DI £ 1= D~ TP cos(20 — 1)¢. (270)

Comparando (270) com (258), temos

. (1) [(2M — 1)1]?
M = DIPM = 1)I(M 41— 1)1(2 - 1AM

1=1,2,...,M. (271)

Note que para M = 2, segue-se de (271) que
1

a; = 0 e az=
L8 TR
Portanto, lembrando-se que —2 <[ < 2 e que r_; = —r; (em particular, r, = 0), segue-se
de (261) e (262), respectivamente que

1
1 =—8rs e 11+2ry= 5
portanto, 7y = —% e Ty = %
Para M = 3,4,5¢e 6, os valores exatos de r, podem ser encontrados em [6], por exem-
plo, para M = 3 e 4, temos

— 9. — _ 272 — 53 — _ 16 - __1
M=3: rn=-3; ™2 =365 73~ “1095 "4~ T390

A 39296 __ 76113 _ 1664 _ 2645 _ 128 _ 1
M=4: rn= 19553 2 = 396424 "3 = 9553 4 = T Tigoer2 5 T 7az205 6 = T Tigoar2
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14.3 O operador d% na base de wavelets

Note que
O30 mtsn) = 27 [ 6T Do
:2]/ oy = (1= 1) -0l

— 9
_27“l

n
Portanto, da mesma forma que o operador -2 <> ha forma nao-padrao o operador 2

xn

também é completamente determinado pela sua representacao no subespago V,,, ou seJa

oo dn
_ / br — D)+ pla)dr, 1€ (272)
—0 "
ou, equivalentemente,
i = [P s, ez (213)

se as integrais em (272) e (273) existirem.
Proposicao 14.3. Se as integrais em (272) e (273) existirem, entdo, os coeficientes rl(n),
l € Z satisfazem o sequinte sistema de equagoes algébricas

L L2
Tl(n) =2" |ru+ 5 Za% 1 (TQZ 2k+1+r§7j—2k+ 1> , (274)

Z l"rl(n) = (—1)"n!, (275)

l

onde 0s agx—1 sao dados por (256).

Se M > (n+1)/2 e as integrais em (272) e (273) existirem, entdo as equagoes (274)
e (275) tém uma unica solugao com um nimero finito de coeficientes nao-nulos, ou seja,
rl(n) #£0, para —L+2 <1< L—2. Além disso,

r" = (=1, (276)

> =o. (277)
eparak=1,...,n—1

> ik =o0. (278)
l
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Prova. Da relagao (246) podemos re-escrever

h

—-1L-1

/ gb(x—z ng( =2" hy hy 7’21% - (279)

0 1=0

B
Il

Para concluir a demonstragao de (274), basta proceder como no caso em que n = 1
Note que (276) segue de (273), da qual temos que

Multiplicando (266) por ;i—nn ¢(z) e integrando a equagao resultante de —oo a 0o, segue-
se que para todom=0,1,...,. M — 1,

Zwmrl(n) = Zlm/ d(x —1) Cb( )dx (280)
I

leZ
-/ Zx L ()i (281)
+Z( ) e /_ me_l%qﬁ(aﬁ)dw. (282)

Mas se k < n, fazendo-se integracoes por partes, tendo em vista que os termos de fronteiras
se anulam, temos

/_Oox wﬂ% z)dr = (=1)"k! /_Oo dd”n_kk é(z) dz
— { (—1)"&! [ddnn e )} =0, se k <n,

=1l [7 o(x)de = (— )*n!, se k = n.

Portanto, se m < n,

mer(n) . 0, se m <n,
l Ll (=)™, se m =n.

o que nos da (275) e (278).
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Note que de (273), temos

= / (i) |B(E)Pe e
- / €10(6) e
- 2(k+1)m

= S [ elare

km

k
2
= S (i / (€ + 2km)"[ (€ + 2hm)Pe e
L 0

27
(Z(—z’)"(& + 2km)"o(€ + 2kw)\2> e g
k

27

P(€)e™ede,

J
J

onde

() = > (=) (& + 2km)"|S(€ + 2km) .

k

>

De (283), segue-se que
. 1 Z (n) i
7’(5) = % l s €l£.

Substituindo a relagao

~ ~

P(§) = mo(£/2)9(&/2)

(283)

(284)

em (284), somando-se sobre os indices pares e impares separadamente e lembrando que
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me(§) é perédica com periodo 27, temos

FE) = D (=)™ + 2km)"|mo(€/2 + km)[? |$(€/2 + k)|

k

= Z(— D) (€ + )" |mo(€/2 + 2km) * |9(E/2 + 2kr)
+Z (€4 2(2k + 1)) mo(€/2 + (2k + 1)) 2 [$(£/2 + (2k + 1))

= 2"2(—%) (£/2 + 2km)"|[m,(€/2 + 2km)|* |$(£/2 + 2km) 2

+2" Z(—z’)"(f/Q + (2k + 1)7)"mo(€/2 + 2km + )| |p(£/2 + (2k + 1)) |?
= 2"|m,(¢/2)|? Z M(E/2 + 2kT)" |(€/2 + 2km)

+2"m(£/2 + w)| > (=)ME/2 4+ 7+ 2km)" |$(§/2 + 7 + 2k)

2 (Imo(§/DPHE/2) + Imalef2 + MPF(ES2 + 7).
Portanto,
P(€) = 2" (Imo(§/2)[7(6/2) + Imo(&/2 + m)*7(§/2 + m)) - (285)
Tomando-se £ = 0 em (285) e lembrando que m,(0) =1 e m,(7) = 0, temos
7(0) = 2"7(0) = 7(0) = 0,

logo,
> =217 (0) = 0,
!
o que prova (277). O

Para a wavelet de Daubechies com M = 2, vimos que a; =
para n = 2, (274) e (275) sao equivalentes a

o] Ne)

e az = —%, portanto,

ri+4ro=0 e ri+4ry=1,

respectivamente, que nao tem solucao.
Ainda para a wavelet de Daubechies com M = 2, para n = 3, (274) e (275) sao
equivalentes a

T1+2T2:0 (& 7’1+842:—3,

respectivamente, ou seja,

ro=—3, r-1= ]-7 To = 07 ™ = _17 T2 =

N[ —
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Observagao 14.1. Se definirmos o operador M, sobre fungoes periddicas de periodo 2w
como

(M, (&) = 2" (Imo(§/2) P (§/2) + Imo(&/2 + m)[* £ (€/2 + 7)) | (286)
entdo (285), pode ser re-escrita como
M, =277,

logo, 7 ¢ um autovetor de M, correspondente ao autovalor 27™. Portanto, encontrar
uma representacao de derivadas na base de wavelets € equivalente a encontrar solucoes
polinomiais trigonométricas de (286) e vice-versa.

14.4 Operadores de Convolucao

Suponha que

-/ " K- ) f)dy.

A seguir, calcularemos P;TP; que é a projecao de T' sobre V.
Dados 4,1 € Z, entao

im (b] l?T(b] m)

_ / 051(2) (T3 ()

_ / e (/ K(z — 9)ésm(y )dy>d:c

= 277 / /oo ¢ — i) K (x — y)p(2 7y — m)dydx

- ¥ / i _°° K~y =)+ (1= m))de) ooy, (270 —i =, 2%y~ =)

portanto,

rl =2 /Oo O (w)K (2 (1 — w))dw, (287)
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onde a autocorrelacao da funcao escala ¢, denotada por @, é definida como

Bw) = [ oly— wol)dy (258)
Observacao 14.2. A autocorrelagao de uma funcdo com suporte compacto, tem suporte
compacto; ou seja, se supp ¢ = |a, 3], entdo, o supp  C [ — (3,0 — a.

Prova. Como ¢(y) = 0 fora do intervalo [a, (], entao, na integral (288) podemos nos
restringir a este intervalo. Por outro lado, ¢(y —w), se anula fora do intervalo a < y—w <
0, ou seja, podemos assumir que a +w < y < [ 4+ w. Assim, devemos ter

a<y<pf e atw<y<p+w.

Em particular, se w for tal que a +w > # ou 4+ w < o, ®(w) = 0. Portanto, o suporte
de ®(w) estd contido no intervalo [a — 3, 5 — a]. O

Para a funcao escala de Haar,

1= w], se—-1<w<1,
b(w) = { 0, caso contrario.

Lema 14.1. A funcao ® tem as sequintes propriedades:

/OO O (w)dw =1 (289)

—00

o = / w"®(w)dw =0, para 1 <m < 2M — 1. (290)

o0

Prova. Note que (289) segue imediatamente, visto que ffooo o(w)dw = 1.
Note que

bR =L / D (),

2 J_
portanto,
L T Ry e
it £=0 Y ’

—0o0

logo, basta mostrarmos que

K%ag)m @(g)ﬁ] B =0, 1<m<2M—1. (291)
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mas

() sorl,, = 1G5

)" (errimter2r)]
= i < nl; > [d§k| () Lzo {CglﬁmTj‘:'é(g)'zLﬂ

dém } £=0

) i
(o]
= 272m K%as)mdgm Lo
(1) ][]

Logo,

(o) d0r] o (1) [fame o] [dmrii?]

Logo, (290) sera verdadeira se

[fk|mo(£+w)|} =0, m=12...,2M—1. (292)
=0

3
Da relacio m,(£) = [2(1 4 €%)]™ Q(e'), temos

1 1 .
[mo(O)I” = 3= (1 +cos )" 1Q(e)[? = [mo (€ + )| = = gt (1 - cos €)M |Q(—¢*)P?,

o que implica (292), o que conclui a demonstragao do Lema. Il

Dada uma escala mais fina, digamos, j,, entao de (287), (289) e (289), se expandirmos
K(2(l —w)) em torno de 271, ou seja,
K(2(1 —w)) = K(2%1) — 2°K'(2°l)w + 2% K" (2 l)w? — ... — 2@M Do [f@M=1)y,,2M -1
22Mjo R(2M) (C)’LU2M

G c entre 2] e 27°(1 — w),

+Rhy(c),  Rbylc) =

temos

o = g / " @)K (21— w))dw

o0

i ke (@n1) 1+ 2 [ )R (c)utMd 203
= PREM) + e [ @) Ry (0w, (293)

—00
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Nas aplicagbes deveremos mostrar que a segunda parcela de (293) é suficientemente
pequena para |j,| >> 1, portanto, rj a2 2/ K (27°]).
Para obtermos Tl para j > jo, basta notarmos que

. 2j/_°o B(w) K (2 (I — w))dw

o0

= 2j—1/00 O(w/2)K (277121 — w))dw.

[e.e]

Por outro lado, de (288) e de (246), temos

L-1
O(w/2) = Y hphp®(w+k —n),
k,n=0

portanto,

3

do= S b 1/ B(w + k — n) K (21 (21 — w))dw

k,n=0

8

- Z Ryhpn 27~ 1/ P(w)K (212 +k —n —w))dw

k,n=0 o0
= hihy )
- k 2l+k—n>
k,n=0
o que reduz-se a
L L2
~1
T4 E :a2k 1 (M ok + Tk ) - (294)

—_

Observagao 14.3. Note que (258) e de (292), para 1 <m < M — 1,
£€=0

0 = (—85 |m0 ) ]
L/2

— <% ) — —|— L Zagk 1cos(2k — 1)¢

~.

£=0
L/2

d2m
— 2@2’” Za% 1 (2K —1)%™ Lluz cos u} )
k=1 u=

ym L/2

- ZQm Zan 1 2k_1
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. d2m o .
PoiS, [m cos u} = (—1)™. Ou seja,
u=

L)2
Zagk_l (2k —1)*™ =0, para 1 <m < M — 1.
k=1

14.4.1 A Transformada de Hilbert

A transformada de Hilbert é definida como

[eS) T—€ R
g(x) = (Hf)(y) = %P.V. ) 45 = Tim Jim L (/ 1) 4oy [0 1) ds> .

e ST ¢—0 Roo T R S—X cieS—T

Note que para a transformada de Hilbert, K(u) = —%, portanto, de (287),

| < 1
r = - P.V./ - O(y)dy =1 =1, (295)

independente de j. Da mesma forma, mostra-se que os demais elementos de matriz o, 3 e
7 sao independentes da escala. Assim H = {A;, B;,[';}jez, Aj = Ao, Bj =By e I'; =T.
Por outro lado, na escala zero, eles estao relacionados ao r; através das relagoes

h
[
h

-1

Q; = 9k T 2%+ k—k'

B
Il
- o
X
I
- o

h
|
T

@' = 9k hk’TQiJrkfk’;

i
- o
=
I
= o

h
|
T

Yi = R grr T2 k—t -

>
I
S
X
Il
o

Onde de (294), temos

L L2

T = To + 5 ; aok—1 (T2—2k+1 + T2142k—1) - (296)

com os coeficientes agx—; dados por (271).
A seguir calcularemos r; para |[| >> 1.

1 1 1 1 y Y\ 2M-1 1 y 1*M
LT = (14 + () |
I~y 1112 z(+z+ Y )+l2M+1 {l—c}
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onde c estd entre 0 e ¥, em particular, como ® tem suporte compacto, para |I| >> 1
podemos assumir que 1 —c¢ < % e que [ —y nunca se anula. Em vista dos propriedades de

® dada no Lema 14.1, temos

. :t[”Ku—w¢wmy
1 o0

1

= —— ——d(y)d
- /_ = (y)dy
1

= - - Rl,M,<I>a (297)
7l

onde
|R | < —1 22M max \(b(y)sz\ =0 —1
LM®T = 1M Je supp © 12M |

Ou seja, dado um € > 0, tomamos N tal |R; 0| < €, com isso obtemos %, nos da
uma aproximacao para 7; para |l| > N, com um erro menor do que €. Para valores de [
tais que |[| < N podemos usar a relagao (296).

Re-escrevendo (295) no espago de Fourier, temos

Tj—lpV/wCI)@é@%

s oo \Y —

:lPV[mCI)@@@Wf

s o \y — 1

= [ sentie) 160 (298)

onde usamos que

— = 1 W d
(y—l)(g) T
R iy¢
= €% lim dy

De (298, segue-se que r_; = —r;, em particular,
ro = 0. (299)

Em [6] calcula-se os valores aproximados de 7, para a wavelet de Daubechies com
M =6, paral =1,2,...,16, com uma precisao de 10~7. Para |I| > 16, podemos usar a
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aproximacao r; & —%. Os valores sao mostrados na tabela abaixo:

{ T l T

1 —0.588303698 9 —0.035367761
2 —0.077576414 10 —0.031830988
3 —0.128743695 11 —0.028937262
4 —0.075063628 12 —0.026525823
5 —0.064168018 13 —0.024485376
6 —0.053041366 14 —0.022736420
7 —0.045470650 15 —0.021220659
8§ —0.039788641 16 —0.019894368

14.4.2 Derivadas Fraciondarias

Adotaremos a seguinte definicao de derivadas fracionérias

@nw - [ ) %ﬂy)dy, «£1.2,...

onde

(w) w, se w > 0
w = ,o
+ 0, caso contrario.

A fungao I'(z) é a extensao da funcao fatorial, ou seja, ['(1 + z) = z['(2), a qual

é analitica para todo z # 0,—1,—2,... O residuo de I'(z) em z = —k é
$(z) > 0 ela pode ser definida a partir da seguinte integral

F(z)—/ t*le~tdt.
0

A representagao de 05 em V; é determinada pelos coeficientes

T = /_oo d(x —1)(0%¢)(x)dx, 1€ Z,

desde que a integral acima exista.
o (u);”‘*l

Note que neste caso K (u) = T ey Portanto, em (287), temos

le —9aj /OO % (I)(y)dy = 27ajTl. (300)

—00

O representacao na forma nao-padrao de 0% = {4;, B;,T';};ez é calculada via A; =
27% Ay, B; =27 By el; =279, onde os elementos de matriz o;_;, Bi_; e v;—; sao
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obtidos a partir dos elementos r;,

L-1L-1

a = 2¢ k9K T2+ k—k' (301)
k=0 k'=0
L-1L-1

g = 2° Gl T2tk (302)
k=0 k'=0
L-1L-1

v o= 2¢ P G2k —k - (303)
k=0 k'=0

Por exemplo, para obtermos (301), usamos a defini¢gao de 9% e relagao de escala (247),
ou seja

o = /_°° (o — )(0) () de

- [ ([ SRt vo) e

—a—1

= 2 § gkgk//_z¢(2x—2i—k) (/_Z%MZ@/—I#)C@) da

k,k'=0
L—-1 00 00 / —a—1
a—1 95 (2$'—'k __y)+
2 Z IkJr’ /_OO o2 —2i — k) (/_OO T(—a) o(y)dy | dx
k,k'=0
L—-1 00 00 (fIJ y)iail
Y , o / — I+
k,k'=0
L1 .
= 2 Y g [ oo @it k- K@) (@)
k,k'=0 -
L—1 L1
= 2> ) GhgeTriik ks
k=0 k'=0

as relagoes (302) e (303) s@o obtidas similarmente.
Os coeficientes r;’s satisfazem aos seguintes sistemas de equacgoes lineares

L/2

rp=2%|ry + 3 Z Aok—1 (Tor—2k11 + Tors2k-1) | - (304)
k=1

Na integral (300), podemos assumir que y € [a,b] = Supp ®. Logo, se |[| >> 1 el
negativo, temos [ — y < 0, portanto,

r = 0. (305)
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Por outro lado, se Logo, se |l| >> 1 e [ positivo, [ — y > 0, portanto,

=y = -y

SR
= ! (1 + (a — 2)% L lez (e _(23)4';(1‘;‘!— 2M +1) <%)2M—1>
+Rop (a1, 0),

onde

Royp (ol c) =

(a—1D(a—2)...(a—2M) a_on (YU\2M
(2M)! (1= (7))

c entre 0 e ¥, portanto,

(a—1)(a—2)...(a —2M) 1

max (1 —¢)**" max (y*"|®(y)) |m

|Rom(a,l,c)] <

(2M)! 0<e<1/2 yEla,b]
1
= Cua [2M+at1
Logo,
1 1 1
r = NEOREE +0 (—l1+a+2M) : (306)

para [ positivo e suficientemente grande.
Em [6] s@o calculados numericamente os valores de r;, —7 < < 14, para « = 0.5 para
a wavelet de Daubechies, com M = 6 com precisao de 107",

l T { T

—7 —2.82831017E —06 4 —2.77955293F — 02
—6 —1.68623867L —06 5 —2.61324170F — 02
—5  4.4584T7T796E —04 6 —1.91718816F — 02
4 —4.346334415FE — 03 7 —1.52272841E — 02
—3  2.28821728FE —02 8 —1.24667403F — 02
—2 —8.49883759EL —02 9 —1.04479500F — 02
-1 0.27799963 10 —8.92061945F — 03
0 0.84681966 11 —7.73225246 F — 03
1 —0.69847577 12 —6.78614593F — 03
2 2.36400139E — 02 13 —6.01838599E — 03
3 —8.97463780F — 02 14 —5.38521459F — 03
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Os coeficientes com [ > 14 ou [ < —7 sao obtidos usando (306), ou seja,

1 1

= @) L [>0
— _ﬁ llT% + l13—+% , para { > U,
rp = 0, paral <O0.
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15 A Transformada de Wavelet Continua

15.1 O Caso Unidimensional

Definicao 15.1. Uma funcao v : R — C, satisfazendo as sequintes condigoes:

Y EL*R), [ll=1 e (307)

2
27r/ [¥(a) da = Cy < oo ( condigdo de admissibilidade) (308)
R*

¢ chamada de wavelet mae ou, simplesmente, wavelet.

A condi¢ao acima garante a invertibilidade da transformada de wavelet continua, a
qual serd definida nesta secao.

Todas as wavelets que ocorrem na pratica também estdao em L'(R) e a maioria delas
sao continuas (as wavelets de Haar nao sao!), muitas sao diferencidveis e as wavelets que
sao mais populares tém suportes compactos.

Teorema 15.1. ( Critério para verificar a condi¢io (308) ). Para uma fungdo ¢ € L*(R)
satisfazendo tp € L'(R), isto é, [|t|]y(t)| dt < oo, a condigio (307) é equivalente a

B(0) = [ _4(t) dt = 0.

Prova. ty € L' e ¢ € L*(R) implica que ¢ € L'(R) (|||l < [[¢l]2 + [[t]]1), logo, )6
continua, portanto, a integral (308) s6 pode convergir se ¥(0) = 0. Por outro lado,

dwt+h) —dw) 1 e =1
- = m/w(t)e Tdt (309)

como [¢h(t)e ™= < [y(t)|[t] (h # 0) e como por hipdtses tf € L'(R), segue-se do
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque, que podemos passar o limite quando
h — 0 para dentro da integral na equacio (309), logo, ¢/(w) = —itth(w), como th € L'(R),
segue-se que t1) é continua, portanto, ¢ € C*. Seja M = sup{|¢/(w)] | |w| < 1}, entdo,

()l = [ (w) —(0)] = I/Ow P8t < Mlw| - (o] < 1),

Logo,

IN

[ B,
Re |l

0 que prova o teorema. O]

/ M2 +/ (w2 dow
0<|w|<1 |w|>1
< MP 4[| < o0
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Muitas vezes, é frequente exigir-se que ¢ tenha um certo nimero de momentos nulos:
ffooo x"p(z) de = 0, n = 0,1,...,N. Esta propriedade melhora a eficiéncia de ¢ na
detecao de singularidades no sinal, visto que, ela é cega a polindmios de graus até N.

De acordo com o teorema acima, uma wavelet tem média 0. Logo, o grafico de uma
wavelet 1 vive, como a maioria dos graficos da “ondas” vivem: parcialmente acima e
parcialmente abaixo do eixo t. Assim, 1) é uma “ondinha”, que é exatamente a traducgao
da palavra inglesa “wavelet”.

No que se segue, definiremos 1, () = |a|_%¢(%), onde (a, b) pertecem ao conjunto

R? = {(a,b) | a € R*,b € R}.

Observacao 15.1. Enfatizamos que a escolha do fator de normalizacao |a|_% nao € essen-
cial. Na verdade, usa-se frequentemente o fator |a|™* ( normalizagao L'). Este fator tem
vantagens de dar mais peso ds pequenas escalas, isto é, altas frequéncias (que contém as
singularidades do sinal, caso ele as possua,).

Note que [|ap|| = 1, para todo (a,b) € RZ.
Para uma wavelet 1 fixa, definimos a funcao

W f(a,b) = / SO Tan(D) dt = (f. ).

chamada transformada de wavelet do sinal f € L?, em relacao a 1. Pela desigualdade
de Cauchy-Schwarz, |W f(a,b)| < ||f|], para todo (a,b) € R?, logo, W f é uniformemente
limitada.

Observagao 15.2. Note que se fizermos ¥,(z) = |a|~2¢(—x/a), entdo,
Wi ) = [ ulb-2)f) do,

logo, podemos ver W f(a,b) como uma convolugao de f com Yo. Em outras palavras, a
transformada de wavelet atua como um filtro com uma funcao de média zero. FEsta pro-
priedade € crucial. De fato, se assumirmos que v e zﬂ sao bem localizadas quanto possivel
(mas respeitando o principio de incerteza de Heisenberg), entdo, . € 1/;;b também o
serao. Portanto, a transformacao f — W f realiza uma filtragem local, ambos no tempo
b e na escala a. A transformada W f(a,b) so ndo é desprezivel quando 1, emparelha o
sinal, isto €, a transformada de wavelet seleciona a parte do sinal, caso exista, que vive
em torno do tempo b e a escala a.

Como @;(w) = |a|ze ™1 (aw), segue-se da formula de Parseval que

Wf(a,b) = (f Yap) = /eib‘“la\l/Qf(w)E(aw) do = —— [ e™F,(v) dw

onde F,(w) = |27ra|1/2f(w)5(aw).
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N |

Figura 15: A wavelet chapéu mezicano
Teorema 15.2. Para a # 0 fizo, a fun¢ao W f(a,b) : b — W f(a,b) pode ser vista como
a transfomada inversa de Fourier de F,.
Deste resultado-se segue-se que W f é continua em linhas horizontais a = constante e

W f(a,b) — 0 quando b — +oc.

15.1.1 Alguns Exemplos de Wavelets
15.1.2 A Wavelet de Haar

Seja 1 = Yaar definida através de (??). Note que 1(0) = [(t) dt = 0, como |[¢|| = 1
e [ |ty dt = 3, segue-se do Teorema 15.1 que ¢ é uma wavelet.

15.1.3 A Wavelet Chapéu Mexicano

Considere a seguinte funcgao

2 2
t) = = V1 —t)e /2 310
6O = =1 =) (310)
onde o fator numérico ~) é escolhido de modo que [|1]] = 1. E facil verificar que

~

(:
¥(t) = —yg"(t), onde g(t) = e~ /2 denota a Gaussiana; além disso, § = g, logo, ¥(w) =
—(iw)?§(w) = yw?e /2. Em particular, ¢(0) = 0. Por outro lado, [ [t(t)] dt =

/
2
2y [t ()] dt < 2 [T (8 + 1)e~2 dt = 6y < oo, portanto, 1) ¢ uma wavelet.
Observagao 15.3. Uma funcgdo arbitrdria o € L* N L', com norma 1, média zero e

suporte compacto € automaticamente uma wavelet. Isto seque-se do fato, se supp U €
[—R, R], entao, |[t|ly < R[[¢[| < oo,
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15.1.4 A Férmula de Inversao

A transformada de wavelet mapea f € L*(R) em fungoes Wf : R2 — C. Seja H =
L? (R%,dp) = L? (R* x R, d“db). Munido do produto escalar

|af?

(u, vy = / u(a, bjola, B 2L
R2 |a|

H se torna um espago de Hilbert.

Teorema 15.3. Seja v uma wavelet arbitraria e W a transformada de wavelet corre-
spondente. Entdo para toda f,g € L*(R), a sequinte igualdade € verdadeira:

W Wala = Cy(f, 9)- (311)

Prova.

([ wrtaniates ) o
[EnGn ot

|a?

WiWg = [

= o [ ([l a) o
= or [ (£ [ ity ) o

A integral interna na ultima linha (= @) é trivialmente 0 quando w = 0, e para w # 0, a
substituicao a = % (@' € RY), da = %l/ (valor absoluto do Jacobiano!), nos dé para @ o
valor

) / 7, 2
Q:/R* |¢(a/)|2da /‘W‘ _ /* W(CZ)’ da: %Cd)7

o/ fwl lal

independentemente de w. As manipulacoes formais acima sao justificadas pelo Teorema
de Fubini. Com isto, concluimos a demonstracao do teorema. O]

Agora é claro que se Cy, fosse infinito, a resolu¢do da identidade (311) néo seria ver-
dadeira.
Se fizermos g = 1 em (311), entdo, pode ser lida como

1 dadb

[ = C_w w2 Wf(a> b)wa,b(') ’a‘2 (312)
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com a convergéncia da integral “no sentido fraco”, isto é, tomando-se produto escalar de
(312) com qualquer fungao g € L?*(R), comutando-se o produto interno com a integral
sobre a, b, leva-nos a (311).

Pode-se mostrar que a convergéncia em (311) também ocorre num sentido mais forte
e isto é o que pretendo discutir em seguida.

A transformada de wavelet continua W mapea L*(R,dz) — L* (R2, dp), isto significa
que uma fungao f de uma variavel real ¢ e levada numa funcao W f de duas variaveis a e
b, logo, f é representada no espaco de dados

(W f(a,b) | (a,b) € R?)

com alta redundancia. Isto facilita enormemente a reconstrugao de f a partir de W f.
De fato, nao existe apenas uma féormula de inversao, como acontece com a transformada
de Fourier, mas um numero arbitrario de tais férmulas. Pode-se mostrar que mesmo
uma colegao discreta valores tomada apropriadamente, ¢, = W f(a,, b, k), ¢ suficiente
para recuperar f completamente, em outras palavras, existe uma espécie de Teorema de
Shannon para a transformada de wavelet.

A fim de obtermos a férmula de inversao, precisaremos do seguinte lema de regular-
izacao:

e /27" ¢ f e LY(R) continua no ponto x. Entdo,

lim (f * g,)(x) = f(x),

o—0t

Lema 15.1. Seja g,(t) = ﬁ

onde para toda f,g € L*(R), (f *g)(x) = [ f(z —t)g(t) dt.

Prova. Dado ¢ > 0, existe um i > 0 (nao dependente de o) tal que
=t - f@l<g (H<h).
Como [ g,(t) dt =1, temos
(Fxgo)a) = 1@] = | [(fa =)~ F@)galt)
/ M0 = o) e+

IN

%»f'f (x = )] + 1 £(2))go(t) dt

h
< 3 / 6o (t) dt + || f11go(h) + 17 @) | g0t) dt,

h [t|=h

como g,(h) e f‘t|>h go(t) dt tendem a zero quando o — 07, entao existe o, > 0, tal que
o < 0, implica [g,(h)| < 5 e |f\t|2h90(t) dt| < 5 e, portanto, |(f * g)(z) — f(z)] <e. O
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Como g, (t) é par e real, entao, (1,9,)(t) := g,(t—x) = g, (x—t) = g,(x — t). Portanto,

(f * go)(x) = (f, T9)- (313)
Da férmula (311), temos
1 dada
(f,9) = C_w/]RQ W f(a, b)(l%,m@w-

Fazendo-se g = T, g, na expressao acima, temos

1 dadb
<ﬁfwdz=5;4;VKH@@@%@TwJTJ;,

desta expressao e de (313), temos

dadb

jal?

(F*0)@) = = [ WFa,b)(us * 90)(@) (314)

" Cy Jwe
Agora, fazendo-se 0 — 0% em ambos os lados de (314) e usando o Lema 15.1 (passar
o limite para dentro da integral de (314) é bastante delicado, veja [1] para uma prova
completa), temos a seguinte formula para recuperar o sinal f.

Teorema 15.4. Seja x um ponto de continuidade de f. Sob certas hipoteses em f e 1,
temos a sequinte igualdade:

1 dadb
= — w b)Y, —. 1
f@) = g [ Wb [ (315
Observacgao 15.4. A formula (315) pode ser vista “abstratamente” dizendo
1 dadb
= — w b)as(. . 316
f qu R2 f<a7 )¢ 75( ) |CL|2 ( )

Escrita na forma acima, o sinal original f pode ser visto como uma superposi¢ao (“com-
binacao linear”) das wavelets 1,5, onde os valores W f(a,b) da transformada de wavelet
servem como coeficientes.

Existem outras formulas de inversao mas nao iremos considerd-las aqui.

15.2 A Transformada de Wavelet Continua em d Dimensoes

Existem vérias extensdes possiveis de (315) para L?(R%), com d > 1, na presente discussao,
nos restringiremos ao caso bidimensional.

Por defini¢ao, uma wavelet é uma fungao ¢ : R* — C, a qual pertence a L*(R? dQE)
e satisfaz a seguinte condicao de admissibilidade:

Pk
@—mﬁhﬁww%w. (317)
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Se ¢ é suficientemente regular (¢» € L'(R?) N L*(R?) é suficiente), entdo, a condigao de
admissibilidade acima significa que 9(0) = [ 9(%)d%Z = 0.

(A) Uma possivel escolha consiste em tormar-se a wavelet ¢ € L*(R?) tal que ela
seja esfericamente simétrica (invariante a rotagdo). Entao, a sua transformada de Fourier
também serd esfericamente simétrica : ¥ (k) = n(|k|), e a condi¢do de admissibilidade se
torna

Para um sinal f € L?(R?), a sua transformada de wavelet em relagdo a 1) é dada por
W f(a,b) = (, ¥, 5), onde ¢, #(F) = a”/*p(E£2L). Seguindo-se 0 mesmo raciocinio do caso
1 — D, pode-se mostrar que se f,g € L*(R?), entao,

[e’s) d . L, —
()=t [ 5  #0Wrahivgtad) (315)
o a7 Jgr2
Da mesma forma que no caso unidimensional, obtem-se a seguinte férmula de inversao,

_ o1 [Tda [ N -
f=0; /0 = /R W f(a, D)0, (319)

(B) Também é possivel escolher 1) que nao seja esfericamente simétrica. Neste caso,
além da translacao e dilatagao, também se introduz rotacao. Em duas dimensoes, defini-

mos,
wa,g,ﬁ (.T) = ailw <R91 (fa_ b)) )

onde a >0, b € R% ¢ Ry é a matriz
cosd —senb
senf cosf '

A condicao de admissibilidade entao se torna

% q 2w .
Cy = (27?)2/ %/ dO|(rcosh, rsend)|? < occ.
0 0
Observacao 15.5. O mapeamento
J = fogi® =a ' (a7 R (7-8))

preserva a condi¢ao de admissibilidade. Portanto, qualquer fungdo 1, ,5, obtida a partir
de ¢ via translacao, rotacao ou dilatacao € novamente uma wavelet. L70;]0, a v dada gera
uma familia de wavelets {1, 45 | a > 0,0 € [0, 27),b € R2}. Mostra-se que o conjunto de
todas as combinagoes lineares de elementos desta familia é denso em L*(R?).
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A transformada de wavelet neste caso é dada por
Wfa.0.8) = (fd,5
— ot [l R - D) @) (320)

— / ibk ) (aRr,g k) f( k)d*k. (321)

Mostra-se que a transformada de wavelet continua preserva norma, isto é,

/ /Ra /2” S0 (0,0, D) = /delf(f)l2 (322)

Consequentemente, a transformada de wavelet como um operador linear de L?(R?, d*7) —
L*(R? x R, a3dadfd?D), é invertivel, nos dando a seguinte férmula de inversao:

B 0o d(l . 21 .
f=c;t /0 - /R KL /0 dOW f(a, b)), 5. (323)

Em outras palavras, a transformada de wavelet em duas dimensoes nos d4 uma decom-
posicao do sinal em termos das fungoes analisadoras 1,7, com coeficientes W f(a, 6, b).

15.3 Interpretagao Fisica da Transformada Continua de
Wavelet Como Um “Scanner” de Singularidades.

Da equagao (322), a transformada de wavelet em relagdo a 1, W, preserva norma e em
andlise de sinal, como em eletromagnetismo cldssico, a norma L? é interpretada como a
energia total do sinal. Isto nos sugere que interpretemos |W f(a, @, l;)| como a densidade
de energia no espaco de parametros.

Assuma, como no caso unidimensional, que v seja satisfatoriamente locali-zada em
ambos os espacos de posicao ¥ e de frequéncia k. Entao, o mesmo acontecera com wa,e,z}

com o suporte convenientemente translado de l;, girado de 0 e dilatado de a. Como
W f(a,0, l;) é essencialmente uma convolug¢ao com uma fungao ) de média zero, segue-se
que W f(a,0, I;) é apreciavel somente naquelas regides do espago de parametros (a, 0, 5)
onde o sinal estd: obtemos um valor aprecidvel para W f somente onde 1, , ;; emparelha o
sinal. Em outras palavras, a transformada de wavelet continua atua como um filtro local
na 4 variaveis a, 0, b: W f(a,0 b) “vé” somente a porc¢ao do sinal em torno de a, 0, b e elim-
ina o resto. Portanto, se a wavelet é localizada, a densidade de energia da transformada se
concentrard nas partes significantes do sinal, isto faz das wavelets uma ferramenta muito
eficiente.

Sejamos mais precisos sobre o suporte de 1. Suponha que 1 e ¥ sejam tao localizadas
quanto possivel. Suponha que o suporte essencial de ¢ tenha diametro T', centrado em
0, enquanto que w tem suporte num “disco” com diametro €2, centrado em torno de k..
Entao, ¢, 5 € ¢a ) b tem suportes essenciais em discos, de dlametro ~ al" em torno de b,
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girado de ry e de diametro ~ /a, em torno de lc?, /a, girado de 1y, respectivamente. Logo,
o produto dos dois diametros é constante, o que faz com que a analise seja mais eficiente
em altas frequéncias ou pequenas escalas, em particular, na detecao de descontinuidades
em imagens ou singularidades pontuais ( contornos, cantos) ou aspectos direcionais (seg-
mentos, bordas).

Além das propriedades de localizagao, geralmente, requer-se que a wavelet 1 tenha um
certo numeros de momentos nulos. Esta condi¢ao determina a capacidade da transformada
de wavelet de detectar singularidades. De fato, se ¢ tem todos os momentos até ordem
n > 1 nulos (pela condigdo de admissibilidade, o momento de ordem 0 sempre se anula),

/a:ay%(f) Pz=00<a+p<n, (324)

entao a transformada de wavelet é cega a polindmios de grau até n, isto é, a parte suave
do sinal.

Em suma, assim como em uma dimensao, a transformada de wavelet em duas di-
mensoes pode ser interpretada como um microscépio matematico com seletor de direcao,
tendo como analisador v, magnificagdo 1/a e parametro orientacao 6.

15.4 Escolha da Wavelet

Existem duas possiveis escolhas para 10, dependendo do problema em maos: temos as
wavelets isotropicas e wavelets direcionais.

15.4.1 Wavelets Isotrépicas

Se deseja-se realizar uma anélise pontual, isto é, quando nenhum aspecto de orientacao
estd presente ou é revelante no sinal, escolhemos v que seja invariante por rotacao. A
dependéncia em 0 desaparece de (323).

Um exemplo tipico de tais wavelets é o chapéu mexicano em duas dimensoes:

— NP i _lz?
V(@)= (2—|7)*) e 2 = —Ae 2. (325)
Assim, o chapéu mexicano sera eficiente para andlise pontual fina, mas nao é adequado
para detectar direcoes. Por outro lado, pode-se usar Laplacianos de ordem superior,

=12
(n) /= n 127
Vv () =—(A)"e 2.
Para valores crescentes de n, estas wavelets tém mais e mais momentos se anulando e,
portanto, tornando-se sensiveis a detalhes cada vez mais acentuados.
Outro exemplo de wavelet isotropica é a chamada wavelet diferencga, por ser escrita

como a diferenca de duas funcoes que estao relacionadas por escala, como por exemplo, a
wavelet DOG (“Diference-Of-Gaussians” ), onde

UYp(E) = a2l /207 _ T2 (0 < 0 < 1),

Esta wavelet é usada em trabalhos de psicofisica.
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15.4.2 Wavelets Anisotroépicas

Quando o objetivo é detectar aspectos direcionais ( segmentos, campos vetoriais, ...) de
uma imagem, por exemplo, a realizacao de uma filtragem direcional, devemos usar uma
wavelet que nao seja invariante a rotacoes. A melhor seletividade angular serd obtida se
1 é direcional, o que significa que o suporte essencial da sua transformada de Fourier, 1&,
estd contido num cone convexo com apice na origem, ou é uma uniao finita de tais cones.
As wavelets direcionais tipicas sao as wavelets de Morlet e de Cauchy em duas dimensoes.

Da equagao (321), vemos que as wavelets atuam como um filtro no espagos dos Ks.
Suponha que o sinal f(Z) seja fortemente orientado, por exemplo, ao longo do eixo x.
Entio, f (E) serd um segmento no eixo k,. A fim de detectar este sinal, com uma boa
seletividade direcional, necessita-se de uma wavelet 1) suportada num estreito cone no
espago k. Entao, a transformada de wavelet serd desprezivel, a menos que @/A)(E) esteja
alinhada sobre f (E) a selectividade direcional impoe que restrinjamos o suporte de z; e
nao de 1.

A wavelet de Morlet em duas dimensodes é definida por

Yy (%) = eikoT o= 3147 (326)
logo,
Una(F) = e 347 kol (327)

onde A = diag[e™/2,1], € > 1, k, é um vetor de onda.

Precisa-se adicionar uma corre¢ao a (326) para que a condicao de admissibilidade,
$(0) = 0; entretanto, como ela ¢ numericamente desprezivel para |k,| > 5.6, ela foi
ignorada. O médulo de v, é uma Gaussiana alongada na direcao z, se € > 1, e sua
fase é constante ao longo da direcao ortogonal a k. Portanto, ¥,; suaviza ao sinal em
todas as direcoes, mas detecta transicoes acentuadas na direcao perpendicular a k.. No
espago de Fourier, o suporte efetivo de wAM é uma elipse centrada em k::, e alongada na
direcao k,, portanto, contida num cone convexo que se torna mais fino a medida em que
e aumenta. Portanto, a seletividade angular cresce com |l<::,| e com a anisotropia € e a
melhor seletividade serd obtida tomando-se k_; paralelo ao eixo maior da elipse, isto é,

—

ko = (0, k,).

Considere um cone simétrico em relagao ao eixo k, positivo, isto é,
C:C(—a,a):{EeR2 | —a<arg 5§a},

que é o cone convexo determinado pelos vetores unitarios €, e €_,. O cone dual, também
convexo, €

C(—a,a) = {Ee R | K-k >0, VKe C(—a,a)},
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—

onde & = —« + /2, e portanto, €_, - €5 = €, - €_5 = 0. Dado um vetor fixo 7 = (n,0),
n > 0, definimos a wavelet de Cauchy, 1(53 (%), através da sua transformada de Fourier:

s - { (B2 (Rea)e ™, se ke C(—aa)

0, caso contrario.

A wavelet de Cauchy z/}l(fn) (E) estd suportada estritamente no cone C(—a, «), os parametros
[, m € N*. Um célculo explicito nos da o seguinte resultado:

©(2) = const - (7-&,) "1 (Z-eq) ™, (328)

Im

onde introduzimos a varidvel complexa 7 = ¥ + 77 € R? +iC.

15.5 Algumas Aplicagoes da Transformada de Wavelet
Continua em Duas Dimensoes

15.5.1 Detecao de Contornos e Reconhecimento de Caracteres

Exatamente como no caso unidimensional, a transformada de wavelet bidimensional é
especialmente 1til para detectar descontinuidades em imagens, por exemplo contornos ou
pontas de objetos. Para este propdsito, uma wavelet isotrépica pode ser escolhida, tal
como o chapéu mexicano radial, 15, dado em (325). Neste caso, o efeito da transformada
de wavelet consiste em suavizar o sinal com uma Gaussiana e tomar o Laplaciano do resul-
tado. Portanto, valores grandes da amplitude aparecerao na posicao das descontinuidades,
em particular, no contorno do objetos (que é uma descontinuidade na luminosidade).

A fim de testar esta propriedade, calculamos a transformada de wavelet de um objeto
simples, ou seja, um conjunto com a forma de uma letra ‘A’; representada por sua func¢ao
caracteristica, para diferentes valores do parametro a (veja. Para valores de a grandes,
a transformada de wavelet vé o objeto como um todo, portanto, permitindo-se a deter-
minacao do objeto no plano. Quando a decresce, detalhes mais finos vao aparecendo.
Neste caso, a transformada de wavelet se anula-se dentro e fora do contorno, visto que
o sinal é constante 14, portanto, somente os contornos sobrevivem e sao perfeitamente
vistos quando a = 0.075. Naturalmente, se o valor de a for muito pequeno, problemas
numéricos aparecerao e irao destruir os resultados.

Note também que os cantos da figura sao evidenciados na transformada de wavelet
através de picos subitos. A amplitude é maior nestes pontos, visto que neles o sinal é
singular nas duas diregoes.

Este exercicio nos conduz a um algoritmo para reconhecimento de caracteres. A letra
‘A’, por exemplo, é completamente caracterizada pela sucessao de 12 cantos e a concavi-
dade (ou convexidade) deles. O algoritmo consiste em localizar os méximos locais da
transformada de wavelet continua e eliminar o resto é capaz de detectar ‘A’ sem ambigu-

idade.
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15.5.2 Reconhecimento e Classificacao de Padroes

A caracterizacao de uma forma bidimensional a partir de seus contornos é um problema

muito importante em analise de imagens, tais como reconhecimento de caracteres, in-

specao de partes de maquinas em aplicagoes industriais, caracterizacao de formas biolégicas,
tais como cromossomos e células neurais, e assim por diante. Além disso, no campo da

visao humana e percepcao, a andlise de formas em duas dimensoes também desempenha

um papel muito importante em psicofisica e neurofisiologia.

15.5.3 Analise de Imagens Astrondémicas

Imagens astronomicas tém duas caracteristicas: elas superpoem objetos vivendo em distancias
muito diferentes (estrelas vizinhas, galaxias, quasars, aglomerado de galdxias) e elas tém
muitos ruidos. Uma analise de wavelets em bidimensional é 1til sob os dois aspec-
tos acima e tem sido sistematicamente explorada por A. Bijaoui e seu grupo em Nice,
Franca. Aplicagoes incluem a revelacao da estrutura hierarquica da estrutura galdtica ou
do préprio universo (contagem de galdxias, detecao de aglomerado de galaxias ou bura-
cos), e a remogao do ruido causado pela luz do céu; através de uma técnica similar a
usada em uma dimensao para a remogao de linhas indesejadas ou ruidos no espectro.
Uma nova aplicacao é a detecao de arcos gravitacionais de Einstein em imagens cos-
mologicas. Quando a luz de um objeto brilhante distante (um quasar) é vista através
da galaxia, esta comporta-se como uma lente gravitacional, de modo que a fonte pon-
tual aparece como uma anel, ou uma porcao de uma anel, se o alinhamento nao é exato.
Através de medida do raio daquele anel, pode-se inferir sobre a distancia da fonte. Isto
pode ser feito em dois passos: O centro do anel é obtido com uma wavelet de forma anular,

Dre(B) ~ e~ RE=R), (329)

usada a uma escala bastante grande (por exemplo, a = 2). Esta determinacao é bastante
robusta a ruido, em particular, pontos brilhantes indesejaveis, que simulam estrelas vizin-
has. O préprio arco é obtido com uma wavelet chapéu mexicano, a uma escala menor (por
exemplo, a = 0.5). Por superposigao das duas transformadas e aplicando um corte severo
(de até 95%) para eliminar-se o ruido, obtem-se uma imagem com trés pontos brilhantes:
dois pontos do arco, em torno das extremidades, e o centro do circulo correspondente.
Disso, pode-se reconstruir o arco sem ambiguidade, e portanto, obtem-se uma ferramenta
para medir de maneira simples, a distancia entre quasars, por exemplo.

15.5.4 Algumas Aplicagcoes de Wavelets Direcionais

Como uma consequéncia de suas boas seletividades direcionais, as wavelets de Morley
e de Cauchy sao muito eficientes para filtragem direcional. A fim de ilustrar este fato,
poderiamos analisar um padrao de varas em diferentes diregoes. Aplicando-se a trans-
formada de wavelet discreta com uma direcao fixa, aqui horizontal, selecionamos todas
aquelas varas com aproximadamente a mesma direcdo, enquanto que aquelas que estao
desalinhadas, dao origem a um sinal fantasma correspondendo as suas pontas. Como
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estes sao ruidos, podem ser eliminados através de uma filtragem dos mesmos, obtendo-se
uma imagem nitida. Desta maneira, pode-se contar o nimero de objetos que estao numa
direcao particular.

Para ver outras aplicacoes de wavelets tais como detecao de simetrias, detecao de falhas
geologicas, determinacao de texturas, andlise de imagens médicas, e outras mais, veja a
referéncia [2].
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