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Resumo

Este artigo é uma introducao a uma das ferramentas matemaéticas que se torna-
ram necessarias em muitas aplicagoes: as wavelets. Nos restringiremos as wavelets
discretas e, pela sua simplicidade, daremos uma atengao especial a wavelet de Haar
que é amplamente usada em muitas aplicacoes, especialmente em processamento de
imagens digitais. Descreveremos algoritmos rapidos para calcular os coeficientes de
wavelets (decomposicao e reconstrucao), a partir de seus coeficientes de filtros. In-
troduziremos as wavelets de Daubechies [1], bem como o conceito de andlise de reso-
lucao multipla, que é o contexto em que wavelets podem ser entendidas e construidas
naturalmente. Em particular, a partir desse conceito, podemos ver as wavelets como
uma ferramenta matematica para se representar o incremento de informacoes entre
duas escalas ou resolugoes sucessivas. Finalmente, veremos porque a representacao
com wavelets é esparsa e usaremos esta propriedade na compactacao de dados (i-
magens digitais).

1 Introducao

Embora a primeira mencao as wavelets tenha acontecido em 1909, por A. Haar
[2], as wavelets de Haar ficaram no anonimato por muitos anos e, por um periodo
muito longo, elas continuaram a ser a tinica base ortonormal de wavelets conhecida.
So6 recentemente, 1985, Stephane Mallat deu as wavelets um grande impulso através
de seu trabalho em processamento digital de imagens e, inspirado nos resultados de
Mallat, Y. Meyer construiu a primeira wavelet nao-trivial (suave). Ao contrério das
wavelets de Haar, as wavelets de Meyer sao continuamente diferencidveis; contudo,
elas nao tém suportes compactos. Poucos anos mais tarde, Ingrid Daubechies usou
os trabalhos de Mallat para construir um conjunto de bases ortonormais de wavelets
suaves, com suportes compactos. Os trabalhos de Daubechies sao os alicerces das
aplicacoes atuais de wavelets.

As transformadas de wavelets podem ser vistas como mecanismos para decompor
ou quebrar sinais nas suas partes constituintes, permitindo analisar os dados em
diferentes dominios de freqiiéncias com a resolucao de cada componente amarrada
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a sua escala. Além disso, na analise de wavelets, podemos usar fungoes que estao
contidas em regioes finitas, tornando-as convenientes na aproximacao de dados com
descontinuidades.

O principio mais geral na construcao das wavelets é o uso de dilatagoes e
translagoes. As wavelets mais usadas formam um sistema ortonormal de fungoes
com suportes compactos construido desta forma. Esta é a razao pela qual elas
podem distinguir as caracteristicas locais de um sinal em diferentes escalas e, por
translacoes, elas cobrem toda a regiao na qual o sinal é estudado. Na andlise de
sinais nao-estaciondrios, a propriedade de localidade das wavelets nos conduz as
suas vantagens sobre a transformada de Fourier.

Os algoritmos de wavelets processam dados em diferentes escalas ou resolugoes
e, independentemente da fungéo de interesse ser uma imagem, uma curva ou uma
superficie, wavelets oferecem uma técnica elegante na representacao dos niveis de
detalhes presentes. Elas constituem uma ferramenta matematica para decompor
fungoes hierarquicamente, permitindo que uma funcao seja descrita em termos de
uma forma grosseira, mais outra forma que apresenta detalhes que vao desde os
menos delicados aos mais finos. O objetivo na analise de wavelets é “ver a floresta
e as arvores”.

Se pudermos escolher as wavelets que melhor se adaptam aos dados, ou trun-
carmos os coeficientes de wavelets menores do que um valor previamente estabele-
cido, os dados sao esparsamente representados. Esta “codificagao esparsa” faz das
wavelets uma excelente ferramenta no campo de compressao de dados.

Por causa de suas propriedades tnicas, wavelets foram usadas em andlise fun-
cional em matemédtica, em estudo de propriedades (multi)fractais, singularidades
ou oscilagoes locais de funcoes, em solucao de equactes diferenciais, em reconhe-
cimento de padroes, em compressao de imagens e de sons, em processamento de
geometria digital, na solugao de varios problemas de fisica [3], biologia, medicina,
astronomia, acustica, engenharia nuclear, grupo de renormalizacdo em mecanica
estatistica, problemas de computacao grafica, neurofisiologia, musica, ressonancia
magnética, identificacdo de vozes, ética, fractais, turbuléncia, previsao de terremo-
tos, radar, visao humana.

Este artigo esta organizado da seguinte forma: na Secao 2 introduzimos o espago
das funcdes de quadrados integraveis, L?(R), o conceito de ortogonalidade neste
espaco e definimos as wavelets discretas. Como exemplo, consideramos a wavelet
Haar e mostramos como representar uma funcio em L?(R) em termos desta. Intro-
duzimos algoritmos rapidos para se calcular os coeficientes de wavelets de Haar e
fazemos uma introducao suscinta as wavelets de Daubechies. Na Secao 3 introduzi-
mos o conceito de Andlise de Resolugao Muiltipla e enunciamos o Teorema 3.1 que é
um dos resultados mais importantes naquele contexto. Na Secao 4 introduzimos os
algoritmos rapidos para se calcular coeficientes de wavelets para uma wavelet geral.
Na Secao 5 aplicamos wavelets a compressao de dados, com énfase & compressao de
imagens digitais.
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Figura 1: A wavelet de Haar, 1.

2 Transformada Discreta de Wavelets

No que se segue denotaremos por LP(R) o espago das funcgoes, f, definidas em R,
1

assumindo valores em C (ou R), tais que ||f][, = (ffooo |f(x)|P d$) ? < oo. Para caso

particular quando p = 2, definimos o produto interno de duas fungoes f e g como

(f,9) = [72 f(x)g(x)dx, onde a barra representa o complexo conjugado. Dizemos
que f e g sdo ortogonais se (f,g) = 0.

Definicao 2.1 Dizemos que uma funcao f tem suporte compacto, se existe um
intervalo fechado e limitado, fora do qual f(x) = 0.

Definigao 2.2 Uma wavelet é uma funcio (z) € L' (R)N L%(R), tal que a familia
de funcoes

Vi) = 279292z — k)
onde j e k sdo inteiros arbitrdrios, seja uma base ortonormal para L*(R).

Observagao 2.1 Da defini¢ao acima, se ¢ é uma wavelet, entdo, ;) também o
serd para qualquer j, k € Z.

Quando olhamos para a definicao de wavelets pela primeira vez, uma pergunta
surge imediatamente: serd que existem wavelets? A esta pergunta daremos uma
resposta afirmativa, através de um exemplo simples.

2.1 A Wavelet de Haar
Definicao 2.3 A wavelet de Haar dada pela Defini¢do 2.2, com i dada por

1, sexc [0,%)

Y(x)=<¢ -1, sex€ [%, 1) (1)
0, caso contrdrio.

A seguir, mostraremos que a familia de Haar de fato constitui uma base ortonor-
mal para L?(R). Mostraremos que

1. O conjunto{ty, ,} é um conjunto ortonormal, ou seja, (¥ k, Vi &) = 0; 10k i/,
onde 4., , = 1 se m = n e zero, caso contrario.
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2. Toda funcio f € L?*(R) pode ser arbitrariamente aproximada por uma com-
binacao linear finita de ¥, ;.

(1) Note que [/} = [[¢]]2 = 1.

(ii) Para j fixo e k # K/, temos, (Y r, ¥jr) = (U, %o r—k) = 0, pois, ¥(x) se
anula fora do intervalo [0, 1) e ¥ v = (z—k") se anula fora do intervalo [k, k" +1)
e estes intervalos sao disjuntos para k" # 0. /

(iii) Se j > 7', temos <¢j,ka'¢j’,k’> = 2%<¢7iju,ku>7 onde k"’ = k' — k2i—3" ¢
inteiro e j” = j' — j é um inteiro negativo.

Note que

1 = 2|]//‘ 2j//
1/2 = 2W"l=19s"

portanto, 1/2 e 1 sdo multiplos inteiros de 2ju, em particular, se dividirmos a reta
real em intervalos da forma [127", (I + 1)2/") onde [ € Z, entéo, 0, 1/2 e 1 serdo
extremidades de tais intervalos, portanto, teremos uma das seguintes possibilidades:
() [K727", (K"+1)27") € (—00,0), (ii) [K”27", (K"+1)27") c [0,1/2), (iii) [k"27", (K" +
127"y < [1/2,1) ou (iv) [K”27", (K" +1)27") C [1,00). Nos casos (i) e (iv) temos
Y apju = 0 para todo x, nos casos (ii) e (iii) como ¢ é constante em cada um
d(()j subintervalos [0, %) ou [%, 1), teggos que 1 i é proporcional a v i, mas
JZo i e () dac é proporcional a [ 4p(z) dz = 0. Isto mostra que o ¥j ) e ¥y
sao ortogonais.
A funcao

1, 0<z<l
) = { 0, caso contrario, (2)

desempenha um papel muito importante no que se segue, seu grafico aparece na
Figura 2, ela é denominada fungao escala associada a wavelet de Haar.
Das definicoes de ¢ e 1) temos as seguintes relagoes de escala:

p(x) = o(22) + o2z — 1) 3)
P(x) = 6(2r) — o2z - 1). (4)

Note que ¢(277z — k) vale 1 no intervalo [k27, (k 4+ 1)27) e zero, caso contrério;
em particular, se V; for o subespaco de L?(R) das funcdes constantes por partes em
intervalos da forma [k27, (k + 1)27), onde k € Z, entdo, {¢; ()}, forma uma base
ortonormal para V. Claramente, Vj;1 C V;. O subconjunto de V; formado pelas
funcoes, f, tais que (f, g) = 0 para todo g € Vj41, é o complemento ortogonal de V1
em relacao a Vj e serd denotado por W1, neste caso escrevemos V; = V1 ®Wj4q.
E facil mostrar que para todo k,[ € Z, o produto escalar de d(27x—k) e (2T x—I)
é zero, logo, qualquer combinacio linear finita de ¢(277x — k), k € Z, estd em W;.
O conjunto {9; 1 (x) }rez forma uma base ortonormal para Wj.

A seguir, mostraremos que o conjunto {1 };x forma uma base para L?(R), a
demonstragao se baseara na idéia por tras da anélise de resolugao miltipla que sera
vista na Secao 3. No presente caso, nosso ponto de partida é que as fungoes com su-
portes compactos e constantes por partes em intervalos da forma [k27, (k+1)27), sao
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Figura 2: A funcdo escala, ¢, associada a wavelet de Haar.

densas em L?(R), ou seja, dada uma funcao f neste espaco e um niimero positivo ¢,
existe uma funcao hg, constante por partes em intervalos da forma [k270, (k+1)270),

se anulando fora de [—271,271); ou seja, ho(z) = 2]:1:]2%1_;[) aprp(270x — k), tal

que ||f — holl2 < €, onde jp < j; sdo inteiros. Em virtude disso, basta provarmos
que qualquer funcao hg da forma

201-30 -1
ho(z) = Z ag k(27 0x — k) € Vj,,
k=—271—J0

pode ser arbitrariamente aproximada por uma combinacao linear finita de wavelets.
A seguir, escrevemos hg = hy + 01 onde hy é a seguinte funcao constante por
partes em intervalos da forma [k270F! (k4 1)270+1):

2J1—Jjo—1_1

hz)= Y axp2 0z —k) €V, 4,

k=—271—Jo—1
onde
_ G2k + Q52K+
Ajp1k =~ 5
2
portanto, a; x ¢ a restrigao de hy ao intervalo [k270T1, (k +1)2%%1). O que estamos
fazendo ¢é projetando hg sobre o subespaco, V; 41, com isso obtendo uma versao de
menor resolucao de hg, onde perdemos a resolugao por um fator de dois.
Como 01 = hy — he, as restricdes de &; aos intervalos [k270F1 (k + 3)270F1) e
[(k+ 3)270F1 (k + 1))200+1) serdo dy ;e —dy y, respectivamente, onde
Qj2k — A5 2k+1
djq1x = ST E—
logo, &1 restrita ao intervalo [k2/0F1 (k 4 1)270F1) & dy pop(2- 0ot Dz — k), pois,
V(27— k)= ¢(27 U Vx —2k) — p(27U" Dz — (2k +1)). Assim, temos

291—jo—1 1

01(x) = Z d17k¢(27(j0+1)$ —k)e Wi 41

k=—291—Jo—1

Neste procedimento passamos de hg para sua versao de menor resolucdo por
um fator de 2, hy. O que fizemos foi substituir os valores de hg nos subintervalos
[2k270, (2K + 1)270) e [(2k + 1)270, (2k + 2)2%°), por suas médias, a; x, veja Figura
3. Com isso escrevemos hg = hi + 01, com 01 € Wj, 41; portanto, vemos que o
incremento de informacio necessdria para irmos de hg para hy, 61, ¢ dado pela
fungdo combinagao linear finita de wavelets.
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Q5 ok
Q5 2k+1
227 (2k +1)27 (2k +2)27
@jy1k = _ajgﬁ;j’%“
k271 (k + 1)2jJrl
dj—l—l,k — aj,Qk_;j,2k+l

2k (2k+1)2"  (op 4 2)

Figura 3: A passagem da escala j para j + 1



2 TRANSFORMADA DISCRETA DE WAVELETS

A seguir, escrevemos h; = ho + 02, onde ho é a seguinte fungéo constante por
parte em intervalos da forma [k2/0F2 (k + 1)2/0F2):

2J1—Jo—2_1

hy = Z a27k¢(2_(j0+2)x — k) € Vj,1a,

k=—291—Jo—2

entao,
2J1—Jo—2_1
52 = Z dg k?/)( ]0+2) ki) S Wjo+2-
k=—271—Jo—2
Portanto,

2J1—Jo—J -1
ho=hy+ 01+ 0 =ha+ Y > di@ 0z k),

7j=1,2 k=—2J1—Jo—J

ou seja, hg € escrita como uma versao de baixa resolucao, ho € Vj, 12, mais detalhes
correspondentes as passagens de V;, para Vj, 41 e de Vj, 1 para Vj 4o, representados
por d1 e d9, respectivamente.

Repetindo-se o procedimento acima j; — jo vezes, teremos

Ji—jo 291790731
ho(x) = hj,—jo () + Z Z dj R (27 Gotd) gy — k),
=1 k=_—241—Jdo—J
onde hj,_j,(z) = a_¢p(2771x) + arp(27'z 4+ 1), a_ = 279 Zk ;i G0k € Gy =

i 271 -1
2 ) Zk):O aoyk'
Aplicando-se o procedimento acima n vezes a hj, _j,, teremos,

hji—jo = o ¢(2 (]1+n)$+1)+ o ¢(2—(j1+n)x)+
+ Z ( 9—(1+7) 4 +1) + %d;(z%jﬁj)m)) )
Logo,
hg(x) = ;7;¢(2_(j1+n):13 + 1) + ;%¢(2_(jl+n);p) +A,
onde

j1—jo 2917J0—Ji—1

Z Z djpp(2” (Jo+7) —k)

7j=1 k=—_9241—Jo—J

+ Z ( 2=+ 4+ 1) + %w(gf(jwj)x))

¢ uma combinacao linear finita de wavelets ;1.
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Para finalizar, temos ||hg — Apll2 = Q%Ia, +a]272 > 0quandon — oco.

Note que as wavelets nos permitem recuperar os detalhes que seriam perdidos
com a diminui¢ao de resolucao quando se passa de uma escala para a escala seguinte,
ou seja, elas medem o incremento de informacao entre duas escalas consecutivas.

A wavelet de Haar é a tnica wavelet com suporte compacto para a qual se tem
uma forma analitica fechada. As wavelets de Daubechies [1, 4] também tém suportes
compactos e podem ser tomadas tao suaves (e com quantos momentos nulos quanto
desejamos); entretanto, nao se conhece uma forma analitica fechada para as mesmas
e elas sao calculadas numericamente, veja, por exemplo, [1, 6].

2.1.1 Calculo Rapido dos Coeficientes de wavelets na Base de Haar

Das relagoes (3) e (4), temos

1 1 B
o(r) = V2 (ﬂ¢(2x)+ﬂ¢(2x—1)>Z\@(ho¢(2$)+h1¢(2x—1)) (5)

ba) = V2 (\}Qazm—jﬁ

As relagoes (5) e (6) sao validas em geral, ou seja, se ¥ é uma wavelet e ¢ é
a fungao escala associada a ¢ (veja Defini¢ao 3.1), entao, necessariamente (veja
relagbes (32) e (31)),

o(2r 1)) = 3 (g0 6(22) + 1620 — 1)) (6)

$(x) = V2 hpo(2x — k) (7)
k

b() = V2 ged(2e — k). (®)
k

Os coeficientes h,, sao denominados coeficientes de filtros da wavelet. No caso das
wavelets de suportes compactos, apenas um ndmero finito de valores de h,, serao
diferentes de zero.

Das relagoes (6) e (5), temos

Yin(z) = 2_%¢(2_jm —n) = Pj=1.2n ?/%bjl,mwrl (©)
djn(z) = 27%(?(277'3; n) = Gj—12n + ¢j_172n+1. (10)

V2

Se definirmos o coeficiente de wavelet d; e a “média”a;j como as projecoes de
f sobre v e ¢;, respectivamente, ou seja, a;r = (f, ;) € djr = (f, 1/1j7k>, ao
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multiplicarmos as equagdes (9) e (10) por f(x), as integrarmos de —oo a 0o e usarmos
a ortogonalidade dos ¢; para uma mesma escala, teremos as seguintes relagoes

1
djn = —=(aj-120 — dj-12n+1) (11)

-5

a; = —(a;_ +d;_ 12
i \/i( j—1,2n + dj—1,2n41) (12)

que nos permitem o calculo rdpido dos coeficientes de wavelets, d;x, 7 > jo, a partir
de {aj, 1}, onde jo pode ser visto como uma escala fina, tal que a projecao de f
sobre o espago das fungoes constantes em intervalos da forma [k27°, (k 4+ 1)27°), ou
seja, > 1 o k®jo.ks S€ja uma boa aproximacao para f.

Das relagoes (11) e (12), temos graficamente o seguinte algoritmo em cascada
para calcular os coeficientes de wavelets {d;, }:

a’jow a’jo+17- aj0+2~ ajo"l‘gv ctt ajo+J717~ ajo+J,~

N o1, N djor2,. N\ dj 43, - N i+, (13)

Na Segao 4, veremos que para uma wavelet em geral, temos as seguintes relagoes

Ajn = Z/”Tk aj—12n+k (14)
%
€
djn = 297 aj—12n+k> (15)
%

portanto, o algoritmo descrito por (13) vale para uma wavelet em geral, onde a pas-
sagem de j — 1 para j é feita através das relagdes (14) e (15). Como os coeficientes
hi e g sao em geral reais, a barra representando o complexo conjugado podera ser
omitida.

Somando-se (11) e (12), temos

1

aj—12n = ﬁ (ajJL + dj,n) (16)
Subraindo-se (11) e (12), temos

1
Gj—1.2n+1 = % (aj,n - dj,n) . (17)
Da relagoes (16) e (17), temos graficamente o seguinte algoritmo em cascada para
reconstruir f, ouseja, {aj, 1 }x, a partir de a; 7., dj,+7,., djo+-1,5- - djo42,., djo41,.:

Ajot+J,.  — Qjo+J—1,, = Qj+J-2,. cee Qgot1,. T Ay,

djorg. /" djori—1,. / djot1,. / (18)
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Na Secao 4, veremos que para uma wavelet em geral, temos as seguintes relagoes

Gj1n =Y ook ajx+ Y Gn-ok djk, (19)
K K

ou seja, o algoritmo descrito por (18) vale para uma wavelet geral.

Das relagoes (16) e (17), podemos reconstruir a funcdo a partir de seus coefi-
cientes de wavelets.

Na pratica, dado uma colecao arbitraria de N = 2" valores, tratamos estes
como se fossem agp, K =0,...,2" —1 = N — 1 e através das relagoes (11) e (12)
obtemos uma nova representacao para a mesma, ou seja, {amo,dj’k,j =1,...,n,
k =0,...,277 — 1} e a partir deste e das relacdes (16) e (17), podemos voltar
aos valores iniciais. Nos problemas de interesse, devido a grande correlagao local,
a representacao em termos de coeficientes de wavelets é esparsa no sentido que a
maioria dos coeficientes d; j, sao nulos ou muito pequenos e podemos ignora-los, daf
a idéia de compressao por tras da representacao em bases de wavelets. Note que o
procedimento descrito pelas equagoes (11) e (12) para se calcular os coeficientes de
wavelets Haar requer Z;:& 22"7J = 4(N — 1) operacdes (somas e multiplicacoes).
Para uma wavelet em geral, este niimero é proporcional a N e dizemos que os
algoritmos para calcular coeficientes de wavelets s@o da ordem de N.

2.2 As wavelets de Daubechies

Em [4] sao construidas as wavelets de Daubechies, y1); tais wavelets possuem todos
os momentos até ordem N — 1 nulos, ou seja,

o0
/ o yp(z)dz =0, 1=0,...,N—1.

—0o0

Para N > 1, yo € O*Y | onde pu ~ 0.2, ou seja, a regularidade de 1) aumenta
com o parametro NV; além disso, existe um intervalo de comprimento 2N — 1, tal
que y% se anula fora deste, neste caso, dizemos que v tem suporte compacto.

A wavelet de Haar pode ser vista como um caso particular das wavelets de
Daubechies quando N = 1.

No caso das wavelets de Daubechies, y, os valores de yhj serdo diferentes de
zero apenas para 2N valores de k, digamos kK = 0,1,..., 2N — 1, eles sao raizes de
equagoes algébricas, calculadas por métodos numéricos (veja tabela 6.1 de [1]). Con-
forme sera visto na Secgdo 3, os valores de g e hj estao relacionados e uma possivel
relacdo entre eles é, por exemplo, g = (—1)*hoy_1_x. Em célculos numéricos
envolvendo wavelets, tudo que precisamos sao o seus coeficientes h;,’s.

Em nossas aplicagoes ao problema de processamento de imagens digitais, nos
restringiremos a wavelet 21, também conhecida na literatura por Daub4; neste
caso, os valores exatos de seus coeficientes de filtros sao

ho = (1+V3)/4v/2, hy = (3+V3)/4V2, hy = (3 —V/3)/4V2, hy = (1 — v/3)/4V/2

10
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e hip = 0, para os demais valores de k. Esta wavelet tem os momentos de ordem
zero e ordem um nulos, ou seja,

/OO N(z)de =0 = /OO x Ny (z) da.

—0o0 —00

Necessariamente, toda wavelet satisfaz ffooo Y(x)dr = 0, ou seja, ela tem o
momento de ordem zero nulo. Sob o ponto de vista pratico, quanto mais momentos
nulos uma wavelet possuir, menores serao os coeficientes de wavelets correspondentes
as partes de f que sdo suaves, ou seja, os coeficientes de wavelets serdao apreciaveis
onde f nao for suave, o que nos permite usar wavelets para detectar singularidades de
f. Em contra-partida, para uma funcao escala, ¢, necessariamente, ffooo o(x)dx # 0.

Observagao 2.2 A vantagem de uma wavelet 1 ter vdrios momentos nulos nos
conduz a uma alta compressividade, porque os coeficientes de wavelets das escalas
mais finas de uma func¢do sdo essencialmente nulos onde a fungdo € suave. Veremos
que também € desejdvel que a fungdo escala tenha momentos nulos: seja ¢ tal que

/ lop(x)dr =0, paral=1,...,L—1

—00

e suponha que f tenha derivadas até ordem L numa vizinhanca do ponto k277.
Fazendo-se uma expansdo de Taylor f(kQ_J + 2_‘733) em torno de deste ponto, para
J suficientemente grande, temos (f,¢_jx) =~ Z_TJf(Z_Jk). Com isto temos um
método simples para calcularmos os coeficientes a_jy, = (f, d_sk) de uma escala
mais fina, evitando-se indesejdveis integragoes numéricas na obtencdo da seqiiéncia
inicial, necessdria no primeiro passo nos cdlculos dos coeficientes de wavelets de
uma funcdo, veja Observagao 4.2.

Em 1989, Coifman sugeriu a Daubechies a construcao de uma base ortormal
de wavelets onde ndo somente ¥, como também ¢, tivesse momentos nulos, mais
precisamente,

/ ahip(z)de = 0, 1=0,...,L—1

—00

/Ood>(a:)dac = 1, /Ooxlgb(m)dx:(), l=1,...,L—1.

Tais wavelets foram denominadas de coiflets e foram usadas nos algoritmos
numéricos de [5], nos quais sao feitas compressées de operadores via wavelets. Para
uma discussao das coiflets, veja [1], Secao 8.2.

3 A Analise de Resolucao Miiltipla

As primeiras construcoes de bases ortonormais de wavelets pareciam um pouco
miraculosas. A situagdo mudou com o a chegada da andlise de resolugao multipla
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3 A ANALISE DE RESOLUCAO MULTIPLA

(ARM), formulada em 1986 por Mallat e Meyer. A ARM fornece um referen-
cial onde bases de wavelets sao naturalmente compreendidas, bem como permite a
construgao de novas bases. Quando Mallat trabalhou com wavelets de Meyer pela
primeira vez, ele estava trabalhando com analise de imagens, onde a idéia de se
estudar imagens em varias escalas simultaneamente era popular. Isto o estimulou a
ver bases ortonormais de wavelets como uma ferramenta para descrever matemati-
camente o “incremento na informacao” necessdrio para se ir de uma aproximacao
grosseira para uma aproximacao com maior resolucao.

Defini¢ao 3.1 Uma ARM ¢é uma seqiiéncia, {V;}jez, de subespagos fechados de
L3(R), representando os sucessivos niveis de resolucdes, tais que eles satisfacam s
sequintes condigcoes:

LCWhchVicVWycVo cVacC.., (20)
NjezVj = {0}; (21)

UjezV; € denso em L?(R); (22)

f@) eV & f(27z) € Vo (23)

f(z) e Vo = f(xz —n) € Vi, para todo n € 7Z; (24)

Eriste ¢ € L*(R), denominada funcdo escala, tal que
{¢(z — n) ez constitui uma base ortonormal para Vj. (25)

A propriedade (23) expressa que todos os espagos estao relacionados por escala
a um mesmo espago, Vj (este é o aspecto da “multiresolugao”). Ainda por causa
desta propriedade, se f(x) € Vj, entdo, f(x — 2/n) € V;, para todo n € Z. As
condicoes (25) e (23) implicam que {¢;n};nez é uma base ortonormal para V; para
todo j € Z.

Se definirmos P; como o operador projecao ortogonal sobre Vj, a condicao (22)
assegura que lim;_,_o, Pjf = f para todo f € L*(R).

Cada Vj pode ser interpretado como um espaco de aproximacao sucessiva: a
aproximacio de f € L?(R) na resolucao 27 é definida como a projecio de f sobre
Vj e quanto menor j, mais fina é a resolugao obtida. A condicao (23) significa que
nenhuma escala é privilegiada. Os detalhes adicionais necessdrios para aumentar
a resolucdao de 2/ para 277! sdo dados pela projecdo de f sobre o complemento
ortogonal de V; em relagao a V;_1, o qual denotamos por Wj: V; @ W; = V;_y.
Note que

WjJ_WjI, se ] 7é j/. (26)

12



3 A ANALISE DE RESOLUCAO MULTIPLA

(Se j > j', por exemplo, entdao W; C Vs LW;:.) Segue-se que, para j < .J, podemos
decompor V; como a seguinte soma direta de subespacos:

Vi=WinmnoWina...o W;e V), (27)

onde todos estes subespagos sao ortogonais. Em virtude das condigoes (21) e (22),
isto implica que o espaco todo, L?(R), pode ser decomposto como uma soma direta
de subespacos mutuamente ortogonais, os W;’s. Além disso, os subespacos W;
herdam a propriedade de escala (23) de Vj:

f(x) e W; & f(272) € Wo. (28)

Por causa de (28), se {¢(z — k)}; for uma base ortonormal para Wy, entao,
{9jx(x)}r serd uma base ortonormal para W;.

A decomposicio (27) nos permite escrever uma fungao dada na escala 2/ como
a soma da sua versio onde a sua resolucio foi reduzida por um fator de 27~/ mais
os detalhes correspondentes as escalas intermedidrias entre as escalas 27 e 27. Além
disso, como o espago todo é uma soma direta dos W;’s, o “dissecamos” em fatias
correspondendo a detalhes que vao dos mais delicados aos mais grossos, sendo que
fatias distintas sao ortogonais. Para cada uma destas fatias, digamos, W, temos a
familia de wavelets {11 };rez como uma base ortonormal.

No caso das wavelets de Haar, a funcao ¢ é dada por (2) e definimos

V; ={f € L*R) | fli2ik, 2 (k1)) = constante, k € Z}.

As condigoes acima sao trivialmente satisfeitas ( a propriedade (22) é uma imediata
conseqiiéncia do fato de que as funcoes degraus com saltos nos racionais da forma
k27 sdo densas em L%(R)).

Para a wavelet de Haar, temos

Piy =P f+> {f,0im i (29)

keZ

A beleza da abordagem usando ARM é que desde que exista uma seqiiéncia de
subespacos (V});cz e uma fungao ¢ satisfazendo as condicoes (20)-(25), entao existe
uma fungao ¢ tal que (29) ocorra.

O teorema enunciado abaixo é um dos resultados mais importantes da ARM
(veja [1, 6]):

Teorema 3.1 Se uma seqiiéncia de subespacos fechados (V;)jez em L*(R) e ¢ satis-
fazem as condigoes (20)-(25) da Defini¢ao 3.1, entdo existe uma base ortonormal
de wavelets {1 | 4,k € Z} para L*(R), tal que para todo f € L*(R),

Piaf=Pif +> (k) Yik- (30)
k

Uma possivel escolha de i) é

Y= Z(_l)n_lhfnflgbfl,n (31)

onde hy, = (), p_1n).
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ALGORITMOS RAPIDOS

Como ¢ € Vy C V_; e {¢(x —n)},, forma uma base ortonormal para V_;, temos
a seguinte relacao de escala

P(x) = Z hn¢—l,n(x) = \/iz hn, ¢(22 — n). (32)

Segue-se da demonstracdo do Teorema 3.1, que a wavelet ¢ é determinada a
menos de um fator de fase (um multiplo escalar com médulo 1); ocasionalmente,
faz-se a seguinte escolha:

gn = (=1)"h_pi142N, (33)

com uma escolha conveniente de N € Z.
4 Algoritmos Rapidos

Haviamos descrito um algoritmo réapido para se calcular os coeficientes de wavelets
para o caso particular da wavelet de Haar. A seguir, obteremos algoritmos rapidos
para se fazer a decomposigao (andlise) e reconstrugao (sintese) de uma fungao no
caso de uma wavelet arbitraria, por exemplo, as wavelets de Daubechies.

A seguir transcreveremos as relagoes (31) e (32), ou seja,

b() =2 geb(2n — k), (34)
k

$(x) = V2 hpd(2x — k) (35)
k

onde hy, = (¢, p_1 ). Além destas relagoes, também usaremos que V;_; é uma soma
direta de V; e W, ou seja,

Vi =V, & ;. (36)
Note que de (35), temos

bjn(x) = 279242772 —n)
2707V2N" hp(27U Dz — 20 — k)
k

= th bj—12n+k(x), Vi, n. (37)
%

De maneira anédloga, de (34), temos

Yik = ng¢jfl,2n+k7 Vi, n. (38)
%
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4 ALGORITMOS RAPIDOS

De (37), temos
(Gjtmbik) = D (D1 Dj2krt)
l

= ZE(SMH[ = hp_2k. (39)
]

De (38), temos
(Gjctmin) = > T{bj1m> Dj2ktt)
I

= ) GOnaktt = G k- (40)
1

Seja P; a projecao ortogonal sobre Vj, entao, como {¢; .}, forma uma base para
Vj, temos

Pif= Z ajk Pjks (41)
%

e em virtude da ortonormalidade dos ¢;x, ajr = (Pjf,¢jk). Como 1 — P; é a
projecao ortogonal sobre o complemento de Vj, temos que ((1 — P;)f, ¢;r) = 0,

logo, (f,djk) = (P f, $jk)-

A andlise de wavelets agora procede na direcao de j crescente. Descreveremos o
passo j — 1+ j. Assuma que os coeficientes {a;j_1}1 sejam conhecidos e estejam
armazenados numa matriz. De (41) e (37), temos

ajn = (Bif, djn)
= (fv ¢j,n>
= (f, Z hi @j—12n+k)
k

— ZE(]‘, Bj—1,2n+k)

k
= Z hi aj—12n+k-
k

Portanto, a passagem de a;_1, +— a;, ¢ dada pela seguinte relacao

Ajp = Zhikajfl,2n+k = Z hi—on aj_1 k. (42)
% %

Seja () a projecao ortogonal sobre W, entao, (f,v;r) = (Q;f, V), assim, se
fizermos d; 1, = (f, k), entao,

Qif =D djrthjk- (43)
k
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4 ALGORITMOS RAPIDOS

Substituindo-se (38) em (43) e multiplicando-se o resultado escalarmente por
Yjn, temos

djn = (Qif¥jn)
<f7 ¢j7n>
= (1D gk bj-12n+k)
K

= ngk (fsdj-12n+k)
k

= E Gk Qj—12n+k;
k
o que nos da a seguinte recursao d;_i,. +— d; :

djn = Z%ajfl,2n+k = Zmajfl,zmh (44)
k k

Observagao 4.1 Na passagem j — 1 — j, f perde-se a resolu¢do por um fator de

2. A nova versao de baira resolucdo de f, que € a projecdo de f sobre V;, € obtida

a partir dos coeficientes aj, e os detalhes correspondentes a esta perda, ou seja, a

diferenca das projecoes de f sobre V;_1 eV}, respectivamente, sao armazenados nos

coeficientes d; .

Dados f € L*(R) e € > 0, como ||P;f — f|l2 — 0 quando j — —oo, existe um
Jo € Z tal que ||P;, f — f|l2 < € assim, hd uma escala mais fina, j,, com a qual
comecaremos, poderfamos até mesmo supor que a funcao inicial f € Vj,. O nosso

ponto de partida serd a seqiiéncia a;, = (f, ¢jr) = f_oooo f(x)¢;, k(z) dz, a qual
poderd ser determinada, por exemplo, por integracao numérica o que requer o co-
nhecimento de ¢ (veja na Observagao 2.2 como evitar isso). Em [1, 6], sdo descritos
algoritmos rapidos para se calcular numericamente ¢.

Observagao 4.2 Vimos que no primeiro passo do algoritmo acima precisamos dos
valores de ¢, pois, aj, , = (f, @j, k). Em muitos casos, como por exemplo, para as
wavelets de Daubechies, nao existe uma formula analitica fechada para ¢(x) e P(z)
(exceto, para o caso trivial da wavelet de Haar). No entanto, conforme haviamos
mencionado, existem algoritmos rdpidos para se calcular ¢ com wma precisdo ar-
bitraria e em tais algoritmos, como mos descritos acima, precisamos apenas dos
coeficientes hy. No caso do processamento de imagens que descreveremos na Se¢do
5, podemos tomar j, = 0 como sendo a escala mais fina e seqiéncia inicial agp,
representa os valores dos pizels da imagem.

Tudo que precisamos € de uma tabela com os valores de hy para comecarmos um
trabalho numérico concreto. Nem a funcdo escala ¢ nem a wavelet mae v precisam
ser armazenadas, seja numericamente ou nao.

A seguir, veremos como reconstruir f a partir de seus coeficientes de wavelets.
De (36), temos

Piaf=Pif+Qif =) ajubjn+ > djxthjn- (45)
k k
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De um lado, temos aj_1, = (Pj—1f, $j—1,n). Por outro lado, de (45), (39) e (40),
temos

(Pif.dj1m) = O aiubin+ Y distir dj1n)
k K
= Zaj7k<¢j7k7¢j—17n> +Zdj,k<¢j,k7¢j—17n>
k

%
= Z aj g Np—ok + Z dj k Gn—2k>
% %

0 que nos da
Gj1n = hnook @ikt Y Gnokdjk (46)
k k

5 Aplicacoes

5.1 A Necessidade da Compressao de Dados

Como sabemos, a quantidade de informagcoes armazenadas, transmitidas e manuse-
adas por computadores tem crescido exponencialmente nas tultimas décadas. Dois
desenvolvimentos recentes tém contribuido para este efeito, um deles é o surgi-
mento dos sistemas de multi-midia juntamente com suas numerosas aplicagoes. O
tempo em que o computador manuseava apenas texto e nimeros ja se passou e foi
substituido pela era dos sons, imagens, filmes e realidade virtual. Outro desenvolvi-
mento é a crescente disponibilidade da internet que fez com que tais informacoes
estivessem a disposicao de uma quantidade enorme de usudrios. Este dois desen-
volvimentos resumem-se no chamado “World Wide Web”, um sistema interativo e
de multi-midia baseado na informagao.

Este desenvolvimento sé foi possivel por causa da rapida evolucao dos hard-
wares. O desempenho das CPU’s, discos e canais de transmissao tém crescido
enormememente. Mesmo assim temos alguns problemas e para entendermos melhor
mencionaremos os seguintes fatos:

1. Para armazenar uma imagem moderadamente grande, digamos com 512 x
512 pixels e 24 bit de cor, requer cerca de 0.75 MBytes. Um video de sinal
tipicamente tem 30 imagens por segundo.

2. Uma fotografia padrao de 35 mm digitalizada a uma resolucao de 12 um requer
18 MBytes.

3. Um segundo de video colorido NTSC requer 23 MBytes.

Isto mostra que os atuais hardwares sao inadequados (ou tecnicamente ou eco-
nomicamente). As técnicas de compressao fornecem uma solucao.

Se pudermos representar a informagao num forma comprimida, podemos obvia-
mente: economizar espaco, tempo de cpu e tempo de transmissao.
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A maijoria da informacdo que usamos é altamente correlacionada, em outras
palavras, ela inerentemente contém redundancia; portanto, parece ser possivel com-
pressao sem perda de informacao. O requerimento basico da compressao é que se
possa mudar rapidamente dos dados originais aos comprimidos e vice-versa.

5.1.1 A Idéia Geral Por Tras da Compressao Via Wavelets

Existem dois tipos de esquemas de compressao: com perda e sem perda.

No caso de compressao sem perda, estamos interessados em reconstruir os dados
exatamente, sem qualquer perda de informacao, como nos arquivos de texto.

No caso de compressao com perda, permitimos um erro, desde que a qualidade
depois da descompressao seja aceitavel. O esquema de compressao com perda tem
a vantagem que podemos atingir fatores de compressoes muito maiores do que nas
compressoes sem perda; entretanto, ele s6 pode ser usado no caso em que pode-se
substituir os dados originais por uma aproximacao que seja facil de se comprimir.
Temos que ser especificos no que significamos uma representagao “aceitavel”. Por
exemplo, na compressao de imagens, uma aproximagcao aceitdvel de uma imagem €
uma que seja visualmente indistinguivel da imagem original.

Nesta secao consideraremos a aplicagao de wavelets ao problema de compressao
de dados. Este, sem duvida, é um assunto de suma importancia nos dias atuais,
visto que em todos momentos temos que receber ou enviar uma enorme quantidade
de dados que podem, por exemplo, ser arquivos de uma imagem ou de um &dudio,
digitais.

A idéia por tras de qualquer esquema de compressao é a de se remover a cor-
relacdo presente nos dados. Dados correlacionados sao caracterizados pelo fato que
a partir de uma parte dos dados, podemos preencher a parte que esteja faltando.
Existem varios tipos de correlagoes, daremos alguns exemplos:

1. Correlagao espacial: pode-se freqiientemente predizer o valor de um pixel numa
imagem olhando-se para os pixels vizinhos.

2. Correlagao espectral: A transformada de Fourier de um sinal é geralmente
suave, isto significa que pode-se freqiientemente predizer uma componente de
frequéncia olhando-se para as freqiiéncias vizinhas.

3. Correlacao temporal: Num video digital, a maioria dos pixels de duas imagens
mudam muito pouco na direcao do tempo.

A idéia ¢é de se representar os dados usando-se uma base matematica diferente
na esperancga que esta nova representacao revelard ou nao a correlagdo. Com isto
queremos dizer que nesta nova base a maioria dos coeficientes sdo muito pequenos.
Assim, a compressao é alcangada calculando-se a transformada associada a esta
base, fazendo-se os coeficientes menores do que um certo limiar iguais a zero. A
informagao sera, portanto, caracterizada por um pequeno nimero de coeficientes.

Na pratica procura-se uma transformada que tenha as seguintes propriedades:

1. Seja independente dos dados.

2. Exista um algoritmo répido (linear ou linear-logaritmico) para calculd-la.
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3. Seja capaz de remover a correlagao para um conjunto grande e geral de dados.

Um candidato possivel para uma transformada é a transformada de Fourier
rapida. Ela definitivamente tem as duas primeiras propriedades; entretanto, nao
possui a terceira propriedade. A base é perfeitamente local na freqiiéncia, mas de
maneira alguma local no tempo. Portanto, ela é incapaz de revelar correlagao local
no tempo. A maioria dos sinais tem correlagao local na freqiiéncia e no espago.
Necessitamos uma base adaptada a este comportamento, mais precisamente, neces-
sitamos uma base que seja local no tempo e na freqiiéncia. Existem duas maneiras
de se construir tais bases:

1. Divide-se o dominio espacial em pedagos e usamos uma série de Fourier em
cada pedago separadamente. Desta forma, obtem-se uma base trigonométrica
local.

2. Pode-se usar uma base de wavelets.

Ambos os métodos resultam numa transformada que é independente dos dados,
rapida e que nos conduz a uma representacao compacta para um enorme e geral
conjunto de dados.

Para termos uma idéia de como a compressao ocorre na representacao de wavelets,
basta darmos uma olhada na relacao (44): os coeficientes de wavelets, d; 5, medem
as flutuacoes locais dos valores dos “pixels”na escala j, pois, ao calcularmos estes,
o fazemos como uma combinacao linear cuja soma dos coeficientes é >, g, = 0,
de modo que a referida combinagado linear serd nula quando os valores de “pix-
els”adjacentes forem iguais e pequenos quando os valores destes forem préximos
(isto ocorre numa imagem tipica, devido as correlagoes locais no espago). Assim, os
valores de d;; sao pequenos em regioes de suavidade de uma fungao. Com isso eles
podem ser usados para caracterizar a regularidade de uma funcao, localmente.

Para vermos que ), gr = 0, temos que usar o fato que uma wavelet ¢ e a
sua funcao escala associada, ¢, satisfazem ffooo Y(x)dx = 0 e f_oooo o(x)dx # 0.
Portanto, integrando-se (34) sobre a reta real, temos 0 = (3}, gx) 5 [*o ¢(z) dz.

Numa imagem tipica o que se vé sao regioes enormes onde os valores dos pixels
sao iguais ou muito préximos, o que significa que os coeficientes de wavelets a elas
associadas ou sao nulos ou despreziveis. Somente em regices de transigoes, proximas
aos contornos separando as regides onde os valores dos “pixels”variam muito, é
que teremos uma flutuagao local significativa nos valores dos “pixels”, portanto,
coeficientes de wavelets apreciaveis.

5.2 Processamento de Imagens Digitais

Existem diferentes sistemas para se representar uma imagem. No sistema RGB,
uma imagem digital é caracterizada atribuindo-se a cada pizel, um vetor com trés
componentes, cada uma das quais representando as intensidades das cores vermelho,
verde e azul, respectivamente. O valor de cada componente é um ntmero inteiro
entre 0 e 255. No caso de uma imagem em preto e branco, as trés componentes sao
iguais e a imagem é completamente caracterizada pelo escalar, que é o valor comum
das trés intensidades.
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Dada uma funcao f em Vjp, ela pode ser escrita de maneira inica como

fl@) = aopd(z — k) (47)
k

e de (27) podemos reescrevé-la como

J

fla) = fr(@) + ) Aj(x), (48)

=1

onde fy € Vy e Aj € W, portanto, fr(x) = pasrdsr e Aj(x) =D, djr;(z),
onde os coeficientes a;. e d; sao calculados recursivamente a partir de ag,., por
meio das relagoes (42) e (44).

De maneira andloga, se conhecermos os coeficientes aj e d; , j = 1,...,J,
podemos, a partir de (46), recursivamente, calcular os ag, e reconstruir a funcao f,
dada em (47).

Dada uma imagem digital unidimensional, em preto e branco, com 2 pizels, onde
[ é um inteiro ndo-negativo, sejam {aq k }y—o, . 21—1 0s valores de cada um dos seus
pizels. Associamos a esta imagem a seguinte fungao em Vp: f(x) = >, appd(x—k).
Com tal definigao, os algoritmos acima nos permitem calcular os coeficientes de
wavelets de f, d;, 7 = 1,...,J = 2l e os coeficientes ajr. Ao projetarmos f
sobre um dos subespacos V;, o que estamos fazendo é obter uma versao de baixa
resolugao de f, reduzimos a resolugdo por um fator de 2/ e ao passarmos de V
para Vj;1 perdemos a resolugao por um fator de 2 e os detalhes que perderfamos
sao representados por A;. Assim, ao decompormos f de acordo com (48), o que
fazemos é obter uma versao da imagem onde todos os pizels possuem 0 mesmo
valor, que é a “média” de todos os pizels, mais detalhes correspondentes as escalas
intermedidrias.

Sob o ponto de vista computacional, comecamos com uma imagem unidimen-
sional com 2! pizels, armazenada num vetor A, com 2! posicoes. No primeiro
passo passamos de Vj para Vi, usando-se as relacdes (42) e (44), geramos 2!~!
coeficientes {alyk}i:(;_l e 271 coeficientes {dl,k}z:(;_l; fazemos A[k] = a1, para
E=0,...,251 —1e A" + k] = dix, para k =0,.. .,2F=1 — 1. Com isso, temos
uma imagem de baixa resolucao, f1 € Vi C Vj, com resolugao diminuida por fator de
dois, armazenada nas primeiras 2!~! posicoes de A, nas posicoes seguintes estao os
detalhes, correspondentes a passagem de Vj para V1, que é a projegao de f sobre W7.

. . . 1-1_
Podemos repetir este processo a fi e partindo-se de seus coeficientes {al,k}zzo Le

das relagoes (42) e (44) e encontrarmos os coeficientes {a27k}z:§ “le {dgﬁk}zl:_g -1
estes serdo armazenados nas 2/~ primeiras posicoes de A, sendo que A[k] = a j
parak =0,...,272—1e A2""2 + k] = doy, para k = 0,...,2/"2 — 1. Nas primeiras
2172 posicdes de A temos a versao de f, fo € Vo C Vp, onde a resolucao foi dimuida
por um fator 2, em relacao a versao anterior, nas posicoes seguintes os detalhes
correspondentes as escalas intermedidrias, em ordem decrescente. Repetindo-se o
processo [ vezes, na [—ésima vez, a partir da versao f;_1 € Vj_1 C Vp de f e das
relacoes (42) e (44), obtemos a;o e dio que serdo armazenamos em A[0] e A[l],
respectivamente. Com isso teremos passado de um vetor A para um vetor CW,
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sendo que neste temos os coeficientes de wavelets de f. Cada passo no processo
acima pode ser implementado por uma matriz invertivel (ortogonal, nos exemplos
que consideraremos), o que significa que podemos a partir do vetor CW obter o
vetor A e, portanto, reconstruir a imagem.

No caso de uma imagem colorida, os coeficientes acima a;j e d;; serao vetores
com trés componentes e aplicamos o procedimento acima a cada componente, sepa-
radamente.

Imagine que tenhamos uma imagem com 2! x 2! pixels, a qual pode ser ar-
mazenada numa matriz quadrada, Ali, j], i, =0,..., 2! — 1. Neste caso, tratamos
cada linha ou coluna como se fosse uma imagem unidimensional, aplicando-se o
processo acima no céalculo dos coeficientes de wavelets.

Existem dois tipos de decomposicoes de imagens digitais: a padrao e a nao-
padrao, que descreveremos abaixo.

5.2.1 A Decomposicao Padrao

Na decomposicao padrao, no primeiro passo, associamos a cada linha da imagem
uma funcao em Vj, conforme foi descrito acima, em seguida, para cada linha cal-
culamos os coeficientes de wavelets. A seguir, associamos a cada uma das colunas
transformadas no processo anterior uma funcao em 1} e aplicamos o processo acima
as mesmas e obtemos os respectivos coeficientes de wavelets. Note que em A|0, 0]
estd a “média” dos pizels, nas demais posigoes estao armazenados os coeficientes
de wavelets, propriamente ditos. Como estas operagoes sao invertiveis, podemos
inverter o processo de decomposicao e reconstruir a imagem inicial.

5.2.2 A Decomposicao Nao-Padrao

Na decomposicao nao-padrao, veja Figura 4, aplicam-se operagoes em linhas e
colunas alternadamente. Associamos a cada linha da imagem uma funcao em Vj; a
seguir, decompomos cada linha aplicando-se apenas um passo no processo descrito
na passagem de V para Vi @ W1, depois, tratamos cada coluna resultante como
se fosse uma funcgdo em Vj e as decompomos, como feito no passo anterior, onde
as linhas foram substituidas pelas colunas. No passo seguinte tomaremos a versao
de baixa resolucdo da imagem original a qual estd armazenada numa submatriz,
de A, restrita aos Afi,j] com i, =0,...,2!"1 — 1 (nas demais posicdes teremos os
coeficientes de wavelets). A seguir, repetimos o processo a versao de baixa resolugao
da imagem obtida no passo anterior e teremos uma submatriz de A, restrita a A;[i, j]
comi,j=0,...,2""2—1, na qual estd uma nova versao de baixa resolucio da imagem
(nas demais posigoes os coeficientes de wavelets). Prosseguindo desta forma, apds, [
passos, encontraremos uma submatriz de A, formada por A[0, 0] contendo a “média”
de todos os pizels e nas demais posigoes estardo os coeficientes de wavelets.
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Figura 4: A Decomposi¢ao Nao-Padrao
5.2.3 Implementacao para as Wavelets de Haar e Daub4

Vimos que quando consideramos uma imagem digital (bi-dimensional), para
calcularmos seus coeficientes de wavelets tratamos suas linhas e suas colunas como
se fossem “imagens unidimensionais”, onde uma imagem unidimensional, digamos
com com 2! de pixels é a seqiiéncia numérica {aok} k=0, 21—1 com os valores dos

1
pixels, ou se preferirmos, a funcao f(x) = Ziz_ol ao i ¢(x — k) em V.

Veremos como implementar a passagem de V;_; para V; @ W; (j = 1,...,1),
para as wavelet de Haar e Daub4.
No j—ésimo passo, o vetor aj_1 = (aj-1,0,--.,0;_ g1-j+1_1), é transformado no
vetor em
(aj,o, ce Qjol—j_1, djo, ... ,dj7217j_1) = Qjaj_1. (49)

Onde a matriz Q; é obtida através das relagoes (42) e (44). Para a wavelet de Haar,
Q; ¢ a seguinte matriz de ordem 27:
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ho M1
ho M
ho M
_ ho hi
Gy
ho —hi
ho —hy
ho —hi
Como h% + h? = 1, a matrix Q; ¢ ortogonal, logo, Qj_l = Q;. Com isto, no

processo inverso, ou seja, na reconstrucao, a implementagao da passagem j — j—1,
¢é imediata.

Para a wavelet Daub4, das relagoes (42) e (44), usando-se condigoes periddicas,
segue-se que (; é a seguinte matriz de ordem 27 (2 < j <)

ho hi  ho D3
ho hi hs hs
ho hi  ha h3

0, = ha  h3 ho
= hy —hy h1 —hg

hi  —ho hs —ho

No caso em que m = 1, por causa das condicoes de contorno periddicas, teremos
uma matriz @, definida abaixo, atuando no subespaco do R* formado por vetores

da forma (a,b,a,b):
Q- ha hy hy M
~\h1 —hy hz —ho

a qual é equivalente a matriz

Q) = ho +hs hy+ hs
! hi+hs —ho—hy )’

atuando em vetores (a,b).

Por causa das relagoes h% + h% + h% + hg = 1 e hahg + hzh1 = 0, as matrizes @);
sao ortogonais.

Com o procedimento acima, transformamos {ag}r—o__o1—; em

{al,oadjgk,j:1,...,l,k::07_“’21—j_1}’
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original 49.8%

4,6% 1,7% 0.87% 0,15%

Figura 5: Reconstrucao com a wavelet Daub4

os coeficientes de wavelets d; , juntamente com com a “média” dos pizels, a;0; se

preferirmos, passamos da representagao f(x) = ZZ;(} apr ¢(x — k) para

1 2l=i—1

fl@) = aro dro(@)+ > > djg vir(a),

j=1 k=0

onde ¢ é a funcao escala associada a wavelet i, que no presente caso pode ser a
wavelet de Haar ou Daub4.

A Figura 5 mostra a reconstrugdo de uma imagem usando-se diferentes percen-
tagens de seus coeficientes de wavelets. Note que mesmo usando-se cerca de 5 por
cento dos coeficientes de wavelets a reconstrucao é visivelmente perfeita.
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