1.

Na figura abaixo, ABDC e EFGH sao quadrados, A € GH,B € HE. F
é ponto médio de DC' e a diagonal F'H ¢é perpendicular a DC'. Qual area é
maior, a do quadrado ABDC' ou a do pentdgono ABEFG? Justifique.

H

Solugao:

K

C F D

Note que a drea do pentagono é igual a area do quadrado ABDC, menos as
dos triangulos CPF e DQF, mais a dos triangulos GPA e EQB. Portanto,
basta comparar as areas do ACPF e do AGPA.

Sejam P = ACNFG e Q = BDN EF. Como FH, diagonal do quadrado,
¢ bissetriz de ZGFE = 45°; e como ZC'FH = 90°, temos que ZCFP =
45°, e entao ACPF' é retangulo isosceles. Analogamente, ZDF (@) = 45°, e
ACPF = ADQF. Como o ZCPF ¢ O.PV. ao ZGPA e ZAGP = 90°,
entdo ACPF ‘X" AGPA. Analogamente, ADQF ‘X' AEQB; e mais, como
GP = GF — PF , e GF = EF (lados do quadrado) e PF = QF, pela

congruéncia de ACPF e ADQF, temos que GP = EQ, e entao AGPA ~
AEQB.




Como ACPF e ADQF sao semelhantes, pelo caso AAA, basta comparar
lados correspondentes. Sendo ¢ o lado do quadrado, temos que a hipotenusa
do ACPF mede %5 A hipotenusa do AGPA ¢ igual a ¢ menos PC. En-
tretanto, como ACPF é isosceles, PC = CF = g, e entao a hipotenusa do
AGPA mede é Como a hipotenusa do AC'PF' é maior, sua area também é
maior, e entao a area do quadrado é maior que a do pentagono.



2. Seja {a1, as, as, b, as, ag, ar, 2, ...} uma sequéncia na qual a soma de 3 nimeros
consecutivos é igual a 17, isto é, a; + a;.1 + a;.0 = 17 para todo 1 € N

(a) Encontre o valor de agig.

(b) 100 bolas, identificadas com os 100 primeiros ntimeros da sequéncia
acima, sao colocadas em uma urna. Qual é a probabilidade de se re-
tirar duas bolas, sem reposicao, de modo que a soma de seus nimeros
seja igual a 77

(¢) Qual é o nimero minimo de bolas que devem ser retiradas, sem reposicao,
para que se possa garantir que pelo menos uma delas tenha o ntimero 27

Solucao:

Como a soma de 3 elementos consecutivos é sempre igual a 17, efetuando
algumas operacoes poderemos distinguir os elementos da sequéncia apresen-
tada.

(a) as+az+ay =17 = as + a3 = 12
a1+ as+a3=17=a; =5
d+as+ag=17= a5+ ag = 12
as +ag+a;=17T=a7; =5
ag + a7 +ag =17 = ag = 10

De posse dessas informacoes podemos concluir que a sequéncia se com-
porta da seguinte maneira:

{5, as, as, 5, as, 10, 5, 2, .. }

Concluimos facilmente os valores de as, az e as. Logo a sequéncia sera
dada por:

{5,2,10,5,2,10,5,2,...}

Vimos que sao 3 os numeros possiveis para a sequencia, 5,2,10 nessa
ordem. Assim se a divisao do indice n por 3 deixa resto:

x 1 — a,=a

* 2 — ap,=as

x 0 — a,=as



Temos asy19 com indice 2010, que divido por 3 deixa resto 0. Podemos
concluir assim, que asgp= a3. Entao asy;0=10.

Como 100 é um ntimero que dividido por 3 nos dé resto 1, a19o0=5. Logo
teriamos:

x 34 bolas numeradas com o nimero 5;
*x 33 bolas numeradas com o nimero 2;

* 33 bolas numeradas com o numero 10.

Para que a soma dé 7 deve-se retirar as bolas 2 e 5. H& duas possibilidades
para a retirada dessas bolas:

1% possibilidade: Retirar primeiro a bola 2 e depois a bola 5

33 3417
10099 150

2% possibilidade: Retirar primeiro a bola 5 e depois a bola 2

34 33 17

100°99 150

Como acontece uma ou outra, a probabilidade sera dada entao pela soma:
17 17 17

150 " 150 75

Para garantir que pelo menos uma bola retirada tenha o nimero 2 deve-
se retirar, na pior das hipoteses, todas as bolas com nimero 10 e todas
as bolas com numero 5. Assim, a proxima bola com certeza seria uma
bola com nimero 2. Como vimos no item b temos 34 bolas numeradas
com o numero 5 e 33 bolas numeradas com o nimero 10. Logo deve-se
retirar:

34(ntmero 5)+33 (numero 10) + 1 = 68 bolas.



3. Othon dispunha de triangulos retangulos de papelao de trés tipos diferentes,
esquematizados a seguir:

‘ 4 ‘ ‘ |
4 3
Justapondo um cateto de um triangulo a hipotenusa de outro do mesmo tipo,

de forma sucessiva, conforme a figura abaixo, o primeiro e o segundo tipos
formam “cataventos”, enquanto o terceiro nao.

Catavento de 1 volta Catavento de 2 voltas Nao se formou um catavento

(a) Encontre a condigdo que um triangulo retangulo deve satisfazer para que
seja possivel formar com ele um catavento de uma volta. Aplique essa
condicao e verifique que o primeiro tipo de triangulo realmente forma um
catavento de uma volta.

(b) Encontre a condi¢ao que um triangulo retangulo deve respeitar para que,
apos qualquer nimero de voltas, jamais a hipotenusa de um triangulo co-
incida com o cateto do triangulo inicial. Aplique essa condicao e verifique
que o terceiro tipo de triangulo nunca formara um catavento.

Solucao:

(a) Seja a0 angulo do vértice comum aos triangulos justapostos. Para que se
forme um catavento, a justaposicao de um niimero natural n de triangulos
deve fechar uma volta, ou seja, ao se somar n vezes o angulo « deve-se
obter 360°. Entao devemos ter n.av = 360°,n € N* = n = % deve ser
natural.

No primeiro triangulo, temos o = 45°, e entao % = 3552 =8 € N*.



(b) Desejamos que para qualquer nimero (natural) ¢ de triangulos justapos-
tos, nunca se complete uma quantidade (natural) p de voltas, ou seja,
desejamos que, Vp,q C N* p.a # ¢q.360° = % deve ser irracional.



4. (a) Mostre que, se a, b e ¢ sdo ntmeros reais tais que a + b + ¢ = 0, entdo
a® + b® + ¢ = 3abe.

(b) Determine todos os pares (m,n) de nimeros inteiros tais que
6703 + n® = 2010mn — m3.

Solucao:

(a) Observe que:

a® + b3 + 3 — 3abe = (a + b+ ¢)(a®* + b* + ¢ — ab — ac — be).

Solucao sugerida pelo aluno Lucas Dionisio Toledo da cidade de Cachoeira
de Minas :

Tem-se que a + b+ ¢ = 0, portanto as seguintes igualdades sao verdadeiras:
a+b+c=0 (1)
b+c+a=0 (2)
c+a+b=0 (3)

Com elas monta-se a seguinte matriz 3 x 3:

a b c
b ¢ a
c a b

Como essa matriz possui as trés linhas idénticas, apenas em ordem trocada,
seu determinante é nulo.

Calculando-se seu determinante pela regra de Sarrus, tem-se que:
3abc = a® + b® +

que é a equacao do enunciado.



(b) Usando o item a e o fato de que 2010 = 3 - 670, escrevemos:
m3+n3+670° —3.670mn = (m+n-+670)(m?+n>+670> —mn—670m—670n)

Portanto, m? + n3 + 670 — 3.670mn = 0 se e somente se, m +n + 670 = 0
ou m? 4+ n? + 670> — mn — 670m — 670n = 0

A primeira equagao nos fornece infinitas solucoes inteiras:
m=670—-nVneZzZ

Para a segunda equacao, observe que completando quadrados teremos:

(m —n)? + (m — 670)2 + (n — 670)>

m? + n?+ 6702 — mn — 670m — 670n = 5

Logo, m? + n? 4+ 670> — mn — 670m — 670n = 0 se e somente se,

(m —n)?+ (m —670)? + (n — 670)> =0

Mas a soma de quadrados é zero se e somente se, cada parcela é igual a 0,
isto é, m = n = 670.



5. A figura abaixo mostra as vistas frontal, lateral e por cima de um sdlido
formado a partir do empilhamento de caixas cuibicas.

(a) Qual o nimero maximo de caixas que podem ser utilizadas na construgao
desse sélido, de forma que ele satisfaga a condicao do enunciado?

(b) Qual o nimero minimo de caixas necessdrias para a construcao desse
solido, de forma que ele satisfaca a condicao do enunciado?

(c¢) Considere que o sélido correspondente a figura acima seja de ordem 4, e
que os correspondentes as figuras abaixo sejam de ordem 5 e 6 respecti-
vamente.

Deduza uma féormula para se calcular o niimero minimo de caixas uti-
lizadas na construcao de um solido de ordem n que obedeca a condicao
do enunciado.

Solugao:

Nota: Chamaremos a pilha que possui uma mesma vista ao ser observada de
frente, de lado, ou por cima, e igual a figura do enunciado, de pilha-solucao.



(a) A pilha-solucao que permite o uso do niimero maximo de caixas é uma
pilha macica, ou seja, que nao possui "buracos’em sua estrutura. O 1inico
modo de se construir um sélido, a partir de cubinhos, dessa forma é da
seguinte maneira:

12 andar 29 andar 30 andar 49 andar

Portanto o nimero maximo de caixas que podem ser utilizadas na cons-
trucao de uma pilha-solucao é 30.

(b) Para se determinar o niimero minimo de caixas necessarias na construc¢ao
de uma pilha-solucao, basta retirar todas as caixas do solido construido
no item a), que nao facam diferenga na imagem observada pelos diferentes
pontos de vista ja mencionados. Por exemplo, ao se retirar dois cubos,
conforme a figura abaixo, as vistas nao se alteram.

Para um melhor entendimento, numeramos as colunas da pilha de 1 a 11.
Note que no 1° e 4° andares da pilha, nenhuma caixa pode ser retirada,
com isso nos preocuparemos apenas com o 2° e 3° andares.

A coluna 1 nao pode ser retirada, caso contrario nao existiria 4° andar.
Ja que ela é uma coluna essencial, as de nimero 2, 3, 5 e 8 nao sao
necessarias e podem ser retiradas.



Entre as colunas 6, 7, 9 e 10, duas ainda podem ser retiradas, mas deve-se
tomar cuidado. Caso se retire a coluna 6, deve-se retirar, obrigatoria-
mente, a coluna 10, e caso se retire a 7 deve-se retirar, obrigatoriamente,
a 9. Ou seja, das 4 colunas em questao, deve-se manter apenas duas
e em diagonal. Caso sejam mantidas duas colunas numa mesma linha
horizontal, como 6 e 7 por exemplo, ou numa mesma linha vertical, como
6 e 9 por exemplo, uma das vistas, frontal ou lateral, sera afetada e a
pilha deixard de ser uma pilha-solucao. As figuras abaixo ilustram esse
caso.

vista tridimensional vista frontal



Portanto, uma das pilhas-solucao do problema é:

que possui 18 caixas em sua estrutura.

OBS: Existem outros sélidos-solucao para este problema, porém todos
eles utilizam pelo menos 18 caixas.

(¢) Como observado no item b), um sélido-solucao genérico de ordem n,
que utilize um nuimero minimo de caixas, possui uma configuragao em
andares da forma descrita abaixo:

i. 1°andar:
e Uma fileira com n caixas.
e (n — 2) fileiras com (n — 1) caixas.
e Uma fileira com uma caixa.

em que n é o numero de andares do sélido.

Logo o numero de caixas no 1°andar é: n+ (n —2)(n — 1)+ 1 =
n?—2n+3

ii. Do 22 andar ao de nimero (n — 1):

e (n — 1) fileiras com apenas uma caixa em cada.

Do 2° andar ao de ntimero (n — 1) sdo exatamente (n — 2) andares.
Portanto o ndmero de caixas utilizadas neles é (n — 2)(n — 1) =
n? —3n+2



iii. n-ésimo andar:

e Apenas uma caixa.

Somando-se as trés expressoes acima encontra-se o niimero minimo de
caixas necessarias para a construcao de um sélido-solucao de ordem
n.

Que é:
(n?—2n+3)+(n*—3n+2)+1=2n*>—-5n+6

Essa féormula é valida para n > 2



