OLIMPIADA MINEIRA DE
MATEMATICA 2014

Nivel 111

1. Na cidade de Seis-Coragoes, existe uma avenida de comprimento total 2014 metros que possui
postes igualmente espacados. A distancia entre dois postes consecutivos é um ntmero inteiro de
metros. O primeiro poste estd no comeco da avenida e o ultimo esta no final da avenida.

(a) Quais sao os possiveis valores para o nimero de postes na avenida?

Resposta: Dado que 2014 = 2 x 19 x 53, entao o conjunto de divisores de 2014 é
Doo1s = {1,2,19,38,53,106, 1007, 2014},

que sao os possiveis valores para os espacos entre os postes. Assim o numero possivel de postes
estd no conjunto
{2,3,20,39,54,107,1008, 2015} .

O prefeito da cidade plantou arvores na avenida de tal forma que as arvores estao igualmente
espacadas e a distancia entre duas consecutivas é um numero inteiro de metros. Sabemos que
entre 2 postes consecutivos sempre ha no minimo 2 arvores, entre 3 postes consecutivos ha no
maximo 5 arvores e o nimero total de arvores é maior que 97 e menor que 200.

(b) Qual é a distancia entre os postes? Qual é a distancia entre as arvores?

Resposta: Chamemos de d a distancia entre dois postes, assim d é um elemento de Dygi4 €
n o numero de intervalos entre postes, assim nd = 2014. Seja y o numero de arvores. Como
em cada intervalo temos no minimo dois arvores entao temos a relagao 2n < y < 200, logo
n < 99. Por outra parte entre dois intervalos consecutivos temos no maximo 5 arvores, de onde
5(n—1)—a—>b>2y>2-97 =194, onde a é o numero de arvores no primeiro intervalo e b o
ntimero de arvores no tltimo intervalo. Usando o fato que a,b > 2 temos que 5(n — 1) > 198,
assim n > 40. Como n é um divisor de 2014 e o unico divisor entre 40 e 99 é 53 segue que
n = 593 e portanto a distancia entre postes é d = % = 38.

Além disso, como 2n < y < w, segue que 108 < y < 140, isto é, o nimero de arvores
esta entre 108 e 140. Por outra parte, se f é a distancia entre as arvores, temos que

(y—1)f <2014, e 2014 —2x38< (y—3)f,

portanto 15 < f < 19.

O caso f = 15 é impossivel pois a distancia entre 6 arvores consecutivas é 75, assim se a primeira
arvores esta a distancia r < 22 do primeiro poste, a 6% arvore esté a distancia » — 1 do anterior
poste, a 12% arvore esta a distancia r — 2 da anterior poste e assim subsecivamente ate a arvore
(6|7])* esta a distancia < 1 do anterior poste, logo nesse seguinte intervalo teriamos 6 postes .

Para os valores de f = 16,17, 18 e 19 é possivel encontrar um exemplo de como posicionar as
arvores de tal forma que cumpram a condig¢ao pedida.



2. Tancredo tem um terreno retangular de esquinas A, B, C' e D. Existe um po¢o (um ponto) no
interior do terreno. Sabemos que as distancias do pogo aos pontos A, B e C sao 10, 35 e 45
metros, respectivamente.

(a) Qual é a distancia do pogo ao ponto D?

Resposta: Denotemos por P o ponto onde se encontra o pocgo e por E, I, G e H os pés das
perpendiculares desde P a os lados do quadrado como mostrado na figura.
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Se denotamos por x,y, z,w as distancias de P a E, F, G e H respectivamente. por hipdtese
sabemos que

22+ w? = 10°
2? +y* = 35°
y2 + 22 =452
2?2 +w? = PD?

Deste sistema de equagoes obtemos que
PD? = 45% 4+ 10% — 35% = 900,
logo PD = 30.

(b) Sabendo que as distancias do poco a dois dos lados nao opostos do terreno sao dois ntimeros
inteiros de metros, determine as possiveis dimensoes do terreno.

Resposta: Vejamos os possiveis casos
e Se x e y sdo inteiros e 2% +y* = 352, temos que {z,y} = {21, 28} . Este caso fica descartado
pois 10 = AP > z.

e Se z e w sao inteiros e 22 + w? = 30%, temos que {z,w} = {18,24}, que também podemos
descartar pois 10 = AP > w.

e Se y e z sao inteiros e y* + w? = 452, temos que {y,z} = {27,36}, mas 2 < PD = 30, o
que implicaria que y = 36, o que é impossivel pois y < PB = 35

e Se z e w sao inteiros e 2% + w? = 102, temos que{z,w} = {6, 8}

No caso x = 6 e w = 8, temos y = v/352 — 62 = /1189 e 2z = /302 — 82 = 21/209, logo o terreno
tém dimensoes (6 + 2v/209) x (8 4+ 1/1189).

No caso x = 8 e w = 6, temos y = /352 — 82 = /1161 = 3v/129 e z = /302 — 62 = /864 =
12+/3, logo o terreno tém dimensoes (6 + 3v/129) x (8 + 12v/3).




3. Dilvana formou uma piramide de acordo com o modelo & direita,
onde a n-ésima linha contém os n primeiros ntimeros maiores que 0s
que estao na linha anterior e de paridade diferente dos da linha ante- 5 79
rior, por exemplo a quinta linha da piramide ¢ 17 19 21 23 25 10 12 14 16
pois sao os cinco primeiros impares maiores que 16.

2 4

(a) Quais sdo os numeros que estao na 7% linha da piramide?
Resposta: 37, 39, 41, 43, 45, 47, 49

(b) Qual é o primeiro nimero da 100% linha?

Resposta:E possivel mostrar por inducao que o tltimo nimero da n-ésima linha é n? e o

primeiro da seguinte linha é n? + 1, logo, o primeiro nimero da 1002 linha é 99% 4+ 1 = 9802

(c) Observe que ou 2013 ou 2014 esta na piramide. Qual deles estd na piramide e em que linha
se encontra?

Resposta: Sabemos que se um dois dois estd na linha n-ésima entao (n — 1)* < 2013 < n?
logo n = 45. Como n é impar e a linha 45 somente tem nimeros impares segue que 2013 esta
na tabela.

4. A soma das idades dos 134 alunos da Olimpiada de Matemaética do nivel III é 2014 anos.
(a) Mostre que existe pelo menos um aluno com 16 anos ou mais.

Resposta: Se todos os alunos tivessem 15 ou menos anos, a soma de suas idade seria <
15 x 134 = 2010, o que é contraditério. Logo, pelo menos um aluno tém idade maior do
que 16 anos.

(b) Mostre que podemos selecionar trés alunos de tal forma que a soma de suas idades seja
maior ou igual a 48.

Resposta: Sabemos pelo item anterior que existe um aluno com 16 ou mais anos. Podemos
supor que ele tem menos do que 46 pois caso tenha mais, o problema esta resolvido. Se o
primeiro tem 16 + a anos com a < 30 temos que a soma das idades dos outros 133 alunos é
2014 — 16 — a = 1998 — a, assim usando o mesmo argumento do item anterior existem um aluno

com pelo menos
1998 — a 1968
—— | > |—| =16
[ 133 —‘ [ 133 —‘

De novo, podemos supor que este aluno tem 16+ b anos, com b+ a < 16, logo a soma das idades
dos outros 132 alunso é
2014 —16—a—16—-b=1982—a —b

Logo temos outro aluno com idade maior ou igual a

[1982—(a+b)w . [196(1 6

132 132

Portanto, a soma das idade deste alunos é maior ou igual a 48.



5. Seja ABC'D um quadrilatero convexo com AB = C'D. As circunferéncias de diametros BC' e
AD se interceptam nos pontos P e (). Sabe-se que AP =14, BP =11, CP=5e DP = 10.

(a) Calcule as dreas dos triangulos AADP e ABCP.

Resposta: Como os triangulos APD e BPC sao retos em P entao

APXPD_14><10_
2 2

BPxPC_11><5
2 2

(APD) = 70, (BPC)= = 27,5,
(b) Calcule as areas dos triangulos AADP e ABCP.

Resposta: Como AB = C'D, construimos um ponto P’ um ponto tal que os triangulos AP’'B
e DP(C' sejam congruentes, como mostrado na figura.

P

Como LAPB + £CPD = 180°, entao a soma dos angulos opostos do quadrildtero AP'BP é
180°, portanto, o quadrilatero é circunscritivel e sua area pode ser calculada usando a férmula
de Brahmagupta, onde s = 14+112—+5+10 = 20, assim

(AP'BP) = /(20 — 14)(20 — 11)(20 — 5)(20 — 10) = 90

Portanto
(ABCD) =90+ 70 + 27,5 = 187,5.



