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1. Joao tem 10 brinquedos distintos e quer dar alguns para seus amigos Umberto e Doisberto.

(a) De quantas formas pode dar dois brinquedos para Umberto e trés para Doisberto.
(b) De quantas formas pode distribuir os brinquedos de tal forma que ele fique sem brinquedos?

(c) De quantas formas pode dar alguns brinquedos de tal forma que todos fiquem com algum
brinquedo?

Solugao: (a)Umberto pode receber os dois brinquedos de % = 45 formas, depois que distri-

buimos os brinquedos para Umberto, Doisberto pode receber seus trés brinquedos de %# = 56
formas. Logo Joao pode distribuir os brinquedos para Umberto e Doisberto de 45 x 56 formas.
(b) Basta dizer para qual dos dois vai cada brinquedo, isto ¢, cada brinquedo tém duas possibili-
dades de dono, assim podemos distribuir os brinquedos de 2!° = 1024 formas. Observe que pode
acontecer que algum dos dois fique com todos os brinquedos. Uma pergunta que poderiamos
fazer, é impor a restricao que somente Joao fique sem brinquedos, e nesse caso a resposta é
210 9,

(¢) Seguindo a ideia do item anterior, cada brinquedo pode ter trés possiveis donos, assim
podemos distribuir de 3", mais aqui estamos contando também os casos em que alguém fica
sem brinquedo. Sabemos que para que exatamente Joao fique sem brinquedo, eles podem ser
distribuidos de 2'° —2 formas. A mesma contagem para que exatamente Umberto ou exatamente
Doisberto fique sem brinquedo. Pode ser que dois fiquem sem brinquedos, logo um fica com todos,
e isso so é possivel de 3 formas. Assim o nuimero de formas procurado é

310 - 32" —2) -3 =31 —-3.2% + 3 = 55980.

2. Um campo de futebol de dimensdes 40 x 80 metros, precisa ser regada por irrigadores autométicos
fixos distribuidos pelo campo, e cada irrigador consegue atingir qualquer ponto que esteja a
distancia menor ou igual a 5 metros dele.

(a) Mostrar que 40 irrigadores ndo conseguem molhar a totalidade do campo.

(b) Mostrar que com 66 irrigadores é possivel molhar a totalidade do campo.

Solugao: (a) Observe que a area coberta por um irrigador é de 7 - 5% = 257 m?. Assim a érea
méaxima coberta por 40 irrigadores é de 40 x 257 = 10007 < 3142 m2. Por outra parte a drea do
campo de futebol é de 40 x 80 = 3200 m?, portanto 40 irrigadores nao ¢ suficiente para molhar
todo o campo.

(b) O problema é equivalente a cobrir totalmente o retangulo 66 circulos de raio 5. Observemos
primeiro que um hexagono regular de lado 5 esta totalmente contido em um circulo de raio 5,
assim para resolver o problema basta cobrir o retangulo com 66 hexagonos regulares de lado 5.
Para isso consideremos a seguinte figura
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Vejamos que o retangulo destacado tem dimensoes maiores que 40 x 60. Como cada hexdgono
¢é formado por 6 triangulos equilateros de lado 5, entao a distancia entre dois lados opostos do
hexégono é 5v/3 > 8,6. Assim se colocamos cinco hexdgonos, um acima do outro, obtemos uma

5
figura de altura maior que 5 x 8,6 = 43 > 40. O comprimento do retangulo é 15 x 6 — 5= 87, 5.

De fato, usando esta mesma figura mas eliminando os tltimos 11 hexagonos, ainda cobrimos um
retangulo de medidas 43 x 62,5, assim nao precisamos mais de 55 regadores.

Observe que com 66 regadores o problema também pode ser solucionado usando quadrados em
lugar de hexagonos.

. A férmula de Euler para poliedros convexos diz que se F' é nimero de faces, V' o niimero de
vértices e A o nimero de arestas do poliedro, entao V + F — A = 2.

Por exemplo, o cubo tem 6 faces, 8 vértices e 12 arestas e 6 + 8 — 12 = 2. J4 uma piramide de
base quadrada tem 5 faces, 5 vértices e 8 arestas e 54+ 5 — 8 = 2.

Sabemos que um poliedro convexo tem 26 vértices e 60 arestas

(a) Quantas faces o poliedro tem?

(b) Sabemos que todas as faces sao ou triangulos ou quadrados, quantas faces de cada tipo ele
tem?

(c) Uma diagonal interior é um segmento que une dois vértices que nao estao contidos na mesma
iedro. Consideran iedro anterior quan lagonais interior m’
fase do poliedro. Considerando o poliedro anterior quantas diagonais interiores tem?

Solugao: (a) Como V + F — A =26+ F — 60 = 2 temos que o nimero de faces é F' = 36

(b) Suponhamos que temos T faces que s@o triangulos e @ faces que sd@o quadrados. Pelo item
anterior sabemos que T + ) = 36. Como cada triangulo tem 3 lados e cada quadrado 4 entao

o numero de arestas é 5(3T +4@Q). Observe que dividimos por dois pois cada aresta é lado de

_ 1 ) ) T+Q =36
dois poligonos, portanto — (37 +4@)) = 60, assim 37 +4¢) = 120. O sistema
is poligonos, portan 2( Q) im Q istem {3T+4Q: 190

tem como solucao T'=24 e ) = 12.

(¢) Como temos V' = 26 vértices, por cada dois vértices podemos tragar um segmento que pode
ser classificado em trés classes: Aresta, Diagonal de uma fase e Diagonal interior. Sabemos
que existem 60 arestas, e cada face quadrada contem duas diagonais, logo temos 2() = 24

diagonais nas faces do poliedro. Além disso o numero de segmentos que podemos tragar é
26 x 25

2

= 13 x 25 = 325, portanto o nimero de diagonais internas é 325 — 60 — 24 = 241.



4. Em um jogo de auditorio, um matemagico fala para um participante que pense em um ntmero
de trés algarismos nao iguais a zero (abc), depois construa os nimeros (acbh), (bca), (cab), (bac)
e (cba), some estes cinco nimeros e fale o resultado para o matemagico.

Por exemplo, se o participante pensou o nimero 962, entao ele responde para o matemagico o
nimero 926 + 629 + 692 4 269 + 296 = 2812.

(a) Se o participante pensou o nimero 263, qual niimero ele responde para o matemagico?
(b) O participante falou o nimero 2793. Qual foi o nimero que ele pensou?

(c¢) Suponha que o participante respondeu um numero distinto de 2812 ou 2257. Mostre como
o matemagico consegue “adivinhar” o nimero que o participante pensou.

Solugao: (a) O nimero que respondeu para o matemagico foi

236 + 326 + 362 + 623 + 632 = 2179.

(b) Suponhamos que ele pensou o niimero (abc). Como
(abe) + (acb) + (bac) + (bea) + (cab) + (cba) = 222 x [a+ b+ ¢,
entao o nimero que falou para o matemagico foi
222[a + b+ c] — (abc) = 2793,

logo
222[a + b+ c] — 111 > 2793 > 222[a + b + ¢] — 999.

Segue que 14 < a+b+ ¢ < 17. Assim (abc) tém que ser um dos nimeros
222 x 14 —2793 = 315, 222 x15—2793 =537 222x16—2793 =759 222 x 17—2813 = 981

Observe que 537 é a unica solugao possivel.

(¢) Suponhamos que n é o niimero que o participante falou. Sabemos que
555 =5 x 111 < n <5 x 999 = 4995.
Se (abc) é o nimero que o participante pensou entao a, b, ¢ é solugao da equagao
n = 122a + 212b + 221¢, com 1<a,b,c<9,

além disso como (abc) = 222[a + b+ ¢] — n, isto é, o nimero estd totalmente determinado pela
soma de seus algarismos. Vejamos que tal equagao tem no maximo uma solugao com estas
caracteristicas. Suponhamos que temos outra solugao z, ¥, z, logo

n = 122a + 2120 + 221c = 122z 4 212y + 221=.

Calculando o resto da divisao por 9, temos que n, 5(a + b+ c¢) e 5(x + y + z) deixam o mesmo
resto quando divididos por 9. Segue que a diferencia entre a + b+ c e x + y + 2z é um multiplo
de 9. No caso que a + b+ ¢ < x + y + z vamos ter que

(xyz) =222(x+y+2) —n>222(a+ b+ c+9) —n = (abc) + 222 x 9 > 1000,
o que é impossivel, assim x +y + 2z = a+ b+ ¢, e portanto a solugao é unica. Para o matemagico
encontrar a solucao, como ele sabe que

n+111 n + 999
< <
py  Setbtes —o—,

logo no méximo precisa testar 6 valores para a soma dos algarismos.



5. Os pontos E, F', G e H sao pontos sobre os lados AB, BC, CD e DA do paralelogramo ABC'D
de area 1.

AE _ BF _ 1 ,CG _ DH _ 1 . oy
(a) No caso que 25 = 75 = 5 € &5 = g1 = 3- Calcule a drea do quadrilatero EFGH.

(b) Suponha que a drea de EFGH é % Mostre que uma das diagonais do quadrilatero EFGH
é paralela a um dos lados do paralelogramo.

Solucao:
D G C
H
F
A 7 B
(a) Observe que
Area(AEH) = j—g . % - Area(ABD) = % . Z . % — é
Area(BFE) = % : g_g . Area(ABC) = ; . % . % _ é
Area(CGF) = g—g . g—g - Area(CDB) = g ) 411 ) % _ %
Area(DHG) = g—g . % - Area(CDB) = 2 : i . % — 3%

Logo
11 1 3 36432424427 169
Area(BEFGH)=1— -+ -4+ —+ 2 ) =1— =2
rea( ) <8+9+12+32> 283 283

(b) Denotemos por AB=CD =a, AD = BC =b, AE =x, AH =y, BF = z e DG =t. Segue
que

1
§Area(ABC’D) = Area(AEH) + Area(BFE) + Area(CGF) + Area(DHG)

a—x

_ry z
== bArea(ABD) +— bATea(BC’A)

—th— _
¢ 7 ZArea(DAC) + th 2 yArea(DAC’)
a

zy+(a—2x)z+ (a—t)(b—2)+t(b—1y)
ab

= %Area(ABC’D)

O que implica que
zy+ (a—x)z+(a—t)(b—2)+t(b—y) =ab

ou equivalentemente xy — zz+ 2t —ty = 0, que pode ser fatorado com (y — z)(x —t) = 0, o que implica
que y = z ou x = t, cada uma destas relaciones implica, usando o teorema de Thales, que uma das

diagonais do quadrilatero FFGH é paralela a um dos lados.



