Resolucao da prova - Nivel III - Segunda Fase

Questao 1)

Para calcular a velocidade minima da lancha, devemos primeiramente calcular qual é o tempo
que o barco ainda possui antes de afundar. Como ao mesmo tempo agua esta entrando no barco
e saindo agua dele, devemos calcular o saldo de quanta dgua estd realmente entrando no barco por
unidade de tempo. Seja v a velocidade com que a dgua entra no barco. Temos que:
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Como sao necessarios 765 L. de dgua para que o barco afunde, o tempo ¢ que o barco leva para
afundar é:
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Sendo assim, a lancha de socorro precisa percorrer os 150 Km de distancia entre ela e o barco
em no maximo gh e portanto a velocidade minima V' dela deve ser:

_ 150Km _ 150Km _ 150 x 4

Vv — — Km/h = 120 Km/h
t 2h 5 m/ m/

Questao 2)

a) Seja a, o n-ésimo termo a direita do 1. Pela andlise dessa sequéncia, podemos conjecturar
que a, = (n + 1)?. Fagamos portanto uma demonstracio por indugao para provar esse resultado
auxiliar:

Vemos que a afirmagao ¢é véalida para n = 1.

Hipétese de Indugao: a, = (n + 1)?

Demonstragao: Considere a piramide formada por todos o niimeros naturais até a,, = (n+1)%.
Sua base é formada pelo 1, por n nimeros a direita do 1 e por n nimeros a esquerda do 1. Logo,
sua base possui 2n + 1 colunas. Para se formar a piramide que possui todos os ntimeros até a,
é necessario acrescentar um numero a esquerda da primeira coluna, um ntmero a direita da dltima
coluna e um numero acima de cada coluna. Concluimos entao que:

Apy1 = ap+1+14+2n+1)
= (n+1)*+2n+3
= n*+2n+1+2n+3
= n*+4n+4
= (n+2)?

Como a; = 4 e a, = (n + 1)? implica que a,,1 = (n + 2)?, pelo Principio da Indugdao Finita
concluimos que a, = (n + 1)? para todo n € N. Agora, de posse desse resultado, podemos mais
facilmente encontrar uma férmula que expresse o n-ésimo termo que esta acima do 1 (que denotaremos
por b,) em fungao de n.

Para isso, considere agora a piramide que possui todos os naturais até a,. Nessa piramide, b,
¢é o elemento que estd no topo. Para, partindo do valor de a,, chegarmos ao valor de b,, podemos



perceber que entre a, e b, hd exatamente (n — 1) nimeros, um para cada coluna a direita do 1
(excetuando-se a coluna em que estd a,). Por isso, chegamos ao fato que:

an—b, = (n—1)+1
(n+12*=b, = n
by = (N*+2n+1)—n
b, = n*+n+1

Sendo assim, o ntimero que estd 40 posigoes acima do nimero 1 é byy = (40)? + (40) +1 = 1641.

b) Seja ¢, o n-ésimo numero na reta (1-8-23-...). Observe que a menor piramide que contém
co € a que possui todos os naturais até as, a menor piramide que contém c3 é a que possui todos os
naturais até a, e assim sucessivamente. Generalizando, obtemos que a menor piramide que contém c,,
é a que tem todos os naturais até as,_o. Da letra a), sabemos que bg,_» esta no topo dessa piramide
e também conhecemos férmulas para a, e b, em funcao de n. Mas ¢,, é o niimero natural que esta a
mesma distancia de by, _5 € as,_o. Dessa informacao, obtemos que:

Cn — b2n72 = A2p—2 — Cp
2c, = Qgp-2+ bap_o
2¢, = [(2n—2)+ 1P +[(2n—2)*+ (2n —2) + 1]

2, = (2n—1*+ (4n* —8n+4)+2n—1
2¢c, = (4n* —4n+1)+4n®> —6n+ 3

2¢c, = 8n*—10n+4

¢, = 4n®>—5n+2

Logo, ¢y = 4(20)% — 5(20) + 2 = 1600 — 100 + 2 = 1502.

Questao 3)

a) Como o lado do quadrado mede 1, ap6s 3 giros o vértice A estard 4 unidades a direita do seu
ponto de partida.



b) Observe inicialmente que, apds o quarto giro, o ponto A permanece no mesmo local em que
estava apds o terceiro giro. Além disso, podemos notar que a posicao resultante dos quatro giros é
igual a um deslocamento do quadrado inicial de 4 unidades para a direita. Como 365 = 364+ 1 e 364
¢ multiplo de 4, temos que depois de 364 giros o quadrado estard 364 unidades a direita do ponto de
partida. Apd6s mais um giro, o vértice A estard 365 unidades a direita e 1 unidade acima do ponto
inicial.

c) A curva descrita pelo ponto A é composta de vérios arcos de circunferéncia. Como o mo-
vimento do ponto A se repete a cada 4 giros do quadrado, vamos calcular o comprimento de sua
trajetoria apos esse periodo.

Tanto no primeiro quanto no terceiro giros, o ponto A percorre um arco de circunferéncia de
90° e raio igual ao lado do quadrado, ou seja, 1 unidade. No segundo giro, ele percorre um arco de
circunferéncia de 90° também, mas de raio igual a diagonal do quadrado. Como o lado do quadrado
mede 1, sua diagonal mede /2. Finalmente, no quarto giro o ponto A nao muda a sua posicdo, pois
o quadrado gira sobre o ponto A. Logo, o comprimento [ da trajetéria do ponto A apds quatro giros
é:

=2 x G><27r(1))+ix27r(\/§)=7f+%:”<1+%>

Apoés 365 giros, o ponto A terd percorrido 91 vezes a trajetéria de comprimento [ e mais um
arco de circunferéncia de 90° e raio 1. Sendo assim, o comprimento total L da curva descrita pelo
ponto A apés 365 giros é:

1 1
L:91><l+1><27r(1):91><7r(1+—)+g 5

_(183+91V2
\/5 =1 —

Questao 4)

Suponhamos, por absurdo, que nenhuma das duas equagoes possui solucao. Algebricamente,
isso significa que nas duas equagoes o discriminante é menor do que zero. Sendo assim, temos que
existem a e b inteiros distintos tais que o sistema de duas desigualdades abaixo é satisfeito.

a?—4b <0
{ b —4a <0
Fagamos uma analise grafica dessas duas desigualdades. No plano cartesiano ab, a primeira
inequagao representa a area acima de uma pardbola vertical cuja equagao é b = a?/4. J4 a segunda,
representa a drea delimitada pela parabola horizontal de equagao a = b?/4. A regiao formada pela
intersecao dessas duas areas representa todos os pontos do plano que satisfazem as duas inequacoes
simultaneamente e esta representada pela figura abaixo:

Observe agora que os unicos pares de pontos (a,b) com coordenadas inteiras que pertencem
a essa intersegdo sao os pontos (1,1), (2,2) e (3,3). Apesar de os pontos (1,2), (2,1), (0,0) e (4,4)
pertencerem as parabolas, eles nao pertencem a regiao delimitada por elas. Mas, por hipdtese, os
valores de a e b sao inteiros e distintos. Entao a nossa suposicao de que nenhuma das duas equacoes
originais possuia solucao era falsa, o que conclui a demonstracao.

Questao 5)



B 5 C

Inicialmente, vamos calcular a altura do triangulo em relacao a hipotenusa, que denotaremos
por h. Para isso, vamos calcular a area desse triangulo de duas maneiras diferentes.

5><h_3><4
2 2

Area =

Logo, obtemos que h = 5 Observe agora que os triangulos ABC e AED sao semelhantes. De

fato, como a figura inscrita no triangulo ABC' é um quadrado, temos que o segmento DFE é paralelo
a reta que contém o lado BC e porisso B=AED e C = ADE.

Se o lado do quadrado mede x, usando a relagao de semelhanga entre os triangulos ABC' e AED
nos obtemos:

h—z =z 5h
A 5@5 5% TS 51

6
Substituindo o valor de h obtido, chegamos ao valor de z = 37 Logo, a area do quadrado ¢

(%)



