OLIMPIADA MINEIRA DE MATEMATICA

- Resolucao Nivel 3

b2\ ?
1. d. (\/5 + 2) = 3b* Resolvendo o produto notével do lado esquerdo:

9 b 4 9 4 bt 9 116*
a+b\/a+zng — cz+b\/5:3b—Z — a+b\/5:T
. 5b%
Substituindo esse valor em ————= temos:
a+b%/a
5b% 4 20
S — pro— = ==
11* g 1164 11

4

2. a. Sendo x o preco de cada livro e sabendo que o comerciante comprou m livros

ao custo total de n reais. Podemos escrever: mx=n.
Os dois primeiros livros vendeu pela metade do preco entao, o valor de venda
desses dois livros foi:

r

PRI
O restante dos livros obteve um lucro de 6 reais, portanto, o valor de venda do
restante dos livros foi:

m—2

(x+6)+(z+6)+..+(x+6)=(m—2)(zr+6)

O lucro de 47 reais sera obtido subtraindo da venda total dos livros o prego de
custo isto é:

x4+ (m—2)(x+6) —n =47 — Como mx=n temos:
x+mz + 6m — 2x — 12 — ma = 47

om =47+ 12+ =z
B 59 + x

6

Para x = 1 temos que m = 10.

m

3. c.Sabendo que 1,5Km equivale a 1500m temos:

1500m [

750m

750m. 1500m.
A



A figura nos mostra um triangulo retangulo onde a hipotenusa é o que deve ser
calculado e os catetos equivalem a 750 e 2250. Pelo teorema de Pitagoras:

d* = 7502 + 22502

Isso equivale a dizer que a a distancia que joao ficou da casa do colega d é maior
que 2250m isso é, maior que 2,25Km.

4. c¢. Como x é um numero de dois algarismos, logo 10 < z < 99. Além disso = é
multiplo de 3, logo 12 < z < 99.

Dividindo a desigualdade por 3, temos:

4< = <33

wls

Agora entre os ntimero entre 4 e 33 devemos determinar qual tem maior soma de
seus algaritmos De fato, deve ter 9, logo s6 temos duas possibilidades 19 ou 29,
e por inspecao verifica-se que este nimero deve ser 29. Logo x = 3.29 = 87.

5. a. Iniciando com o numero 4, forma-se uma progresao aritmética com treés
nimeros positivos:
4 44+ R 4+2R

Ao somarmos 2 ao segundo termo e 20 ao terceiro termo temos:
4 6+ R 2442R

A questao disse que essa progressao é geométrica portanto, sua razao (q) sera

dada por:
6+ R 24+2R

4 6+R
(6 + R)* = 4(24 + 2R)
36 + 12R + R?* = 96 + S8R
R*+4R—-60=0 — " =6er”" =—10

q

Como a primeira progressao tem que ser de termos positivos concluimos que r=6.
Entao, q sera:

_6+R_6+6_3
4 47

q

6. a. Analisando as alternativas:

(a) Falsa : Foram vendidos 2 produtos azuis, 17 rosas, 3 verdes, sendo um total
de 22 produtos. Portanto, foram vendidos no maximo 22 sapatos das cores
azul, rosa ou verde.



7.

8.

10.

(b) Verdadeira : Como foram vendidos 67 produtos brancos, e s chinelos, te-
mos no maximo 67 chinelos brancos e portanto, 13 ou mais chinelos de cor
diferente da branca.

(c¢) Verdadeira : Como foram vendidos 67 produtos brancos, 2 azuis e 3 verdes,
temos um total de 72 produtos. Supondo que todos esses produtos sejam
chinelos, concluimos que foram vendidos 8 ou mais chinelos das cores rosa
ou preta.

(d) Verdadeira : Temos 23 produtos pretos e 32 sapatos, portanto, foram ven-
didos 9 ou mais sapatos de cor diferente da preta.

a. As coordenadas do vértice da parabola sao :xz, = _7” assim b = —2x,, logo

Yo =22 + by +1 =22+ (—22,) -1, + 1 = —22 = 1.

v

c. Fatorando:
a*—a=a(a®*—1)=ala+1)(a—1)=(a—1)ala+1)

B —b=b1?—1)=bb+1)(b—1) = (b—1)ald+ 1)

Como sao produto de trés niimeros consecutivos temos que os dois sempre serao
divisiveis por 2 e 3. Portanto o menor valor para o maximo divisor comum sera
o 6.

b.

Como Joana estd usando barbantes de mesmo comprimento A para construir
o quadrado e o triangulo equilatero, obtemos que o comprimento do lado do

quadrado é f e o comprimento do lado do tridngulo equildtero é 4.

3

Portanto a area do quadrado ¢ igual a A, = A

16> enquanto a area do triangulo
A%V3
36 -

equildtero é igual a A; =

Para comparar as duas areas, primeiramente escrevemos fragoes com denomina-

. _ 942 _ 4V3A?
dor comum: A, = 77 e Ay = =0

Basta, comparar 9 com 4v/3. Mas 1 < v/3 < 2, donde conclui-se que
4y/3 < 9 isto é, a area do quadrado é maior do que a drea do triangulo equilétero.
d. Seja x a medida dos catetos dos triangulos: AB = BC' = CD = DE = x.

Portanto, pelo Teorema de Pitagoras, as respectivas hipotenusas valem AC =

/2 =CE.

Na figura abaixo, vemos que o segmento C'B’ é mede x, pois é resultado da
rotagdo do segmento BC em torno do vértice C'. Portanto, o segmento B'E
mede zv/2 — z.

Seja K o ponto de intersecao dos lados DFE e B'C".



11.

12.

E facil ver que o triangulo AB'KE é semelhante ao triangulo ADEC' (caso
AAA). Como ADEC ¢ isésceles, temos que AB'KE tamém é. Logo, B'E =
B'K.

Portanto a drea de AB'KE é igual a

(V2 —z)(zvV2 —z)  22(3—2V2)

2 2

b. A probabilidade de se obter j no dado viciado é P(j)=kj (proporcional a j).
Como a soma das probabilidades ¢é igual a 1, temos:

k-1+k-24+k-3+...+k-6=1

E(1+24..+6)=1

1

S 21

Se P(x,j) denota a probabilidade de se obter o nimero i com o dado viciado e ]
com com o dado normal, entao:

k

i1
21 6
A probabilidade de se obter a soma i + j = K ¢ igual a soma de todas as pro-
babilidades dos pares P(i,j) tais que ¢ + j = K. Assim basta enumerar os pares

(i,j) e suas respectivas somas para obter a maior probabilidade.
Por exemplo:

P(i, j)

1 1
Soma 2: P(1,1) = 51 &
Soma 3: P(1,2) + P(2,1)
Soma 4: P(1,3) 4+ P(2,2) + P(3,1)
Soma 5: P(1,4) + P(2,3) + P(3,2) + P(4,1)
Soma 6: P(1,5) + P(2,4) + P(3,3) + P(4,2) + P(5,1)
Soma 7: P(1,6) + P(2,5) + P(3,4) + P(4,3) + P(5.2) + P(6,1)

Ate o valor maximo da soma que é 12.
Por inspecao, vemos que a soma de maior probabilidade é 7.

b. O centro do circulo inscrito é o incentro (encontro das bissetrizes), mas como
o triangulo é equilatero a bissetriz é também altura e mediana. Logo temos que

. . . : 1 .
o raio da circunferéncia equivale a 3 da altura do triangulo. A altura sera:

12 V3
2 - _ 12 N
e <2> - =5
3
Portanto, r = \é_



13.

14.

15.

A érea procurada é a area total do triangulo menos a area da circunferéncia
dividida por 3. Pois as trés areas externa a circunferéncia e internas ao triangulo
sao iguais devido o triangulo ser equilatero.

Ao As=A_(bn (VBNT) 1 3VBox
- e 7T 37 36

3 6

b. Resolucao:

1 a0 9 - temos 9 algarismo

10 ao 99 - temos 90 nuimeros de 2 algarismos logo 180 algarismos

100 ao 999 - temos 900 nimeros de 3 algarismos logo 2700 algarismos
1000 ao 1999 - temos 1000 ntimeros de 4 algarismos logo 4000 algarismos
2000 ao 2007 - temos 8 ntimeros de 4 algarismos logo 32 algarismos
Total= 6921 algarismo.

d. x é multiplo de 31416 logo, x = K -31416 onde K é um nimero inteiro positivo.

31414 < vz < 31420
(31414)* < K - 31416 < (31420)°
(31416 — 2)* < K - 31416 < (31416 + 4)*

(31416 —2)* . _ (31416 +4)°
31416 31416
B1416° — 4(31416) +4 _ . _ 31416° + 8(31416) + 16
31416 31416

16
< K < 31416 + 8 + ——

1416 — 4
S1416 + 31416 31416

4
1412 K 1424
s " 31416 31416 k<3 " 31416 31416

6 , .
Como sao numeros bem proximos de zero e k tem que ser um

31416 31416

nimero inteiro temos que:

31413 < K < 31424

Entao, existem 12 valores possiveis para K e portanto, 12 valores possiveis para
X.

a. Chamamos de C o ponto de intersecgao da reta paralela a OR passando por A
com a reta que contém o segmento OB. Temos que o angulo ACO = ROB pois
AC//OR e que os triangulos ABC e ORB possuem o dngulo RBO em comum
portanto, temos que os triangulos ABC e ORB sao semelhantes pois possuem dois



angulos congruentes. O angulo AOC = 60 entdo,o triangulo ACO ¢é equilétero
com lado igual a 12. Pela semelhanga entre os triangulos ABC e ORB temos:

AB (B 12 18 12

_— = > = — — — =

OR OB OR 6 OR
3OR=12 — OR=14

3



