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Introducao

Dada uma matriz quadrada A, fungdes f : U C C — C podem gerar matrizes,
conhecidas como funcoes de matrizes, denotadas por f(A). Esse é o caso, por
exemplo, das matrizes A*, A™!, sen A e o fluxo e*’. (Note que a denominagio
fungdo de matriz € imprecisa: como nao se estuda como f(A) varia com a matriz
A, ndo estamos lidando com uma fun¢do, mas sim com o valor assumido por f na
matriz A!)

Em cursos de Algebra Linear, usualmente restringe-se a apresentacao de fun-
coes de matrizes ao caso em que f € um polindmio ou, se a matriz A for simétrica
e A= P7'DP, com D diagonal, define-se f(A) por P~ f(D)P, em que f(D) é
obtida ao se avaliar f em cada uma das entradas diagonais de D.

Devido a sua enorme importincia no estudo de equagdes diferenciais, e’ é
usualmente definida por meio da expansio em série de poténcias, 0 que exige o
conceito de convergéncia uniforme e, consequentemente, torna a exposi¢ao aces-
sivel apenas para alunos mais avancados. Além disso, a obtenciio do fluxo e’ é
apenas feita em casos muito simples (em geral, quando a matriz A estd na Forma
Canodnica de Jordan) e o estudante fica com a impressdo que e’ é uma solugio
“tedrica” para o sistema x’ = Ax. O fato que e’ é um polindmio (com coeficien-
tes dependendo de ¢) na matriz A nao € enfatizado.

Nossa exposicao de fungdes de matrizes pode ser sintetizada como uma gene-
ralizacdo da versdao em dimensao finita do célculo funcional de Dunford-Schwarz
[10] e ja era conhecida por Gantmacher [11]. Ela é simples e tem consequéncias
notaveis: f(A)é sempre um polindmio na matriz A (com coeficientes dependendo
da funcdo f), que pode ser facilmente obtido se sdo conhecidos os autovalores com
multiplicidade de A. Essa abordagem, uma técnica corriqueira na Algebra Linear
Numérica, tem sido esquecida nos textos de Algebra Linear. Livros bem reputados
(veja [13], [14], [15], [24]) ou mesmo tratados mais avancgados (veja [3] ou [17])
nem mesmo a mencionam. Com esse texto queremos contribuir para uma reavali-
acao do célculo funcional na Algebra Linear basica. Abordagens mais abrangentes
desse tema podem ser vistas em [4] e, principalmente, em [12].

A leitura desse texto pressupde alguns conhecimentos simples de propriedades
dos ntimeros complexos (manipulagdo de nimeros complexos, férmula de Euler e
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o teorema fundamental da Algebra - alguns topicos um pouco mais avangados sao
abordados em um exercicio) e um curso introdutorio de Algebra Linear, no qual se-
jam abordadas as no¢des de espaco vetorial, aplicacdo linear e suas representacdes
matriciais e somas diretas. Até mesmo a demonstracdo do Teorema de Cayley-
Hamilton consta do texto. Fazemos também uso de algumas nocdes basicas da
Analise Matematica: norma e convergéncia uniforme (apenas na apresentacao da
defini¢do tradicional do fluxo e?).

Belo Horizonte, 31 de janeiro de 2015.

Hamilton Prado Bueno
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Capitulo 1

Polinomios de matrizes

Denotaremos por V' um espago vetorial de dimensdo n sobre o corpo K. Para
simplificarmos a nossa exposi¢do, K serd o corpo dos complexos C ou o corpo dos
reais R.

SejaT : V — V um operador linear. Escolhendo uma base 9 para V', obte-
mos a matriz T, representacdo de 7" na base %.

Exemplo 1.1 Seja R : R* - R? a aplicaciio que roda em torno da origem por um
angulo 0 < 6 < 2z um ponto do R?, no sentido anti-horério. E claro que o tinico
ponto fixo por R € a origem.

a+b

k"

Figura 1.1: A linearidade de R é geometricamente clara.

Escolhendo a base candnica & = {e,,e,}, come; = (1 0)" (estamos denotando
assim a transposta) e e, = (0 1)", encontramos R.: se Re;, = P, o ponto P tem
coordenadas (cos @ sen#)', de acordo com a prépria defini¢do das fungdes seno e
cosseno. Do mesmo modo, se Re, = Q, as coordenadas de Q sao

(cos(0 + 7/2) sen(8 + 7/2))! = (—sen cosH)".
Logo, a representag@o de R na base & é

cosf® —send >

AzR%:( senf  cos@
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Denotaremos g € K[{] para indicar um polindmio ¢g({) = aka + ak_lé’k_l +
a,{ + a, com coeficientes no corpo K e grau k, arbitrario. Dado o operador
T : V — V, claramente faz sentido calcular

qT) :=a,T"+a, \T"'+ - +a,T+ayl.

(Denotamos por I a aplicacdo identidade I : V' — V). Note que ¢(T) € uma
aplicagdo linear de V' em V', que € representada por uma matriz n X n ao se escolher
uma base de V.

1.1 O polinomio minimo

Lembramos que um polindmio é monico se o coeficiente de seu termo de maior
grau forigual a 1.

Definicao 1.2 O polindmio minimo m € K[{] de uma aplicacdo T : V — V é
o0 polinomio monico de menor grau tal que m(T) = 0.

Lema 1.3 Todo operador linear T . V' — V, definido em um espaco V de di-
mensdo n, possui um tinico polinomio minimo. Se p(T) = 0 para um polinomio
p € K[{] e m for o polindmio minimo de T, entdo p é um miultiplo de m.

Demonstracao: O espaco Z (V) de todas as aplicacdes lineares T : V' — V €
um espago vetorial de dimensdo n”. (Esse espaco é isomorfo ao espago M, (IK)
de todas as matrizes n X n com entradas em K). Assim, as n* + 1 aplicacdes
lineares I, T, T?, ... ,T”2 s30, necessariamente, linearmente dependentes. Quer
dizer, existem escalares «, ay, ..., @,, € K, nem todos nulos, tais que

agl + o, T+ ... + ocnzT”2 =0.

Definindo p({) = ay+a,{+.. .+a,,zC"2, temos 0 # pe p(T') = 0. Dividindo pelo
coeficiente do termo de maior grau, obtemos um polindmio monico p. Associando
a cada polindmio monico que anula 7" o seu grau, o Principio da Boa Ordenacdo
garante a existéncia polindmio minimo m.

Denotando por .# o conjunto de todos os polindmios com coeficientes em K[{]
que anulam 7', claramente a soma de dois polindmios em ¥, bem como a multi-
plicacdo de um polindmio em . por qualquer polindmio em K[{] resulta em um
polindmio em .. (Quer dizer, .# € um ideal.) A divisdo euclidiana de p por m
nos da p = gm + r. Como r = p — gm pertence a .¥ e o grau de m € minimo,
concluimos que r = 0. Em particular, temos a unicidade de m: se m,, m, fossem
dois polindmios minimos de 7', entdo m = m; — m, seria um polindmio de grau
menor do que o de m; e my, e m(T) = 0. U
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1.2 O teorema de Cayley-Hamilton

Recordamos a defini¢do do polindmio caracteristico:

Definicao 1.4 Seja A = T,. O polindémio caracteristico da matriz A é o poliné-
mio
p(¢) = det({1 — A).

E facil verificar que p € K[{] € um polindmio monico de grau n. Se € for outra
base de V' e a matriz B = T, a representacio de T na base €, entio A = P~'BP,
sendo P = ng a matriz de mudanca da base & para a base €. Temos que

det(¢I — A) = det(P~'(¢I — B)P)
= det P~'det(¢(T — B)det P = det(¢I — B)det(P~'P)
= det(¢{I — B),

mostrando que qualquer representacdo de 7' numa base de V' possui 0 mesmo po-
lindmio caracteristico. Em consequéncia, podemos definir:

Definicao 1.5 O polinémio caracteristico da aplicacdo linear T : V — V é o
polinomio caracteristico de qualquer uma de suas representacdes matriciais.

Observacao 1.6 O polindmio caracteristico é especialmente importante por causa
de suas raizes. Porisso, também é comum chamardet(7—{1) = (—1)"det({I-T)
de polindmio caracteristico de T'. <

Dado o operador T': V' — V definido no espaco de dimensao finita V', relem-
bramos:

Definicao 1.7 Seja p € K[{] o polinémio caracteristico da aplicagdo linear T.
As raizes 1 € K de p(§) sdo chamadas autovalores de T, enquanto as solugcoes
v # 0de Tv = Av sdo chamados autovetores de T (associados a A). O conjunto
de todos os autovalores de T é chamado espectro de T e denotado por o(T).

Exemplo 1.8 Consideremos o operador linear T : R* — R? definido por

T(x1> x0) = (=12 X1)-

Ao representar T na base candnica {e,, e,} do R?, obtemos a matriz

A= 0 -1
“\1 0)°
cujo polindmio caracteristico é p(¢) = £?+1, que nélo possui raizes reais. Portanto,
T nao possui autovalores. Mas a matriz A pode ser considerada como uma matriz
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com entradas complexas; nesse caso, o polindmio caracteristico p(¢) = ¢*+1 pode
ser fatorado como p(¢) = ({ — i)({ + i) e T possui dois “autovalores complexos”
distintos. Isso mostra que a andlise do espectro de um operador T: V — V
depende muito do corpo K sobre o qual V' € espaco vetorial. <

O procedimento utilizado no exemplo anterior pode ser generalizado: dada
uma matriz quadrada A, representacdo de T': V' — V, podemos considerar que
suas entradas sdo nimeros complexos. Essa interpretacio, aparentemente indcua,
nos permite aplicar o Teorema Fundamental da Algebra a matriz A, que garante
que A possui um “autovalor complexo™.”

Teorema 1.9 (Cayley-Hamilton)
Seja p € K[{] o polinomio caracteristicode T . V — V, em que V é um
espaco de dimensdo finita. Entdo p(T) = 0.}

Demonstracao: Faremos indugdo sobre n = dim V. Se n = 1, T € representado
pela matriz A = (4), cujo polindmio caracteristico € p({) = { — A. Entdo p(A) =
A— A =(A—=1)=(0).

Suponhamos que o resultado seja valido para qualquer espago de dimensao
n—1econsideremos 7: V — V,comdimV = n. Se a matriz n X n A for
uma representacdo matricial de T', considerando A como uma matriz com entradas
complexas, existe uma raiz A € C do polindmio caracteristico p de A. Seja 0 #
v, € C" tal que Av, = Av,. Considere entdo uma base {v,,v,,...,v,} de V, cujo
primeiro elemento € v,. Nessa base, a matriz A é representada por uma matriz B

com a forma P
*
B = <O Bl>, (1.1)

em que B, denota uma matriz quadrada (n—1)X(n—1) e * representa n— 1 entradas
sobre as quais ndo temos controle. Consideremos o polindmio caracteristico de B :

p(§) =det({ — A) = ({ — A)det({T — B)) = (£ — Dp,(0),
em que p,({) € o polindmio caracteristico de B,. Assim (veja o Exercicio 3),
p(B) = (B — AI)p,(B).
Para obtermos p, (B), decorre de (1.1) que B* tem a forma (veja o Exercicio 4)
A%
(b &)
*Ao considerarmos a matriz A que representa T como uma matriz com entradas complexas,

evitamos abordar a complexificacdo de um operador linear.
"Note que 0 simboliza o operador identicamente nulo.
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_(pi(D) * _(p(A) *
o= (0 )= (6 3)

de acordo com nossa hipdtese de indugdo.
Assim, (os tamanhos das matrizes I sdo diferentes em cada expressao)

p(B) = (B — AD)p|(B) = (8 B ,)) (pl(()ﬁ) 8) = <8 8)

completando a demonstracao. U

€, portanto,

Observacao 1.10 Seja V' um espaco vetorial de dimensdo n sobre o corpo K.
Dada uma aplicagdo linear T': V' — V, sejam p seu polindmio caracteristico e
m seu polindmio minimo. Combinando o teorema de Cayley-Hamilton 1.9 com o
Lema 1.3, vemos que p é um multiplo de m. Posteriormente mostraremos que p
possui exatamente os mesmos fatores irredutiveis de m (veja a Observacao 3.5).
Além disso, T € diagonalizavel se, e somente se, m({) for um produto de fatores
lineares distintos (veja o Corolario 3.8). <

1.3 Decomposicao de operadores

Seja V' um espaco vetorial. Suponhamos que
V=W & oW, (1.2)
isto €, que cada ponto x € V' tenha uma Unica representacao

x=x;+..+x, x, €W, j=1,...,¢F.

Para j =1, ..., 7, definimos as projecoes canonicas
. V> WcV
X = xj.

Claramente vale

T = 057 (1.3)
em que 6ij =0,sei#j,ed,;,=1,comi,je{l,..,7} Além disso,
¢
Yom=1I (1.4)
j=1
Reciprocamente, se os operadores lineares 7, ... , 7, satisfazem (1.3) e (1.4), defi-

nindo W, = z;(V'), temos que (1.2) se verifica e que z; sdo as proje¢des candnicas
dessa decomposicao.
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Definicao 1.11 Suponhamos que

equeT : V — V satisfaca T(I/Vj) C VVJ para j = 1,...,¢. Dizemos entdo que
os subespagos W) sdo invariantes pelo operador linear T € L(V, V). Definimos

entdo os blocos T, de T por T; = T|W/_ W - W

Proposicao 1.12 Suponhamos que T € LV, V)eV = W, ® - & W,, com
projegdes correspondentes zr;, j = 1,...,¢. Entdo T(W,) C W, se, e somente se,

T]Tj = 7th.

Demonstrac¢éo: Suponhamos que T(W);) C W,. Tome x € V arbitrario. Entdo
m;x € W, e, consequentemente, Tz;x € W,. Logo n,Tx;x = §,;Tx;x para todo

j=1,...,7. Somando todos esses termos ¢ utilizando (1.4), obtemos
¢ ¢ ¢
Trx = Z 0,;Tm;x = Z nTrx=nT <Z Jrjx> =n,Tx.
j=1 =1 j=1

Reciprocamente, se T' comuta com todo 7 ;» para todo x € I/Vj vale
I'x=Trx=nTxeW,

mostrando que T(W);) C W,.

1.4 Um homomorfismo de algebras

Definicao 1.13 Uma algebra of sobre o corpo K é um espago vetorial sobre o
corpo K que possui, adicionalmente, uma multiplicacdo satisfazendo as seguintes
propriedades, para todos u,v,w € o e k € K.

(i) (wv)w = u(vw) (associatividade);
(ii) u(v + w) = uv + uw (distributividade);
(iii) x(uv) = (ku)v = u(xv).

Se existir um elemento e € I tal que eu = ue = u para todo u € o, a dlgebra
o possui uma unidade. Se uv = vu para todos u,v € <, temos uma dlgebra
comutativa.
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Exemplo 1.14 O espaco vetorial K[{] de todos os polindmios com coeficientes
em K € uma algebra comutativa com unidade. O espago vetorial M, (IK) € uma
algebra (ndo-comutativa) com unidade. O espaco Z(V, V') € uma algebra. Es-
colhida uma base de V, essa algebra pode ser identificada com M, ., (IK). Fixado
T € L(V,V), seja K[T] o conjunto de todas os operadores lineares obtidos ao se
avaliar o polindbmio p € K[{]em T € L(V,V):

T p(T)e LV,V).

E facil verificar que K[T'] é uma subéalgebra de Z(V, V). <

Consideremos agora as algebras K[{] e K[T], definidas no exemplo anterior.
A aplicagao
¢ KT - K[T]
p = pT)

€ uma aplicacdo linear que satisfaz, adicionalmente,

d(pq) = pq(T) = p(T')q(T) = Pp(p)p(q).

(A segunda igualdade, de verificagdo imediata, ja foi utilizada na prova do Lema
1.3). A aplicacdo ¢ € um homomorfismo de algebras.

O nucleo de ¢ € o conjunto de multiplos do polindmio minimo mde T'. A divi-
sdo euclidiana do polindmio p por m mostra que KK[T'] € constituida de polindmios
em 7" com grau menor do que o do polindmio minimo. (Estamos considerando que
o grau do polindmio identicamente nulo é —o0). Por definicdo, o homomorfismo
¢ € sobrejetivo.

1.5 Exercicios
Seja V' um espaco vetorial de dimensao n sobre o corpo K.

1. SejaT : V — V um operador linear. Mostre que o polindmio caracteristico
de T € um polindbmio monico de grau n com coeficientes em K.

2. Sejam A uma matriz real n X n e 4 € C um “autovalor” de A. Mostre a
existéncia de um vetor v € C" tal que Av = Av.

3. Sejam p,q € K[{] polindmios e T : V' — V uma aplicacdo linear. Mostre
que (pg)(T') = p(T)q(T).
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Seja A uma matriz diagonal em blocos:

A, 0 - 0
A 0 A4, - 0
0 0 - A,
em que as (sub)matrizes A;, i = 1, ..., sdo quadradas.
Mostre que
Af 0 0
. :k
0 0 - A

Suponha que o polindmio p(¢) seja da forma (¢ — 1)?q(&), com g(A) # 0 e
d € {2,3,...}. Mostre que p'(1) = ... = p~P(4) = 0, mas pP(A) # 0.
Dizemos entdo que a raiz A de p({) tem multiplicidade algébrica d.

Sejam T': V' — V uma aplicacdo linear, m o polindmio minimo de 7', A e
B duas representacdes matriciais de 7. Mostre que os polindmios minimos
de A e B sdo iguais a m.

. Sejam T : V' — V um operador linear e p um polindmio com coeficientes

em K. Mostre que se A € um autovalor de T, entdao p(4) é um autovalor de
p(T).

Sejam T : V' — V um operador linear e p € K[{]. Mostre que, se K = C e
u € um autovalor de p(T'), entdo existe um autovalor A de T tal que u = p(A).
Dé um exemplo mostrando que esse resultado ndo € valido se K = R.

. Compare a demonstracao do Teorema de Cayley-Hamilton aqui apresentada

com aquela em [7].

SejaT : V — V um operador linear. Se V =W, @ --- @ W, e T satisfaz
T(W;) C W,, mostre que T pode ser representada por uma matriz diagonal
em blocos

A, 0 -« 0
. 0 A, - 0
0 0 - A,

em que a A; € uma (sub)matriz j; X j,, sendo j, = dim W,.

Reciprocamente, se a matriz diagonal em blocos A € a representacdo de um
operador linear 7' : V' — V, mostre que existem espacos W, C V tais que
V=w&---eW,eT(W,) CW,.
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11.

12.

13.

Sejam T': V — V um operador linear e W C V um subespaco invariante.
Mostre que os polindmios caracteristico p,, € minimo m,, de T |, : W —
W dividem os polindmios caracteristico p € minimo m de T .

SeV =W, @ W,, com W,, W, invariantes por T, e se r € s forem os polino-
mios minimos de T' |, e T' |y, , respectivamente, mostre que o polinbmio
minimo de 7' € mmc(r, s), 0 minimo multiplo comum dos polindmios r e s.

Uma aplicagdo linear T : V' — V é diagonalizavel se pode ser representada
por uma matriz diagonal, isto €, por uma matriz diagonal em blocos cujos
blocos diagonais sdo todos submatrizes 1 X 1. Mostre que um operador
T : V — V é diagonalizivel se, e somente se, V' possui uma base formada
por autovetores de T'.

Sejam p, g € K[{] polindmios com coeficientesem K e T : V' — V uma
aplicacdo linear. Mostre que (pg)(T') = p(T)q(T).
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Capitulo 2

O Calculo Funcional

Neste capitulo apresentaremos, para o caso de dimensao finita, a versao gene-
ralizada do céalculo funcional de Dunford e Schwartz [10], de modo a podermos
dar sentido para f(T),nocasoemque T : V' — V € um operador linear no espaco
de dimensdo finita V' e f : U C C — C uma fun¢do suave o suficiente. Esse tipo
de aplicagdo linear f(T') é usualmente chamado de funcdo de matriz. (Note, con-
tudo, que essa denominagdo ndo € precisa: como nao se estuda como f varia com
T, ndo estamos lidando com uma func¢do, mas sim com a aplicacdo linear f(7T),
isto €, o valor assumido por f em T'!)

2.1 O Polinomio Interpolador

Definicao 2.1 Uma fungdo f: U C C - C(ou f: I C R = R) é euclidiana
com relagdo ao polinomio p se:

(i) todas as raizes de p pertencem a U (respectivamente, a I);

(ii) se ¢, for uma raiz de p com multiplicidade k, entdo f tem derivadas até a
ordem k em §,.

Note que, se U for um aberto e f analitica em U (veja o Exercicio 2 para
a definicdo e propriedades de uma funcdo analitica), a condi¢do (ii) verifica-se
imediatamente.

A terminologia utilizada na definicao dada é motivada pelo seguinte resultado,
valido tanto para fungdes definidas em I C R como em U C C. Convencionare-
mos que o grau do polindmio identicamente nulo € —co.

Proposicao 2.2 Seja f euclidiana com relagdo ao polindmio p. Entdo existem
uma fungdo q, continua em cada uma das raizes do polinémio p, e um polinomio
rtais que f =qp+r, grr < grp.

11
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Demonstracao: Seja r um polindmio arbitrario. Consideremos a fun¢do g defi-
nida (nos pontos do dominio de f que ndo sdo raizes de p) por

f=r
P

q:

Queremos mostrar que podemos escolher » com grau menor do que o de p, de
modo que g possua extensdo continua em cada uma das raizes de p. Notamos que
q é tao suave quanto f em cada ponto { que ndo é uma raiz de p.

Seja {, uma raiz de multiplicidade k do polindmio p, isto &,

p) = (& = &) s,
sendo s um polindmio tal que s(¢;) # 0. Queremos achar r de modo que o quoci-

ente
f(&)—r@)
(C - Co)k
possua extensdo continua em ¢,. De acordo com a regra de L’Hospital, isso acon-
tece se

f&) =1 G =7 - s fEE) =r D) 2.1)

€ existir

A&

Basta, portanto, mostrar que existe um polindmio » com grau menor do que o de p,
satisfazendo relagdes como (2.1) em cada raiz {, do polindmio p, o que sera feito
no resultado a seguir. 0J

Para mostrarmos a existéncia do polindmio r, denotaremos f© = f.
Lema 2.3 Sejam dados os valores
f(§'1) f'(.Cl) SO AL (<)
f&) F1E) - FUE)

em que &), ..., §; sdo distintos. Sejan =y, +y, + ... +y; € N. Entdo, existe um
unico polinémio r, de grau menor do que ou igual a n — 1, satisfazendo

4G = F4E)

paratodoi=1,...,jek,=0,...,y,— L
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Exemplo 2.4 Antes de passarmos ao caso geral, vejamos em um exemplo a de-
monstra¢do do Lema 2.3. Suponhamos conhecidos os valores f(¢,), f(£) e f'({)).
Queremos encontrar um polindmio r de grau 2 tal que r({,) = f(,), r(&,) = (&)
e r'(¢) = f'(&). Sejar() = AL* + ul + v. Entdo os coeficientes de r devem
satisfazer o sistema matricial:

& G 1[4 f (&)
&G Y|ul=| & | 2.2
26, 1 0)\v) S

Se os valores f({,), f(¢,) e f'(¢,) forem nulos, basta tomar r = 0. (A unici-
dade de r, nesse caso, € consequéncia do argumento apresentado a seguir.)

Suponhamos que o sistema (2.2) ndo possua solu¢io ou que essa nao seja inica.
Entdo, o sistema homogéneo associado possui uma solugio ndo trivial (4, g, v;)".
Consideremos o polindmio nio nulo

1E) = A& + pC + v,

E claro que #({) tem raizes ¢, e {;, a segunda com multiplicidade 2 ja que ¢, €
raiz da derivada de f). Mas isso implica que #({') € um multiplo de ({ — {,)({ — ¢ )?
e tem grau maior do que ou igual a 3, o que é um absurdo. Logo (2.2) tem solucao
tinica para quaisquer valores (&), f(£) e f'(&)). <

Demonstracao: O polindmio r procurado satisfaz a um sistema linear que pode
ser escrito matricialmente como

Bz =b,

sendo z o vetor que tem como coordenadas os coeficientes procurados de r, b um
vetor cujas n coordenadas sdo os valores conhecidos de f e B a matriz n X n do
sistema linear assim formado.

Se B ndo possuir inversa, o sistema Bz = 0 tem solu¢@o ndo trivial

zo= (49 - A"
Consideremos, entdo, o polindmio na incégnita ¢
1) =g+ AL+ ...+ 4,7,

que € um polindmio de grau menor do que ou igual a n — 1. Como z, satisfaz o
sistema homogéneo associado, temos que #({) deve ser um multiplo de

(XY AR (S VLR
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0 que € um absurdo, pois o Ultimo polindmio tem grau n. Assim, B possui inversa
e o sistema Bz = b solucdo Unica, qualquer que seja o vetor b. U

O polindmio r é chamado de polinomio interpolador de Hermite.

Apresentamos agora uma consequéncia da Proposi¢do 2.2 que estd ausente
de nossos cursos basicos de uma variavel complexa:” a 4lgebra % de todas as
fungdes analiticas f : C — C € euclidiana com relacdo a todo polindmio p. Mais
geralmente, temos

Proposicao 2.5 Na divisdo euclidiana

f=ap+r (grr<grp)

da fungdo analitica f : U C C — C pelo polinomio p cujas raizes estdo em U, o
quociente q é analitico.

Demonstracao: De acordo com a demonstra¢do da Proposicao 2.2, a funcao

f=r
4

q:

¢ analitica, pois o numerador e o denominador se anulam exatamente nos mesmos
pontos e os zeros do numerador possuem multiplicidade maior do que ou igual a
dos zeros do denominador. Assim, g possui uma expansao em série de poténcias
em cada ponto de U. 0

Esse resultado possui extensdo para fungdes f: I C R — R de classe C* e
polindmios cujas raizes estdo todas em I: ¢ € C* decorre da regra de L’Hospital.

2.2 Funcoes de Matrizes

Algumas vezes escreveremos f({) para distinguir a funcdo f: U C C - C
(ou f: I C R — R)daaplicacdo linear f(T).

Sejam T : V' — V um operador definido no espaco de dimensao finita V' e m
o polindmio minimo de T.

Suponhamos que f seja euclidiana com relagdo ao polindmio m. Entio

f(©) = q(OHm(E) + r(C),

com grr < gr m. Uma vez que m(T') = 0, € natural definir

f(@T) = r(T).

*Veja o Exercicio 2 para aplicacdes da Proposicdo 2.5.
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Defini¢do 2.6 Sejam({) = (£ =) -+ (§—{;)"7 0 polinémio minimo do operador
T. Se estiverem definidos os valores

() I A (4 U A (4))
F&) F1E) - fE,
dizemos que f é euclidiana com respeito a T e definimos

f(@T) =r(T),
sendo r o polinomio interpolador dado pelo Lema 2.3.

A Defini¢ao 2.6 tem uma consequéncia importante, que salientamos desde ja:
o operador f(T) sempre comuta com o operador T'!

Observacao 2.7 Se compararmos a definicdo anterior com a definicio de uma
funcdo euclidiana f com respeito a m, vemos que as exigéncias sobre f sdo menos
restritivas. Qual a razdo dessa diferenca?

A resposta € simples: ao considerarmos abstratamente a divisao

f (&) = q(Hm(E) + r(C), (2.3)

precisamos impor condi¢des em f que possibilitem definir uma funcdo g que dé
um sentido aquela divisdo. Se essas exigéncias forem satisfeitas, podemos entao
concluir que r € dado pelo polindmio interpolador, que esta definido sob condi¢des
menos exigentes.

Por outro lado, ao considerarmos f(7'), supondo possivel a substituicao de
¢ por T em (2.3), obtemos f(T) = q(T)m(T) + r(T), teremos f(T) = r(T),
independente da definicdo de g(T"). Assim, apenas o valor do polindmio r em T é
importante.

A substitui¢do de § por T' em (2.3) € aceita implicitamente em muitos textos.
Mas uma dificuldade incontornivel antepde-se a ela em situacdes gerais: q(T') tem
que estar previamente definido para que a substitui¢do faga sentido! <

Entretanto, a Defini¢do 2.6 nem sempre € facil de aplicar: muitas vezes preci-
samos partir de um polindmio p que anula T" para obter o polindmio minimo m.
Seria proveitoso se pudéssemos utilizar p ao invés de m na defini¢cdo do operador
f(T). Eisso pode ser feito. Podemos utilizar multiplos de m enquanto a suavidade
de f permitir. Ao mostrarmos esse resultado manteremos a notagdo f = gm +r
(sendo r o polindmio interpolador definido antes) para simbolizar que f(T) foi
definido como r(T"). Suponhamos que p seja outro polindmio que anula a matriz
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T e r, o polindmio interpolador gerado por p. Entdo teriamos f = q,p + r, (isto
€, f(T) seria definido como r,(T")). Mas o Lema 2.3 garante que

(&) = g (OHm(E) + r(E). 2.4)
De fato, para toda raiz {, de multiplicidade y de m({), notamos que
r&) =) =), para i=0,...y-1

Uma vez que todos os termos da equacdo (2.4) sdao polindmios, a substitui¢do
de ¢ por T faz sentido, de acordo com a Secdo 1.4. Assim,

r(T) = r(T),

0 que autoriza a utilizacdo de qualquer multiplo s({) do polindmio minimo m({)
do operador T ao invés de m({) na Definicao 2.6.

Observacao 2.8 Note que, na argumentacdo anterior, nao verificamos que r; = r,
mas apenas que r,(T) = r(T)! <

Exemplo 2.9 Consideremos a matriz

A=

—_— NI

1
2
1

O = —
"

cujo polindmio caracteristico é p(¢) = (£ — 4)(¢ — 1)

O polindmio minimo de A é m({) = ({ —1)({ —4), como se verifica facilmente.
Se quisermos calcular A% definimos a funcio f(¢) = ¢! e consideramos o
polindmio ({) = AL 4 u satisfazendo r(4) = f(4) = 4% ¢ r(1) = f(1) = 1.
Definindo y = 4'*, entdio r(¢) = 151 + &L, Assim,

r#2 1ot
3. 3. 3
1000 _ —|r-1 y+2 y-1
AT =rA) =5 5 5
r=1 oyl 42
R
Notamos que, uma vez que f (&) = ¢'%%° é um polindmio, poderiamos ter feito

a divisdo euclidiana f({) = q({)m({) + r({) (obtendo assim r), donde se segue
que A" = r(A). (Os calculos nesse exemplo podem ser simplificados: veja o
Exercicio 3.) <

Exemplo 2.10 Consideremos a matriz

A=

S O O
[N el
S O =

Queremos calcular cos A.
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Os polindmios caracteristico e minimo de A sdo p(¢) = &> e m() = &2
Utilizando p, obtemos o polindmio interpolador r,({) = A 24 ué + v, em que
A=-=12, y=0ev=1(oisv=r0) =cosO=1,u=r'(0)=—-sen0 =0
e 24 = r"(0) = —cos0 = —1). Utilizando m, obtemos o polindmio interpolador
rn(§) =af + p,emquea =0e f = 1. Assim, r, # r,. Contudo,

10012 1 00 100
r,(A) = 5000 +{o 1 o]=]0 1 0O|l=r,A)
000 0 0 1 00 1
ecosA=r,(A)=r,(A)=1. <

2.3 Estendendo o Homomorfismo de Algebras

Sejam T : V' — V uma aplicagdo linear definida no espaco V' de dimensdon e
m o seu polindmio minimo. Suponhamos que f e g sejam euclidianas com relagao
a T. Nosso objetivo nesta secdo € mostrar que, em (f'g)({) € valida a substituicao
de { por T (fg)T') = f(T)g(T).

Assim, suponhamos que m(§) = ({—¢;)" -+- ({ —¢;)”7 seja o polindbmio minimo
deT.

Como vimos na Sec¢do 1.4, existe um homomorfismo natural ¢ entre K[{], a
algebra de polindmios com coeficientes em K e K[T'], a 4dlgebra de operadores
lineares obtida ao se avaliar cada polindmio p € K[{] em T'.

Denotamos por # a dlgebra de todas as fung¢des euclidianas com respeito a T'.
E claro que K[{] € uma subdlgebra de 7.

Definimos, entdo, ®: # — K[T'] por ®(f) = f(T), sendo f(T) dado pela
Definicao 2.6. Claramente ® é uma aplicacdo linear. Vamos verificar que ®(fg) =
O(f)D(g). Se f = qm+r, e g = gm+r, denotam as divisdes euclidianas de f e g
por m, claramente ®(f)®(g) = r (T)r (T) = (r ;r,)(T). Por outro lado, seja fg =
gsm + r;, a divisdo euclidiana de f'g por m. Como vimos antes da Definigdo 2.6,
vale a divisd@o de polindmios r,r, = gym +r,, 0 que implica @(fg) = r,(T) =
(rpr )(T) = O(f)P(g). Isso mostra que ® € um homomorfismo de algebras, que
estende o homomorfismo ¢.

NS
v N
S — KIT]
o

O nicleo de @ € constituido pelas fungdes f € # que possuem resto nulo quando
divididas por m, isto €, pelas fungdes f tais que

&) =0, f1E)=0,..., f(§) =0,..., f7D() =0
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(A leitura do restante desta se¢do € opcional.)

Observacao 2.11 (Os resultados aqui descritos sdo mais avancados e requerem
conhecimentos da topologia do [K".) E possivel introduzir uma topologia em K[{],
na qual o homomorfismo ¢ € continuo. Para isso, seja K C K um conjunto com-

pacto que contenha ¢(7’) em seu interior. Definimos k = max{y, — 1,...,7;, — 1}
€ a norma
— (k)
Ipllcrxy = rglealg(“P(C)L ) A (91}

E de verificacdo imediata que a convergéncia nessa norma implica convergén-
cia na seminorma

1PNl = max{1p@)ls -, [P 7PED] s [PEDL - 1T DN

Se considerarmos K[7T'] com a topologia de K", o homomorfismo ¢ € conti-
nuo. De fato, sejam p e g polindmios quaisquer. O polindmio (em T") p(T') — q(T)
tem coeficientes que dependem apenas dos valores assumidos pelos polindmios p
e q (e, conforme o caso, pelas suas derivadas até a ordem k) no espectro o(T') =
{¢1,...,¢;} do operador T, de acordo com a Defini¢do 2.6. Segue-se imediata-
mente dai que p(T') estara perto de q(T'), se p e q estiverem suficientemente proxi-
mos na norma || « || k-

Entretanto, para garantir a continuidade de ® precisamos restringir a algebra
#. Fazemos isso definindo F*, a algebra de todas as fungdes f definidas e de
classe C* em todos os pontos do interior do compacto K. Claramente F* c 7.
Consideramos em %* a mesma norma introduzida em K[(]. E claro que K[{]
também é uma subélgebra de F*.

O argumento que prova a continuidade de ¢ continua valido. Assim, ®@g, =
®| . é continuo.

KIZT ¢
v N
F- — K[T]
¢97k
A continuidade de @ € importante na Algebra Linear Numérica. <

2.4 Aplicacoes do Calculo Funcional

Uma grande variedade de aplicagdes do Calculo Funcional € apresentada em
[12]. Aqui listaremos apenas algumas aplica¢des simples, dando especial atengdao
ao fluxo e e suas principais propriedades.
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2.4.1 O Fluxo

Comecamos com a definicio usual do fluxo e?”. Essa depende da nogio de
convergéncia uniforme e da nocdo de norma de uma matriz quadrada. Essa pri-
meira defini¢do pode ser omitida.

Partimos da funcdo exponencial exp : C — C, cuja representacdo em série de
poténcias

é«nlgn
|

n:

(o]
exp(¢9) = =1+ Z ,
=1
converge uniformemente em conjuntos compactos. Se || A|| denotar a norma usual
no espaco Z(C", C") das transformacdes lineares A : C" — C”, afirmamos que

o A"
I+ p

n=1

define um operador linear. De fato, a norma em < (C", C") tem a propriedade
lAB| < [[All [IBIl,

seguindo-se dai que ||A’|| < ||A||’, para todo i € N. Assim, para k € N, decorre

que
k

A"9"

I+ Z{ —

Para cada valor de 9 fixo, a série a direita converge. Como o espago Z(C",C") é
completo, o M -teste de Weierstrass implica que

k
All"8]"
31+Z—” L 'l " 2.5)
el n!

o An@n
_ A9 . _
exp(A9) = e =1 + Z{ !

n

é um operador linear. Tomando 8 = 7 € R, definimos o fluxo e** da matriz A.
Também notamos que (2.5) mostra que a convergéncia € uniforme, se 7 pertencer
a um conjunto compacto. Logo, diferenciacdo termo a termo produz sua derivada
e

ieAT =" A.
dt
Além disso, quando 7 = 0, temos
At —_ 0 _
e _,=e = 1.

Essas sdo as propriedades principais do fluxo e*”. Em particular, vemos que e** é
uma solu¢do fundamental do sistema matricial X' = AV, X(0) = I.
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Essa definicdo do fluxo e?? torna dificil o seu calculo explicito: usualmente
é necessario obter a forma candnica de Jordan J = P~'!AP da matriz A, entdo
e’" e, finalmente, e*” = Pe’"P~'. O célculo funcional torna possivel obter e””
facilmente.

Apresentamos agora uma forma alternativa de introduzir o fluxo, sem apelar
para sua defini¢do por meio de séries de poténcias. Seja A uma matriz quadrada.
Consideremos a fung¢do f : C — C (dependente do parametro real 7) definida por
(&) = €°". Ela define a funcdo de matriz e”".

Exemplo 2.12 Seja

Queremos calcular e**. O polindmio caracteristico de A (e também o seu po-

lindmio minimo) é

p(&) = (€ — I+ i) — ).
(Estamos considerando A como uma matriz no corpo C. Como mostraremos a
seguir, a utilizacao de raizes complexas € vantajosa.)

Para obtermos e””, definimos a funcdo f(¢) = €°". Basta, entdo, encontrar um
polindmio, de grau no maximo igual a 2, tal que r(1) = f(1) = e, r(i) = f(i) =
cost+isenter(—i)= f(—i) =cost —i sent. Substituindo essas relagdes no
polindémio (&) = A%+ u¢ + v, achamos A = (e7/2) — (cos T +sen7)/2, y = sent
ev=1(e'/2)+ (cost —sen7)/2. Assim,

T

e’ cost+sent e’  cosT—sent
e == - —] A? +(senT)A+ | = + —] 1,
2 2 2 2
que ¢, para cada 7 € R, uma matriz real (como ndo poderia deixar de ser), embora
tenhamos considerado a matriz A como uma matriz complexa.
Se notarmos que a matriz A é uma matriz em blocos, a obtencio de e” pode

ser ligeiramente simplificada. Veja o Exercicio 3. <

Observacao 2.13 Pode-se provar que f(A) € uma matriz real, sempre que A for
uma matriz real. A prova simples serd omitida: veja [12], Remark 1.9,p. 7. <

Exemplo 2.14 Seja

3 -4 -1
A=|-3 5 1.
21 —32 -7

O polindmio caracteristico de A é

p(&) = (¢ - D>
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Para calcularmos e?”, obtemos os coeficientes de () = AC? + ué + v de modo
que sejam satisfeitas as relagdes r(1) = el"=e",r0)=e" =1er(0) = e’ = 1.
Assim,v=1,uy=7e A=¢e" — 7 — 1. Concluimos que

et =(e"—t—-DA*+ 1A+ 11. <
Para obtermos algumas propriedades do fluxo, definimos:

Definicao 2.15 Seja I C R um intervalo fechado ndo degenerado (isto é, I ndo se
reduz a um ponto). Uma aplicagdo continua x : I — R" é chamada de caminho.
O caminho x é diferencidvel, se existir o vetor velocidade

x(t+ A) — x(7) "
A e K"

x'(r) = lAi_r)r(l)

(Se t for um ponto de fronteira, o limite é o respectivo limite lateral. Também
chamamos o vetor velocidade de derivada de x(7)).
Em outras palavras, se x(t) = (y,(z), ..., x,(7)) € R", entdo

x'(®) = (@, ..., 2,(0).

Identificando M, ., (KK) com K™, a mesma nogdo faz sentido para caminhos
que tomam valores no espago M, .., (IK). Assim, se A(t) denotar um caminho em
M,,.5.(IK), sua derivada é obtida ao se derivar cada uma das entradas de A(7).

Também podemos considerar fungoesy : U C C — K" (ou M, ... (K)) e definir
a derivada yw'({) de maneira andloga.

mxn

Deduzimos imediatamente as seguintes propriedades do fluxo e”":

(i) e

7=0 = I’
.. d At _ At
(i) e =e""A.
Da fato, a funco de matriz e” pode ser considerada oriunda da fungiio g(¢, 7) =

e“". Se fizermos 7 = 0 nessa fungio, obtemos g(¢, 0) = ", de onde segue-se (i).
Uma vez que

0 .
5.8¢ 0= e ¢ =g, 1),
o homomorfismo de algebras da Secao 2.3 garante (ii).

Observacido 2.16 Embora a funcdo f(¢) = ¢ satisfaca a equacio

ndo podemos deduzir que eA*® = e4e® uma vez que a substituiciio simultinea das

variaveis ¢ por A e w por B ndo € permitida pelo célculo funcional. Contudo, se
A e B comutarem, o simples conhecimento de que e” é um polindmio em A nos
permite concluir que e** B = Be”?, que é uma parte importante da demonstracio
de que e“+B)" = ¢47¢B" ge. e somente se, AB = BA (veja o Exercicio 16). <
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2.4.2 Funcoes Trigonométricas

O estudo da subsecdo anterior permanece valido para o caso da exponencial
¢'4" (ou seja, para a fungio g(¢,it), com 7 € R, a qual gera as funcdes trigono-
métricas sen At e cos Ar. Essas fun¢des também sao faceis de obter por meio do
calculo funcional.

As mesmas observagdes também se aplicam a outras funcdes trigonométricas.

2.4.3 Logaritmo

Dada uma matriz quadrada A, com det A # 0, o célculo funcional permite a
obtencdo da matriz B = log A. Apenas temos que escolher um ramo da funcio
f (&) = log{ que contenha o espectro 6(A) e, entdo, obter B = log A por meio
do polindmio interpolador. Claro, a matriz B depende do ramo escolhido, mas a
relacio e? = A segue-se sempre de €!°¢¢ = ¢.

Se todos os autovalores da matriz real A forem positivos, podemos entdo con-
siderar a funcdo real f(y) = In y (logaritmo neperiano) e aplicar a mesma técnica.
No caso em que A € simétrica, a matriz B = In A, assim obtida, é a tinica solucio
real da equacdo e? = A (veja [6]).

2.4.4 Raiz Quadrada

Suponhamos que todos os autovalores da matriz real A sejam reais € nao ne-
gativos. Adicionalmente, se O for um autovalor de A, supomos que ele seja uma
raiz simples do polindmio minimo m de A.” Nesse caso, podemos utilizar a func¢io
f:0,0) >R, f(y) = \/; para definir \/Z Aqui, o célculo funcional ¢ utili-
zado em uma func¢ado que € apenas continua no autovalor simples A = 0 da matriz
A.

Contudo, podemos definir \/X mesmo que A e seus autovalores sejam com-
plexos e ndo nulos. Apenas precisamos escolher um ramo da funcdo logaritmo
f (&) = log{ para o qual a raiz quadrada de todos os autovalores da matriz A es-
teja definida. Entdo aplicamos o célculo funcional a fung¢do complexa f({) = \/E .

Observacao 2.17 A definicdo de \/Z nao determina todas as solu¢des da equacao
B? = A. Se A for a matriz identidade 2 X 2,
-1 1
0 1

G0 ) (o)

também sdo solucdes de B> = I, além de B = I, a tinica solucdo que pode
ser obtida por meio da fun¢do raiz quadrada real. (A matriz —I pode ser obtida

"Essa hipétese pode ser relaxada, se A for uma matriz diagonal em blocos. Veja o Exercicio 3.
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utilizando a raiz quadrada complexa!) Além disso, se A = I, a equacio B> = A
possui a familia de solugdes reais

cos @ sen @
<sen 0 —cosb > 0 € 10,27,
que ndo vem da fungdo \/Z Veja, a esse respeito, [12]. <

A unicidade da raiz quadrada \/X pode ser garantida sob certas condigdes.
Veja [6].

2.4.5 A Inversa

A maneira classica de se obter a inversa por meio do polindmio caracteristico
p (ou minimo) da matriz invertivel A € a seguinte: se

PO ="+ A, "N AL+ A

temos
0=A"+A, A" '+ .+ 1A+ Al.

Multiplicando essa relaciio por A~!, obtemos
AT = =[N+ .+ A,A™].

Como A possui inversa, 4, # 0. Obtemos A~! dividindo o lado direito da igual-
dade anterior por A,,.

Para uma matriz invertivel arbitréria, esse procedimento nao € vantajoso com
relacdo ao célculo da inversa por meio de Gauss-Jordan. Em geral, também o
calculo funcional ndo € vantajoso.

Mas, por exemplo, se a matriz invertivel A for simétrica e possuir poucos au-
tovalores, o calculo funcional pode ser util: veja [5].

2.5 Exercicios

1. Sejam p,m € K[{]. Mostre que o resto r da divisdo euclidiana p = gm + r
¢ justamente o polindmio interpolador. Assim, o polindmio interpolador
fornece uma generalizacao natural da divisdo euclidiana.

2. (Este exercicio requer alguma familiaridade com fun¢des de uma variavel
complexa.) Sejam U C C um abertoe f: U — C uma fun¢do. Dizemos
que f € analitica em U, se ela possuir derivada em todos os pontos do aberto
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U e holomorfa em U, se ela possuir desenvolvimento em série de poténcias
(com raio de convergéncia positivo) em todos os pontos do aberto U'.

SejaU Cc Cum abertoe f: U — C analiticaem U.
(a) Suponha que U sejaconvexoey,n: [a,b] — U duas curvas fechadas.
Mostre que y e n sdo homotdpicas.

(b) Sejam y,n : [a,b] — U duas curvas homotdpicas e g : U — C anali-

tica. Mostre que
/Q(C)d(: = /Q(C)dC~
4 n

Em particular, se y for homotdpica a um ponto em U, entdo f , q($)dl =
0.

(c) Efetue a divisdo euclidiana f({) = q({)( — {,) + r({) e mostre a
férmula integral de Cauchy para conjuntos abertos convexos:

f(©d{

y C - gO

em que W (f,{,) denota o nimero de rotacdo e y(r) # {, para todo
t € [a, b]. Em particular, se y for um circulo,

1 [f©dE
f (&) = i .
Tl y él - él()
(Essa € uma demonstragdo muito simples da férmula integral de Cau-
chy para conjuntos convexos!)

= F(C)W (. Sy

(d) Conclua, por meio de argumentos classicos (veja, por exemplo, o Te-
orema 1.2, p. 133, em [16]), que toda fun¢do analitica € holomorfa.
(Isso chega a uma situagdo em que a versdo geral do Teorema de Cau-
chy pode entao ser deduzida, utilizando o argumento de Dixon, tal qual
em [19] ou [16].)

(e) Sey for como em (c), utilize a divisdo euclidiana para demonstrar que

f(©)d¢
y (&= &)

3. Seja f uma fung¢@o euclidiana com relacdo a matriz n X n em blocos

= f'(CW (&, 1)

A, 0 o 0

A 0 A, - 0

0 0 - A
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10.

Entao
fa) o0 - 0
| O S 0
0 0 — f(A)

Observacgdo: a Defini¢do 2.6 pode ser generalizada, se existir uma decom-
posicdlo de T': V' — V em blocos invariantes. Por exemplo, consideremos
a fungdo f(¢{) = \/E . De acordo com a Defini¢do 2.6, sé podemos calcu-
lar f(A) se O for uma raiz simples do polindmio caracteristico de A. Mas
se A for uma matriz diagonalizivel e considerando este exercicio, podemos
calcular f(A) independente da multiplicidade de O como raiz do polindmio
minimo de A.

Sejam p({) = (£ — 4)" e f uma func¢do euclidiana com relagdo a p. Obtenha
explicitamente os coeficientes do polindmio interpolador r tal que f = gp+
r,grr < grp.

. Calcule sen A e e, para

. Calcule e”7, se

. Mostre que a matriz

00
(1 o)
ndo possui raiz quadrada. Isso contradiz os resultados da Secdo 2.4.4?

Sejam T : V' — V um operador linear e ¢ € K[{]. Mostre que, se 4 for um
autovalor de T', entdo g(A) € um autovalor de q(T).

Sejam T : V' — V umoperadorlineare p € K[{]. Mostre que,se K = Ce u
for um autovalor de p(T'), entdo existe um autovalor A de T tal que u = p(A).
Dé um exemplo mostrando que esse resultado nao € vélido se K = R.

Seja V' um espaco vetorial real de dimensdo impar. Mostre que todo opera-
dor T : V — V possui autovalor (real).



26

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Sejam A(7) e B(z) dois caminhos diferenciaveis em M . (IK)(IK) definidos

no mesmo intervalo I C R. Mostre que

nxn

d d d

IA@B@] = [£-40)| Bo) + 4@ |- B0

dt dt dt

Sejam I 5t — A(r) € M, ,(K)(IK) um caminho e f uma funcio suave, tal
que f' seja euclidiana com relag@o a A(r) para todo = € I (isso certamente
acontece se f : C — C foranalitica) e f(A(7)) afuncdo de matriz resultante.
Mostre:

(@) LIAMD] = A @AD"+ AA @©[AD] 7+ ...+ [A@D] A (7).

(b) Se A(r)e A'(r) comutarem, entdo L f(A(7)) = f'(A(7))A' (7). Déum
exemplo mostrando que esse resultado nao € valido se A(r) e A’(r) ndo
comutarem.

(c) %[tr f(A(1))] = tr[f'(A(r))A'(7)], mesmo se A(r) e A'(7) ndo co-
mutarem.

Sejam x,,...,x,: I — K" caminhos diferencidveis. Se D denotar a fun-
¢do determinante, mostre que D(x,(7), ..., x,(7)) € diferenciavel e calcule
sua derivada. Deduza que, se 7 = A(r) € M, ,(K)(K) for um caminho
diferenciavel tal que A(0) = I, entdo j—T det A(7) o= A'(0).

Sejat — A(r) € M, ,(K)(R) um caminho diferencidvel. Mostre que, para
todo valor de 7 tal que A(7) € invertivel, vale

[det A(D)]' ~1 4
A =tr ([A(D)]'A' (7)),

ou seja,
% Indet A(z) = tr ([A(D)]'A'(7)) .

A+B ?é €A

Dé um exemplo mostrando que e e® no caso de as matrizes A e B

nao comutarem.

(A+B)t At Bt

Mostre que e = e”"e”" se, e somente se, A e B comutarem.

Observacdo: Podemos ter e”™® = ee®, mesmo que as matrizes A e B nio

comutem. Por exemplo, considere

0 0 3z 0 0 —\3z

A= 00 -7 e B= 0 0 - |.

—\/371' V4 0 \/571' /s 0
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17. Seja P uma matriz invertivel e » um polindmio. Mostre que r(P)r(P™') =
r(l)y=1.

18. Suponha definida f(A). Mostre que

(@) f(AY) = f(A)
(b) se QA = AQ, entdo Q comuta com f(A).

Defini¢éo 2.18 Seja A = (a;;) € M, (K)(R). A matriz A ¢ positiva, se a;; > 0 e
ndo negativa, se a; = Oparatodoi,j € {1,...,n}. Unvetor x = (yy,..., x,) €
positivo (resp., nao negativo) se y;, > 0 (resp., y; > 0) para todoi € {1,...,n}.
Notamos x > y, se y; > y;, paratodoi € {1,...,n}.

16. (O Teorema de Perron) Sejam A € M
uma norma no R”. Considere

(K)(R) uma matriz positivae || - ||

nXxn

K:={x20]]x]=1}
e defina y = supg{p > 0| Ax > px}. Mostre:

(a) o valor u esta bem definido e € positivo;

(b) se um vetor z > 0 satisfizer Az > uz, entdo z € um autovetor de A
associado ao autovalor y;

(c) vale a desigualdade: |Ax| < Alx|, em que |v| denota o vetor com
coordenadas iguais ao valor absoluto das coordenadas de v;

(d) o autovetor z € positivo e o valor u é o maior autovalor de A;
(e) o autovalor u é simples. Assim, se Aw = uw, entdo w €, necessaria-

mente, um multiplo de z.

17. Seja U C K" um subespaco. Suponha que exista um autovetor positivo
u € U. Mostre que U possui uma base formada apenas por vetores positivos.
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Capitulo 3

O teorema espectral

Nesta se¢ao mostraremos a utilidade do célculo funcional na demonstragao de
resultados abstratos.

3.1 Imagem do Espectro

Nosso primeiro resultado esclarece a relacdo entre os autovalores de T e os
autovalores de f(T).

Teorema 3.1 (da Imagem do Espectro)

Seja f uma fungdo euclidiana com relacdo ao operador T . V — V, definido
no espaco complexo V' de dimensdo n. Se v for um autovetor de T associado ao
autovalor A, entdo v é um autovetor de f(T) associado ao autovalor f(A). Todo
autovalor de f(T) é da forma f(A), em que A é um autovalor de T. Portanto, em
simbolos, vale f(o(T)) = o(f(T)).

Demonstracao: Como f € euclidiana com relacdo a T', f(T) = r(T) = akT" +
o+ a;T +ayl. Se Tv = Av com v # 0, entdo

fMuv=rTv=(A+..+a1+a)v=r(v=f(Av.

Reciprocamente, suponhamos que y seja um autovalor de f(T) = r(T'). Con-
sideremos o polindmio r({) — u, que pode ser fatorado em C como

k
rO - n=a [J€ -4
i=1

Consequentemente,

k
HT) — ul =« H(T - A0).
i=1

29



30 CAPITULO 3. O TEOREMA ESPECTRAL

Como o lado esquerdo dessa equacdo ndo possui inversa, a0 menos um dos fatores
T — 4,1 ndo € invertivel. Assim, 4; €, a0 mesmo tempo, um autovalor de 7' e uma
raiz de r({) — u. Portanto,

F) =r(A) = p. O

Note que a primeira afirmacdo vale mesmo que V' seja um espago real. Mas
ndo € isso o que acontece com a reciproca (veja o Exercicio 9 do Capitulo 2).

3.2 O Teorema Espectral

Definicao 3.2 Um operador N : V — V ¢ nilpotente se existir k € N tal que
N =0.

Provaremos agora um dos resultados mais importantes da Algebra Linear.

Teorema 3.3 (Espectral)
Sejam V' um espaco vetorial complexo de dimensdoneT . V — V um ope-
rador com polinomio caracteristico

PO = =AD" (= A",

em que os autovalores A; sdo distintos, parai =1, ..., j.
Entdo existem subespacos Wi, ..., I/Vj invariantes por T (isto é, T(W,) C W,
para todo i) tais que

V:I/I/IQ.”®I/I/J"

Além disso, dim W, =y, e os polindmios minimos m; e m de T |y, e T sdo
m(&) = (€ = A em(@) = m (€)=~ m, (&) = (£ = A)" - (£ = A,)%, respectiva-
mente, em que 1 < p, <y,.

Também vale a decomposicdo T = D + N, com D diagonalizdvel, N nilpo-
tente, sendo ambos polinéomios em T (e, portanto, DN = N D).

Demonstracao: Para cada A; consideramos um aberto U, C C com 4, € U, e
unuU,=@,

se i # k. Definimos f,({) = 1,se{ € U,,e f({) =0,se { € Uy, k #i. As
fungdes f1, ..., f; sdo euclidianas com relagdo a p e as relages
J
fB="1fe fifi=0.se ik e Y fi=1

i=1



3.2. O TEOREMA ESPECTRAL 31

sdo validas em U, D o(T). Denotando f;(T") por =, as relacdes

J

i=1

J
mt=n, mm,=0,se itk e Zﬂ'iZI, (3.1)
i=1

continuam validas (de acordo com a Secdo 2.3), de modoque cadaz,: V — V ¢
uma projecdo. Denotando a imagem de z,(V') por W, # {0}, obtemos

I7:=<HG G).” e)vV}

Como #; comuta com 7', a Proposic¢do 1.12 garante que T'(W)) C W..
Independente das bases A, ..., B ; escolhidas para os espacos W, ..., W,

9 j7
respectivamente, T' pode ser representado por uma matriz A, diagonal em blocos

com relacdo a base B = {%,,..., B;}deV =W, D - D W,:

A 0 0
a=ty=| 2T
0 O A
Afirmamos que, parai = 1,..., j, o polindmio caracteristico de A, é

det({1 — A) = (£ — 4)",

o que implica dim W, = y, e que o polindmio minimo de A, = T'[y,, € ({ — 4)",
para 1 < p;, <y, (de acordo com o Lema 1.3). Dai decorre imediatamente que o
polindmio m tem a forma dada pelo teorema. (Veja o Exercicio 11 do Capitulo 1.
Compare com a Proposi¢ao 3.7.)

Nossa afirmagéo sera provada se mostrarmos que o Gnico autovalorde T |, =
A, é A;, pois conhecemos o polindmio caracteristico de T'.

Vamos considerar apenas i = 1, os casos restantes sendo analogos. Seja 4 # 4,
um autovalor arbitrario. Definimos as funcdes

q,({) =8 -4, sef €U, /(¢ - 2), se¢ €U,

g)= e h(O)=

J J
qk(C) 17 Seé’e UU ’ 1, SCC (S UUk.
k=2 k=2
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Uma vez que AéUl, h estd bem definida e vale

g(Oh(E) = 1.

Isso garante que g(A) possui inversa.
Agora calculamos g(A). Uma vez que

J
80 =80 Y, £O = 41O 1) + (O FoAQ) + .. + GO F ).
i=1

decorre do homomorfismo de algebras (Secdo 2.3) que

gA)=(A-ADm + Iy + ... + Ix;

€, portanto,
A —AI 0 - 0
0 I -+ 0
ga=| T L0
0 0 - I

Como g(A) tem inversa, A; — Al também possui inversa, o que garante que A nao
¢ autovalor de A, e conclui a prova de nossa afirmacao. ’

Consideramos agora o operador diagonalizavel D = Y/_ A,x;. (Em cada W,
temos D; 1= Az, = A, 1, em que I € o operador identidade em W, de acordo com
(3.1). Isso implica que D é diagonalizavel.)

Definimos N =T — D. A representacdo de N na base % é

A - M 0 0
O
6 O A; - Al
Como o polindmio minimo de A, = T|m € p.(§) = ( — A)", tomando k =

max{p,, ..., p;} obtemos (4; — liI)k =0paratodoi =1,...,j e, portanto, N* =
0.

Temos que D = 2{:1 A = {:1 A; f;(T) € uma soma de polindmios em 7 e,
portanto, um polindmio em 7'. Mas isso implica que N = A — D € polindmio em
T, completando a prova. 0

Observacao 3.4 Praticamente a mesma demonstracao permanece valida no caso
de um operador T': V' — ¥V em um espago de dimensdo infinita V', se existir um
polindmio p tal que p(T') = 0. Nesse caso, se ({ — u) for um fator de p({) mas u
ndo for um autovalor de 7', entdo a projecdo associada a y terd imagem {0}. <
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Observacao 3.5 Se dim V' = n, a demonstracio garante a validade do Teorema
Espectral quando o operador T': V' — V possui todos os seus n autovalores (con-
tada a multiplicidade) no corpo R (veja o Exemplo 3.6).

Se esse nao for o caso (isto €, se 0 polindmio caracteristico de T' possuir fatores
irredutiveis de grau 2), o Teorema Espectral possui uma generalizacdo (conhecida
como Teorema da Decomposi¢do Priméria), que pode ser vista em [6]. <

Exemplo 3.6 Seja T : R* — R* definido por

T X0 X3 X)) = Qv = Yo+ X4 300 — Y30 o+ X530 — X2 + 3 1)

O polindmio caracteristicode T € p({) = ({—3)(¢ —2)3 e verifica-se facilmente
que m(§) = (& —3)(¢ — 2)*éo polindmio minimo de T'.

Exemplificaremos o Teorema 3.3 com respeito 2 base candnica do R*. Deno-
taremos por A a matriz que representa T nessa base.

A projegdo 7, (associada ao autovalor 3) é obtida ao se resolver o sistema’

rO) =2 +ul+v, r3=1,r2)=0,r@2)=0.

Assim,A=1,u=—-4,v=4e

0 -2 1 1
mo=A"—4A+41 = 8 8 8 8 :
0 -2 11
Do mesmo modo,
1 2 -1 -1
{01 0
7100 1 of
02 -1 0
Podemos comprovar facilmente as relagdes (3.1).
X 20ttt X202 X
L _pt = 0 ® e)
A3 0 A3
X4 20+ X+ 2 20— 13

= W,®&W, (dmW,=1, dmW,=3).

& . . s o A . ,o. . P2 A .
Para simplificar os calculos, usamos o polindmio minimo de 7" ao invés do polindmio carac-
teristico.
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A matriz D € definida por

2 -2 11
0 200
D=3 +2n,= 0 02 0
0-213
e a matriz nilpotente N por
01-10
01-120
N=4=-D=10o 110
01-10

E facil verificar que N>=0e ND = DN.
Se escolhermos, por exemplo, bases

B, ={w,=(1,0,0,1)}

‘%2 = {w2 = (1’090’0)’ w3 = (2’ 1’092)’ w4 = (_130’ 1’_1)}

para os espagcos W, e W,, respectivamente, entdo T € representado pela matriz
diagonal em blocos

3 0 0 0
0 (2 0
B=lo lo 3 -1

o lo 1 1

na base {%,,%,} = {w,,w,,w;,w,}. Como D é uma matriz diagonal nessa
base, temos imediatamente

3000

0200

D=1y 0 2 0

0002

(]

000 O
000 O
N=B-D=[, o | _j
001 —1

também satisfaz N2 = 0. <
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De acordo com o Teorema Espectral, se o polindmio caracteristico de um ope-
rador T': V — V definido no espago complexo de dimensao finita V' for

PO = =AD" (=",
entdo seu polindbmio minimo é
m(E) = (z = A" - (§ = A,

em que 1 < p; < ;. O inteiro positivo p; € o indice do autovalor 4,.
Esta implicita no Teorema 3.3 a seguinte caracterizacdo dos espacos W;:

Proposicao 3.7 Temos que W, = ker(T — A,1)". Os elementos de ker(T — A, 1)
sdo chamados autovetores generalizados associados a A;.

Demonstracao: De fato, se w; € W;, entdo (T — A,1)” w, = 0, pois o polindmio
minimo de T" [y, € ({ — 4,)”. Assim,

W, c ker(T — A, 1)".

Reciprocamente, tomemos x € V arbitrario e suponhamos que (7' — A,1)"x =
0. Escrevendo x = w+w,,emque ® € W := W, @--®W,_ ®W,,, @---DdW,e
w; € W, segue-se dai que (T' — A,1)” = 0, pelo que provamos antes. Se 0 # 0,
chegamos a um absurdo, pois,em W, & ---®W,_ & W, , &--- D I/Vj, T tem como
polindmio caracteristico
J
[]¢ - 20,
k=1

k#i

o qual nio é divisivel por ({ — 4,)", contrariando a Observacao 1.10. U

O resultado anterior nos indica uma maneira alternativa de encontrar os espa-
cos W: vale

ker(T—A,1) G- C ker(T— A1) =ker(T—/1iI)”"+l =..=ker(T-A,1)". (3.2)

(Para as inclusdes estritas veja o Exercicio 7; as igualdades s@o consequéncias de
(=4, e (£—4,;)" serem, respectivamente, os polindmios minimos e caracteristico
de T |y ).

O indice p; do autovalor 4, € encontrado quando essa sequéncia de subespacos
estabiliza-se. Ou, alternativamente, ker(T' — A,1)” é o primeiro subespaco da
sequéncia que tem dimensao y;.
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Corolario 3.8 Seja V um espago de dimensdo finita. Um operador T : V — V
é diagonalizavel se, e somente se, o seu polinomio minimo for produto de fatores
lineares distintos.

Demonstracéo: Suponhamos que T seja diagonalizavel. Sejam 4,, ..., 4; os au-
tovalores distintos de T'. Entdo V' possui uma base formada por autovetores de T’
(veja [6]). Considere o polindmio

h(&) = (€ = 4) ... (¢ = 4).

Se v for um autovetor de 7" associado ao autovalor 4;, entdo (T' — 4,1)v = 0.
Isso implica A(T)v = 0 para qualquer autovetor de 7. Como o Teorema Espectral
3.3 implica que o polindmio minimo e caracteristico possuem os mesmos fatores
irredutiveis, mostramos que A € o polindmio minimo de 7.

Reciprocamente, se m({) = (§ — 4;) ... (§ — 4;) for o polindmio minimo de
T, entdo o polindmio minimo de 7' |y, € ({ — 4,1). Isso quer dizer que W, =
ker(T' — A;I). Assim, todo elemento de W, € um autovetor de T'. Tomando bases
A, de cada espago W, temos que B = {AB,, ..., B,} € uma base de V' formada
por autovetores de T', como queriamos demonstrar. 0

Proposicao 3.9 Sejam S,T : V — V dois operadores no espaco de dimensdo
finita V' sobre C. Suponhamos que ST = TS. Entdo existe uma base de V
formada por autovetores generalizados tanto de S como de T.

Demonstracdo: Seja W, = ker(T' — A,1)"'. Sabemos que W, é invariante por
T. Vamos mostrar que também € invariante por .S. De fato, se w;, € W,, entdo
Tw; = A;w;. Mas entdo STw, = S(Aw,;) = 4;(Sw,;). Como TS = ST, STw, =
T(Sw;), de modo que T'(Sw;,) = 4,(Sw;,). Isso quer dizer que Sw; € um autovetor
de T associado a 4;, ou seja Sw; € W,. Aplicamos entdo o Teorema Espectral
3.3 ao operador S : W, — W, e obtemos uma base desse subespaco formada por
autovetores generalizados de .§. Como todos os elementos ndo nulos de W, s@o
autovetores generalizados de T', concluimos a prova ao repetir o procedimento para

todo i. ]

Note que a demonstracdo anterior mostra que a Proposicao 3.9 permanece va-
lida para qualquer nimero de operadores que comutam. Mais precisamente,

Proposicao 3.10 Se Ty,...,T,,: V — V forem operadores no espago de dimen-
sdo finita V' sobre C e se I'T, =TT, parai,j € 1,...,m, entdo existe uma base

de V formada por autovetores generalizados de todos os operadores Ty, ..., T,,.
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3.3 Exercicios

1.

Seja A € M,,,.,(K)(KK) diagonalizavel. Mostre que A satisfaz o Teorema de
Cayley-Hamilton.

Seja T : V — V um operador definido no espaco de dimensao finita V.
Suponha que T* = 0 para algum inteiro k. Obtenha os autovalores de 7.

Sei
eja L | 2
“\2 1)

Calcule os autovalores de sen A.

. Encontre a decomposi¢c@o dada pelo Teorema 3.3 para a matriz

N

Il
S o oo
S OO = =
SO ==
O N == =
DN = = =

Seja A uma matriz tal que A* = 0. Mostre que B = 0 para qualquer matriz
B semelhante a A.

Seja N uma matriz n X n, com n > 2. Seja N uma matriz nilpotente tal
que N" = 0, mas N"~' # 0. Mostre que ndo existe uma matriz A tal que
A*=N.

. Seja N: V — V um operador nilpotente, com N* = 0e N £ 0.

Seja v € V tal que N*v = 0 mas N*"'v # 0. Mostre que os vetores
{v,Nv, ..., N*'v} sdo linearmente independentes. Conclua as inclusdes
estritas na equacgao (3.2):

ker(T —AI) G - Cker(T — A,1)% = ker(T — A I)**' = ... = ker(T — A, 1)".
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Capitulo 4

Sistemas de Equacoes Diferenciais
Lineares

Neste capitulo mostraremos brevemente como o calculo funcional pode ser
aplicado no estudo de um sistema (linear) de equagdes diferenciais ordinarias. Nao
temos a pretensdo de ser completo ou auto-suficiente: apenas apresentamos algu-
mas defini¢des basicas e expomos, utilizando o célculo funcional, a demonstracao
de alguns resultados classicos. (Uma exposi¢do mais abrangente pode ser encon-
trada em [4].)

Resolver um sistema linear de equacdes diferenciais, com n equagdes (de pri-
meira ordem) com coeficientes constantes, significa encontrar n fun¢des continu-

amente diferencidveis” y,, ..., z,: R = R que satisfagam o sistema
ro_
o= apn + oo+ oauy, + b
X o= oyt o+ oax, + B
) : . . .
X = Cux; + ... + a,x, + P,

Definindo a fungdo x: R — R" por x(z) = (x,(2) ... x,(r))' e a matriz
A = (a;;), verificamos que esse sistema pode ser escrito na forma

x' = Ax+ b,

em que x'(7) € o vetor obtido derivando-se cada uma das coordenadas do vetor
x(yeb=(p; ... p)".
Em consonéncia com a nomenclatura empregada no caso de sistemas lineares,
se b = 0, o sistema é homogéneo; caso contrario, ele € chamado ndo homogéneo.
Vamos deter nossa atencdo no sistema homogéneo

x' = Ax. 4.1)

* L . . ~ ~ )
Isto é, cujas derivadas s@o funcdes continuas.

39
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Se, ao procurarmos solucdes de (4.1) exigirmos, adicionalmente, que a solu¢ao
x satisfaca a condigdo inicial

x(7y) = X, 4.2)

em que x, ¢ um vetor do R", estamos lidando com um problema de valor inicial.
Seguindo [21], mostraremos inicialmente a unicidade de solug@o do problema
de valor inicial (4.1)-(4.2). Denotamos por || - || a norma euclidiana do R".

Teorema 4.1 O problema de valor inicial (4.1)-(4.2) possui, no mdximo, uma so-
lucdo.

Demonstra¢do: Sejam x = (g, ... y,)' ey =(y, ... 7,)" solugdes do problema
de valor inicial. Definimos z = (¢, ... )" por z(r) = x(z) — y(7) e

u(z) = / (11(0) = 12(0)] + oo + 1 2,(0) = 1,(0)])do.

Como cada uma das parcelas da integral anterior € uma fun¢do continua, o
Teorema Fundamental do Calculo garante que

u'(t) = | (@) @+ ... + |x,(0) —r,(2)
Mas y,(7) = f;{; xi(o)doe y(r) = f; y!(c)do. Logo,

/ (2(0) - 7(0))do

0

|xi(D)=ri(D)] =

5/ |x/(©)=r/(0)|ds, ie€(l,....,n)}.
To
Portanto,
u'(7) < Z / |x/(6) —v/(o)|do. (4.3)
i=1 Y7

Mas y/(6) = (¢;, x(0)), em que ¢, denota a i-ésima linha da matriz A. Assim,
a desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky garante que

|xi (0)=v{ (@) = {Z;, x(a)=y(eN| < ;] Ix(o) =yl < 17,1 1Ix(6)=y(0)l ums

em que [|x(¢) = ¥(0)llym = X | x:(6) — 7,(c)|. Portanto,
(@< Y 4] / 1x(0) = Y(0)llumd's < pu(o),
i=1 70

emque p= Y0 (14
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Multiplicando a desigualdade u'(7) < pu(r) por e”*, concluimos que
d P
— (e <0.
——(e"u(@) <

Integrando essa desigualdade entre 7, e 7 € R, como u(r,) = 0, vem que

u(tr) < 0 para todo v € R. Dai decorre que u = 0 e, portanto, x = y. U
Definicao 4.2 Sejam x,, ..., x, solucdes do sistema (4.1). Consideremos a ma-
triz X (), cujas colunas sdo os vetores x,(7), ..., x,(t). Definimos o wronskiano
W(x,,...,x,)() das solugoes x,, ..., x, por

Wi(x,,...,x,)(r) = det X (7).
Dizemos que as solugoes x, ..., x, sdo linearmente independentes, se
Wx,....,x)r)#¥0 VreR

Nesse caso, a matriz X (t) é chamada matriz fundamental do sistema (4.1).
Caso contrdrio, isto é, se W (x,, ..., x,)(t;) = 0 para algum 7, € R, as solu-
coes sdo linearmente dependentes.

Sabemos que os vetores x,(z), ..., x,(7,) € R" s@o linearmente independentes
se, e somente se, W(x, ..., x,)(7,) # 0. Assim, a independéncia linear das solu-
coes xy, ..., x, de (4.1) equivale a independéncia linear dos vetores x,(7), ..., x,(7)
para todo 7 € R.

Enfatizamos que combinagdes lineares y,x; + ... +y;x; de solucdes x, ..., X;
de (4.1) também sdo solucdes de (4.1).

Proposicao 4.3 Sejam x,, ..., x, solugcoes linearmente independentes de (4.1). En-
tdo elas constituem uma base do espaco de solugdes, isto é, toda solucdo y de (4.1)
é uma combinagdo linear y,x, + ... +7,X,,.

Essa Proposic¢ao justifica a denominagdo de solugdo geral para a expressao
71X+ . X,

se {x,,...,x,} for uma base de solucdes de (4.1).
Demonstracao: Seja y uma solucdo de (4.1). Queremos mostrar que existem
constantes y,, 75, ... , ¥, tais que

(@) =y %, () + 1ox,(7) + ...+ y,x,(7), VTeR.
Consideremos y(z,). Em 7, temos o sistema linear nas incognitas y, ..., 7,:

71%1(79) + 12 %5(7p) + ... +7,%,(7o) = y(7p).
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Como sabemos, se W (z,) # 0, tal sistema tem solu¢@o tnica. Como as solu-
coes y;x,(7)+...+7,x,(r) e y(r) de (4.1) coincidem no ponto 7,,, elas sdo idénticas
em R, como consequéncia do Teorema 4.1. U

Observacao 4.4 Seja X (7) uma matriz fundamental de (4.1). Podemos escre-
ver a solucdo geral desse sistema em termos matriciais: definindo o vetor y =
(y ... 7,)' € R", temos

x(7) = X(1)y.

Em particular, a resolu¢do de um problema de valor inicial pode ser descrita
de maneira bastante simples por meio da matriz fundamental: se x(z,) = x, € R”,
entdo devemos resolver
X(79)y = X,

donde obtemos y = X~'(z,)x, e, portanto,
x = X(@)[ X (r5)x,].

Salientamos, entretanto, que a obtencdo diretade y = (y; ... }/,,)t quase sempre &
preferivel a obtengdo de X ~'(z,)x,. <

Notamos que vale a equacdo matricial
X' = AX, 4.4)

(a derivada da matriz X (7) € a derivacdo de cada uma de suas componentes), pois
cada coluna de X () € solugdo de x" = Ax. Considerado o isomorfismo entre M,
e [R"z, o Teorema de Unicidade 4.1 ¢ aplicavel a equacdo matricial (4.4).

Em virtude da ligagao entre os sistemas X' = AV e x’ = Ax, a matriz funda-
mental desse tltimo sistema também é chamada solugdo fundamental.

Proposicao 4.5 Sejam x,, ..., x, solugoes do sistema (4.1). Entdo
@) ou Wi(xy,...,x,)(tr) = 0 (e as solugoes sdo linearmente dependentes);
(ii) ou W(x,,...,x,)(tr) # 0 para todo t € R (e as solugbes sdo linearmente
independentes).
Demonstra¢ao: Suponhamos que W(x,,...,x,)(r;) = 0 para r;, € R. Entao,
existem constantes nem todas nulas y,, ..., 7,, taisque y, x,(7,)+...+y,x,(7;) = 0.

Defina w(r) = y;x,(7) + ... + y,x,(7). Entdo w(r) satisfaz (4.1) e w(zr,) =
0. Pelo Teorema 4.1, temos que w(z) = 0. Isto mostra que x,(7), ..., x,(7) sdo
linearmente dependentes em todos os pontos de R. U
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Definicao 4.6 Sejam x,,...,x, solugcoes de (4.1) satisfazendo as condigées ini-
ciais x,(0) = e, em que {e,, ... ,e,} é a base candnica do R". Entdo a matriz
X(1) = (x1 (7) ... xn(r)) ¢ chamada fluxo linear do sistema (4.1) e denotada por

e’ ou exp(Ar).

Se e”” for o fluxo do sistema x’ = Ax, temos que Wi(x,,...,x,)0) # 0. Tendo
em vista a Proposi¢ado 4.5, vale W(x,, ..., x,)(r) # 0 para todo v € R, de modo
que e*” é uma solucdo fundamental do sistema (4.1). Assim, uma maneira de
encontrar n solu¢des linearmente independentes de x’ = Ax consiste em obter o
fluxo e”. A existéncia do fluxo " esta provada na Secdo 2.4.

Como as colunas de e?” formam uma base do espaco de solucdes de (4.1),
podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 4.7 (Existéncia e Unicidade)
O problema de valor inicial (4.1)-(4.2) possui uma tuinica solugcdo para todo
vetor x, € R".

Com o intuito de ilustrar a utilizagdo do Teorema 4.1 na demonstracdo de re-
sultados, vamos apresentar algumas propriedades do fluxo e”".

Proposicao 4.8 Sejam A, B matrizes reais n X n. Se AB = BA, entdo e*"B =
Be e eA7eBT = U g0 ¢ somente se, AB = BA.

Além disso, se v for um autovetor de A associado ao autovalor A, entdo, para
todo T € R, v é um autovetor de e*” associado ao autovalor e*.

a0: Quee u éu uéncia 1 i alcu
Demonstracao e e” comuta com B é uma consequéncia imediata do calculo
uncional, pois o fluxo e”* é um polindmio (com coeficientes dependendo de 7) na
fi 1 fl At 1 fi tes d dendo d
matriz A.

Se A comutar com B, entao

d
d_ (eAreBr) — AeATeBr +eATBeBT — AeATeBr +BeAreBT — (A+B)eATeBT.
T

Isso mostra que e & solucdo de X' = (A + B)V, X(0) = I. Como eA™8)"
€ solucgdo desse problema de valor inicial, o resultado decorre do Teorema 4.1.

(A+B)T — oA7,BT ancontramos

Reciprocamente, derivando e
(A + B)e(A+B)T — AeATeBr + eATBeBT.
Nova derivacao produz

(A + B)Ze(A+B)‘r — AZeATeBr + 2AeA‘rBer + eATBZeBT.
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Tomando = = 0, obtemos (A + B)2 = A2 +2AB+ B?, de onde decorre o resultado.
Finalmente, a afirmacao sobre o autovetor de A decorre imediatamente do Te-
orema da Imagem do Espectro 3.1. U

Observacido 4.9 Suponhamos que A = C~! BC para alguma matriz invertivel C.
Entdo, € claro que as matrizes A e B t€tm os mesmos autovalores com as mesmas
multiplicidades. Isso quer dizer que o polindmio interpolador p(7) = a,_,(t)t" '+
... + a;(7)T + ay(7) que produz eA” também produz eB7. Assim,

N = CTBOT =g (r)CT'B"'C + ... + a,(r)C' BC + ay(v)]
C e, ,(0)B"" + ... + a,(7) B + ay(2)I]C
= Cc'efC.

<

Proposicao 4.10 Suponhamos que a matriz A € M
soma direta

(K) seja decomposta pela

nxn

K'=W,®...0W,

de subespagos invariantes por A. Entdo essa soma também decompoe e™".

Demonstracdo: Considere a projecdo candnica r; : K" — W,. Decorre da Pro-
posi¢do 1.12 (ou do Teorema 3.3) que Az, = x,A. Do Lema 4.8 decorre z,e*" =
eATni. (Esse fato também decorre de e” ser um polindmio em A.) Uma nova
aplicacao da Proposicdo 1.12 prova o afirmado. (]

Em outras palavras, o lema anterior garante que a decomposi¢do primaria
(ou espectral) da matriz A também é uma decomposicio do fluxo e?”. Assim,
se 4y, ..., 4; forem os autovalores distintos da matriz A € M, (K)(I) e W, =
ker(A — A,1)" denotar o subespaco de autovetores generalizados associados ao
autovalor 4,, a decomposi¢ao

K'=W, @ - @& W,
é tal que A(W,) C W,. O Lema 4.10 garante que
eAT — eAlT @ cee @ eAjT,

em que A; = Aly,.
Podemos calcular explicitamente a forma de e*". De fato, seja pi(&) = (¢ -
4,)"". Como p,(A,) = 0, o calculo funcional garante que e** = r,(A,), em que

Q) =a, (=2 + = A)+a.
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. . . =1 1 A
Resolvendo o sistema r,(4,) = e, ri(4;) = et ..., rt =40 Te*7 obte-

mos os coeficientes o; = «,(t). E facil verificar que esses coeficientes t€ém a forma
e’ P(£), em que P,(¢) é um polindmio na varidvel ¢, com grau menor ou igual a
y; — 1. Uma vez que

r(A) = a, | (OA, = 4D + 4+ g (O(A; = A1) + g1

e que uma base de solugdes de x’ = A,x é dada pelas colunas da matriz e**, vemos
que essas solucdes tém a forma

AT
P, (7)e"",

em que os polindmios veforiais P, () tém grau y, — 1 e sdo obtidos ao se multi-
plicar 4,(7) = e’lfTPi(T) pelas colunas de poténcias da matriz A, isto €, ao calcular
explicitamente r;(A).

Consideremos agora o caso de uma matriz real A que possua “autovalores”
complexos. Para cada par 4,4 = a + if, a expansdo e’” = e*(cos it + i sen fir)
gera um par de solugdes reais e*’ cos fit, e*” sen fz. Desse modo, as solugdes as-
sociadas ao par de autovalores A, A sdo da forma

P,(7)e"" cos fr, P,(r)e"" sen fit,
em que P, tem graud, — 1.

Observacao 4.11 Uma consequéncia do que acabamos de fazer é que todo o es-
tudo do fluxo linear e*?, incluindo a classificaciio de sistemas lineares por conju-
gacdo, pode ser feita sem a utilizagdo da forma candnica de Jordan. <

Definicdo 4.12 Dizemos que os sistemas
x'=Ax e x'=Bx

(ou os fluxos que lhes sdo associados) sdo linearmente conjugados, se existir uma
matriz invertivel C tal que
C(e?"x) = e®°Cx.

Teorema 4.13 A aplicacdo linear h(x) = Cx é uma conjugagdo linear entre os
sistemas
x'=Ax e x'=Bx

se, e somente se, C for invertivel e CA = BC. Em particular, esses sistemas sao
linearmente conjugados se, e somente se, as matrizes A e B forem semelhantes.
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Demonstracio: Se A = C'BC, a Observacio 4.9 mostra que Ce”"x = ¢?7Cx,
ou seja, h(x) = Cx € uma conjugagao linear entre os sistemas x’ = Ax e x’ = Bx.
Reciprocamente, derivando a igualdade Ce”"x = e"Cx com relaciio a 7 obtemos
CAe*x = Be®"Cx. Tomando 7 = 0, vem C Ax = BCx para todo x, o que prova
o afirmado. 0

Observacao 4.14 Uma vez que a conjugacdo é uma relagdo de equivaléncia, o
Teorema 4.13 mostra que as classes de equivaléncia das conjugagdes lineares sdo
dadas pelas classes de semelhanca das matrizes de seus sistemas de equacdes di-
ferenciais ordinarias. Quer dizer, dois sistemas de equacdes diferenciais lineares
sao linearmente conjugados se, e somente se, as matrizes desses sistemas tiverem
a mesma forma canonica de Jordan (a menos de ordenamento dos blocos, € claro).

4.1 Exercicios

1. Consideremos uma equagao diferencial de ordem n

y"@) = [y @),y (@, ... .y" (@) (4.5)

Definindo y, =, y, = ¥'s..n x, = vV, verifique que uma solugio de (4.5)
¢é obtida ao se resolver o sistema

)(1/ =0
Y T4 (4.6)

Xr: =f(T’X]’---’Xn_1)'
2. Considere a equagdo linear homogénea de ordem n:

a, @)+ ... +ax (7)) +ax(r) =0.

Transforme essa equacdo em um sistema homogéneo de equagdes lineares
de primeira ordem.

3. (Esse exercicio necessita de conhecimentos sobre a derivada da aplicagcdo
determinante.) Mostre o Teorema de Liouville: se x, ..., x, forem solugdes
de (4.1), entdo

W(r) = W(zr,) exp </T tr(A)do) .
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4. Sejam Y(7) e ®(7) duas solucdes do sistema matricial (4.4), sendo ¥(7)
uma matriz fundamental do sistema x" = Ax. Mostre que existe uma tnica
matriz C € M, tal que, para todo 7 € (a, f3), vale

(1) = ¥(7)C.

Em particular, ® também ¢ uma matriz fundamental de x" = Ax se, e so-
mente se, C tem inversa.

5. (Método de Variaciao dos Parametros) Seja X (r) uma matriz fundamental
de x’ = Ax. Dada a solug@o ¢(7) de x’ = Ax + B, com ¢(7,) = x, € R",
mostre que

o(t) = X(1) lX_l(TO)XO + /T X'I(G)B(a)dal .

6. Para toda matriz A € M, ,(I), mostre que a aplicagdo

nxn
U:R—->M,,(K), U)=e

€ um homomorfismo C* do grupo aditivo (R, +) sobre o grupo multiplica-
tivo G L(K), formado pelas matrizes em M, , (KK) que possuem inversa. Por
homomorfismo queremos dizer que

nXxn

U(tr+o0)=U(r)U(o), paratodos o, 7 €R.
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