


Forma Canonica de Jordan

Neste apéndice apresentamos uma demonstragdo direta (isto €, sem utilizar o
Teorema Espectral 3.3 ou o Teorema da Decomposi¢do Priméria) da existéncia e
“unicidade” da forma candnica de Jordan de uma matriz complexa.

Definicao 4.15 Sejam A, ..., A ; 0S8 autovalores distintos de uma matriz J, n X n.
A matriz J estd na forma candénica de Jordan se

J, 0« 0 4 1 0 - 0
0 J A1 0
J = . :2 . , emque J,=|: i oo
R .o oo o
o o - Jk - g /li

O bloco J; é um bloco de Jordan associado ao autovalor A,. A cada autovalor A,
estd associado ao menos um bloco J,, que pode ser uma matriz 1 X 1.

Note que o polindmio caracteristico da matriz J € da forma
pE@)=(—4)" ... (= A",

Assim, o nimero de vezes que o autovalor 4; aparece na diagonal de J ¢ justamente
a sua multiplicidade como raiz do polindmio caracteristico.

SejaT : X — X um operador no espaco X, com dim X = n. Suponhamos
que T possa ser representado por uma matriz J na forma candnica de Jordan. Isso
significa que existe uma base &% de X tal que J = T, chamada base de Jordan.

Consideremos um dos blocos de Jordan J; e 8’ C 98 a base do espago invari-
ante associado a esse bloco (veja o Exercicio ?? do Capitulo ??).

Se B' = {v,,...,v;}, entdo

Tw)=4v, e T()=uv,_,+4v, para ke (2,...,j}.

Essa € uma cadeia de Jordan de comprimento j. No caso de um bloco 1 X 1,
temos uma cadeia de comprimento 1 associado ao autovetor responsavel por aquele
bloco.



O método de Fillipov fornece uma das provas mais diretas da existéncia de
uma base na qual um operador assume a forma canodnica de Jordan. Faremos essa
demonstracdo adaptando e complementando aquela apresentada em Strang [24].

No enunciado do teorema estamos assumindo que X seja um espago complexo.
Basta, entretanto, que o polindmio caracteristico pde T: X — X tenha todas as
suas raizes no corpo K.

Teorema 4.16 (Jordan)

SejaT : X — X um operador no espagco complexo X de dimensdo n. Entdo,
existe uma base de X na qual T é representada por uma matriz na forma canénica
de Jordan. Essa representacdo é uinica, a menos de ordenamento dos blocos de
Jordan.

Demonstracao: Comecamos mostrando a existéncia de uma base na qual o ope-
rador T' € representado por uma matriz na forma canonica de Jordan.

Para isso, faremos indu¢do em » = dim X, partindo do fato que, se dim X =1,
entdo T, estd na forma canonica de Jordan para qualquer base 9% de X e que essa
representacao € unica. Suponhamos entao o resultado valido para qualquer opera-
dor definido num espago Z de dimensdao menor do que ou igual a n — 1, incluindo
também a unicidade (a menos de ordenamento dos blocos) dessa representagdo.

Fixemos entdo um autovalor A de T e consideremos o operador ndo invertivel
S =T — 4. (O fato de S ndo ser invertivel é fundamental para o processo indutivo,
como veremos na sequéncia.)

Como ker § # {0}, temos que dimker S > 1. Se dimker .S = n, temos que
T = A esta na forma de Jordan. Caso contrario, definindo U = im S, temos que
I £dimU < n—-1. Como S(U) C U (justifique!) podemos aplicar a nossa
hipétese de indugdo ao operador S |, : U — U. Portanto, existe uma base %, de
U tal que, nessa base, .S |, estd na forma candnica de Jordan.

Agora vamos completar a base 9, até uma base de X, mantendo S na forma
canoOnica de Jordan. Para isso, consideremos inicialmente U N ker S. Se k =
dimker S N U, entdo k > 1. Cada vetor em ker S N U C %, € um autovetor cor-
respondente ao autovalor 0, de modo que existem exatamente k cadeias de Jordan
em U associadas ao autovalor 0. Consideremos uma dessas cadeias e sua base:

Ups Uy oee s Uy

em que u; um autovetor associado ao autovalor O e ; o Gltimo vetor dessa cadeia.
Comou; €U, existev; € X talque Sv; =u; = OU +u; , de modo que as
cadeias relatlvas ao autovalor 0 emker SN U estio aumentando seu comprimento
quando acrescentamos o vetor v; a base 3.



O conjunto %, = {v,, ..., v, } assim obtido ¢é linearmente independente, pois
sua imagem por S € o conjunto linearmente independente {u; ..., u, }. Como
Sv; = 0v; +u,; , as cadeias relativas ao autovalor 0 em ker S' N U aumentaram
seu comprimento. Em outras palavras, a inclusdo dos vetores v; na base B, apos
cada elemento u; mantém a representacdo de .S na forma de Jordan.

Denotamos V =< vy, ..., v, >. Afirmamos que U NV = {0}. De fato, se
k
Z o;u; + Z pv;, =0,
u;€ERB i=1

aplicando § a essa igualdade, obtemos apenas vetores que estdo na base JB,, pois
Sv;, = u . Isso implica, em particular, que f;, = O parai € {1, ..., k}, provando
o afirmado.

Se tivermos X = U @ V/, temos uma base na qual .S assume sua forma de Jor-
dan. Mas pode ser que existam vetores em ker .S que ndo estdo em U. Se esse for

o caso e {uy, ..., u, } forem os vetores de %, que estdo em ker .S, podemos com-
pletar esse conjunto com vetores w;, ..., w; até obter uma base de ker S. Sejam
W =<w,..,w; >0 subespaco gerado por tais vetores e B, = {w,, ... ,wj}

uma base de W, se W # {0}. Claramente (U @ V)N W = {0}. Uma vez que,
pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, temos dimU + dim V' + dim W = n, po-
demos concluir que X = U @V @ W. A inclusdo dos vetores v, na base B, apos
cada elemento u; e a inclusdo dos vetores de %5 apos a inclusdo dos vetores de
B, e KB, mantém a representacio de S na forma de Jordan, pois os vetores de A,
sdo representados por blocos 1 X 1 associados ao autovalor 0. (O Exemplo 5.9
mostra que podemos ter W # {0}.)

Como Sy, = [T — Alg = T4 — A, também temos que T; = S, + 4 € uma
matriz na forma de Jordan.

Agora consideremos a “unicidade” da forma de Jordan de S. J4 decompusemos
oespaco X como X =U @V @& W,em que dimV > 1. Por indugdo, admitimos
a unicidade da forma de Jordan em espagos de dimensdo até n — 1. Em particular,
temos a unicidade da forma de Jordan em U @ W e podemos assumir que W =
{0}.

Como cadeias distintas de Jordan decompdem U @ V' em subespagos distintos
(aos quais a hipdtese de indugdo aplica-se), podemos assumir que U N V' seja
gerado por uma Unica cadeia de Jordan associada ao autovalor 0 de .S. Mas entao
existe v € V tal que Sv = u,,,, 0 elemento maximo da Unica cadeia de Jordan em
U = im S e, nesse caso, a forma de Jordan de S (e, portanto, de 7") € unica. A
unicidade (a menos de ordenamento dos blocos) da forma candnica de T decorre
entao. U



Corolario 4.17 Seja X um espaco de dimensdo finita. Um operador linearT : X —
X édiagonalizavel se, e somente se, o seu polindmio minimo for produto de fatores
lineares distintos.

Demonstracao: Decorre imediatamente da forma de Jordan de T', uma vez que o
polindmio minimo ({ — 4)” de um bloco de Jordan corresponde ao comprimento
da cadeia de Jordan que lhe € associada. U

Corolario 4.18 (Teorema Espectral)
Sejam X um espaco vetorial complexo de dimensdoneT : X — X um ope-
rador linear com polindmio caracteristico

p) = —=4)" (€= A4)7,

em que os autovalores A, i =1, ..., j sdo distintos.
Entdo existem subespagos W\, ..., W, invariantes por T tais que

X:M®..'®M'

Além disso, dim W, = y;, o polindmio minimos m; de T' |y, é m;({) = (= A,)"
e W, = ker(T — A,)", em que 1 < p, <y, é o comprimento do maior bloco de
Jordan associado ao autovalor A,.

Demonstracao: Basta definir W, como o espago gerado pelos vetores de todas as
cadeias de Jordan correspondentes ao autovalor 4, na forma candnica de Jordan.
E claro que o polindbmio minimo de T’ |W,- € justamente o comprimento p; da
maior cadeia de Jordan presente em W,. Assim, todo elemento de W, pertence
a ker(T — 4,)”. A reciproca é obtida ao se representar 7" numa base na qual T
assume uma forma de Jordan. U

Esse resultado nos indica como obter diretamente os subespacos W;: vale
ker(T — A,) G- C ker(T — 4,)" =ker(T — A,)"*' = . = ker(T — A)". (4.7)

(Justifique as inclusdes estritas; as igualdades sdo consequéncias de ({ — 4,)" e
(& — A,)" serem, respectivamente, os polindmios minimo e caracteristico de T’ |W’_ .

O indice p;, do autovalor 4; € encontrado quando essa sequéncia de subes-
pacos estabiliza-se. Ou, alternativamente, ker(T — 4,)” é o primeiro subespago
da sequéncia que tem dimensdo y,. Os elementos de ker(T" — 4,)” s@o os autove-
tores generalizados associados a 4.

Exemplos de célculos de uma base 98 na qual uma matriz assume sua forma
de Jordan sdo apresentados na Secdo ??.

Uma consequéncia imediata da forma candnica de Jordan € a existéncia de uma
decomposicdo T' = D + N, com D diagonalizivel, N nilpotente e ND = DN.
Mostraremos agora a unicidade dessa decomposicao, seguindo [?].



Teorema 4.19 Seja T : X — X um operador no espaco complexo de dimensdo
finita X. Existe uma unica decomposicdo T = D + N, com D diagonalizavel, N
nilpotente e DN = N D.

Demonstracdo: (Roteiro) Claramente D e N comutam com 7. Como W, =
ker(T — A,)% é invariante por T, esse espago também ¢ invariante por D e N.
Se T;, D, e N, denotam as restri¢des T |,,,, D|y, e N, , respectivamente, entdo

(’Ti_’li)_Ni:Di_/li'

O lado esquerdo da igualdade € nilpotente (como soma de operadores nilpotentes
que comutam), enquanto o lado direito é diagonalizidvel. Diagonalizando o lado
direito da igualdade, o lado esquerdo continua sendo nilpotente. Mas isso implica
que D, — A, = O e, portanto, T; — 4, = N,. Mas essa ¢ justamente a decomposi¢ao
oferecida pela forma canonica de Jordan. U

Exemplo 4.20 Seja T : R* — R* definido por

T X X3 X)) = Qv — Xo+ X4:300 — X530 X2+ X3 — X2 + 320

Vamos obter a forma candnica de Jordan de T, bem como uma base na qual T’
assume essa forma.
A representag@o de T' na base candnica é

2 1 01
0 3 -1 0

A=Ts=lg 1 1 o|
0 -1 0 3

O polindmio caracteristico de T é p(¢) = (£ — 3)(¢ — 2)* (verifique!). Como
todos os autovalores de T estdo no corpo R, podemos obter (um)a forma de Jordan
de T.

Verificamos que

Ny =ker(A—=2) = {(x1 120 X2 1) | 21- 2 € R}
Ny=ker(A=27 = {(x. 05+ 24223, 22) | 21, 203 x4 € R},

Como a dimensio de ker(A — 2)? é igual a multiplicidade de 2 como raiz do
polindmio caracteristico p({) de T, temos que o espago W, do Teorema Espectral
3.3 (ou Corolario 5.4) é dado por ker(A — 2)2.

Vamos obter uma base de Jordan para W,. Para isso, notamos que existem
trés vetores em N, e que dim(N,/N,) = 1. Isso quer dizer que teremos um bloco



2 X 2 e um bloco 1 X 1 associados ao autovalor 2. Claramente o vetor w, =
0,1,0,2) € N, e wzéNl. Calculamos entdo w, = (T' — 2)w, = (1,1,1,1).
(A demonstracido do Teorema de Jordan garante que w, € N, e que w,, w, sdo
linearmente independentes; esses vetores produzem o bloco 2 X 2). Para obtermos
uma base de N,, escolhemos o vetor w; = (1,0,0,0) € N,, que claramente é
linearmente independente com w;. (Mais uma vez, a demonstracdo do Teorema
de Jordan garante que {w,, w,, w5} sdo linearmente independentes; o vetor w;
produz o bloco 1 X 1.)
Para o autovalor 3, a forma escalonada reduzida de

-1 -1 01 100 -1

0o 0o-10| . lo1o0o o
A== 9 1 20 ¢ loo1 of

0 =1 0 0 000 0

Assim, o subespaco W; = ker(A — 3) € dado por

{(14:0,0, x| x4 € R}.

Esse subespaco tem base (1,0,0,1) = w, e produz um bloco 1 X 1 associado ao
autovalor 3.

Temos assim a base B = {w,, w,, w;, w,}, que € uma base de Jordan de T'.
Os vetores w;, w; € w, sdo autovetores de T' (os dois primeiros associados ao
autovalor 2 do operador T).

Assim, representando T" na base 9, obtemos uma forma de Jordan de T":

<2 1) 0 0
0 2 0 0
Ty=J= 0

3

00 (2

00 0 @3 <

Exemplo 4.21 Obtenha uma base & na qual a matriz A esteja na forma candnica
de Jordan:

20000 O
1 2000 O
A=—10200 0
01020 Of
11112 0
000O0T1 -1

O polindmio caracteristico de A é p(¢) = (¢ —2)°(¢ + 1), pois a matriz A é
triangular inferior.



Se denotarmos por W_; o autoespaco associado ao autovalor —1, vemos que
dim W_, = 1 e que uma base para esse subespaco € dado pelo vetor e,. (Vocé
consegue justificar esse fato sem fazer qualquer conta?) Denotaremos por w, =
e, 0 primeiro vetor da base procurada.

Consideremos agora o autoespaco W, associado ao autovalor 2. Temos que
dimW, =5e que

00000 O
10000 O
-1 0000 0
A_2_010000'
11110 0
000O0T1 -3

Se denotarmos N, = ker(A — 2), vemos que dim N, = 2. (Voc€ consegue
perceber isso sem fazer qualquer conta? Lembre-se que o nlimero de linhas nulas
no escalonamento de A—2 fornece os graus de liberdade nas solugdes de (A—2)x =
0, isto é, a dimensao desse espaco.)

Verificamos que

N, = ker(A-2) ={(0,0, _)(4»)(4’3)(6’)(6” Xas Xo € R}

A dimensdo do espago N, nos da o nimero de blocos de Jordan associados
ao autovalor 2. Assim, dois blocos de Jordan estdo associados a esse autovalor.
Como o espago invariante W, associado ao autovalor 2 tem dimensdo 5, existem
apenas duas possibilidades para a decomposi¢do de Jordan desse subespago: ou
existe um bloco 2 X 2 e outro bloco 3 X 3, ou existe um bloco 4 X 4 e um bloco
I x1.

Um novo célculo nos mostra que

N, = ker(A - 2)2 = {(0,0, = x4 + 35 — 6> Xa» X5 X6) | Xa» X5 X6 € R}

Ora, isso indica que teremos um bloco 4 X 4 e um bloco 1 X 1 associados ao
autovalor A = 2. Em particular, W, = N,.
Verificamos entdo que

ker(A=2)* = {(0, =313 = 324 + 925 = 27 6> 223, 220> 2 X5 2X6)}
ker(A—2)*={(=6, =943 — 9y, + 27 x5 — 81 15, 1015, 10 15, 10 7, 1015, 10 z) }.

(Ja era claro que deverfamos ter 5 graus de liberdade em ker(A — 2)*.)
Escolhemos entdo o vetor

ws = (1,0,0,0,0,-10/81) € N, \ N,.



Obtemos

w, =(A - ws = (0,1,-1,0,1,10/27), w;=(A — 2w, = (0,0,0,1,0,—1/9)

w, =(A-2)w;=(0,0,0,0,1, 1/3).

Note que w, € um autovetor de A, pois ele pertence a N;. Como N, tem
dimensdo 2, existe um outro autovetor nesse espaco, linearmente independente
com w,. Podemos tomar wy, = (0,0, 1,—1,0,0).

Tendo obtido os vetores {w, ..., wg}, arepresentagcdo de A nessa base satisfaz
Aw, = -w,; (pois(A+)w,=0)
Aw, = 2w, (pois(A-2)w,=0)
Aw; = w,+2w; (pois (A —2)w; = w,)
Aw, = w;+2w, (pois(A—-2w, = w,)
Aws = wy+2ws (pois (A —2)ws = w,)
Awg = 2wy

Assim, a representacdo de A nessa base é

-H 0000 O
0O (2 100y O
7= 0 10210 O
1 0 |0 0 21 0
0 \0 00?2 O
0O 00O0O0 @
<
Exemplo 4.22 Seja
-1 1 -1 -3 -1 7
o -1 1 2 3 2
0O 0 -1 0 -2 1
A= O 0 o0 -1 1 =2y
O 0 0 o0 -1 3
0O 0 0 O 0 -4

cujo polindmio caracteristico é (obviamente) p(¢) = (¢ + 1)°(¢ + 4).



Temos
ker(A+4) = {(—2x60,—x6 Xo» —Xo» X6) | X6 € R}
ker(A+) = {(%]’sz _2X4’X470’0)| 11’%4 e R}
ker(A+)§ = AU X0 =200 = 2455 X4> X5:O) | 215 1o 24> X5 € R}
ker(A+) = {11 X25 X35 X4> X5 O) | X105 X5 X35 X4o X5 € R}

Escolhemos w, = (-2,0,—-1,1,—-1,1) € ker(A +4). Esse € o primeiro vetor
de uma base na qual A é representada por sua forma candnica de Jordan.

Como dim(ker(A+)*/ker(A+)*) = 1, existe apenas um bloco 3 X 3. Clara-
mente, w, = (0,0,1,0,0,0) € ker(A+)* \ker(A+)2. Seja entdo (A+)w, = w; =
(=1,1,0,0,0,0) € ker(A+)* e (AH)w; = w, = (1,0,0,0,0,0) € ker(A+).

Como dim(ker(A+)*/ ker(A+)) = 2, existe um vetor nesse espaco que é li-
nearmente independente com ws;. A primeira vista, poderiamos escolher o vetor
w = (0,1,0,0,0,0), pois ele estd em ker(A+)” e ndo estd em ker(A+). Entre-
tanto, em lf;(éi?; , 0s vetores w5 € w sdo linearmente dependentes: basta notar que
a diferenca entre eles € um vetor em ker(A+). Uma escolha correta para o vetor
de ljferr((‘:“f)z , linearmente independente com w; € wy = (0,0, -2,0, 1,0) (verifique).
Entdo, (A+H)wy = ws = (1,1,-2,1,0,0) € ker(A+).

Notamos, em particular, que pode ser complicada a escolha de trés vetores
linearmente independentes em um espaco N,/N,_,. Em geral, isso pode ser obtido
por simples inspe¢do: o vetor ws escolhido tem uma coordenada que ndo esta
presente no espaco ker(A+). Se essa inspecao nao for suficiente, a melhor maneira
€ pensar como € construida a base do espago N,/N,_,: partindo de uma base de
N,_, os elementos que completam a base de N, formam a base desse espago. Esse
¢ o método computacional adequado quando a dimensdo de N,/N,_, for grande.

<

Agora passamos a mostrar um segundo método para obter uma base na qual
uma matriz A assume sua forma de Jordan, que evita o cilculo de poténcias de
A — 1. Esse método estd diretamente relacionado com o tratamento da forma
candnica de Jordan apresentado no Apéndice 5, mas independe de sua leitura.

Exemplo 4.23 (variacao sobre o Exemplo 5.7) Seja

000O0O0OO
1 0000 O
B -1 0000 O
01 0O00O0 OF
111100
00O0O0T1-=3

cujo polindmio caracteristico é g(¢) = ¢°(¢ + 3). Note que a matriz B foi obtida
da matriz A do Exemplo 5.7 ao tomarmos B = A — 2. (Neste método, € essencial
procurarmos cadeias associados ao autovalor 0.)
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Claramente e, = (000 0 0 1)" é o (Gnico) autovetor associado ao autovalor
—3. Ele nos fornece o primeiro vetor da base de Jordan: u; = e4. (Se esse vetor
nao fosse evidente, resolveriamos o sistema (B — 3)x = 0.)

Sendo b € R® um vetor arbitrario, escalonando a matriz aumentada (B | b)
encontramos bases para ker B e im B:

000O0O0O O b, 1 0000 O b,
1 0000 O b, 01000 O A
-1 0000 O b5 . 00110 O Ps— P, — B4
01000 O b, 000O0T1 -3 P ’
11110 O bs 000O0O0O O b+ p,
000O0T1-3 Be 000O0O0O O b,
Assim, uma base para ker B é dada por
0 0 0
0 0 0
-2 | -1 0
4 = X4 1 +Z6 0 ’
3% 0 3
e 0 1

enquanto im B tem como base os vetores de B correspondentes aos pivos (veja o
Corolario ??):

—_—_ 0 O O
O = O O OO
- o O O O O

0
1
-1
ol
1
0

0

de modo que im B = {(0, — x5, X3, X4» Xs5: X6) -

E fécil verificar que ker B N im B tem como base um autovetor associado ao
autovalor 0. Apenas este autovetor pode produzir uma cadeia de Jordan de com-
primento maior do que 1.

€ ker Bnim B.

— LW O O OO
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O segundo autovetor associado a 0 ndo pertence a ker B Nim B e é dado por

I
SO = = O O

Assim, existem apenas dois blocos associados ao autovalor 0. Um deles é uma
cadeia de Jordan de tamanho 4 (justifique!) que tem como primeiro vetor

Uy, = u;

o outro é uma cadeia de Jordan de tamanho 1 criada pelo vetor wg = v."
Precisamos encontrar os outros elementos da cadeia gerada por u,. Para isso,
resolvemos
Bx = u,,

cuja solugdo geral €, de acordo com a forma escalonada reduzida por linhas de
(Blb),
x=(0,0,3—a,a,1+38,p).

Escolhemos uma solugdo u, (de Bx = u,) com u; € im B. Para que a solugdo
pertenca a esse espaco, devemos ter a = 3; escolhendo f = 0, obtemos

u; =(0,0,0,3,1,0).

O vetor u, € escolhido como uma solu¢gdo em im B de Bx = u;. A forma
escalonada reduzida por linhas de (B|b) garante que a solu¢do geral desse sistema

2

€
x=(0,3,-2 — a,a,3p,p).

Devemos ter « = 1 para que x € im B. Escolhendo f = 1, obtemos entdo
u, =(0,3,-3,1,3,1).
Finalmente, resolvemos o sistema Bx = u, e obtemos, por exemplo, a solugdo
vs=(3,1,-1,0,1,0),

vetor que ndo estd em im B +ker B. Note que, qualquer que seja a escolha de § na
determinagdo do vetor u,, teremos que a solucdo de Bx = u, ndo estara em im B.

A notacio utilizada estd de acordo com a demonstracdo da forma de Jordan apresentada no
Apéndice 5.
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Assim, a base B = (u,, u,, us,u,, Us, Wy) coloca B na forma candnica de Jor-
dan.* Somando 2, a matriz A estd na forma de Jordan J apresentada no Exemplo
5.7 com a mesma base A. <

Exemplo 4.24 (Variacao sobre o Exemplo 5.8) Consideremos mais uma vez a
matriz A do Exemplo 5.8. Procederemos analogamente ao Exemplo 5.9 com rela-
¢do a matriz B = A — 2. Consideremos o sistema Bx = b:

01 -1 -3 -1 7 i
oo 1 2 3 2 b,
100 0 0 -2 1 by
(BIb) = 00 O 0 1 2 bl
00 O O 0 3 Ps
00 O O O0-3 Pe
cuja solugdo € dada por
010 -100 P+ P, — 2P, — 5p5/3
001 200 P, — 3P, +4p5/3
~_ 1000 010 fy—205/3
(R|b') = 000 O0O01 ps/3 ’
000 O0O0OO Ps + B
000 O0O0OO Py + 20, —5p5/3

de modo que uma base para ker B é formada pelos vetores

I
SO =N =O

SO OO O -

enquanto uma base para im B € formada pelos vetores

1N (-1 (-1 7
0 1 3 2
0 of |-2 1
ol | ol | 1] €] 2|
0 0 0 3
0 0 0 -3

A base % estd de acordo a notacio X = U @ V @ W apresentada no Apéndice 5.
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Escalonando a matriz que tem esses vetores como linhas, obtemos uma descri-
¢do mais simples paraaimagemde B: im B = {(y}, x2. 5 ¥3.- S ¥4 303+6 14, =3 13—
6y, } e ker B C im B. Isso quer dizer que os autovetores de B associados com o
autovalor 1 vao gerar cadeias de comprimento maior do que 1.

Sejau, = (1,0,0,0,0,0). Substituindo as coordenadas deste vetor na matriz
(R|b"), encontramos as solugdes de Bx = u;:

{x=0n 1+ Xao =204, 24,0, 0) | 11, x4 € R}
Escolhendo y;, = y, = 0, obtemos o vetor u, € im B
u, =(0,1,0,0,0,0).

Substituindo as coordenadas desse vetor na matriz (R|b") encontramos as solu¢des
de Bx = u,:
X = (11, 1 + X4, 1 - 2X4,X4,0,0)-

Escolhendo y, = y, = 0, obtemos a solugao
uy, =(0,1,1,0,0,0).

Note que a solucdo geral de Bx = u, sempre pertence a im B. Isso era espe-
rado, pois o autovetor u, também gera uma cadeia.

Procedemos analogamente com relacdo ao autovetor u, = (0,1,-2,1,0,0).
Substituindo as coordenadas desse vetor no sistema (R, b"), encontramos a solu¢do
geral de Bx = uy:

x=0, =14+ 0-2-24,1,0,0).

Escolhendo y, = y, = 0, obtemos a solucdo
uS = (07 _1’ _25 09 190)9

que € linearmente independente da solucao u,.

Note que, como antes, a solu¢do de Bx = u, nunca pertence a im B.

Se calcularmos o autovetor associado ao autovalor —3, encontraremos u, =
(=2,0,-1,1,-1,1). Arepresentacio de B nabase B = {u,,u,, us, u,, us, Uy} estd
na forma de Jordan; somando —1 ao elementos diagonais dessa matriz, obtemos a
forma de Jordan da matriz A, também assumida na base %. <

Observacao 4.25 Se tivéssemos uma matriz A cujos autovetores possuem mul-
tiplicidade (por exemplo, no caso em que det A = (¢ — 1)*(¢ + 1)°), o método
utilizado nos exemplos anteriores seria aplicado as matrizes B = A+ e C = A—.
As cadeias obtidas ao considerarmos a matriz B nos forneceria a parte da base
associada ao autovalor 1 de A, enquanto as cadeias obtidas considerando C nos
forneceria a parte da base associada ao autovalor —1 de A. <
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Vamos agora mostrar alguns atalhos que podem ser utilizados na obtencado da
forma canonica de Jordan.

Exemplo 4.26 Consideremos a matriz

10 -1 0
10 2 14 6
A=l | -1 7 )

2 0 2 0

cujo polindmio caracteristico € p({) = {({ + 2)’. Para determinar a forma de
Jordan do(s) bloco(s) associados ao autovalor —2, consideremos

10 -1 0
~10 4 14 6
ATI=L 1 o s 3
2 0 2 2

Podemos obter a dimensao do espaco ker(A + 2) por escalonamento. Contudo,
podemos observar que o menor 3 X 3

0 -1 O
4 14 6
-1 -5 -3

tem determinante nido nulo, como se observa facilmente ao desenvolver o determi-
nante pela primeira linha dessa matriz. A consequéncia € que A + 2 tem posto 3
(de acordo com o Teorema de Kronecker, exercicio ?? do Capitulo ??), de forma
que existe um bloco 3 X 3 associado ao autovalor 2. Multiplicando, obtemos

0 1 4 3 000 0
o 24 2 8 -6 o |48 00 24

A=27=1"0 1 4 3 A=2r=l"9 00 ol
§ -2 —§ —2 600 8

A segunda coluna de (A — 2)? nos informa que e, € ker(A — 2)%, enquanto a
segunda coluna de (A — 2)? nos informa que esse vetor nao pertence a ker(A — 2)2.
Assim, uma base em que a matriz A assume sua forma de Jordan é dada por & =
{(A —2)%e,,(A —2)e,, e,,u}, em que u é um autovetor associado ao autovalor 0.
<
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