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Capitulo 1

O grau de Brouwer

Neste Capitulo construiremos o grau de Brouwer.

1.1 Introducao

O objetivo do grau de Brouwer é fornecer uma contagem simples do ntimero de
solugdes da equagdo f(x) = b. Idealmente, essa contagem deve ser relativamente
facil de ser calculada. Além disso, para ser ttil em aplicagdes, precisa ser sufici-
entemente robusta, no sentido de que “pequenas deformacdes” da aplicagdo f ndo
alterem o ntmero de solugdes da equagdo. Para explicar as hipdteses que faremos,
examinaremos alguns exemplos unidimensionais.

(a) (b) (c)

Figura 1.1: Pequenas perturbac¢des da fun¢do f produzem alteragdes no ntimero de
solugdes da equagdo f(x) = 0.

Examinando a Figura 1.1, verificamos que ligeiras perturbag¢des (no caso, simples
translagdes) de uma fun¢do f podem causar variagdes no ntimero de solugdes da
equacdo f(x) = 0. (E claro que o mesmo pode ocorrer se considerarmos a equagao
f(x) = b.) E razoavel admitir que, se quisermos manter a propriedade de que o grau
seja 0 mesmo para pequenas deformacgdes de f, entdo devemos abrir mdo de uma
contagem “estrita” do namero de solugdes de f(x) = 0.

Analisando a Figura 1.1(b), verificamos que as solugdes de f(x) = 0 estdo associ-
adas a derivadas com sinais diferentes. Se incorporamos também o sinal da derivada
de f ao célculo do grau, entdo (b) e (c) da Figura 1.1 teriam o mesmo grau nulo.
Uma vez que em (a) a derivada é nula na solugdo x = 0, entdo as trés fungdes teriam
0 mesmo grau.
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Uma tentativa de definicdo do grau de Brouwer da funcdo f: D C R — R com
relagdo ao ponto 0 (isto é, as solugdes de f(x) = 0) seria, portanto,

deg(f,D,0)= Y sgnf'(x), (1.1)
xef~1(0)
emquesgna =1,sea >0esgna = —1,sea <0.

Mas surge uma dificuldade: a incorporacdo do sinal da derivada na defini¢do do
grau de Brouwer é um problema em pontos criticos! Na Figura 1.1(a), a solugdo x =0
deveria ser desprezada para obtermos grau zero. Mas, se pensarmos nas fung¢des
g(x) = x® e h(x) = —x3, verificamos que, se efetuarmos translagdes semelhantes as
da Figura 1.1, vemos que a solugdo x = 0 em g deve ser incorporado o sinal positivo,
enquanto ele deve ser negativo em h. Esse é um problema que deve ser resolvido
com a nossa defini¢cdo preliminar de grau no caso de pontos criticos. Mais do que
isso, a incorporagdo do sinal da derivada exige uma regularidade de f (por exemplo,
f € C1), enquanto gostariamos que fosse possivel calcular o grau de uma fungio
meramente continua.

Colocar aqui uma figura

Agora passamos a uma segunda ordem de dificuldade. Consideremos a fungao
sen: [0,271] — R e examinemos as solugdes x = 0, x = me x = 27t de senx = 0.
A translagdo g(x) = senx + ¢, para € > 0 pequeno, tem duas solugdes da equagao
¢(x) = 0 com derivadas com sinais opostos, o que produziria grau zero, como vimos
anteriormente. Entretanto, a fun¢do f deveria ter grau 1, se seguirmos os mesmos
critérios ja utilizados!

Colocar aqui uma figura

A dificuldade aqui tratada é muito mais grave do que a anterior. A tnica forma
de lidarmos satisfatoriamente com ela é ndo permitindo a existéncia de solugdes de
f(x) = 0 na fronteira de seu dominio, o que sera suposto quando da construcao
do grau de Brouwer. Isso significa, em particular, que a fungdo f: D C R — R
deve estar definida em D. (Observe que o problema apresentada pela fungéo g(x) =
senx + € ndo é resolvido se simplesmente considerarmos que ela estd definida no
aberto (0,271).)

Tratemos agora da prépria férmula (1.1). Generalizando para um aberto D C
R"e f: D C R" — R", podemos substituir sgn f’(x) por sgn det Df(x). Também
podemos substituir x = 0 por um ponto qualquer p € R". Assim, chegamos a uma
nova defini¢do provisodria:

deg(f,D,p) = Z sgn detDf(x) = Z sgn Jf(x), (1.2)
xef~1(p) xef~(p)
em que J¢(x) denota o determinante jacobiano de f.

Notamos em (1.2), em primeiro lugar, que f~!(p) pode ser o conjunto vazio.
Nesse caso, é natural definir deg(f, D, p) = 0. E a convengao que faremos:

deg(f,D,p) =0 se f'(p) = .
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Mas, para que (1.2) faca sentido, devemos garantir que o somatério esteja bem
definido. Ora, como apenas +1 sdo suas parcelas, a tinica maneira de obtermos a
convergéncia do somatdrio é exigindo que tenhamos uma soma finita, isto é, que o
ntimero de solugdes x € f~!(p) seja finito. Vamos mostrar que isso pode ser facil-
mente obtido. Para isso, comegamos introduzindo alguma notagao.

Seja D C R" um aberto limitado. Denotaremos f € CK(D)™ se existirem U e
f:U—R'taisque U C Ue f: U — R™éde classe Ck (k = 0,1,...00). O conjunto
CK(D)™ é o conjunto de restrigdes de tais aplicacdes ao compacto D:

CK(D)" = {flp: D = R™; f: U —R™é C-}.

Denotamos simplesmente C(D)" := CY(D)™. Consideraremos o espago C(D)™
com a norma do sup; os outros espagos serdo considerados com a topologia induzida
por essa norma.

Defini¢do 1.1.1 Sejam f € C®(D)™ e x € R". Dizemos que x é um ponto regular de f, se
a aplicagdo linear Df (x): R" — R™ for sobrejetora. Caso contririo, x é um ponto critico
de f. Um ponto p € R™ é um valor critico de f se f~1(p) contiver ao menos um ponto
critico de f. Caso contrdrio, p é um valor regular de f.

Denotamos por Zs o conjunto dos pontos criticos de f.

Note que, se f~!(p) = @, entdo p é um valor regular de f. Se p € f(D), cla-
ramente devemos ter n > m para que p possa ser um valor regular. O conjunto
f(Zs) CR™ é o conjunto dos valores criticos de f. (E claro que poderiamos apresen-

tar a definicdo anterior para fungdes de classe C!; apenas questdes técnicas motiva-
ram a definigdo apresentada.)

Lema1.1.2 Seja f € C'(D)"ep ¢ f(Zg). Entdo f~Y(p) é vazio ou um conjunto finito. Se
p & f(aD), entdo f~1(p) C D.

Demonstra¢do: Suponhamos a existéncia de uma seqiiéncia (x;) C f~!(p), com
xy # xg para k # £. Como D é compacto, podemos assumir que x; — x € D. A
continuidade de f implica que x € f~!(p). Como p & f(Zs), temos que J¢(x) # 0.
Como f é de classe C!, podemos aplicar o Teorema da Aplicagdo Inversa: existe uma
vizinhanga U, de x tal que f|i, : Uy — R" é um difeomorfismo. Mas isso contradiz
o fato que x; — x. A segunda afirmacao é imediata. O

Assim, uma vez que as fungdes em C!(D)" sdo restri¢des de fungdes f: U —

R" (com D C U) de classe C!, a férmula (1.2) faz sentido mesmo que p € f(dD).
Contudo, como mostramos anteriormente, essa possibilidade deve ser excluida, se
quisermos que o grau seja invariante sob pequenas perturba¢ées da funcio f.!

Portanto, o Lema 1.1.2 mostra que a seguinte defini¢do do grau de Brouwer é
satisfatoria para aplicagdes f € C*(D)" e p & (f(Zs) U f(aD)):

!Note que, em geral, f(3Q) # 9f(Q) (isso é claro se tomarmos f como uma funcao que leva um
disco em uma cardiéide com um lago interior: o lago interior ndo fard parte da fronteira da imagem).
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Definigao 1.1.3 Sejam f € C®(D)" e p ¢ (f(Zf) U f(aD)). Definimos o grau de f em p
com respeito a D por

deg(f,D,p) = ), sgn(Jf(x)),

xef~1(p)
= 0, sef(p)=09,

emquesgna =1,sea >0esgna = —1,sea <0.

Note que estamos exigindo f € C*(D)", mesmo que essa defini¢do faca sentido
para f € C1(D)". Como na definicdo de valor regular, essa exigéncia é meramente
técnica, no sentido de que mostraremos que o grau estd bem definido para aplicagdes
fecC(D)"

Mas, se compararmos a Defini¢do 1.1.3 com nosso objetivo inicial, que era obter
uma contagem simples do namero de solugdes da equagéo f(x) = b, chegamos a um
contra-senso: para que deg(f, D, p) possa ser calculado, devemos saber quais sdo as
solugdes de f(x) = b!

Em vez de desistirmos de nosso propésito, vamos modifica-los; se tivermos méto-
dos indiretos de calcular o grau deg(f, D, p) e se deg(f, D, p) # 0 indicar a existéncia
de a0 menos uma solugdo de f(x) = p, entdo nosso trabalho néo terd sido em véao. E
isso realmente acontece, como mostraremos posteriormente.

1.2 A construcao do grau de Brouwer

Para simplificar a nota¢do, denotaremos

Cp(D)" = {feC’(D)" : p ¢ f(aD)},
Cy(D)" = {feC?(D)": p¢f(Zf)Uf(aD)}.

vl

Como antes, os conjuntos Cp(D)" e C;’(D)" serdo considerados com a topologia
induzida pela do espago C(D)", isto ¢, pela norma do sup.

Queremos estender a defini¢do do grau de Brouwer para o conjunto C,(D)", isto
é, queremos relaxar as condigdes p € f(Zs) e f € C*(D)" na definigao do grau de
Brouwer.

Comegamos enunciando um importante resultado devido a Sard, cuja demonstra-
¢do pode ser encontrada em [15]:

Teorema 1.2.1 (Sard) O conjunto de valores regulares de toda aplicagio h: U C R" — R™
de classe C* é denso no R™.

No caso m = n, isto é, aplicagdes f: D C R" — R", a demonstragdo do resultado
de Sard é simples:

Lema 1.2.2 (Sard) Seja f € C'(D)". Entdo f(Zs) tem medida nula no R".
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Demonstra¢do: Como conseqiiéncia do Teorema de Lindeldf, D é uma unido enu-
meravel de cubos abertos contidos em D. Logo, D é uma unido enumeravel de cubos
fechados Cy contidos em D. Como a unido enumerével de conjuntos de medida nula
é um conjunto de medida nula, basta provarmos que f(Z; N C) é um conjunto de
medida nula, sendo C um cubo fechado contido em D.

Subdividimos cada uma das arestas do cubo C em k partes iguais e obtemos assim
uma particdo do cubo C em k" pequenos cubos C;, de mesma aresta 6 e volume 4".
Se x,y € C;, temos |x — Y|max < 0.

Para cada cubo C; tal que Z; N C; # @, escolhemos um ponto x; € Z NG A
imagem da aplicagdo linear Df(x;) : R" — R" estd contida num subespaco vetorial
E; C R", de dimensdo igual a n — 1, de acordo com o Teorema do Ntcleo e da Ima-
gem. (A imagem pode estar contida em um subespago de dimensdo menor do que
n — 1, mas ela estd certamente contida em um subespago de dimensdo 7;.)

Para cada x € C; podemos escrever

f(x) = [f(xi) + Df(x;) (x — x;)] +7i(x). (1.3)

Note que a aplicagdo x — f(x;) + Df(x;)(x — x;) toma valores no espago afim
L; := f(x;) + E;, de dimenséo igual a n — 1.
Seja M = sup, . ||Df (x)]| (aqui estamos usando que f € C!). Entdo

|Df(xi) : (X - xi)|max S M|x - xilmax S Mo.

Isso mostra que, para todo ponto x € C;, o ponto [f(x;) + Df(x;)(x — x;)] pertence
a um cubo K! de centro f(x;) e aresta 2Md contido em L;.

Tratemos agora do resto r;(x) em (1.3). Como f é diferencidvel, dado arbitrari-
amente € > 0, podemos tomar o inteiro k (o niimero de subdivisdes de cada aresta
do cubo original C) tdo grande que, para cada cubo C; contendo pontos de Z¢ e todo
x € C;valha

|ri(x>|max < €|X - xi|max < Jde.

O resto afeta tanto [f(x;) + Df(x;)(x — x;)] como a dimensao “faltante” em L;.
No primeiro caso, ela amplia a dimensao da aresta do cubo, de modo que [f(x;) +
Df(x;)(x — x;)] estd contido em um cubo K; de centro f(x;) e aresta 2MJ + 26e =
2(M + €)é. Quanto a dimenséo “faltante”, essa pode sair de do subespacgo L;. Decorre
entdo de (1.3) que, para todo x € C;, a imagem f(x) pertence a um paralelepipedo
P; C R" que tem como se¢do o cubo K; e “altura” 2de, cujo volume vol (P;) é igual a
[2(M + €)8)"125e = [(26)"(M +€)" 1]e.

Como a imagem de C estd contida em no maximo k" desses paralelepipedos,
f(5£(C) N C) tem volume méximo [(2k6)"(M + €)"~!]e. Uma vez que € > 0 ¢ ar-
bitrario, f(S¢(C) N C) tem medida nula. O

Teorema 1.2.3 O conjunto Cp(D)" é aberto em C(D)" e C;*(D)" é denso em Cp(D)".

Demonstragio: Seja f € C,(D)". Se p ¢ f(0D), entdo existe uma bola B, (p) tal que
B.(p) N f(dD) = @. Todas as fungdes continuas g: D — R" tal que ||g — f|lsup < 7/2

estdo em C,(D)".
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Dados € > 0 e f € Cy(D)", defina €’ = i%fp |f(x) — p| e €’ = min{¢,€'}. Pelo
xXe

Teorema de Stone-Weierstrafs, cada funcdo coordenada f; pode ser aproximada por
um polindmio ¢; tal que sup,p |fi(x) — ti(x)| < €'/2. Set = (ty,...,ts), entdo
SUP,ep |f (%) = H(x)[max < €”/2.

Se p for valor regular de t, nossa demonstracdo estd completa. Caso contrério, de
acordo com o Lema de Sard 1.2.2, existe um valor regular g de t tal que | — p| < €’ /2.
Entdos =t + (q — p) dada por s(x) = t(x) + (g — p) é a aplicagdo procurada, pois p
é valor regular de s (uma vez que s’ = t' e t(x) = p se, e somente se, s(x) = g) e

sup |f(x) = s(x)max < sup [f(x) —t(xX)|max + | — p| < €"/2+€"/2=€" <e.
xeD xeD
(Note que, independentemente de p ser valor regular de ¢, a aplicagdo s é a aplicacdo
procurada.) O

Lema 1.2.4 Seja f € C;°(D)". Entio existe um aberto V > p tal que todo ponto q € V ¢

valor reqular de f e
deg(f, D,y) = deg(f, D, p).

Demonstragdo: De acordo com o Lema 1.1.2, f~1(p) = {ay,...,ac} ou f~(p) =
@. Se p ¢ f(D), definimos 6 = 3dist (p, f(D)) = sinf{|p — ylmax : ¥ € f(D)}.
Temos que 6 > 0, pois dist (p, f(D)) é a distdncia entre compactos disjuntos. Assim,
f~1(q) = @ paratodog € V := Bs(p).

Se f~1(p) = {ay,...,ax} ei € {1,...,k}, o Teorema da Aplicacdo Inversa garante
a existéncia de abertos W; > a; e V; 3 p tais que f transforma W; difeomorficamente
em Z;. Reduzindo as vizinhangas W;, se necessario, podemos supor que W; N W; = @,
sei # j. Como J¢(a;) # 0 paratodoi € {1,...,k}, a continuidade de J;(x) garante
que uma nova redugdo de W; torna possivel a suposicao sgn J¢(a;) = J(u) para todo
u e W/, comi=1...,n Defina entdo

(i) v(o)

O aberto V tem as propriedades desejadas. 0

Lema 1.2.5 Considere uma fungdo d: Cy°(D) N Cp(D)" — Z, o primeiro conjunto consi-
derado com a norma do sup e o tiltimo conjunto considerado com a topologia discreta.

Se d for localmente constante, entdo d é constante nas componentes conexas de C;"(D) N
Cy(D). Em particular, d é continua.

Demonstragdo: Como d é localmente constante, d (k) é aberto em C,(D)", para
todo inteiro k. Mas d~1 (k) é fechado, por ser o complementar do aberto d~!(Z \ {k}).
Logo, d1(k) é a unido de componentes conexas de Cy’(D) NCp(D)".

Agora enunciaremos um caso especial do Teorema da Aplicagdo Implicita que
serd til para os nossos propositos:
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Teorema 1.2.6 Sejam h: R x D — R" uma aplicacio de classe C', com h(ty,xo) = O e
In(to,) (*0) # O para algum (to, x0) € R x D. Entdo existem um intervalo (to —r,to +7),
uma bola By(xo) C D e um caminho continuo z: (ty — r,ty +r) — Bs(xo) tal que z(tg) =
xo e z(t) é a tinica solugdo de h(t, x) = 0 em By(xo).

Proposicao 1.2.7 Seja f € C;’(D)". Entdo, para toda g € C’(D)", existe 6 = 6(f, g, p)
tal que
deg(f +1g,D,p) = deg(f,D,p), V|t <.

Demonstragio: Se for f1(p) = @, seja 6 = idist (p, f(D)), em que dist (p, f(D)) =
inf{|p — Ylmax : ¥ € f(D)}. Temos que 6 > 0, pois dist (p, f(D)) é a distancia entre
compactos disjuntos. Uma vez que
If = (f +t8)llsup = [t] I8 lsup,

temos que dist (p, (f +tg)(D)) > 0, desde que [t| < §/||glsup- Assim, para tais
valoresde t, (f +tg) " (p) = @.

Suponhamos agora que f~'(p) = {ay,...,a;}. Defina fi = f+tge h(t,x) =
ft(x) — p. Temos que, parai € {1,...,k}, h(0,a;) = f(a;) = 0e [y (a;) = J¢(a;) #

0. Assim, decorre do Teorema 1.2.6 a existéncia de um intervalo (—r,r), bolas disjun-
tas By (a;) e caminhos continuos z;: (—7,7) — By (a;) tais que

k
fU )NV = {2z}, emque V= | B(a).
i=1

Redefinindo r e p, se necessério, podemos supor que sgn J(x) = sgn J¢(a;) em By(a;).
Seja v = dist (p, D \ V). Entdo

[fe(x) =Pl = [f(x) = pl = |fe(x) = f(0)| > o = | lIgllsup > O,

desde que [t| < 8y = min{r, /| glsup}. Para tais valores de t temos que f, ' (p) =
{z1(t),...,zx(t)}, ou seja, todas as solugdes de f;(x) = p sdo as solugdes ja encontra-
das z1(¢),...,zk(t).

Finalmente, como J, (x) é continuo em (£, x), existe § < ¢y tal que

Jr(x) = Jr(x)| <min{|Jf(z)| : z€ V}, VI[t|<d e xeV.
Consequentemente, sgn [, (z;(t)) = sgn J¢(z;(t)) = sgn J(a;), ou seja,

deg(fi, D, p) = sgn(f,D,p),
de acordo com a Definigao 1.1.3. 0

Corolario 1.2.8 A aplicagio deg(-, D, p) é localmente constante, isto é, para toda f €
C(D)" C Cy(D)", as aplicagdes g do aberto

{8€C(D)" : llg = fllsup < dist (p, f(9D))}

tém todas o mesmo grau de f em p:

deg(f,D,p) = deg(g, D, p).
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Demonstragao: Seja « = dist (p, f(dD)). Suponhamos que ||g — f||sup < @. Defina
h:[0,1] x D — R" por h(t,x) = f(x) +t(g(x) — f(x)) para t € [0,1]. Entdo h € C®
e0 ¢ h([0,1] x aD), pois

h(t, )] = |F(x) + Hg(x) — FD] = [F(x)] — Hg(x) — F(x)] > 0.

Como conseqiiéncia do Lema 1.2.4, existe um aberto V > p tal que

deg(f,D,p) = deg(f,D,q) e deg(g D,p)=deg(g,D,q), YqeV. (14)

O Teorema de Sard garante que o conjunto de pontos em V que sdo valores criticos
de h tem medida nula. Tomemos, portanto, um ponto g4 € V que seja valor regular
de h.

Logo, estd bem definida a fungdo d: [0,1] — Z dada por d(t) = deg(h(t,-), D, q).
Entdo, para todo ty € [0, 1] fixo, como

h(t,x) = f(x) +to(g(x) = f(x)) + (t = to) (g(x) — f(x))
= h(to,x) + (t = to) (g(x) = f(x)),

decorre da Proposicado 1.2.7 que d(t) é localmente constante em uma vizinhanga de f.
Assim, d(t) é continua em [0, 1] e, como este conjunto é conexo, d([0,1]) C Z é conexo.
Portanto, d(t) é constante em [0,1]. Em particular, deg(f,D,q) = deg(g,D,q). O
resultado segue-se entdo de (1.4). O

Corolario 1.2.9 Todas as fungoes f € C;?(D)" na mesma componente conexa de Cy(D)"
tém o mesmo grau.

Demonstragio: Decorre imediatamente do Lema 1.2.5 e do Coroléario 1.2.8. O

Resulta imediatamente do Corolério 1.2.9 que estd bem definido o grau em C,,(D)"
por meio de

Definigdo 1.2.10 Seja f € C,(D)". Definimos
deg(f, D, p) = deg(g, D, p),
em que g € C;’(D)" é uma aplicagio na mesma componente conexa de f em C,(D)".
Note que, em particular, o grau de quaisquer duas aplicagdes f,g € Cp(D)" na
mesma componente conexa é igual.
1.3 Propriedades elementares do grau
Teorema 1.3.1 (Propriedades basicas do grau de Brouwer) A fungio
deg: C,(D)" — Z

tem as segquintes propriedades:
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(i) deg(f,@,p) =0;
(ii) deg(id,D,p) = 1;
(iii) se D1, Dy C D sdo abertos disjuntose p & f(D \ (D1 U Dy)), entdo

deg(f, D, p) = deg(f|p,, D1, p) + deg(flp, D2, p)-

Amann [3] prova a existéncia de uma unica fun¢do grau satisfazendo essas pro-
priedades. A unicidade da func¢do grau também é mostrada, com propriedades equi-
valente aquelas do Teorema 1.3.1, em Deimling [8].

A demonstragdo do Teorema 1.3.1 é imediata: reduzindo ao caso de aplicagdes em
C3?(D)", as propriedades (i) — (iii) decorrem da defini¢ao do grau para tais fungdes.

Coroldrio 1.3.2 (Propriedades elementares do grau de Brouwer) A fungio
deg: C,(D)" — Z
satisfaz as sequintes propriedades:
(iv) deg(f,D,p) = deg(f —p,D,0);
(v) se D1 C D forabertoep & f(D \ Dy), entido

deg(f, D, p) = deg(f, D1, p);
(vi) sedeg(f,D,p) # 0, entido p € f(D), isto é, existe x € D tal que f(x) = p;
(vii) se|p —q| < dist(p, f(9D)), entdo deg(f, D, p) = deg(f, D, q);
(viii) deg(f, D, -) é constante nas componentes conexas de R" \ f(aD);
)

(ix) deg(H(t,-), D, p) independe de t para toda homotopia continua H: [0,1] x D — R”"
tal que p & H(t,0D) paratodo t € [0,1];

(x) se f e g coincidem em dD, entiio
deg(f, D, p) = deg(g, D, p)-

Demonstragido: A propriedade (iv) decorre de f(x) = p se, e somente se, g(x) =
0, em que g(x) = f(x) — p; por sua vez, (v) decorre da defini¢gdo do grau para
aplicagdes em C;°(D)".

Suponhamos que p ¢ f(D). De acordo com (v), podemos tomar D; = @ e con-
cluir que deg(f, D, p) = 0, o que prova (vi).

Quanto a (vii), decorre de (iv) que

deg(f,D,p) = deg(f — p,D,0) = deg(f —q,D,0) = deg(f,D,q).

Assim, deg(f, D, -) é localmente constante. Como antes (Lema 1.2.5), isso implica que
deg(f, D, ) é constante nas componentes conexas de R" \ f(dD), provando (viii).
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Para provar (ix), basta repetir a argumentacdo dada no final da demonstragéo do
Corolério 1.2.8: definindo d(t) = deg(H(t,-), D, p), a continuidade de H garante que
H(t1,-) e H(tp,-) estdo na mesma componente conexa para f; e t, suficientemente
proximos; assim, d(t) é localmente constante e, portanto, continua no conexo [0, 1].
Logo u([0,1]) C Z é conexo e, portanto, constante. (Note que p ¢ H(t,0D)) para
todo t € [0,1] garante que a homotopia H(t, -) estd sempre na mesma componente
conexa de C,(D)".)

Para verificar (x), considere a homotopia continua H(¢,-) = (1 —¢t)f(-) +tg(-).
Como f = gem 0D, vemos que H(t,-) = f(-) = g(-) em 9D O

Observacdo 1.3.3 Toda aplicacdo continua f: dD — R" pode ser estendida a uma
aplicagdo f: D — R”", de acordo com o Teorema de Extensdo de Tietze (aplicado
a cada coordenada de f). Essa extensdo ndo é tinica, mas elas coincidem em 0D.
Isso significa que faz sentido deg(f, D, p) mesmo que f s6 esteja definida em 9D e

p & f(9D). 9
Exercicio 1.3.4 Seja f € C,(D)" e g € R" arbitrario. Mostre que
deg(f —4,D,p —q) = deg(f, D, p).

Conclua que, se H(t,-): D — R" for uma homotopia continua e t — p(t) um cami-
nho continuo de [0, 1] no R" tal que p(t) # H(t,dD) para todo t € [0, 1], entdo

deg(H(t,-), D, p(t))
é independente de t € [0, 1].

1.4 Estendendo o grau de Brouwer

Proposi¢do 1.4.1 Sejau: D — u(D) um difeomorfismo (global). Entdo
deg(f,D,p) = deg (uo fou ', u(D),u(p)).

Demonstra¢do: Basta mostrar o resultado no casoem que p = 0e f € C;"(D)” e
u(p) = u(0) = 0. Nesse caso,
deg(uofout,u(D),0) = Y. sgn det(uo fou 1) (x)
xe€(ufu=1)-1(0)

= ) sgndet(f(y))

yef1(0)
= deg(f,D,0),
de acordo com a regra da Cadeia e o fato que o determinante do produto é igual ao
produto dos determinantes. O

Uma conseqiiéncia imediata da Proposigdo 1.4.1 é que o grau de Brouwer pode
ser estendido a qualquer espaco vetorial real de dimens&o finita X por meio de um
isomorfismo com o espago R”, sendo n = dim X, uma vez que o grau independe do
isomorfismo escolhido entre X e R".
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Exercicio 1.4.2 Mostre que o grau de Brouwer pode ser estendido para o espago C”,
ao identificar esse espaco com R?" por meio do homeomorfismo canénico x + iy

(x,y).

Exercicio 1.4.3 Seja () C R” um aberto. Mostre que d() ndo é um retrato de Q, isto &,
ndo existe uma aplicagdo continua r: () — dQ tal que 7|yn: 02 — R”" é a aplicagdo
identidade i : 9Q) — 9Q).

A definigdo do grau de uma aplicagao f € C;*(D)",

deg(f.D,p) =}, sgn(Jr(x)),
xef~(p)
= 0, se flp) =0,

é vélida se f € Cy(D)™:

Proposicdo 1.4.4 Sejam D C R" um aberto limitado e f: D — R" uma aplicagiio continua
tal que f|p seja de classe C1. Se p & f(dD) U f(Zy), entdo deg(f, D, p) pode ser calculado
pela definigio dada para f € C;o(D)”.

Demonstragido: Sem perda de generalidade, podemos supor que p = 0. Como as
solugdes de f(x) = 0 sdo isoladas, a propriedade bésica (iii) do grau de Brouwer

garante que podemos considerar que f(x) = 0 tenha uma tnica solugdo xg € D.
Defina g(x) = f’(x0)(x — xo). Entdo g € C5°(D)" e, por definigao,

deg(g, Bs(xp),0) = sgn det f'(x),
para todo J positivo.
Mas,
f(x) = f(x0)(x = x0) + r(x — x9),
com r(x — xg)/|x — x9| — 0 quando x — xg. Tome ¢ suficientemente pequeno de
modo que |x — xg| < J implique Bs(xg) C D e

r(x —x0)| _ [lf'(x0)

|lx — x| — 2

Para esse valor de § > 0, a homotopia
h(t,x) = f'(x0) +tr(x — xg)
é admissivel e

deg(f, Bs(x0),0) = deg(g, Bs(x0),0),

como queriamos verificar. O

Observagio 1.4.5 Suponhamos que f'(xp) s6 tenha autovalores reais, que xg € D
seja a unica solucgdo de f(x) = 0, sendo f € C;(D)”. A demonstracdo acima mostra
que

deg(f,D,0) = (=1)",
sendo m a dimensdo do auto-espago associado aos autovalores negativos da aplicagdo

f'(x0). <



Capitulo 2

Algumas aplicacdes do grau de
Brouwer

Exemplo 2.0.6 Considere D = (—1,1) C R. Entdo
deg(id, D,0) =1,

pois id~1(0) = {0} e id’(0) = 1.
Quer dizer, deg(id, D,0) contou exatamente o namero de solu¢des de id(x) = 0.
Por outro lado, considerarmos f(x) = x> — 1, notamos que

deg(f,D,0) =0,

pois Df(x) tem sinais contrdrios em +1, que sdo solugdes de f(x) = 0. Assim,
sinais contrérios da derivada em pontos tais que f(x) = 0 podem fazer com que
deg(f, D,0) ndo descreva uma contagem de solug¢des de f(x) = 0. <

Algumas complicagdes podem surgir na defini¢do dada de deg(f, D, 0). Por exem-
plo, se considerarmos f(x) = |x|, ndo esta definida a derivada em Df(0) e portanto
a férmula usada para definir o grau ndo faz sentido. Ou mesmo se considerarmos
f(x) = x* entdo Df(0) = 0 esta definido, mas ndo sgn (Df(0)). Ou ainda uma
fungdo como f(x) = senl, que tem infinitos zeros numa vizinhanga de 0, de modo
que ndo é claro que o somatdrio esteja bem definido.

A solugédo para todos os problemas levantados decorre de uma propriedade fun-
damental, que motiva a defini¢do de grau: considerando o espaco das fungdes conti-
nuas f: D — R", as fungdes tais que 0 ¢ f(dD) realizam uma partigdo desse con-
junto, de modo que as componentes conexas definidas por essa particio decompdem
D em conjuntos em que o grau é constante! Isso motiva a exigéncia 0 ¢ f(0D).

Exemplo 2.0.7 Consideremos o espaco das fung¢des continuas f: [-1,1] — R com a
propriedade de que 0 ¢ f(9D). Denotaremos esse espago Dy(D).

Consideremos duas fungdes f, ¢ € Do(D) (visualise f como uma fungdo bastante
complicada, cheia de zeros e ¢ como uma funcdo bastante simples: a reta que une
f(=1)a f(1). Considere a homotopia

fri=tf+(1—t)g 0<t<1.

12



2.1. APLICACOES 13

Note que 0 € f;(9D) para todo t (nos pontos —1 e +1 os valores de f e g sdo iguais;
esse mesmo valor é assumido por f; para todo t!). Essas func¢des estao, portanto, na
mesma componente conexa de D, (D). Logo seus graus sao iguais! <

Em dimensdo 1 existem poucas componentes conexas de Dy(D): ou ambos os
valores de fronteira sdo negativos (caso representado pela fungdo f(x) = ¢ < 0, cujo
grau é 0), ou ambos valores de fronteira sdo positivos (caso representado pela fungao
f(x) = ¢ > 0, cujo grau também é zero) ou ela passa de negativo para positivo
(caso representado pela funcdo f = id, cujo grau é 1) ou ela passa de positivo para
negativo (caso representado pela funcdo f = —id, cujo grau é —1). Note que, nos dois
ultimos casos, o Teorema do Valor Intermedidrio nos garante a existéncia de solugdes
de f(x) = 0. Acabamos também de mostrar que, em dimenséo 1, o grau s6 assume
os valores 0, +1.

Salientamos o resultado fundamental que possibilita a definigdo do grau em condi-
¢Oes mais gerais do que aquelas em que é possivel o emprego da férmula (??):

Fato: Denotemos por C°(D)" o espago das fungdes continuas f: D — R". Entdo
deg(f, D, 0) é constante nas componentes conexas de C°(D)"\ {f : 0 € f(dD)}.

Note que isso acarreta que o grau é continuo nessas componentes conexas, uma
vez que a fung¢do deg : Dy(D) — Z s6 pode assumir valores inteiros.

Corolario 2.0.8 deg : Do(D) — Z s6 depende dos valores assumidos na fronteira.

Demonstracido: Considere f,¢ € Dy(D) com os mesmos valores em 90D e defina a
homotopia

fi=tf+(1-t)g 0<t<L

Como 0 ¢ fi(0D) para todo t € [0,1], isso quer dizer que podemos deformar f
de modo a transformaé-la na fungdo g, sem que essa homotopia saia da componente
conexa de f. Isso quer dizer que f e ¢ tétm o mesmo grau. O

Observagido 2.0.9 Se 0 for valor regular de f € C®(D) tal que 0 ¢ f(dD), entdo
£71(0) N D s6 assume um ndimero finito de pontos. De fato, suponhamos que exis-
tisse uma sequéncia z, € D de zeros de f. Se essa sequéncia convergisse para z € 0D,
isso seria contrario a exigéncia imposta sobre f. Se convergisse para um ponto inte-
rior, qualquer vizinhanca desse ponto de acumulagdo teria um sequéncia de pontos
cuja imagem é zero. Em outras palavras, a fun¢do ndo seria injetiva, o que contraria
o Teorema da Funcgéo Inversa! <

2.1 Aplicacoes

Teorema 2.1.1 (do Ponto Fixo de Brouwer) Toda funcio continua f : By(0) C R" —
B1(0) possui um ponto fixo.
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Demonstragio: Se f tiver um ponto fixo em 0B1(0), nada ha a demonstrar. Caso
contrério, id — f € Dy(B1(0)). Basta, portanto, mostrar que

deg(id — f, B1(0),0) = deg(id, B1(0),0) =1,

o que implicaria na existéncia de raizes de id — f, que sdo pontos fixos de f.
Para mostrar que a homotopia h; := id — tf para t € [0,1] é admissivel, suponha-
mos por absurdo que existam ty € (0,1) e xo € dB1(0) tais que

xo — tof (x0) = 0.

Como isso implica que |f(xg)| = |f—g| > 1, temos um absurdo. O

Teorema 2.1.2 Nio existe aplicagiio continua f: By(0) — 9By (0) tal que f|yp, (o) € a iden-
tidade.

Demonstragido: Suponhamos que exista tal aplicagdo. Entdo, deg(f, B1(0),0) = 0,
pois 0 ¢ f(B1(0)) = 9B1(0). Contudo, pelo Corolério 1.3.2-(x), deg(id, B1(0),0) =
deg(f, B1(0),0). Como deg(id, B1(0),0) = 1, temos uma contradigdo. O

Teorema 2.1.3 Seja f : S C R¥"*+1 — R2"*1 continua. Entdo f tem um autovetor, isto
¢, existe x € S* tal que f(x) = Ax. Em particular, dada f : S** — S?" continua, ou f ou
— f tem ponto fixo.

Demonstragdo: Se f tem uma raiz, nada ha a demonstrar. Caso contrario, o Teorema
de Tietze garante a existéncia de uma extensio continua f: B;(0) ¢ R¥'1 — R2++1
de f, com sup f = sup f e inf f = inf f. Notamos que f € Dy(B1(0)) e passaremos a
denotar f apenas por f.

Claramente temos que

deg(id, B1(0),0) =1 e deg(—id, B1(0),0) = —1.

Assim, f ndo pode pertencer simultaneamente as componentes conexas que contém
id e —id. Isso quer dizer que uma das duas homotopias,

ho=tf+(1—t)id  ou g i=tf+(1—t)(—id)

nao é admissivel, isto é, existem ty € (0,1) e xg € S = 9B1(0) que anula uma dessas

homotopias. Quer dizer,
o) = £
0
em que o sinal é tomado de acordo com a homotopia que ndo é admissivel.
Isso prova a primeira afirmagao: existe x € S?" tal que f(x) = Ax.
Se f : S?* — S§?", claramente |A| = 1, de forma que f(x) = 4x, mostrando a

altima afirmacgao. O

Observe que, na demonstragdo anterior, precisamos de dimensao par para garan-
tir que id e —id estdo em componentes conexas distintas!
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Coroldrio 2.1.4 Existe um campo vetorial continuo, nido-nulo e tangente a S"™1 se, e so-
mente se, n for par.

Demonstragio: Suponhamos que 7 seja par. Defina f : S"~! — S"~1 por

f(x) - f(x1/x2/- . -rxn) - (_XZ,X], —X4,X3,.. .,—xn,xn,l).

Claramente f(x) L x, de forma que f(x) é tangente a S"~ 1.

Reciprocamente, suponhamos que #n nédo seja par. Entdo n — 1 = 2k e, de acordo
com o Teorema 2.1.3, f : S* — R%*+1 tem um autovetor. Logo esse campo ndo pode
ser tangente! O

Teorema 2.1.5 Sejam D C R" abertoe f : D — R" uma aplicagio continua. Suponhamos
a existéncia de xo € D tal que, para todo x € oD, (f(x),x — xo) > 0. Entdo existe x € D
tal que f(x) = 0.

Demonstragdo: Por definicao, deg(x — x0,D,0) = 1. Basta entdo mostrar que f é
homotépica em Dy(D) a (x — xp). Suponhamos que existam t € (0,1) e x € 9D tais
que

tf(x)+ (1 —1t)(x —x0) =0.

Entdo f(x) = —w, o que contraria (f(x),x —xp) > 0. Se fosse t = 1, terfamos
f(x) =0, ex éo ponto cuja existéncia foi afirmada. Note que ndo podemos ter t = 0,
pois entdo x — xg = 0, 0 que implica xo € dD, que é contrario a nossa hipétese. a

Observacao 2.1.6 Trocando, na demonstragdo, f por — f, podemos substituir a condigao
(F(x),x = x0) 2 0

por (f(x),x —xg) <O0. <

Teorema 2.1.7 Seja f : R" — R" continua tal que

o f0,x)

x| —eo |||

= +OO.

Entdo f é sobrejetora.

Demonstragiao: Dado y € R", vamos mostrar que existe B/(0), com y em seu interior,
tal que

deg(f — y,B(0),0) = deg(id — y, B,(0), 0).

Como deg(id — y, B,(0),0) = 1, existe x € B,(0) tal que f(x) —y =0, ouseja, f(x) =
y, mostrando que f é sobrejetora.
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Tomamos r tal que ¥ > |y|, o que torna y interior a B,(0). Afirmamos que a
homotopia it (x) = t(f(x) —y) + (1 —t)(x —y) = tf(x) + (1 — t)x — y é admissivel.
De fato, para todo x com |x| =ret € [0, 1] temos que

(h(t),x) = r t<f(x)'x>+(1—t)r—@] >r{tM+(l—t)r—|y| .

x| x|
Se t > 0, a hipdtese garante que h;(x) > 0 desde que r = |x| seja suficientemente
grande. Se t = 0, a escolha r > |y| garante que h;(x) > 0. Isso mostra que h;(x) é
admissivel e completa a demonstragdo. O

Teorema 2.1.8 (Fundamental da dlgebra) Um polindmio de grau n possui exatamente n
raizes.

Demonstragio: Escreva o polindmio p(z) de grau n na forma z" + p,_1(z), em que
Pn—1(z) é um polindmio de grau n — 1. Afirmamos que, para R suficientemente
grande, todas as raizes de p estdo contidas em Br(0). De fato, para R suficiente-
mente grande, temos R" = |z|" > |p,_1(z)| e portanto 0 < |2""| — |p,—1(z)| < |p(2)].
Defina entdo
ht(Z) =z"+ tPn—l(Z)-

Note que, para todo t € [0,1], |R|" > t|p,—1(R)|. Isso mostra que /1; ndo tem zeros

em dBg(0). Entdo!

deg(z" + py—1(z), Br(0),0) = deg(z", Br(0),0).

Podemos supor que R > 1. Isso quer dizer que a homotopia g;(z) = z" + t(1) é
admissivel e, portanto,

deg(z",Br(0),0) = deg(z" + 1, Br(0),0).

Podemos calcular explicitamente as n raizes do polindmio z" + 1 e verificar que
elas ndo sdo pontos criticos. Interpretando f(z) = z" + 1 como uma fungdo de R? —
R?, (x,y) > (u,v), analisemos Df:

vx Z)y _uy ux !

devido as equagdes de Cauchy-Riemann. Decorre da tltima expressdo que det Df =
u2 + u§ > 0. Quer dizer, na férmula (??) todas as raizes sdo contadas com o sinal
positivo. (Isso mostra que, para fun¢des analiticas, a fun¢do deg realmente conta os
zeros!)

Temos, portanto, deg(p(z), Br,0) = deg(z" + 1, Bg,0) = n. Isso prova que p(z) tem,
no minimo, n raizes. Como é facil verificar que um polindémio de grau n possui no
maéximo 7 raizes, o resultado estd provado. O

IEstamos usando as propriedades de grau como se ele fosse definido em C. Deveriamos, para ser
rigorosos, considerar as partes real e imaginaria de z" + tp,,_1(z)!
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2.2 Exercicios

O conjunto D denotard um aberto limitado do espago considerado.

Definicdo 2.2.1 Sejam X,Y espagos normados. Uma aplicagio f: A C X — B C Y é
propria, se a imagem inversa f 1 (K) de todo compacto K C B for um conjunto compacto.

1. Considere uma aplicagdo f: A C X — B C Y, com X, Y espacos normados.
Verifique que: se A for compacto e f continua, entdo f é prépria; se B for com-
pacto, f é propria se, e somente se, A for compacto; todo homeomorfismo f é
uma aplicagdo propria.

2. Mostre que toda aplicagdo prépria f: A C X — B C Y é fechada, isto é, f(F) C
Y é fechado para todo fechado F C A.

3. Mostre que uma aplicagdo continua f: A C X — B C Y é prépria se, e somente
se, || f(xx)|| — oo sempre que ||x;|| — co.

4. Sejam X um espago normado e

C={f:DCcX—X: f écontinua, 0 ¢ f(dD).

Mostre que C é aberto com a norma do sup.



Capitulo 3
O grau de Leray-Schauder

Neste Capitulo nosso proposito é estender o grau de Brouwer a espacgos de di-
mensdo infinita. Comegamos mostrando, indiretamente, que devemos restringir a
classe de aplicagdes para a qual o grau estd definido.!

Suponhamos que seja possivel definir o grau em espacos de dimensdo infinita,
satisfazendo as propriedades bésicas do grau, dadas pelo Teorema 1.3.1. Entao seria
vélido o resultado dado pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer 2.1.1, que é uma
conseqiiéncia daquelas propriedades. Contudo, temos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.0.2 Considere o espaco de Hilbert ¢, formado por todas as seqiiéncias
x = (xy) tais que ||x]|> = ¥ |xn|*> < co. Consideremos a aplicagdo T: B1(0) — ¢>
dada por Tx = (y/1— |x[|%x1,...,%,...). Temos que T(B1(0)) C 9B1(0), pois
|Tx||> = (1 — ||x]|?) + ||x||> = 1. Dessa forma, T deveria satisfazer o Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer 2.1.1. Contudo, T ndo possui ponto fixo: se fosse Tx = x com
x = (x1,...,Xu,...), entdo deveriamos ter ||x|| = 1, ja que T(B1(0)) C 9B;(0). Mas
entdo Tx = (0,x1,x2,...,Xn,...), 0 que mostra que x = 0, absurdo. <

A obtencdo de conjuntos de aplicagdes nos quais pode ser definida a nocdo de
grau (analogo ao grau de Brouwer) é um problema dificil. Mostraremos que podemos
definir o grau para aplicagdes da forma ¥ = id — f,em que f: D C X — X é uma
aplicacdo compacta.

3.1 O grau de Brouwer em subespacos

Suponhamos que D C R”" seja um aberto limitado e consideremos, para m <
n, o espago R™. Identificamos esse espaco com o subespaco do R" formado pelos
pontos cujas ultimas n — m coordenadas sdo todas nulas. Da mesma forma, dada
uma aplicagdo f: D C R" — R™, identificaremos essa aplicagdo com uma aplicagdo
f: D C R" — R" atribuindo a f um total de n — m fung¢des coordenadas nulas.

Faremos isso empregando um exemplo devido a Kakutani; contudo, um exemplo de Leray, dado
em 1936, mostra diretamente que o grau ndo pode ser definido para aplicagdes continuas em espagos
de dimensdo infinita. Veja [14].

18
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Lema3.1.1 Se f: D C R" — R™ for continuaeid — f =¥: D C R" — R™ entdo, para
todo p € R™ C R" tal que p ¢ ¥ (9D) vale

deg(¥, D, p) = deg(¥|rmnp, R" N D, p).

Demonstragdo: Denotando ¢ = ¥|gmnp, comegamos mostrando que ¢~ !(p) =
Y~1(p). Claramente 1 (p) C ¥~ 1(p). Se x € ¥71(p), entdo p = ¥Y(x) = x + f(x),
o que implica que x = p — f(x) € R™. Portanto, x € DNR™ e, como p ¢ ¥ (D),
temos x € D C R" e p = ¢p(x).

Podemos supor que f € C* e que p seja valor regular de ¥ (e, portanto, de ¢).
Como ¥(x) = p se, e somente se, x = (x1,0) € R"™ x R" ™, decompondo x =
(x1,0) € R x R*™

det DY (x) = ( id_Dlg(xl'O) _%ﬁi‘;o) ) = det Dyp(x),

completando a demonstragdo. O

3.2 O grau de Leray-Schauder

Definicao 3.2.1 Sejam X,Y espacos normados e M C X. Uma aplicagio f: D — Y é
compacta,? se

(i) f for continua;

(ii) f(A) for compacto, para todo subconjunto limitado A C D.

Definicdo 3.2.2 Seja M um subconjunto do espago normado X. Dizemos que M tem di-
mensdo finita, se existir um subespago de dimensdo finita que contém M.

Teorema 3.2.3 Sejam X,Y espagos normados e D C X um subconjunto limitado. Seja
f: D — Y uma aplicagido compacta. Entdo, para todo € > 0, existe uma aplicacio fe: D —
Y tal que fe(D) tem dimensio finita e || fe(x) — f(x)|| < e.

Demonstragio: Uma vez que D é limitado, f(D) é um conjunto compacto. Fixado
€ > 0,umavez que f(D) C U,permy Be(p), existem pontos py, ..., px € f(D) tais que

k
f(D) € U Be(pi).
i=1

2 Autores europeus denominam tal aplicacdo de completamente continua. Se f(D) for compacto em
Y, esses autores chamam f de compacta. Se D for limitado, as denominagdes coincidem.
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Definimos, para x € D, m;(x,e) = max{0,€ — ||f(x) — p;||}. Claramente m;(-,€) é
continua e m;(x,€) > 0 garante que f(x) € Be(p;). Isso implica que, para todo x € D,

m;i(x, €)
Y mj(x,€)
j=1

é uma funcdo continua e bem-definida. De fato, existe pelo menos uma bola Be(p;)
tal que x € Be(p;), de modo que Z}‘:l m;(x,€) > 0.
Definimos entdo

0;(x,e) =

k
fe(x) = 219]'(96 €)pj
i=
Uma vez que Z;‘Zl 0;(x,€) = 1, temos
k k
1f(x) = fe)l = Z 29]'(906‘)}7]'
= =

k

< Z (xe)llf(x) —pjl <e

Claramente f¢(D) C < p1,..., px >, 0 espago gerado pelos pontos p1,...,px. O

Definicdo 3.2.4 Sejam X,Y espagos normados. Uma aplicacio ¥: A C X — Y é prépria
se, para todo conjunto compacto K C Y, temos ¥~ (K) compacto.’?

Lema 3.2.5 Sejam X um espago normado e F C X um conjunto fechado e limitado. Se
f: F C X — X for compacta, entdo ¥ : F — E dada por' ¥ = id — f (chamada perturbacao
compacta da identidade) é prépria. Em particular, ¥ leva conjuntos fechados em conjuntos
fechados.

Demonstragido: Seja K C X um conjunto compacto. Queremos mostrar que V' =
Y¥Y~1(K) é compacto. Seja (x,) uma seqiiéncia em V. Como ¥(x,) é uma seqiiéncia
em K, podemos supor que ¥ (x,) seja convergente, isto é, ¥ (x,) = x, — f(xn) — .
Como V C F é limitado, a seqiiéncia (x,) possui uma subseqiiéncia (xn;) tal que
f(xn;) = z. Assim, x; = ¥ (xz,) + f(xn;) = y + 2, mostrando que V é compacto.

Seja ¥(x,) uma seqiiéncia tal que ¥(x,) — z, com x, € F. Queremos mostrar
que existe xp € F tal que ¥(x9) = z. Uma vez que K := {¥(x,) : n € N} U {z}
é compacto e ¥ é prépria, Y ~!(K) é compacto. Como (x,) C Y~ 1(K), (x,) possui
subseqiiéncia (xy;) tal que x,, — xo € ¥~1(K). Como (x4;) C F, temos que xo € F.
Como f é continua,

= lim f(v,) = fim f(,) = f ( Jim w, ) = f(),

n—o00 ]

3Como estamos lidando com espagos métricos, as nocdes de conjuntos compactos (por cobertura)
e seqiiencialmente compacto sdo equivalentes.
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como queriamos provar. O

Na seqtiéncia, sejam X um espaco normado e D C X um conjunto aberto limitado.
Seja f: D — X uma aplicagdo compactae ¥ = id — f: D — X. Suponhamos que p ¢
¥(0D). O Lema 3.2.5 garante que f(dD) é fechado, de modo que dist (p, f(dD)) =:
r > 0. De acordo com o Teorema 3.2.3, existe uma aplicagdo fe, de posto finito, tal
que

I f(x) = fe(x)|| <e<r, VxeD.

Suponhamos que fe(D) C V 3 p,em que V C X é um subespaco de dimensio finita.
Denotamos De = DNVe Y. =id — fe.

Lema 3.2.6 Para todo e < r = dist(p, f(aD)),
deg(Ye, De, p)
estd bem definido e independe de €.

Demonstragio: Seja 0D, a fronteira de D, em V. Uma vez que 0D C dD e p &
Y (D) para 0 < € < r, deg(¥e, De, p) esta bem definido.

Sejam €1,€2 € (0,7), fe, € fe, as aproximagdes de posto finito de f associadas a
€1 e €3, respectivamente, dadas pelo Teorema 3.2.3. Sejam, respectivamente, Ve, e V,
os subespagos de dimensdo finita em que essas aplicagdes tomam valores. Definimos
V =V + Ve, e Dy = DN V. De acordo com o Lema 3.1.1, temos

deg(Tel’ Dy, P) = deg(‘Pel, D€1' ]9)

deg(Ye,, Dv, p) = deg(¥e,, De,, p).

Definindo
H(tx) = ¥, (x) + (1— ¥, (x),

vemos que H é uma homotopia admissivel ligando Y, e Y, e, para todo t € [0,1],
temos que p ¢ H(dD,t). Isso mostra que deg(¥¢,, Dy,p) = deg(¥e, Dv,p), de
modo que deg(¥¢,, De,, p) = deg(¥e,, De,, p), completando a prova do resultado. O

Definicdo 3.2.7 Sejam X um espago normado e D C X um aberto limitado. Para toda
aplicagdo compacta f: D — X, definimos o grau da perturbagio compacta da identidade
Y =id — f: D — X com respeito ao ponto p ¢ ¥ (9D) por

deg(¥, D, P) = deg(¥e, De, p),

em que Y ¢ é uma aproximagio de posto finito de ¥ tomando valores no subespaco V C X de
dimensdo finita que contém p, De = DNV e0 < e < r = dist (p, ¥(aD)).

Observacgdo 3.2.8 Notamos que apenas necessitamos que D N V seja um aberto limi-
tado para todo subespago V de dimensao finita. Assim, podemos estender a defini¢do
do grau de uma perturbagdo compacta da identidade a abertos ndo-limitados, desde
que D NV seja limitado, se V C X tiver dimensdo finita. <



Apéndice A

Resultados basicos

A.1 O teorema de Tietze

Teorema A.1.1 (Tietze) Sejam X um espago métrico, A C X um conjunto fechado e f :
A — R uma fungdo continua e limitada. Entdo existe uma extensdo continua f : X — R de
f tal que 3 3

sup f =sup f inf f = inf f.

yeg xel)? yeA xeX
Demonstra¢do: Se f for constante, o resultado é t}‘ivial. Suponhamos inicialmente
queinfyca f =1e SUpy 4 f = 2. Definimos entdo f : X — R da seguinte maneira:

f(x) { f(p {f()d(x,y)} el
X) .= m cA y x,y
Y a(x, A) sex ¢ A.

Note que, se x ¢ A, claramente temos que 1 < f < 2. Vamos mostrar que f é
continua. No conjunto aberto X \ A podemos escrever

- 8(x)
f= d(x,A)’

em que g(x) = inf,ca{f(y)d(x,y)}. Como d(x, A) define uma fungao continua que
ndo se anula', para mostrarmos que f é continua em X \ A basta provarmos que g é
continua em cada ponto x € X \ A. Seja, portanto, 7 :=d(x, A) > 0.Sed(x,x") <e <
r,temos d(x,y) < d(x,y) + € e portanto

g(x) = inf {f(y)d(x,y)} < inf {f(y)[d(x',y) +e]} < inf {f(y)d(x",y)} +2e = g(x') +2e,
ye ye ye

1De fato,
d(x,4) = Inf {d(x,2)} < inf{d(x,9) +d(,2)} = d(xy) + i {d(y,2)) = d(x,y) + d(y, A)

Por simetria, d(y, A) < d(x,y) +d(x, A). Isto mostra que d(-, A) é uniformemente continua. Como
d(x,A) =0 < x € A (pois A é fechado), o resultado estd mostrado.

22
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uma vez que f(y) < 2. Por simetria, g(x") < g(x) + 2¢, 0 que mostra a continuidade
de fem X\ A.

Resta provar a continuidade de f nos pontos de dA. Seja portanto x € dA e r > 0 tal
que

f(x) = f(y)| < e Vy e ANB,(x) =: C.

Definindo D := A\ C, temos, se ' € X\ Aed(x’,x) < r/4 que, para todoy € D
vale d(x',y) > d(x,y) —d(x,x") > 3r/4. Portanto,

Inf (), )} > inf ) > -

Por outro lado, f(x)d(x, x") < sup, ., f(y)d(x,x") < r/2 e portanto
inf {f(y)d (¥, 1)} = inf {F(,1)).
ye ye

Uma vez que inf,ccd(x',y) = d(x,A) e f(x) —e < f(y) < f(x) +eparatodoy € C,
temos, para todoy € C,

(F(x) ) inf (¥, y) < f(y) inf d(x',y) < (f(x) + ) infd(x,y).
ye ye xe

Mas, da primeira desigualdade decorre

(F(x) —€) infd(x',y) < inf £(y) inf d(x',y) < in {F(V)A(,9)),

enquanto inf,cc{f(y)d(x",y)} < f(y)inf,ec d(x’,y), donde concluimos que
(f(x) —e)d(x', A) < yirel(f:{f(y)d(x’,y)} = yigf‘{f(y)d(x'/y)} < (f(x) +e)d(x', A).

Dividindo esta desigualdade por d(x, A), obtemos que |f(x') — f(x)| < € para todo
x" € X\ Atal que d(x,x') < r/4. Por outro lado, quando x’ € A ed(x,x’) < r/4,
entdo |f(x') — f(x)] = |f(x") — f(x)] < €, completando a demonstracao. O

Coroldrio A.1.2 Sejam A e B dois conjuntos fechados e nio vazios no espago métrico X. Se
ANB = @, entio existe uma fungdo continua f : X — [0,1] tal que f(x) = 1em Ae
f(x) =0em B.

Demonstragio: Defina a aplicagdo continua g : AUB — Rporg(x) =1sex € Ae
g(y) = 0sey € B e aplique o Teorema de Tietze. O
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A.2 Seqiiéncias de Dirac e convolucao

Definimos ¢; : R” — R por

P1(x) = { cexp (ﬁ) se [lx|| <1

0, caso contrario,

em que ¢ > 0 é tal que [p, ¢1(x)dx = 1. De acordo com o exemplo ??, temos que
¢1 € C*(R").
Definimos entdo ¢y (x) = k™ "¢1(x/k). Claramente vale

#(x) € CU®Y), [ px)dx=1 e suppgi C Biyi(0)

A seqiiéncia ¢y é chamada seqiiéncia de Dirac padrao.
Dada uma fungdo localmente integravel f : U — R, definimos a suavizagdo de f

por fr = ¢y * f, isto é,

Al = [ F@ax=ade = [ gu@)f(x—p)de

1/k(0)
para todo x € Uy := {x € U : dist(x,0U) > 1/k}.
Teorema A.2.1 (Propriedades da suavizacgao)
(1) fi € C2(Unyp);
(ii) Se f € C(U), entio fi — f uniformemente em compactos de U.

Demonstragio: (i) Fixe x € Uy ei € {1,...,n}. Escolha t € R tdo pequeno que
x + te; € Uy /. Entdo vale

felrtte) = filx) _ 1[4, (%@—é)_q,(x;é)]f@dg

t ut t

I {4) (%e_c) —¢ (x%c)] f(@)dz,

vit

para algum aberto V' CC U. De acordo com o Coroléario ??,

% {‘P <%€Z_C) —¢ (ngﬂ — %aa—fl <x;§> uniformemente em V.

9f

k . 4 .
Isso mostra que 3*(x) existe e é igual a

Ok
u axi

(x =) f(&)de.

Procedendo analogamente, mostramos que D* f;(x) existe e

Dfelx) = | D*¢ulx —2)f(£)de



A.3. CONJUNTOS DE MEDIDA NULA 25

para qualquer multi-indice a.
(ii) Dado € > 0, escolha um aberto V- CC U. Tome x € V arbitrario. Temos

i) = £ = | | outx = ©)L7(@) — e

Temos que [;; ¢x(x — §)d& = 1. Uma vez que f é uniformemente continua no com-
pacto V, tomando kg suficientemente grande, temos

1£(x) = F(OIl <& se [lx ¢l <1/ko,

para qualquer x € V. Portanto, para k > kg

| fe(x) — f(x)]| <e.

A.3 Conjuntos de medida nula

Um conjunto A C R" tem medida nula se, para todo € > 0 dado, for possivel
obter uma cole¢do enumerdvel de cubos abertos C; tais que

AC GCi e ivol(ci) <e.
i=1 i=1
Lema A.3.1 As seguintes afirmagoes sio vilidas:

(i) todo subconjunto de um conjunto de medida nula tem medida nula;

(ii) Qualquer reunido enumerdvel de conjuntos de medida nula tem medida nula;

(iii) Se A C R" tem medida nulae f : A — R" é localmente Lipschitziana, entdo f(A)
tem medida nula no R";

(iv) Se f:U C R* — R" é uma aplicacio C' definida no aberto U e A C U é um conjunto
de medida nula no R", entio f(A) tem medida nula;

(v) Se f : U C R* — R™ é uma aplicagio C' definida no aberto U e se m > n, entio
f(U) tem medida nula no R™.

Demonstragio: (i) é evidente. Suponhamos que cada conjunto A; tenha medida nula
no R". Entdo existem cubos C;; tais que

o0 o0 €
A; C U Ci]' e Zlvol (Ci]') < E
j=1 j=
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Assim,

UAZ'CUUCZ']' e ZZVOI(CZ']')<Z§<€,

i=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1
provando (ii). Para mostrarmos (iii), suponhamos inicialmente que f seja Lipschit-
ziana. Entdo existe L tal que ||f(x) — f(y)|| < L||x — y|| para quaisquer x,y € A.
Como A C U?,C; em que C; é um cubo de aresta a; e } ;2 al < €/L", temos que
para x,y € C; vale

lx =yl <ai = [If(x) = fW)l < La;.

Segue-se que cada uma das n projecdes de f(A N C;) sobre os eixos coordenados
estd contida num intervalo de comprimento La;. Portanto, f(A N C;) esta contida
no produto cartesiano desses intervalos, que é um cubo D; com vol (D;) = L"d’.
Consequentemente,

(0]

f(A) C JFANC)CD e Yovol(D)=L"Y a <e.
i=1 i=1 i=1

Isso mostra que f(A) tem medida nula.
No caso geral, temos A C UVy, em que cada Vi é aberto e a restrigdo f|y,na €
Lipschitziana. Pelo Teorema de Lindelof, existe uma subcobertura enumeravel

Ac V.
i=1

Pelo que mostramos antes, f(V; N A) tem medida nula. Logo f(A) = U2, f(ViNA) é
reunido enumeravel de conjuntos de medida nula, mostrando que f(A) tem medida
nula.

Uma vez que toda aplicacdo C! é localmente Lipschitziana, (iv) decorre de (iii).

Fixado d > 0, pelo Teorema de Lindel6f R” C R é a reunido enumeravel de cubos
C; com vol (C;) = ¢. Seja dado € > 0. Considere entdo o bloco (paralelepipedo) P; no
R™ tendo como se¢do esse cubo C; e altura €/(2'5). Claramente (veja exercicio 2)

£
215

gk

:el

1

Y vol(P) =6
i=1

I
—_

mostrando (v). O

A4 Olema de Sard
Denotamos por S¢(U) o conjunto dos pontos criticos de f, isto é,

S(U) = {x € U Jy(x) =0},

em que J¢(x) = det f'(x) é o determinante jacobiano.
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Lema A.4.1 (Lema de Sard) Seja U C R" aberto e f : U — R" uma aplicacio C'. Entdo
f(S¢(U)) tem medida nula no R".

Demonstra¢do: Como conseqiiéncia do Teorema de Lindelof, U é uma reunido enu-
merdvel de cubos fechados.Basta, portanto, provarmos que C é um cubo fechado
contido em U, entdo f(S¢(C)) = 0.

Subdividimos cada uma das arestas do cubo C em k partes iguais e obtemos assim
uma particdo do cubo C em k" pequenos cubos C;, de mesma aresta 6 e volume 5".
Se x,y € C;, temos ||x — y|| < nd.

Para cada cubo C; tal que S¢(C) N C; # @, escolhemos um ponto x; € S¢(C) N C;.
A imagem da aplicagdo linear f'(x;) : R” — R" estd contida num subespago vetorial
E;, de dimensdo menor ou igual a n — 1 (se a dimensdo da imagem fosse n, f'(x;)
seria um isomorfismo, pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem).

Para cada x € C; podemos escrever

f(x) = fxi) 4+ f(x) - (x = x3) +ri(x).

Note que a aplicacdo x — f(x;) + f'(x;) - (x — x;) toma valores no espago afim L; :=
x; + E;, de dimensdo menor ou igualan — 1.

Como f é diferenciavel, dado arbitrariamente € > 0, podemos tomar o inteiro k (o
numero de subdivisdes de cada aresta do cubo original C) tdo grande que, para cada
cubo C; contendo pontos de S¢(C) e todo x € C; valha

[ri()]] < ellx = x| < nde.
Seja M := sup, . || f'(x)|| (aqui estamos usando que f € C!). Entdo
1F(xi) - (x = xi) | < Ml|x — x| < Mnd.

Isso mostra que, para todo ponto x € C;, o ponto f(x;) + f'(x;) - (x — x;) pertence
a um cubo de centro x; e aresta 2Mnd contido em L;. Consideremos entdo o para-
lelepipedo P; C R" que tem esse cubo (n — 1)-dimensional como base e altura 2nde
(contendo, portanto, o cubo C;), temos que vol (P;) = (2Mné)"~12nde = (2"n"6"M"1)e,
que tem, portanto, pode ser feito arbitrariamente pequeno. Como a imagem de C
estd contida em no méaximo k" desses paralelepipedos (formados por cada cubo C;),
f(5¢(C) N C) tem volume k" (2"n"6"M"~1)e e, portanto, medida nula, pois € é ar-
bitrario. O

Observacdo A.4.2 O Lema de Sard pode ser facilmente transposto para variedades
de dimensao finita [20]. Possui também uma versdo mais geral, vdlida para espacos
de Sobolev. Veja [14].

A.5 Particio da unidade

Sejax : R — R, a(t) =0,set <0, a(t) =exp(—1/t), se t > 0. De acordo com o
exemplo ??, « € C*. Fazer graficos de a(t), a(t +2), a(—1—1)
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A.6 Exercicios

1. Mostre que, na defini¢do de conjunto de medida nula, podemos considerar cu-
bos fechados ao invés de cubos abertos.

2. Mostre que, na defini¢cdo de conjunto de medida nula, podemos considerar blo-
cos fechados (isto é, paralelepipedos n- dimensionais) ao invés de cubos.

3. Mostre que se, para todo € > 0, existem cubos C; tais que A C (U,C;) U Z
com ) 2, vol (C;) < € e se Z tem medida nula, entdo A tem medida nula.

4. Mostre que qualquer bloco (ndo-degenerado) no R" ndo tem medida nula.
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