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Capı́tulo 1

O grau de Brouwer

Neste Capı́tulo construiremos o grau de Brouwer.

1.1 Introdução

O objetivo do grau de Brouwer é fornecer uma contagem simples do número de
soluções da equação f (x) = b. Idealmente, essa contagem deve ser relativamente
fácil de ser calculada. Além disso, para ser útil em aplicações, precisa ser sufici-
entemente robusta, no sentido de que “pequenas deformações” da aplicação f não
alterem o número de soluções da equação. Para explicar as hipóteses que faremos,
examinaremos alguns exemplos unidimensionais.

Figura 1.1: Pequenas perturbações da função f produzem alterações no número de
soluções da equação f (x) = 0.

(a) (b) (c)

Examinando a Figura 1.1, verificamos que ligeiras perturbações (no caso, simples
translações) de uma função f podem causar variações no número de soluções da
equação f (x) = 0. (É claro que o mesmo pode ocorrer se considerarmos a equação
f (x) = b.) É razoável admitir que, se quisermos manter a propriedade de que o grau
seja o mesmo para pequenas deformações de f , então devemos abrir mão de uma
contagem “estrita” do número de soluções de f (x) = 0.

Analisando a Figura 1.1(b), verificamos que as soluções de f (x) = 0 estão associ-
adas a derivadas com sinais diferentes. Se incorporamos também o sinal da derivada
de f ao cálculo do grau, então (b) e (c) da Figura 1.1 teriam o mesmo grau nulo.
Uma vez que em (a) a derivada é nula na solução x = 0, então as três funções teriam
o mesmo grau.
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2 CAPÍTULO 1. O GRAU DE BROUWER

Uma tentativa de definição do grau de Brouwer da função f : D ⊂ R → R com
relação ao ponto 0 (isto é, as soluções de f (x) = 0) seria, portanto,

deg( f , D, 0) = ∑
x∈ f−1(0)

sgn f ′(x), (1.1)

em que sgn a = 1, se a > 0 e sgn a = −1, se a < 0.
Mas surge uma dificuldade: a incorporação do sinal da derivada na definição do

grau de Brouwer é um problema em pontos crı́ticos! Na Figura 1.1(a), a solução x = 0
deveria ser desprezada para obtermos grau zero. Mas, se pensarmos nas funções
g(x) = x3 e h(x) = −x3, verificamos que, se efetuarmos translações semelhantes às
da Figura 1.1, vemos que à solução x = 0 em g deve ser incorporado o sinal positivo,
enquanto ele deve ser negativo em h. Esse é um problema que deve ser resolvido
com a nossa definição preliminar de grau no caso de pontos crı́ticos. Mais do que
isso, a incorporação do sinal da derivada exige uma regularidade de f (por exemplo,
f ∈ C1), enquanto gostarı́amos que fosse possı́vel calcular o grau de uma função
meramente contı́nua.

Colocar aqui uma figura

Agora passamos a uma segunda ordem de dificuldade. Consideremos a função
sen : [0, 2π] → R e examinemos as soluções x = 0, x = π e x = 2π de sen x = 0.
A translação g(x) = sen x + ε, para ε > 0 pequeno, tem duas soluções da equação
g(x) = 0 com derivadas com sinais opostos, o que produziria grau zero, como vimos
anteriormente. Entretanto, a função f deveria ter grau 1, se seguirmos os mesmos
critérios já utilizados!

Colocar aqui uma figura

A dificuldade aqui tratada é muito mais grave do que a anterior. A única forma
de lidarmos satisfatoriamente com ela é não permitindo a existência de soluções de
f (x) = 0 na fronteira de seu domı́nio, o que será suposto quando da construção
do grau de Brouwer. Isso significa, em particular, que a função f : D ⊂ R → R
deve estar definida em D̄. (Observe que o problema apresentada pela função g(x) =
sen x + ε não é resolvido se simplesmente considerarmos que ela está definida no
aberto (0, 2π).)

Tratemos agora da própria fórmula (1.1). Generalizando para um aberto D ⊂
Rn e f : D̄ ⊂ Rn → Rn, podemos substituir sgn f ′(x) por sgn det D f (x). Também
podemos substituir x = 0 por um ponto qualquer p ∈ Rn. Assim, chegamos à uma
nova definição provisória:

deg( f , D, p) = ∑
x∈ f−1(p)

sgn det D f (x) = ∑
x∈ f−1(p)

sgn J f (x), (1.2)

em que J f (x) denota o determinante jacobiano de f .
Notamos em (1.2), em primeiro lugar, que f−1(p) pode ser o conjunto vazio.

Nesse caso, é natural definir deg( f , D, p) = 0. É a convenção que faremos:

deg( f , D, p) = 0 se f−1(p) = ∅.



1.1. INTRODUÇÃO 3

Mas, para que (1.2) faça sentido, devemos garantir que o somatório esteja bem
definido. Ora, como apenas ±1 são suas parcelas, a única maneira de obtermos a
convergência do somatório é exigindo que tenhamos uma soma finita, isto é, que o
número de soluções x ∈ f−1(p) seja finito. Vamos mostrar que isso pode ser facil-
mente obtido. Para isso, começamos introduzindo alguma notação.

Seja D ⊂ Rn um aberto limitado. Denotaremos f ∈ Ck(D̄)m se existirem U e
f : U → Rn tais que Ū ⊂ U e f : U → Rm é de classe Ck (k = 0, 1, . . . ∞). O conjunto
Ck(D̄)m é o conjunto de restrições de tais aplicações ao compacto D̄:

Ck(D̄)m = { f |D̄ : D̄ → Rm ; f : U → Rm é Ck}.

Denotamos simplesmente C(D̄)m := C0(D̄)m. Consideraremos o espaço C(D̄)m

com a norma do sup; os outros espaços serão considerados com a topologia induzida
por essa norma.

Definição 1.1.1 Sejam f ∈ C∞(D̄)m e x ∈ Rn. Dizemos que x é um ponto regular de f , se
a aplicação linear D f (x) : Rn → Rm for sobrejetora. Caso contrário, x é um ponto crı́tico
de f . Um ponto p ∈ Rm é um valor crı́tico de f se f−1(p) contiver ao menos um ponto
crı́tico de f . Caso contrário, p é um valor regular de f .

Denotamos por Z f o conjunto dos pontos crı́ticos de f .

Note que, se f−1(p) = ∅, então p é um valor regular de f . Se p ∈ f (D), cla-
ramente devemos ter n ≥ m para que p possa ser um valor regular. O conjunto
f (Z f ) ⊂ Rm é o conjunto dos valores crı́ticos de f . (É claro que poderı́amos apresen-
tar a definição anterior para funções de classe C1; apenas questões técnicas motiva-
ram a definição apresentada.)

Lema 1.1.2 Seja f ∈ C1(D̄)n e p 6∈ f (Z f ). Então f−1(p) é vazio ou um conjunto finito. Se
p 6∈ f (∂D), então f−1(p) ⊂ D.

Demonstração: Suponhamos a existência de uma seqüência (xk) ⊂ f−1(p), com
xk 6= x` para k 6= `. Como D̄ é compacto, podemos assumir que xk → x ∈ D̄. A
continuidade de f implica que x ∈ f−1(p). Como p 6∈ f (Z f ), temos que J f (x) 6= 0.
Como f é de classe C1, podemos aplicar o Teorema da Aplicação Inversa: existe uma
vizinhança Ux de x tal que f |Ux : Ux → Rn é um difeomorfismo. Mas isso contradiz
o fato que xk → x. A segunda afirmação é imediata. 2

Assim, uma vez que as funções em C1(D̄)n são restrições de funções f : U →
Rn (com D̄ ⊂ U) de classe C1, a fórmula (1.2) faz sentido mesmo que p ∈ f (∂D).
Contudo, como mostramos anteriormente, essa possibilidade deve ser excluı́da, se
quisermos que o grau seja invariante sob pequenas perturbações da função f .1

Portanto, o Lema 1.1.2 mostra que a seguinte definição do grau de Brouwer é
satisfatória para aplicações f ∈ C∞(D̄)n e p 6∈ ( f (Z f ) ∪ f (∂D)):

1Note que, em geral, f (∂Ω) 6= ∂ f (Ω) (isso é claro se tomarmos f como uma função que leva um
disco em uma cardióide com um laço interior: o laço interior não fará parte da fronteira da imagem).
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Definição 1.1.3 Sejam f ∈ C∞(D̄)n e p 6∈ ( f (Z f ) ∪ f (∂D)). Definimos o grau de f em p
com respeito a D por

deg( f , D, p) = ∑
x∈ f−1(p)

sgn (J f (x)),

= 0, se f−1(p) = ∅,

em que sgn a = 1, se a > 0 e sgn a = −1, se a < 0.

Note que estamos exigindo f ∈ C∞(D̄)n, mesmo que essa definição faça sentido
para f ∈ C1(D̄)n. Como na definição de valor regular, essa exigência é meramente
técnica, no sentido de que mostraremos que o grau está bem definido para aplicações
f ∈ C(D̄)n.

Mas, se compararmos a Definição 1.1.3 com nosso objetivo inicial, que era obter
uma contagem simples do número de soluções da equação f (x) = b, chegamos a um
contra-senso: para que deg( f , D, p) possa ser calculado, devemos saber quais são as
soluções de f (x) = b!

Em vez de desistirmos de nosso propósito, vamos modificá-los; se tivermos méto-
dos indiretos de calcular o grau deg( f , D, p) e se deg( f , D, p) 6= 0 indicar a existência
de ao menos uma solução de f (x) = p, então nosso trabalho não terá sido em vão. E
isso realmente acontece, como mostraremos posteriormente.

1.2 A construção do grau de Brouwer

Para simplificar a notação, denotaremos

Cp(D̄)n = { f ∈ C0(D̄)n : p 6∈ f (∂D)},
C∞

p (D̄)n = { f ∈ C∞(D̄)n : p 6∈ f (Z f ) ∪ f (∂D)}.

Como antes, os conjuntos Cp(D̄)n e C∞
p (D̄)n serão considerados com a topologia

induzida pela do espaço C(D̄)n, isto é, pela norma do sup.
Queremos estender a definição do grau de Brouwer para o conjunto Cp(D̄)n, isto

é, queremos relaxar as condições p 6∈ f (Z f ) e f ∈ C∞(D̄)n na definição do grau de
Brouwer.

Começamos enunciando um importante resultado devido a Sard, cuja demonstra-
ção pode ser encontrada em [15]:

Teorema 1.2.1 (Sard) O conjunto de valores regulares de toda aplicação h : U ⊂ Rn → Rm

de classe C∞ é denso no Rn.

No caso m = n, isto é, aplicações f : D̄ ⊂ Rn → Rn, a demonstração do resultado
de Sard é simples:

Lema 1.2.2 (Sard) Seja f ∈ C1(D̄)n. Então f (Z f ) tem medida nula no Rn.
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Demonstração: Como conseqüência do Teorema de Lindelöf, D é uma união enu-
merável de cubos abertos contidos em D. Logo, D̄ é uma união enumerável de cubos
fechados Ck contidos em D̄. Como a união enumerável de conjuntos de medida nula
é um conjunto de medida nula, basta provarmos que f (Z f ∩ C) é um conjunto de
medida nula, sendo C um cubo fechado contido em D̄.

Subdividimos cada uma das arestas do cubo C em k partes iguais e obtemos assim
uma partição do cubo C em kn pequenos cubos Ci, de mesma aresta δ e volume δn.
Se x, y ∈ Ci, temos |x− y|max ≤ δ.

Para cada cubo Ci tal que Z f ∩ Ci 6= ∅, escolhemos um ponto xi ∈ Z f ∩ Ci. A
imagem da aplicação linear D f (xi) : Rn → Rn está contida num subespaço vetorial
Ei ⊂ Rn, de dimensão igual a n− 1, de acordo com o Teorema do Núcleo e da Ima-
gem. (A imagem pode estar contida em um subespaço de dimensão menor do que
n− 1, mas ela está certamente contida em um subespaço de dimensão n1.)

Para cada x ∈ Ci podemos escrever

f (x) = [ f (xi) + D f (xi)(x− xi)] + ri(x). (1.3)

Note que a aplicação x 7→ f (xi) + D f (xi)(x − xi) toma valores no espaço afim
Li := f (xi) + Ei, de dimensão igual a n− 1.

Seja M = supx∈C ‖D f (x)‖ (aqui estamos usando que f ∈ C1). Então

|D f (xi) · (x− xi)|max ≤ M|x− xi|max ≤ Mδ.

Isso mostra que, para todo ponto x ∈ Ci, o ponto [ f (xi)+ D f (xi)(x− xi)] pertence
a um cubo K′i de centro f (xi) e aresta 2Mδ contido em Li.

Tratemos agora do resto ri(x) em (1.3). Como f é diferenciável, dado arbitrari-
amente ε > 0, podemos tomar o inteiro k (o número de subdivisões de cada aresta
do cubo original C) tão grande que, para cada cubo Ci contendo pontos de Z f e todo
x ∈ Ci valha

|ri(x)|max ≤ ε|x− xi|max ≤ δε.

O resto afeta tanto [ f (xi) + D f (xi)(x − xi)] como a dimensão “faltante” em Li.
No primeiro caso, ela amplia a dimensão da aresta do cubo, de modo que [ f (xi) +
D f (xi)(x − xi)] está contido em um cubo Ki de centro f (xi) e aresta 2Mδ + 2δε =
2(M+ ε)δ. Quanto à dimensão “faltante”, essa pode sair δε do subespaço Li. Decorre
então de (1.3) que, para todo x ∈ Ci, a imagem f (x) pertence a um paralelepı́pedo
Pi ⊂ Rn que tem como seção o cubo Ki e “altura” 2δε, cujo volume vol (Pi) é igual a
[2(M + ε)δ]n−12δε = [(2δ)n(M + ε)n−1]ε.

Como a imagem de C está contida em no máximo kn desses paralelepı́pedos,
f (S f (C) ∩ C) tem volume máximo [(2kδ)n(M + ε)n−1]ε. Uma vez que ε > 0 é ar-
bitrário, f (S f (C) ∩ C) tem medida nula. 2

Teorema 1.2.3 O conjunto Cp(D̄)n é aberto em C(D̄)n e C∞
p (D̄)n é denso em Cp(D̄)n.

Demonstração: Seja f ∈ Cp(D̄)n. Se p 6∈ f (∂D), então existe uma bola Br(p) tal que
Br(p) ∩ f (∂D) = ∅. Todas as funções contı́nuas g : D̄ → Rn tal que ‖g− f ‖sup < r/2
estão em Cp(D̄)n.
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Dados ε > 0 e f ∈ Cp(D̄)n, defina ε′ = inf
x∈∂D

| f (x)− p| e ε′′ = min{ε, ε′}. Pelo

Teorema de Stone-Weierstraß, cada função coordenada fi pode ser aproximada por
um polinômio ti tal que supx∈D̄ | fi(x) − ti(x)| < ε′′/2. Se t = (t1, . . . , tn), então
supx∈D̄ | f (x)− t(x)|max < ε′′/2.

Se p for valor regular de t, nossa demonstração está completa. Caso contrário, de
acordo com o Lema de Sard 1.2.2, existe um valor regular q de t tal que |q− p| < ε′′/2.
Então s = t + (q− p) dada por s(x) = t(x) + (q− p) é a aplicação procurada, pois p
é valor regular de s (uma vez que s′ = t′ e t(x) = p se, e somente se, s(x) = q) e

sup
x∈D̄
| f (x)− s(x)|max ≤ sup

x∈D̄
| f (x)− t(x)|max + |q− p| < ε′′/2 + ε′′/2 = ε′′ ≤ ε.

(Note que, independentemente de p ser valor regular de t, a aplicação s é a aplicação
procurada.) 2

Lema 1.2.4 Seja f ∈ C∞
p (D̄)n. Então existe um aberto V 3 p tal que todo ponto q ∈ V é

valor regular de f e
deg( f , D, y) = deg( f , D, p).

Demonstração: De acordo com o Lema 1.1.2, f−1(p) = {a1, . . . , ak} ou f−1(p) =
∅. Se p 6∈ f (D̄), definimos δ = 1

2dist (p, f (D̄)) = 1
2 inf{|p − y|max : y ∈ f (D̄)}.

Temos que δ > 0, pois dist (p, f (D̄)) é a distância entre compactos disjuntos. Assim,
f−1(q) = ∅ para todo q ∈ V := Bδ(p).

Se f−1(p) = {a1, . . . , ak} e i ∈ {1, . . . , k}, o Teorema da Aplicação Inversa garante
a existência de abertos Wi 3 ai e Vi 3 p tais que f transforma Wi difeomorficamente
em Zi. Reduzindo as vizinhanças Wi, se necessário, podemos supor que Wi ∩Wj = ∅,
se i 6= j. Como J f (ai) 6= 0 para todo i ∈ {1, . . . , k}, a continuidade de J f (x) garante
que uma nova redução de Wi torna possı́vel a suposição sgn J f (ai) = J f (u) para todo
u ∈W ′i , com i = 1 . . . , n. Defina então

V =

(
n⋂

i=1

Vi

)
\ f

(
D̄ \

n⋃
i=1

Wi

)
.

O aberto V tem as propriedades desejadas. 2

Lema 1.2.5 Considere uma função d : C∞
p (D̄) ∩ Cp(D̄)n → Z, o primeiro conjunto consi-

derado com a norma do sup e o último conjunto considerado com a topologia discreta.
Se d for localmente constante, então d é constante nas componentes conexas de C∞

p (D̄) ∩
Cp(D). Em particular, d é contı́nua.

Demonstração: Como d é localmente constante, d−1(k) é aberto em Cp(D̄)n, para
todo inteiro k. Mas d−1(k) é fechado, por ser o complementar do aberto d−1(Z \ {k}).
Logo, d−1(k) é a união de componentes conexas de C∞

p (D̄) ∩ Cp(D̄)n. 2

Agora enunciaremos um caso especial do Teorema da Aplicação Implı́cita que
será útil para os nossos propósitos:
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Teorema 1.2.6 Sejam h : R× D → Rn uma aplicação de classe C1, com h(t0, x0) = 0 e
Jh(t0,·)(x0) 6= 0 para algum (t0, x0) ∈ R× D. Então existem um intervalo (t0 − r, t0 + r),
uma bola Bρ(x0) ⊂ D e um caminho contı́nuo z : (t0 − r, t0 + r)→ Bδ(x0) tal que z(t0) =
x0 e z(t) é a única solução de h(t, x) = 0 em Bρ(x0).

Proposição 1.2.7 Seja f ∈ C∞
p (D)n. Então, para toda g ∈ C∞

p (D̄)n, existe δ = δ( f , g, p)
tal que

deg( f + tg, D, p) = deg( f , D, p), ∀ |t| < δ.

Demonstração: Se for f−1(p) = ∅, seja δ = 1
2dist (p, f (D̄)), em que dist (p, f (D̄)) =

inf{|p− y|max : y ∈ f (D̄)}. Temos que δ > 0, pois dist (p, f (D̄)) é a distância entre
compactos disjuntos. Uma vez que

‖ f − ( f + tg)‖sup = |t| ‖g‖sup,

temos que dist (p, ( f + tg)(D̄)) > 0, desde que |t| < δ/‖g‖sup. Assim, para tais
valores de t, ( f + tg)−1(p) = ∅.

Suponhamos agora que f−1(p) = {a1, . . . , ak}. Defina ft = f + tg e h(t, x) =
ft(x)− p. Temos que, para i ∈ {1, . . . , k}, h(0, ai) = f (ai) = 0 e Jh(0,·)(ai) = J f (ai) 6=
0. Assim, decorre do Teorema 1.2.6 a existência de um intervalo (−r, r), bolas disjun-
tas Bρ(ai) e caminhos contı́nuos zi : (−r, r)→ Bρ(ai) tais que

f−1
t (p) ∩V = {z1(t), . . . , zk(t)}, em que V =

k⋃
i=1

Bρ(ai).

Redefinindo r e ρ, se necessário, podemos supor que sgn J f (x) = sgn J f (ai) em Bρ(ai).
Seja γ = dist (p, D̄ \V). Então

| ft(x)− p| ≥ | f (x)− p| − | ft(x)− f (x)| > ρ− |t| ‖g‖sup > 0,

desde que |t| < δ0 = min{r, γ/‖g‖sup}. Para tais valores de t temos que f−1
t (p) =

{z1(t), . . . , zk(t)}, ou seja, todas as soluções de ft(x) = p são as soluções já encontra-
das z1(t), . . . , zk(t).

Finalmente, como J ft(x) é contı́nuo em (t, x), existe δ ≤ δ0 tal que

|J ft(x)− J f (x)| < min{|J f (z)| : z ∈ V̄}, ∀ |t| < δ e x ∈ V̄.

Consequentemente, sgn J ft(zi(t)) = sgn J f (zi(t)) = sgn J f (ai), ou seja,

deg( ft, D, p) = sgn ( f , D, p),

de acordo com a Definição 1.1.3. 2

Corolário 1.2.8 A aplicação deg(·, D, p) é localmente constante, isto é, para toda f ∈
C∞

p (D̄)n ⊂ Cp(D̄)n, as aplicações g do aberto

{g ∈ C∞
p (D̄)n : ‖g− f ‖sup < dist (p, f (∂D))}

têm todas o mesmo grau de f em p:

deg( f , D, p) = deg(g, D, p).
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Demonstração: Seja α = dist (p, f (∂D)). Suponhamos que ‖g− f ‖sup < α. Defina
h : [0, 1]× D → Rn por h(t, x) = f (x) + t(g(x)− f (x)) para t ∈ [0, 1]. Então h ∈ C∞

e 0 6∈ h([0, 1]× ∂D), pois

|h(t, x)| = | f (x) + t(g(x)− f (x))| ≥ | f (x)| − t|g(x)− f (x)| > 0.

Como conseqüência do Lema 1.2.4, existe um aberto V 3 p tal que

deg( f , D, p) = deg( f , D, q) e deg(g, D, p) = deg(g, D, q), ∀ q ∈ V. (1.4)

O Teorema de Sard garante que o conjunto de pontos em V que são valores crı́ticos
de h tem medida nula. Tomemos, portanto, um ponto q ∈ V que seja valor regular
de h.

Logo, está bem definida a função d : [0, 1] → Z dada por d(t) = deg(h(t, ·), D, q).
Então, para todo t0 ∈ [0, 1] fixo, como

h(t, x) = f (x) + t0(g(x)− f (x)) + (t− t0)(g(x)− f (x))
= h(t0, x) + (t− t0)(g(x)− f (x)),

decorre da Proposição 1.2.7 que d(t) é localmente constante em uma vizinhança de t0.
Assim, d(t) é contı́nua em [0, 1] e, como este conjunto é conexo, d([0, 1]) ⊂ Z é conexo.
Portanto, d(t) é constante em [0, 1]. Em particular, deg( f , D, q) = deg(g, D, q). O
resultado segue-se então de (1.4). 2

Corolário 1.2.9 Todas as funções f ∈ C∞
p (D̄)n na mesma componente conexa de Cp(D̄)n

têm o mesmo grau.

Demonstração: Decorre imediatamente do Lema 1.2.5 e do Corolário 1.2.8. 2

Resulta imediatamente do Corolário 1.2.9 que está bem definido o grau em Cp(D̄)n

por meio de

Definição 1.2.10 Seja f ∈ Cp(D̄)n. Definimos

deg( f , D, p) = deg(g, D, p),

em que g ∈ C∞
p (D̄)n é uma aplicação na mesma componente conexa de f em Cp(D̄)n.

Note que, em particular, o grau de quaisquer duas aplicações f , g ∈ Cp(D̄)n na
mesma componente conexa é igual.

1.3 Propriedades elementares do grau

Teorema 1.3.1 (Propriedades básicas do grau de Brouwer) A função

deg : Cp(D̄)n → Z

tem as seguintes propriedades:
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(i) deg( f , ∅, p) = 0;

(ii) deg(id, D, p) = 1;

(iii) se D1, D2 ⊂ D são abertos disjuntos e p 6∈ f (D̄ \ (D1 ∪ D2)), então

deg( f , D, p) = deg( f |D̄1
, D1, p) + deg( f |D̄2

, D2, p).

Amann [3] prova a existência de uma única função grau satisfazendo essas pro-
priedades. A unicidade da função grau também é mostrada, com propriedades equi-
valente àquelas do Teorema 1.3.1, em Deimling [8].

A demonstração do Teorema 1.3.1 é imediata: reduzindo ao caso de aplicações em
C∞

p (D̄)n, as propriedades (i)− (iii) decorrem da definição do grau para tais funções.

Corolário 1.3.2 (Propriedades elementares do grau de Brouwer) A função

deg : Cp(D̄)n → Z

satisfaz as seguintes propriedades:

(iv) deg( f , D, p) = deg( f − p, D, 0);

(v) se D1 ⊂ D for aberto e p 6∈ f (D̄ \ D1), então

deg( f , D, p) = deg( f , D1, p);

(vi) se deg( f , D, p) 6= 0, então p ∈ f (D), isto é, existe x ∈ D tal que f (x) = p;

(vii) se |p− q| < dist (p, f (∂D)), então deg( f , D, p) = deg( f , D, q);

(viii) deg( f , D, ·) é constante nas componentes conexas de Rn \ f (∂D);

(ix) deg(H(t, ·), D, p) independe de t para toda homotopia contı́nua H : [0, 1]× D̄ → Rn

tal que p 6∈ H(t, ∂D) para todo t ∈ [0, 1];

(x) se f e g coincidem em ∂D, então

deg( f , D, p) = deg(g, D, p).

Demonstração: A propriedade (iv) decorre de f (x) = p se, e somente se, g(x) =
0, em que g(x) = f (x) − p; por sua vez, (v) decorre da definição do grau para
aplicações em C∞

p (D̄)n.
Suponhamos que p 6∈ f (D). De acordo com (v), podemos tomar D1 = ∅ e con-

cluir que deg( f , D, p) = 0, o que prova (vi).
Quanto a (vii), decorre de (iv) que

deg( f , D, p) = deg( f − p, D, 0) = deg( f − q, D, 0) = deg( f , D, q).

Assim, deg( f , D, ·) é localmente constante. Como antes (Lema 1.2.5), isso implica que
deg( f , D, ·) é constante nas componentes conexas de Rn \ f (∂D), provando (viii).
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Para provar (ix), basta repetir a argumentação dada no final da demonstração do
Corolário 1.2.8: definindo d(t) = deg(H(t, ·), D, p), a continuidade de H garante que
H(t1, ·) e H(t2, ·) estão na mesma componente conexa para t1 e t2 suficientemente
próximos; assim, d(t) é localmente constante e, portanto, contı́nua no conexo [0, 1].
Logo u([0, 1]) ⊂ Z é conexo e, portanto, constante. (Note que p 6∈ H(t, ∂D)) para
todo t ∈ [0, 1] garante que a homotopia H(t, ·) está sempre na mesma componente
conexa de Cp(D̄)n.)

Para verificar (x), considere a homotopia contı́nua H(t, ·) = (1− t) f (·) + tg(·).
Como f = g em ∂D, vemos que H(t, ·) = f (·) = g(·) em ∂D 2

Observação 1.3.3 Toda aplicação contı́nua f : ∂D → Rn pode ser estendida a uma
aplicação f : D̄ → Rn, de acordo com o Teorema de Extensão de Tietze (aplicado
a cada coordenada de f ). Essa extensão não é única, mas elas coincidem em ∂D.
Isso significa que faz sentido deg( f , D, p) mesmo que f só esteja definida em ∂D e
p 6∈ f (∂D). �

Exercı́cio 1.3.4 Seja f ∈ Cp(D̄)n e q ∈ Rn arbitrário. Mostre que

deg( f − q, D, p− q) = deg( f , D, p).

Conclua que, se H(t, ·) : D̄ → Rn for uma homotopia contı́nua e t 7→ p(t) um cami-
nho contı́nuo de [0, 1] no Rn tal que p(t) 6= H(t, ∂D) para todo t ∈ [0, 1], então

deg(H(t, ·), D, p(t))

é independente de t ∈ [0, 1].

1.4 Estendendo o grau de Brouwer

Proposição 1.4.1 Seja u : D → u(D) um difeomorfismo (global). Então

deg( f , D, p) = deg
(
u ◦ f ◦ u−1, u(D), u(p)

)
.

Demonstração: Basta mostrar o resultado no caso em que p = 0 e f ∈ C∞
p (D̄)n e

u(p) = u(0) = 0. Nesse caso,

deg(u ◦ f ◦ u−1, u(D), 0) = ∑
x∈(u f u−1)−1(0)

sgn det(u ◦ f ◦ u−1)′(x)

= ∑
y∈ f−1(0)

sgn det( f ′(y))

= deg( f , D, 0),

de acordo com a regra da Cadeia e o fato que o determinante do produto é igual ao
produto dos determinantes. 2

Uma conseqüência imediata da Proposição 1.4.1 é que o grau de Brouwer pode
ser estendido a qualquer espaço vetorial real de dimensão finita X por meio de um
isomorfismo com o espaço Rn, sendo n = dim X, uma vez que o grau independe do
isomorfismo escolhido entre X e Rn.
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Exercı́cio 1.4.2 Mostre que o grau de Brouwer pode ser estendido para o espaço Cn,
ao identificar esse espaço com R2n por meio do homeomorfismo canônico x + iy 7→
(x, y).

Exercı́cio 1.4.3 Seja Ω ⊂ Rn um aberto. Mostre que ∂Ω não é um retrato de Ω, isto é,
não existe uma aplicação contı́nua r : Ω → ∂Ω tal que r|∂Ω : ∂Ω → Rn é a aplicação
identidade i : ∂Ω→ ∂Ω.

A definição do grau de uma aplicação f ∈ C∞
p (D̄)n,

deg( f , D, p) = ∑
x∈ f−1(p)

sgn (J f (x)),

= 0, se f−1(p) = ∅,

é válida se f ∈ C1
p(D̄)n:

Proposição 1.4.4 Sejam D ⊂ Rn um aberto limitado e f : D̄ → Rn uma aplicação contı́nua
tal que f |D seja de classe C1. Se p 6∈ f (∂D) ∪ f (Z f ), então deg( f , D, p) pode ser calculado
pela definição dada para f ∈ C∞

p (D̄)n.

Demonstração: Sem perda de generalidade, podemos supor que p = 0. Como as
soluções de f (x) = 0 são isoladas, a propriedade básica (iii) do grau de Brouwer
garante que podemos considerar que f (x) = 0 tenha uma única solução x0 ∈ D.

Defina g(x) = f ′(x0)(x− x0). Então g ∈ C∞
0 (D̄)n e, por definição,

deg(g, Bδ(x0), 0) = sgn det f ′(x0),

para todo δ positivo.
Mas,

f (x) = f ′(x0)(x− x0) + r(x− x0),

com r(x − x0)/|x − x0| → 0 quando x → x0. Tome δ suficientemente pequeno de
modo que |x− x0| ≤ δ implique Bδ(x0) ⊂ D e

|r(x− x0)|
|x− x0|

≤ ‖ f ′(x0)‖
2

.

Para esse valor de δ > 0, a homotopia

h(t, x) = f ′(x0) + t r(x− x0)

é admissı́vel e
deg( f , Bδ(x0), 0) = deg(g, Bδ(x0), 0),

como querı́amos verificar. 2

Observação 1.4.5 Suponhamos que f ′(x0) só tenha autovalores reais, que x0 ∈ D
seja a única solução de f (x) = 0, sendo f ∈ C1

p(D̄)n. A demonstração acima mostra
que

deg( f , D, 0) = (−1)m,

sendo m a dimensão do auto-espaço associado aos autovalores negativos da aplicação
f ′(x0). �



Capı́tulo 2

Algumas aplicações do grau de
Brouwer

Exemplo 2.0.6 Considere D = (−1, 1) ⊂ R. Então

deg(id, D, 0) = 1,

pois id−1(0) = {0} e id′(0) = 1.
Quer dizer, deg(id, D, 0) contou exatamente o número de soluções de id(x) = 0.
Por outro lado, considerarmos f (x) = x2 − 1, notamos que

deg( f , D, 0) = 0,

pois D f (x) tem sinais contrários em ±1, que são soluções de f (x) = 0. Assim,
sinais contrários da derivada em pontos tais que f (x) = 0 podem fazer com que
deg( f , D, 0) não descreva uma contagem de soluções de f (x) = 0. �

Algumas complicações podem surgir na definição dada de deg( f , D, 0). Por exem-
plo, se considerarmos f (x) = |x|, não está definida a derivada em D f (0) e portanto
a fórmula usada para definir o grau não faz sentido. Ou mesmo se considerarmos
f (x) = x4, então D f (0) = 0 está definido, mas não sgn (D f (0)). Ou ainda uma
função como f (x) = sen 1

x , que tem infinitos zeros numa vizinhança de 0, de modo
que não é claro que o somatório esteja bem definido.

A solução para todos os problemas levantados decorre de uma propriedade fun-
damental, que motiva a definição de grau: considerando o espaço das funções contı́-
nuas f : D̄ → Rn, as funções tais que 0 6∈ f (∂D) realizam uma partição desse con-
junto, de modo que as componentes conexas definidas por essa partição decompõem
D em conjuntos em que o grau é constante! Isso motiva a exigência 0 6∈ f (∂D).

Exemplo 2.0.7 Consideremos o espaço das funções contı́nuas f : [−1, 1] → R com a
propriedade de que 0 6∈ f (∂D). Denotaremos esse espaço D0(D).

Consideremos duas funções f , g ∈ D0(D̄) (visualise f como uma função bastante
complicada, cheia de zeros e g como uma função bastante simples: a reta que une
f (−1) a f (1). Considere a homotopia

ft := t f + (1− t)g, 0 ≤ t ≤ 1.

12
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Note que 0 6∈ ft(∂D) para todo t (nos pontos −1 e +1 os valores de f e g são iguais;
esse mesmo valor é assumido por ft para todo t!). Essas funções estão, portanto, na
mesma componente conexa de Do(D). Logo seus graus são iguais! �

Em dimensão 1 existem poucas componentes conexas de D0(D): ou ambos os
valores de fronteira são negativos (caso representado pela função f (x) = c < 0, cujo
grau é 0), ou ambos valores de fronteira são positivos (caso representado pela função
f (x) = c > 0, cujo grau também é zero) ou ela passa de negativo para positivo
(caso representado pela função f = id, cujo grau é 1) ou ela passa de positivo para
negativo (caso representado pela função f = −id, cujo grau é−1). Note que, nos dois
últimos casos, o Teorema do Valor Intermediário nos garante a existência de soluções
de f (x) = 0. Acabamos também de mostrar que, em dimensão 1, o grau só assume
os valores 0, ±1.

Salientamos o resultado fundamental que possibilita a definição do grau em condi-
ções mais gerais do que aquelas em que é possı́vel o emprego da fórmula (??):

Fato: Denotemos por C0(D̄)n o espaço das funções contı́nuas f : D̄ → Rn. Então
deg( f , D, 0) é constante nas componentes conexas de C0(D̄)n \ { f : 0 ∈ f (∂D)}.

Note que isso acarreta que o grau é contı́nuo nessas componentes conexas, uma
vez que a função deg : D0(D)→ Z só pode assumir valores inteiros.

Corolário 2.0.8 deg : D0(D)→ Z só depende dos valores assumidos na fronteira.

Demonstração: Considere f , g ∈ D0(D) com os mesmos valores em ∂D e defina a
homotopia

ft = t f + (1− t)g, 0 ≤ t ≤ 1.

Como 0 6∈ ft(∂D) para todo t ∈ [0, 1], isso quer dizer que podemos deformar f
de modo a transformá-la na função g, sem que essa homotopia saia da componente
conexa de f . Isso quer dizer que f e g têm o mesmo grau. 2

Observação 2.0.9 Se 0 for valor regular de f ∈ C∞(D) tal que 0 6∈ f (∂D), então
f−1(0) ∩ D̄ só assume um número finito de pontos. De fato, suponhamos que exis-
tisse uma sequência zn ∈ D̄ de zeros de f . Se essa sequência convergisse para z ∈ ∂D,
isso seria contrário a exigência imposta sobre f . Se convergisse para um ponto inte-
rior, qualquer vizinhança desse ponto de acumulação teria um sequência de pontos
cuja imagem é zero. Em outras palavras, a função não seria injetiva, o que contraria
o Teorema da Função Inversa! �

2.1 Aplicações

Teorema 2.1.1 (do Ponto Fixo de Brouwer) Toda função contı́nua f : B1(0) ⊂ Rn →
B1(0) possui um ponto fixo.
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Demonstração: Se f tiver um ponto fixo em ∂B1(0), nada há a demonstrar. Caso
contrário, id− f ∈ D0(B1(0)). Basta, portanto, mostrar que

deg(id− f , B1(0), 0) = deg(id, B1(0), 0) = 1,

o que implicaria na existência de raı́zes de id− f , que são pontos fixos de f .
Para mostrar que a homotopia ht := id− t f para t ∈ [0, 1] é admissı́vel, suponha-

mos por absurdo que existam t0 ∈ (0, 1) e x0 ∈ ∂B1(0) tais que

x0 − t0 f (x0) = 0.

Como isso implica que | f (x0)| = |x0|
t0

> 1, temos um absurdo. 2

Teorema 2.1.2 Não existe aplicação contı́nua f : B1(0) → ∂B1(0) tal que f |∂B1(0) é a iden-
tidade.

Demonstração: Suponhamos que exista tal aplicação. Então, deg( f , B1(0), 0) = 0,
pois 0 6∈ f (B1(0)) = ∂B1(0). Contudo, pelo Corolário 1.3.2-(x), deg(id, B1(0), 0) =
deg( f , B1(0), 0). Como deg(id, B1(0), 0) = 1, temos uma contradição. 2

Teorema 2.1.3 Seja f : S2n ⊂ R2n+1 → R2n+1 contı́nua. Então f tem um autovetor, isto
é, existe x ∈ S2n tal que f (x) = λx. Em particular, dada f : S2n → S2n contı́nua, ou f ou
− f tem ponto fixo.

Demonstração: Se f tem uma raiz, nada há a demonstrar. Caso contrário, o Teorema
de Tietze garante a existência de uma extensão contı́nua f̃ : B̄1(0) ⊂ R2n+1 → R2n+1

de f , com sup f = sup f̃ e inf f = inf f̃ . Notamos que f̃ ∈ D0(B1(0)) e passaremos a
denotar f̃ apenas por f .

Claramente temos que

deg(id, B1(0), 0) = 1 e deg(−id, B1(0), 0) = −1.

Assim, f não pode pertencer simultaneamente às componentes conexas que contém
id e −id. Isso quer dizer que uma das duas homotopias,

ht := t f + (1− t)id ou gt := t f + (1− t)(−id)

não é admissı́vel, isto é, existem t0 ∈ (0, 1) e x0 ∈ S2n = ∂B1(0) que anula uma dessas
homotopias. Quer dizer,

f (x0) =
±(1− t0)

t0
x0,

em que o sinal é tomado de acordo com a homotopia que não é admissı́vel.
Isso prova a primeira afirmação: existe x ∈ S2n tal que f (x) = λx.
Se f : S2n → S2n, claramente |λ| = 1, de forma que f (x) = ±x, mostrando a

última afirmação. 2

Observe que, na demonstração anterior, precisamos de dimensão par para garan-
tir que id e −id estão em componentes conexas distintas!
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Corolário 2.1.4 Existe um campo vetorial contı́nuo, não-nulo e tangente a Sn−1 se, e so-
mente se, n for par.

Demonstração: Suponhamos que n seja par. Defina f : Sn−1 → Sn−1 por

f (x) = f (x1, x2, . . . , xn) = (−x2, x1,−x4, x3, . . . ,−xn, xn−1).

Claramente f (x) ⊥ x, de forma que f (x) é tangente a Sn−1.
Reciprocamente, suponhamos que n não seja par. Então n− 1 = 2k e, de acordo

com o Teorema 2.1.3, f : S2k → R2k+1 tem um autovetor. Logo esse campo não pode
ser tangente! 2

Teorema 2.1.5 Sejam D ⊂ Rn aberto e f : D̄ → Rn uma aplicação contı́nua. Suponhamos
a existência de x0 ∈ D tal que, para todo x ∈ ∂D, 〈 f (x), x− x0〉 ≥ 0. Então existe x ∈ D̄
tal que f (x) = 0.

Demonstração: Por definição, deg(x − x0, D, 0) = 1. Basta então mostrar que f é
homotópica em D0(D) a (x− x0). Suponhamos que existam t ∈ (0, 1) e x ∈ ∂D tais
que

t f (x) + (1− t)(x− x0) = 0.

Então f (x) = − (1−t)(x−x0)
t , o que contraria ( f (x), x− x0) ≥ 0. Se fosse t = 1, terı́amos

f (x) = 0, e x é o ponto cuja existência foi afirmada. Note que não podemos ter t = 0,
pois então x− x0 = 0, o que implica x0 ∈ ∂D, que é contrário a nossa hipótese. 2

Observação 2.1.6 Trocando, na demonstração, f por− f , podemos substituir a condição

〈 f (x), x− x0〉 ≥ 0

por 〈 f (x), x− x0〉 ≤ 0. �

Teorema 2.1.7 Seja f : Rn → Rn contı́nua tal que

lim
‖x‖→∞

〈 f (x), x〉
‖x‖ = +∞.

Então f é sobrejetora.

Demonstração: Dado y ∈ Rn, vamos mostrar que existe Br(0), com y em seu interior,
tal que

deg( f − y, Br(0), 0) = deg(id− y, Br(0), 0).

Como deg(id− y, Br(0), 0) = 1, existe x ∈ Br(0) tal que f (x)− y = 0, ou seja, f (x) =
y, mostrando que f é sobrejetora.
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Tomamos r tal que r > |y|, o que torna y interior a Br(0). Afirmamos que a
homotopia ht(x) = t( f (x)− y) + (1− t)(x− y) = t f (x) + (1− t)x− y é admissı́vel.
De fato, para todo x com |x| = r e t ∈ [0, 1] temos que

〈h(t), x〉 = r
[

t
〈 f (x), x〉
|x| + (1− t)r− 〈y, x〉

r

]
> r

[
t
〈 f (x), x〉
|x| + (1− t)r− |y|

]
.

Se t > 0, a hipótese garante que ht(x) > 0 desde que r = |x| seja suficientemente
grande. Se t = 0, a escolha r > |y| garante que ht(x) > 0. Isso mostra que ht(x) é
admissı́vel e completa a demonstração. 2

Teorema 2.1.8 (Fundamental da álgebra) Um polinômio de grau n possui exatamente n
raı́zes.

Demonstração: Escreva o polinômio p(z) de grau n na forma zn + pn−1(z), em que
pn−1(z) é um polinômio de grau n − 1. Afirmamos que, para R suficientemente
grande, todas as raı́zes de p estão contidas em BR(0). De fato, para R suficiente-
mente grande, temos Rn = |z|n ≥ |pn−1(z)| e portanto 0 < |zn| − |pn−1(z)| ≤ |p(z)|.
Defina então

ht(z) = zn + tpn−1(z).

Note que, para todo t ∈ [0, 1], |R|n > t|pn−1(R)|. Isso mostra que ht não tem zeros
em ∂BR(0). Então1

deg(zn + pn−1(z), BR(0), 0) = deg(zn, BR(0), 0).

Podemos supor que R > 1. Isso quer dizer que a homotopia gt(z) = zn + t(1) é
admissı́vel e, portanto,

deg(zn, BR(0), 0) = deg(zn + 1, BR(0), 0).

Podemos calcular explicitamente as n raı́zes do polinômio zn + 1 e verificar que
elas não são pontos crı́ticos. Interpretando f (z) = zn + 1 como uma função de R2 →
R2, (x, y) 7→ (u, v), analisemos D f :

D f =

(
ux uy
vx vy

)
=

(
ux uy
−uy ux

)
,

devido às equações de Cauchy-Riemann. Decorre da última expressão que det D f =
u2

x + u2
y > 0. Quer dizer, na fórmula (??) todas as raı́zes são contadas com o sinal

positivo. (Isso mostra que, para funções analı́ticas, a função deg realmente conta os
zeros!)
Temos, portanto, deg(p(z), BR, 0) = deg(zn + 1, BR, 0) = n. Isso prova que p(z) tem,
no mı́nimo, n raı́zes. Como é fácil verificar que um polinômio de grau n possui no
máximo n raı́zes, o resultado está provado. 2

1Estamos usando as propriedades de grau como se ele fosse definido em C. Deverı́amos, para ser
rigorosos, considerar as partes real e imaginária de zn + tpn−1(z)!
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2.2 Exercı́cios

O conjunto D denotará um aberto limitado do espaço considerado.

Definição 2.2.1 Sejam X, Y espaços normados. Uma aplicação f : A ⊂ X → B ⊂ Y é
própria, se a imagem inversa f−1(K) de todo compacto K ⊂ B for um conjunto compacto.

1. Considere uma aplicação f : A ⊂ X → B ⊂ Y, com X, Y espaços normados.
Verifique que: se A for compacto e f contı́nua, então f é própria; se B for com-
pacto, f é própria se, e somente se, A for compacto; todo homeomorfismo f é
uma aplicação própria.

2. Mostre que toda aplicação própria f : A ⊂ X → B ⊂ Y é fechada, isto é, f (F) ⊂
Y é fechado para todo fechado F ⊂ A.

3. Mostre que uma aplicação contı́nua f : A ⊂ X → B ⊂ Y é própria se, e somente
se, ‖ f (xk)‖ → ∞ sempre que ‖xk‖ → ∞.

4. Sejam X um espaço normado e

C = { f : D̄ ⊂ X → X : f é contı́nua, 0 6∈ f (∂D).

Mostre que C é aberto com a norma do sup.

5.



Capı́tulo 3

O grau de Leray-Schauder

Neste Capı́tulo nosso propósito é estender o grau de Brouwer a espaços de di-
mensão infinita. Começamos mostrando, indiretamente, que devemos restringir a
classe de aplicações para a qual o grau está definido.1

Suponhamos que seja possı́vel definir o grau em espaços de dimensão infinita,
satisfazendo as propriedades básicas do grau, dadas pelo Teorema 1.3.1. Então seria
válido o resultado dado pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer 2.1.1, que é uma
conseqüência daquelas propriedades. Contudo, temos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.0.2 Considere o espaço de Hilbert `2, formado por todas as seqüências
x = (xn) tais que ‖x‖2 = ∑∞

n=1 |xn|2 < ∞. Consideremos a aplicação T : B1(0) → `2

dada por Tx = (
√

1− ‖x‖2, x1, . . . , xn, . . .). Temos que T
(

B1(0)
)
⊂ ∂B1(0), pois

‖Tx‖2 = (1− ‖x‖2) + ‖x‖2 = 1. Dessa forma, T deveria satisfazer o Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer 2.1.1. Contudo, T não possui ponto fixo: se fosse Tx = x com
x = (x1, . . . , xn, . . .), então deverı́amos ter ‖x‖ = 1, já que T

(
B1(0)

)
⊂ ∂B1(0). Mas

então Tx = (0, x1, x2, . . . , xn, . . .), o que mostra que x = 0, absurdo. �

A obtenção de conjuntos de aplicações nos quais pode ser definida a noção de
grau (análogo ao grau de Brouwer) é um problema difı́cil. Mostraremos que podemos
definir o grau para aplicações da forma Ψ = id− f , em que f : D ⊂ X → X é uma
aplicação compacta.

3.1 O grau de Brouwer em subespaços

Suponhamos que D ⊂ Rn seja um aberto limitado e consideremos, para m <
n, o espaço Rm. Identificamos esse espaço com o subespaço do Rn formado pelos
pontos cujas últimas n − m coordenadas são todas nulas. Da mesma forma, dada
uma aplicação f : D̄ ⊂ Rn → Rm, identificaremos essa aplicação com uma aplicação
f : D ⊂ Rn → Rn atribuindo a f um total de n−m funções coordenadas nulas.

1Faremos isso empregando um exemplo devido a Kakutani; contudo, um exemplo de Leray, dado
em 1936, mostra diretamente que o grau não pode ser definido para aplicações contı́nuas em espaços
de dimensão infinita. Veja [14].

18
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Lema 3.1.1 Se f : D̄ ⊂ Rn → Rm for contı́nua e id− f = Ψ : D̄ ⊂ Rn → Rm então, para
todo p ∈ Rm ⊂ Rn tal que p 6∈ Ψ(∂D) vale

deg(Ψ, D, p) = deg(Ψ|Rm∩D,Rm ∩ D, p).

Demonstração: Denotando ψ = Ψ|Rm∩D, começamos mostrando que ψ−1(p) =
Ψ−1(p). Claramente ψ−1(p) ⊂ Ψ−1(p). Se x ∈ Ψ−1(p), então p = Ψ(x) = x + f (x),
o que implica que x = p− f (x) ∈ Rm. Portanto, x ∈ D̄ ∩ Rm e, como p 6∈ Ψ(∂D),
temos x ∈ D ⊂ Rm e p = ψ(x).

Podemos supor que f ∈ C∞ e que p seja valor regular de Ψ (e, portanto, de ψ).
Como Ψ(x) = p se, e somente se, x = (x1, 0) ∈ Rm × Rn−m, decompondo x =
(x1, 0) ∈ Rm ×Rn−m

det DΨ(x) =
(

id− D1 f (x1, 0) −D2 f (x1, 0)
0 idRn−m

)
= det Dψ(x),

completando a demonstração. 2

3.2 O grau de Leray-Schauder

Definição 3.2.1 Sejam X, Y espaços normados e M ⊂ X. Uma aplicação f : D → Y é
compacta,2 se

(i) f for contı́nua;

(ii) f (A) for compacto, para todo subconjunto limitado A ⊂ D.

Definição 3.2.2 Seja M um subconjunto do espaço normado X. Dizemos que M tem di-
mensão finita, se existir um subespaço de dimensão finita que contém M.

Teorema 3.2.3 Sejam X, Y espaços normados e D ⊂ X um subconjunto limitado. Seja
f : D → Y uma aplicação compacta. Então, para todo ε > 0, existe uma aplicação fε : D →
Y tal que fε(D) tem dimensão finita e ‖ fε(x)− f (x)‖ < ε.

Demonstração: Uma vez que D é limitado, f (D) é um conjunto compacto. Fixado
ε > 0, uma vez que f (D) ⊂ ⋃p∈ f (D)

Bε(p), existem pontos p1, . . . , pk ∈ f (D) tais que

f (D) ⊂
k⋃

i=1

Bε(pi).

2Autores europeus denominam tal aplicação de completamente contı́nua. Se f (D) for compacto em
Y, esses autores chamam f de compacta. Se D for limitado, as denominações coincidem.
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Definimos, para x ∈ D, mi(x, ε) = max{0, ε− ‖ f (x)− pi‖}. Claramente mi(·, ε) é
contı́nua e mi(x, ε) > 0 garante que f (x) ∈ Bε(pi). Isso implica que, para todo x ∈ D,

θi(x, ε) =
mi(x, ε)

k

∑
j=1

mj(x, ε)

é uma função contı́nua e bem-definida. De fato, existe pelo menos uma bola Bε(pi)

tal que x ∈ Bε(pi), de modo que ∑k
j=1 mj(x, ε) > 0.

Definimos então

fε(x) =
k

∑
j=1

θj(x, ε)pj.

Uma vez que ∑k
j=1 θj(x, ε) = 1, temos

‖ f (x)− fε(x)‖ =

∥∥∥∥∥ k

∑
j=1

θj(x, ε) f (x)−
k

∑
j=1

θj(x, ε)pj

∥∥∥∥∥
≤

k

∑
j=1

θj(x, ε)‖ f (x)− pj‖ ≤ ε.

Claramente fε(D) ⊂ < p1, . . . , pk >, o espaço gerado pelos pontos p1, . . . , pk. 2

Definição 3.2.4 Sejam X, Y espaços normados. Uma aplicação Ψ : A ⊂ X → Y é própria
se, para todo conjunto compacto K ⊂ Y, temos Ψ−1(K) compacto.3

Lema 3.2.5 Sejam X um espaço normado e F ⊂ X um conjunto fechado e limitado. Se
f : F ⊂ X → X for compacta, então Ψ : F → E dada por Ψ = id− f (chamada perturbação
compacta da identidade) é própria. Em particular, Ψ leva conjuntos fechados em conjuntos
fechados.

Demonstração: Seja K ⊂ X um conjunto compacto. Queremos mostrar que V =
Ψ−1(K) é compacto. Seja (xn) uma seqüência em V. Como Ψ(xn) é uma seqüência
em K, podemos supor que Ψ(xn) seja convergente, isto é, Ψ(xn) = xn − f (xn) → y.
Como V ⊂ F é limitado, a seqüência (xn) possui uma subseqüência (xnj) tal que
f (xnj)→ z. Assim, xnj = Ψ(xnj) + f (xnj)→ y + z, mostrando que V é compacto.

Seja Ψ(xn) uma seqüência tal que Ψ(xn) → z, com xn ∈ F. Queremos mostrar
que existe x0 ∈ F tal que Ψ(x0) = z. Uma vez que K := {Ψ(xn) : n ∈ N} ∪ {z}
é compacto e Ψ é própria, Ψ−1(K) é compacto. Como (xn) ⊂ Ψ−1(K), (xn) possui
subseqüência (xnj) tal que xnj → x0 ∈ Ψ−1(K). Como (xnj) ⊂ F, temos que x0 ∈ F.
Como f é contı́nua,

z = lim
n→∞

f (xn) = lim
nj→∞

f (xnj) = f
(

lim
nj→∞

xnj

)
= f (x0),

3Como estamos lidando com espaços métricos, as noções de conjuntos compactos (por cobertura)
e seqüencialmente compacto são equivalentes.
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como querı́amos provar. 2

Na seqüência, sejam X um espaço normado e D ⊂ X um conjunto aberto limitado.
Seja f : D̄ → X uma aplicação compacta e Ψ = id− f : D → X. Suponhamos que p 6∈
Ψ(∂D). O Lema 3.2.5 garante que f (∂D) é fechado, de modo que dist (p, f (∂D)) =:
r > 0. De acordo com o Teorema 3.2.3, existe uma aplicação fε, de posto finito, tal
que

‖ f (x)− fε(x)‖ < ε < r, ∀ x ∈ D̄.

Suponhamos que fε(D̄) ⊂ V 3 p, em que V ⊂ X é um subespaço de dimensão finita.
Denotamos Dε = D ∩V e Ψε = id− fε.

Lema 3.2.6 Para todo ε < r = dist(p, f (∂D)),

deg(Ψε, Dε, p)

está bem definido e independe de ε.

Demonstração: Seja ∂Dε a fronteira de Dε em V. Uma vez que ∂Dε ⊂ ∂D e p 6∈
Ψε(∂Dε) para 0 < ε < r, deg(Ψε, Dε, p) está bem definido.

Sejam ε1, ε2 ∈ (0, r), fε1 e fε2 as aproximações de posto finito de f associadas a
ε1 e ε2, respectivamente, dadas pelo Teorema 3.2.3. Sejam, respectivamente, Vε1 e Vε2

os subespaços de dimensão finita em que essas aplicações tomam valores. Definimos
V = Vε1 + Vε2 e DV = D ∩V. De acordo com o Lema 3.1.1, temos

deg(Ψε1 , DV , p) = deg(Ψε1 , Dε1 , p)

e
deg(Ψε2 , DV , p) = deg(Ψε2 , Dε2 , p).

Definindo
H(t, x) = tΨε1(x) + (1− t)Ψε2(x),

vemos que H é uma homotopia admissı́vel ligando Ψε1 e Ψε2 e, para todo t ∈ [0, 1],
temos que p 6∈ H(∂D, t). Isso mostra que deg(Ψε1 , DV , p) = deg(Ψε2 , DV , p), de
modo que deg(Ψε1 , Dε1 , p) = deg(Ψε2 , Dε2 , p), completando a prova do resultado. 2

Definição 3.2.7 Sejam X um espaço normado e D ⊂ X um aberto limitado. Para toda
aplicação compacta f : D̄ → X, definimos o grau da perturbação compacta da identidade
Ψ = id− f : D̄ → X com respeito ao ponto p 6∈ Ψ(∂D) por

deg(Ψ, D, P) = deg(Ψε, Dε, p),

em que Ψε é uma aproximação de posto finito de Ψ tomando valores no subespaço V ⊂ X de
dimensão finita que contém p, Dε = D ∩V e 0 < ε < r = dist (p, Ψ(∂D)).

Observação 3.2.8 Notamos que apenas necessitamos que D ∩V seja um aberto limi-
tado para todo subespaço V de dimensão finita. Assim, podemos estender a definição
do grau de uma perturbação compacta da identidade a abertos não-limitados, desde
que D ∩V seja limitado, se V ⊂ X tiver dimensão finita. �



Apêndice A

Resultados básicos

A.1 O teorema de Tietze

Teorema A.1.1 (Tietze) Sejam X um espaço métrico, A ⊂ X um conjunto fechado e f :
A→ R uma função contı́nua e limitada. Então existe uma extensão contı́nua f̃ : X → R de
f tal que

sup
y∈A

f = sup
x∈X

f̃ inf
y∈A

f = inf
x∈X

f̃ .

Demonstração: Se f for constante, o resultado é trivial. Suponhamos inicialmente
que infy∈A f = 1 e supy∈A f = 2. Definimos então f̃ : X → R da seguinte maneira:

f̃ (x) :=


f (x) se x ∈ A
infy∈A{ f (y)d(x, y)}

d(x, A)
se x 6∈ A.

Note que, se x 6∈ A, claramente temos que 1 ≤ f̃ ≤ 2. Vamos mostrar que f̃ é
contı́nua. No conjunto aberto X \ A podemos escrever

f̃ =
g(x)

d(x, A)
,

em que g(x) = infy∈A{ f (y)d(x, y)}. Como d(x, A) define uma função contı́nua que
não se anula1, para mostrarmos que f̃ é contı́nua em X \ A basta provarmos que g é
contı́nua em cada ponto x ∈ X \ A. Seja, portanto, r := d(x, A) > 0. Se d(x, x′) ≤ ε <
r, temos d(x, y) ≤ d(x′, y) + ε e portanto

g(x) = inf
y∈A
{ f (y)d(x, y)} ≤ inf

y∈A
{ f (y)[d(x′, y)+ ε]} ≤ inf

y∈A
{ f (y)d(x′, y)}+ 2ε = g(x′)+ 2ε,

1De fato,

d(x, A) = inf
z∈A
{d(x, z)} ≤ inf

z∈A
{d(x, y) + d(y, z)} = d(x, y) + inf

z∈A
{d(y, z)} = d(x, y) + d(y, A).

Por simetria, d(y, A) ≤ d(x, y) + d(x, A). Isto mostra que d(·, A) é uniformemente contı́nua. Como
d(x, A) = 0⇔ x ∈ A (pois A é fechado), o resultado está mostrado.

22
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uma vez que f (y) ≤ 2. Por simetria, g(x′) ≤ g(x) + 2ε, o que mostra a continuidade
de f̃ em X \ A.
Resta provar a continuidade de f̃ nos pontos de ∂A. Seja portanto x ∈ ∂A e r > 0 tal
que

| f (x)− f (y)| ≤ ε ∀y ∈ A ∩ Br(x) =: C.

Definindo D := A \ C, temos, se x′ ∈ X \ A e d(x′, x) ≤ r/4 que, para todo y ∈ D
vale d(x′, y) ≥ d(x, y)− d(x, x′) ≥ 3r/4. Portanto,

inf
y∈D
{ f (y)d(x′, y)} ≥ inf

y∈A
f (y) · 3r

4
≥ 3r

4
.

Por outro lado, f (x)d(x, x′) ≤ supy∈A f (y)d(x, x′) ≤ r/2 e portanto

inf
y∈A
{ f (y)d(x′, y)} = inf

y∈C
{ f (y)d(x′, y)}.

Uma vez que infy∈C d(x′, y) = d(x, A) e f (x)− ε ≤ f (y) ≤ f (x) + ε para todo y ∈ C,
temos, para todo y ∈ C,

( f (x)− ε) inf
y∈C

d(x′, y) ≤ f (y) inf
y∈C

d(x′, y) ≤ ( f (x) + ε) inf
x∈C

d(x′, y).

Mas, da primeira desigualdade decorre

( f (x)− ε) inf
y∈C

d(x′, y) ≤ inf
y∈C

f (y) inf
y∈C

d(x′, y) ≤ inf
y∈C
{ f (y)d(x′, y)},

enquanto infy∈C{ f (y)d(x′, y)} ≤ f (y) infy∈C d(x′, y), donde concluı́mos que

( f (x)− ε)d(x′, A) ≤ inf
y∈C
{ f (y)d(x′, y)} = inf

y∈A
{ f (y)d(x′, y)} ≤ ( f (x) + ε)d(x′, A).

Dividindo esta desigualdade por d(x′, A), obtemos que | f̃ (x′)− f (x)| ≤ ε para todo
x′ ∈ X \ A tal que d(x, x′) ≤ r/4. Por outro lado, quando x′ ∈ A e d(x, x′) ≤ r/4,
então | f̃ (x′)− f (x)| = | f (x′)− f (x)| ≤ ε, completando a demonstração. 2

Corolário A.1.2 Sejam A e B dois conjuntos fechados e não vazios no espaço métrico X. Se
A ∩ B = ∅, então existe uma função contı́nua f : X → [0, 1] tal que f (x) = 1 em A e
f (x) = 0 em B.

Demonstração: Defina a aplicação contı́nua g : A ∪ B → R por g(x) = 1 se x ∈ A e
g(y) = 0 se y ∈ B e aplique o Teorema de Tietze. 2
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A.2 Seqüências de Dirac e convolução

Definimos φ1 : Rn → R por

φ1(x) =

{
c exp

(
−1

1−‖x‖2

)
, se ‖x‖ < 1

0, caso contrário,

em que c > 0 é tal que
∫
Rn φ1(x)dx = 1. De acordo com o exemplo ??, temos que

φ1 ∈ C∞(Rn).
Definimos então φk(x) = k−nφ1(x/k). Claramente vale

φk(x) ∈ C∞(Rn),
∫
Rn

φk(x)dx = 1 e supp φk ⊂ B1/k(0).

A seqüência φk é chamada seqüência de Dirac padrão.
Dada uma função localmente integrável f : U → R, definimos a suavização de f

por fk = φk ∗ f , isto é,

fk(x) =
∫

U
f (ξ)φk(x− ξ)dξ =

∫
B1/k(0)

φk(ξ) f (x− ξ)dξ

para todo x ∈ U1/k := {x ∈ U : dist (x, ∂U) > 1/k}.

Teorema A.2.1 (Propriedades da suavização)

(i) fk ∈ C∞(U1/k);

(ii) Se f ∈ C(U), então fk → f uniformemente em compactos de U.

Demonstração: (i) Fixe x ∈ U1/k e i ∈ {1, . . . , n}. Escolha t ∈ R tão pequeno que
x + tei ∈ U1/k. Então vale

fk(x + tei)− fk(x)
t

= k−n
∫

U

1
t

[
φ

(
x + tei − ξ

k

)
− φ

(
x− ξ

t

)]
f (ξ)dξ

= k−n
∫

V

1
t

[
φ

(
x + tei − ξ

k

)
− φ

(
x− ξ

t

)]
f (ξ)dξ,

para algum aberto V ⊂⊂ U. De acordo com o Corolário ??,

1
t

[
φ

(
x + tei − ξ

k

)
− φ

(
x− ξ

t

)]
→ 1

k
∂φ

∂xi

(
x− ξ

k

)
uniformemente em V.

Isso mostra que ∂ fk
∂xi

(x) existe e é igual a∫
U

∂φk
∂xi

(x− ξ) f (ξ)dξ.

Procedendo analogamente, mostramos que Dα fk(x) existe e

Dα fk(x) =
∫

U
Dαφk(x− ξ) f (ξ)dξ
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para qualquer multi-ı́ndice α.
(ii) Dado ε > 0, escolha um aberto V ⊂⊂ U. Tome x ∈ V arbitrário. Temos

‖ fk(x)− f (x)‖ =
∥∥∥∥∫U

φk(x− ξ)[ f (ξ)− f (x)]dξ

∥∥∥∥
Temos que

∫
U φk(x − ξ)dξ = 1. Uma vez que f é uniformemente contı́nua no com-

pacto V̄, tomando k0 suficientemente grande, temos

‖ f (x)− f (ξ)‖ < ε, se ‖x− ξ‖ ≤ 1/k0,

para qualquer x ∈ V̄. Portanto, para k ≥ k0

‖ fk(x)− f (x)‖ ≤ ε.

2

A.3 Conjuntos de medida nula

Um conjunto A ⊂ Rn tem medida nula se, para todo ε > 0 dado, for possı́vel
obter uma coleção enumerável de cubos abertos Ci tais que

A ⊂
∞⋃

i=1

Ci e
∞

∑
i=1

vol (Ci) < ε.

Lema A.3.1 As seguintes afirmações são válidas:

(i) todo subconjunto de um conjunto de medida nula tem medida nula;

(ii) Qualquer reunião enumerável de conjuntos de medida nula tem medida nula;

(iii) Se A ⊂ Rn tem medida nula e f : A → Rn é localmente Lipschitziana, então f (A)
tem medida nula no Rn;

(iv) Se f : U ⊂ Rn → Rn é uma aplicação C1 definida no aberto U e A ⊂ U é um conjunto
de medida nula no Rn, então f (A) tem medida nula;

(v) Se f : U ⊂ Rn → Rm é uma aplicação C1 definida no aberto U e se m > n, então
f (U) tem medida nula no Rm.

Demonstração: (i) é evidente. Suponhamos que cada conjunto Ai tenha medida nula
no Rn. Então existem cubos Cij tais que

Ai ⊂
∞⋃

j=1

Cij e
∞

∑
j=1

vol (Cij) <
ε

2i .
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Assim,
∞⋃

i=1

Ai ⊂
∞⋃

i=1

∞⋃
j=1

Cij e
∞

∑
i=1

∞

∑
j=1

vol (Cij) <
∞

∑
i=1

ε

2i < ε,

provando (ii). Para mostrarmos (iii), suponhamos inicialmente que f seja Lipschit-
ziana. Então existe L tal que ‖ f (x) − f (y)‖ ≤ L‖x − y‖ para quaisquer x, y ∈ A.
Como A ⊂ ∪∞

i=1Ci em que Ci é um cubo de aresta ai e ∑∞
i=1 an

i < ε/Ln, temos que
para x, y ∈ Ci vale

‖x− y‖ < ai ⇒ ‖ f (x)− f (y)‖ < Lai.

Segue-se que cada uma das n projeções de f (A ∩ Ci) sobre os eixos coordenados
está contida num intervalo de comprimento Lai. Portanto, f (A ∩ Ci) está contida
no produto cartesiano desses intervalos, que é um cubo Di com vol (Di) = Lndn

i .
Consequentemente,

f (A) ⊂
∞⋃

i=1

f (A ∩ Ci) ⊂ Di e
∞

∑
i=1

vol (Di) = Ln
∞

∑
i=1

an
i < ε.

Isso mostra que f (A) tem medida nula.
No caso geral, temos A ⊂ ∪Vx, em que cada Vx é aberto e a restrição f |Vx∩A é

Lipschitziana. Pelo Teorema de Lindelöf, existe uma subcobertura enumerável

A ⊂
∞⋃

i=1

Vi.

Pelo que mostramos antes, f (Vi ∩ A) tem medida nula. Logo f (A) =
⋃∞

i=1 f (Vi ∩ A) é
reunião enumerável de conjuntos de medida nula, mostrando que f (A) tem medida
nula.

Uma vez que toda aplicação C1 é localmente Lipschitziana, (iv) decorre de (iii).
Fixado δ > 0, pelo Teorema de LindelöfRn ⊂ Rm é a reunião enumerável de cubos

Ci com vol (Ci) = δ. Seja dado ε > 0. Considere então o bloco (paralelepı́pedo) Pi no
Rm tendo como seção esse cubo Ci e altura ε/(2iδ). Claramente (veja exercı́cio 2)

∞

∑
i=1

vol (Pi) = δ
∞

∑
i=1

ε

2iδ
= ε,

mostrando (v). 2

A.4 O lema de Sard

Denotamos por S f (U) o conjunto dos pontos crı́ticos de f , isto é,

S f (U) = {x ∈ U : J f (x) = 0},

em que J f (x) = det f ′(x) é o determinante jacobiano.
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Lema A.4.1 (Lema de Sard) Seja U ⊂ Rn aberto e f : U → Rn uma aplicação C1. Então
f (S f (U)) tem medida nula no Rn.

Demonstração: Como conseqüência do Teorema de Lindelöf, U é uma reunião enu-
merável de cubos fechados.Basta, portanto, provarmos que C é um cubo fechado
contido em U, então f (S f (C)) = 0.

Subdividimos cada uma das arestas do cubo C em k partes iguais e obtemos assim
uma partição do cubo C em kn pequenos cubos Ci, de mesma aresta δ e volume δn.
Se x, y ∈ Ci, temos ‖x− y‖ ≤ nδ.

Para cada cubo Ci tal que S f (C) ∩ Ci 6= ∅, escolhemos um ponto xi ∈ S f (C) ∩ Ci.
A imagem da aplicação linear f ′(xi) : Rn → Rn está contida num subespaço vetorial
Ei, de dimensão menor ou igual a n − 1 (se a dimensão da imagem fosse n, f ′(xi)
seria um isomorfismo, pelo Teorema do Núcleo e da Imagem).

Para cada x ∈ Ci podemos escrever

f (x) = f (xi) + f ′(xi) · (x− xi) + ri(x).

Note que a aplicação x 7→ f (xi) + f ′(xi) · (x− xi) toma valores no espaço afim Li :=
xi + Ei, de dimensão menor ou igual a n− 1.

Como f é diferenciável, dado arbitrariamente ε > 0, podemos tomar o inteiro k (o
número de subdivisões de cada aresta do cubo original C) tão grande que, para cada
cubo Ci contendo pontos de S f (C) e todo x ∈ Ci valha

‖ri(x)‖ ≤ ε‖x− xi‖ ≤ nδε.

Seja M := supx∈C ‖ f ′(x)‖ (aqui estamos usando que f ∈ C1). Então

‖ f ′(xi) · (x− xi)‖ ≤ M‖x− xi‖ < Mnδ.

Isso mostra que, para todo ponto x ∈ Ci, o ponto f (xi) + f ′(xi) · (x − xi) pertence
a um cubo de centro xi e aresta 2Mnδ contido em Li. Consideremos então o para-
lelepı́pedo Pi ⊂ Rn que tem esse cubo (n− 1)-dimensional como base e altura 2nδε
(contendo, portanto, o cubo Ci), temos que vol (Pi) = (2Mnδ)n−12nδε = (2nnnδnMn−1)ε,
que tem, portanto, pode ser feito arbitrariamente pequeno. Como a imagem de C
está contida em no máximo kn desses paralelepı́pedos (formados por cada cubo Ci),
f (S f (C) ∩ C) tem volume kn(2nnnδnMn−1)ε e, portanto, medida nula, pois ε é ar-
bitrário. 2

Observação A.4.2 O Lema de Sard pode ser facilmente transposto para variedades
de dimensão finita [20]. Possui também uma versão mais geral, válida para espaços
de Sobolev. Veja [14].

A.5 Partição da unidade

Seja α : R → R, α(t) = 0, se t ≤ 0, α(t) = exp(−1/t), se t > 0. De acordo com o
exemplo ??, α ∈ C∞. Fazer gráficos de α(t), α(t + 2), α(−1− t)
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A.6 Exercı́cios

1. Mostre que, na definição de conjunto de medida nula, podemos considerar cu-
bos fechados ao invés de cubos abertos.

2. Mostre que, na definição de conjunto de medida nula, podemos considerar blo-
cos fechados (isto é, paralelepı́pedos n- dimensionais) ao invés de cubos.

3. Mostre que se, para todo ε > 0, existem cubos Ci tais que A ⊂
(
∪∞

i=1Ci
)
∪ Z

com ∑∞
i=1 vol (Ci) < ε e se Z tem medida nula, então A tem medida nula.

4. Mostre que qualquer bloco (não-degenerado) no Rn não tem medida nula.
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[26] R. J. Santos: Álgebra Linear e Aplicações, Departamento de Matemática da
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