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Nio se hio de admitir mais causas

das coisas naturais do que as que

ndo sejam ao mesmo tempo verdadeiras

e suficientes para explicar seus fendmenos.
(...) Quando o menos basta, o mais é em vdo.

Isaac Newton
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CAPITULO 1
ESPACOS DE HILBERT

1.1 PRELIMINARES

Para simplificar o enunciado de alguns resultados e tendo em vista o problema que
estudaremos no préximo capitulo, neste texto trataremos apenas de espacos vetoriais
reais.

Comecamos, portanto, recordando a defini¢do de um espago vetorial:

Defini¢do 1.1 Um espago vetorial X sobre o R é um conjunto cujos elementos (chamados
vetores) podem ser somados e multiplicados por escalares, isto é, os elementos de R. Se
x,y,z € XeA, u € R, as sequintes propriedades devem ser satisfeitas pela adigdo e multiplicagdo
por escalar:

(i) x+y € X (fechamento);
(ii) (x+y)+z=x+ (y+z) (associatividade);
(iii) x +y =y + x (comutatividade);
(iv) existe 0 € X tal que x + 0 = x (elemento neutro);
(v) existe (—x) € X tal que x + (—x) = 0 (inverso aditivo);
(vi) Ax € X (fechamento);
(vii) pu(Ax) = (uA)x (associatividade);
(viii) A(x +vy) = Ax + Ay (distributividade);
(ix) (A + p)x = Ax + ux (distributividade);
(x) 1x = x (regra da unidade).
Denotaremos x + (—y) simplesmente por x — y.

1



2 CAPITULO 1. ESPACOS DE HILBERT

Definicdo 1.2 Sejam X um espago vetorial sobre R e B um subconjunto de X. Um elemento
x € X é combinagdo linear dos elementos de B se existir uma quantidade finita de vetores
X1,...,%X € Beescalares Ay,..., A, € K, tais que

x=AMx1+ ...+ Axp (1.1)

O conjunto de todas as combinagdes lineares de elementos de B é o espago gerado por B,
denotado por < B >.

Dizemos que B gera o espaco X, se todo elemento x € X for combinagdo linear de elementos
de B.

Se, ao tomarmos x = 0 na equagdo (1.1), s6 existir a solugio Ay = ... = A, = 0 para
quaisquer vetores x1,...,x, € Ber € N, dizemos que B é linearmente independente.

Um conjunto B é uma base de X (ou base de Hamel), se ele for linearmente independente e
gerar X.

O espago vetorial X tem dimensdo finita, se existir uma base B com um niimero finito de
elementos. Caso contrdrio, ele tem dimensdo infinita.

E facil verificar que, qualquer que seja o conjunto B # @, < B > sempre é um
espago vetorial. Quando B gera o espaco X, o niumero r € N de elementos x; € B
utilizados numa combinacdo linear de elementos de B pode variar. Se BB for uma base,
cada elemento x € X escreve-se de maneira inica como combinacao linear de elementos
de B. (Veja o Exercicio 1.) Salientamos que uma base B nao precisa ser um conjunto
enumeravel.

Pode-se verificar que, no caso de um espago vetorial de dimensdo finita, todas as
bases tém o mesmo nuimero de elementos; esse nimero comum é chamado entdo de
dimensao do espago X.

Em principio, os espagos que consideraremos neste texto sdo espacos de fungdes.
Isso significa que quase todos 0s nossos exemplos serdo espagos vetoriais de dimensao
infinita. Nesses espacos, muitas vezes a estrutura algébrica é insuficiente para a
obtengdo de resultados fortes, sendo necessdria a inser¢do de uma estrutura topolégica.
A estrutura que consideraremos é introduzida por um produto interno, cuja defini¢do
agora recordamos:

Definicdo 1.3 Seja X um espago vetorial sobre o corpo R. Um produto interno em X é uma
fungdo (-,-): X x X — R satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) (u,0) = (o,u);
(it) (u+ Av,w) = (u,w) + A(v, w);
(iii) (u,u) > 0 e (u,u) = 0se, e somente se, u = 0.
Um espago vetorial X com um produto interno serd chamado espago com produto interno.

Exemplo 1.4 Para todon € N, n > 1, o espago R" é um espago com produto interno
definindo-se
n X1
<x,y>=2xiyi=(y1 e Yn) : :ytx:xty,
i=1

Xn
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em que x' denota a transposta de x. Em um curso de Algebra Linear, sdo estudados
diversos produtos internos em R”". <

Exemplo 1.5 Consideremos o conjunto ¢?, das sequéncias em R de quadrado somével:

? = {x: (Xn)nen : ixﬁ <oo}.

n=0

Nesse espago, definimos a soma de seqiiéncias e a multiplicacdo de uma seqiiéncia

por um escalar por
x+y=(xn+ys) e Ax=(Axy).

Em (2, definimos o produto interno (x,y) = {((xn), (yn)) = YooXnyn- (A
desigualdade |x,ys| < (1/2)[|xx|* + |ya|?] garante que a série é absolutamente
convergente). A verificagdo que (-,-) é um produto interno no espaco vetorial ¢2 é
simples. <

Exemplo 1.6 Consideremos o espaco vetorial das fun¢des continuas f: [4,b] — R com
a soma f + g e a multiplicagdo por escalar Af definidas por (f +g)(x) = f(x) +g(x) e
(Af)(x) = Af(x), respectivamente. Nesse espago, definimos

(f &) = /abf(x)g(x) dx.

E imediato verificar que (-,-) ¢ um produto interno. Com esse produto interno, o
espago das funcdes continuas f: [4,b] — R serd denotado por C;2([a,b],R). Veja mais
na Secdo 1.2. <

Definicao 1.7 Seja X um espaco vetorial sobre o corpo R. Uma norma em X é uma fungio
|- ||: X = RY que satisfaz

(i) [|Ax]|| = |A] ||x]| para todo x € X e todo A € R;

(ii) ||x +y|| < ||x|| + ||ly|| para quaisquer x,y € X (desigualdade triangular);
(iii) ||x|| =0 < x=0.

Um espago normado é um espago vetorial X considerado com uma norma || - ||. Para
ressaltarmos a norma || - || utilizada no espago X, algumas vezes empregaremos a notacio

(X A1)

Todo espaco com produto interno é, de maneira natural, um espago normado. E o
que mostraremos na sequeéncia.

Definicao 1.8 Sejam u, v vetores do espago com produto interno E. Dizemos que esses vetores
sio ortogonais (ou perpendiculares), se (u,v) = 0. Nesse caso, escrevemos u L v.

Abusando da notacio, denotaremos ||u|| = (u, u)/2.
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Teorema 1.9 (Pitagoras)
Seja E um espago com produto interno e ||u|| = (u,u)'/2. Entdo, u L v se, e somente se,

lu+ o)1 = [l + [Jo]|*.
Demonstragao: Como
(u+0,u+0) = [lul® +2(u,0) + |0,
vemos que ||u + v||?> = ||u]|? + ||v||? se, e somente se, u L v. 0

Se u,v € E forem dois vetores linearmente independentes (com u # Av para todo
A € R), entdo podemos escrever o vetor v como a soma de dois vetores: v = au + w, em
que w é ortogonal a u. De fato, como devemos ter w = v — au, basta mostrar que existe
x € R tal que (v — au, u) = 0. Essa equacdo pode ser resolvida facilmente:

v, U
(v—au,u) =0 < a= < 2> e R.
il
(Note que ||u|| = 0 implica u = Ov e os vetores u e v sdo linearmente dependentes.)
O vetor au = ﬁiﬁ’% u é a projecdo ortogonal do vetor v sobre o vetor u.

Figura 1.1: O vetor proj,u = ((u,v)/]|v||*)v é a projegdo ortogonal do vetor u no vetor
ndo-nulo v.

Proposicao 1.10 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)
Seja E um espaco com produto interno. Entido, denotando ||u| = (u,u)
u,v € E vale:

172 para todos

[(w, o) | < ul} [|of-
A igualdade apenas ocorre quando u = Av.

Demonstragdo: A prova que apresentaremos é bem geométrica.!
Se u = Av, entdo |(u,v)| = |A| (v,0) = |A| |9||> = ||u]| ||v]|- Se u # Av, j& vimos que

a € Rtal que |(v — au,u)| = 0 paraa = (v,u)/||ul|>. Pelo Teorema de Pitdgoras, temos

lae|* < o]

10Outra demonstracao é sugerida no Exercicio 4.
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Substituindo o valor de &, obtemos

{0, u) |?

el < i,

e a desigualdade (estrita) de Cauchy-Schwarz segue-se imediatamente dai, pois (v, u) =
(u,v). O

Agora mostramos que todo espago com produto interno é um espago normado:

Proposic¢do 1.11 Todo espaco com produto interno E tem wma norma definida por ||u| =
(u,u)'/2. Dizemos que essa norma é gerada pelo produto interno.

Demonstragdo: A primeira propriedade de norma decorre imediatamente da definicdo
do produto interno. Além disso,

[Aul|> = (Au, Au) = A% (u,u) = |AJ* [|ul|>.
Finalmente,

lutol* = (utout+o)=Iul*+2(w0)+ ol
]l +2 |, 0) | + ||

<
<l + 20l floll + ol* = (Jull + llo])? 0

Defini¢do 1.12 Sejam X um espago normado e (x,) uma sequéncia em X. Dizemos que a
sequéncia (x,) converge a x € X, ou que x é o limite da sequéncia (x,), denotado por x, — x

ou lim x,, = x, se, para todo € > 0 dado, existir ng € N tal que n > ng implica ||x, — x|| < €.
n—o00

Equivalentemente,
Xp —> X & |xn — x|| = 0.

Assim, a convergéncia em um espago normado é o mesmo que a convergéncia da sequéncia
numeérica (||x, — x||).
Uma segiiéncia (x,) num espago normado X é de Cauchy se, para todo € > 0 dado, existir
no € N tal que
mn>nyg = |xm— x| <e.

E facil verificar que toda seqiiéncia convergente é de Cauchy. Por outro lado, existem
seqiiéncias de Cauchy em um espa¢o normado que ndo sdo convergentes. Se todas as
seqiiéncias de Cauchy em um espago normado X forem convergentes, dizemos que X é
completo.

Algumas vezes, um espago vetorial X é espago normado com diferentes escolhas de
normas (uma situagdo em que isso ocorre serd apresentada no Capitulo 2). Cada uma
dessas normas define, em principio, diferentes topologias, isto €, diferentes conceitos
do que seja um conjunto aberto.? Pode ser importante saber se um conjunto aberto em
uma topologia também ¢é aberto na outra topologia. E o que agora tratamos.

2Um conjunto A C X é aberto se, para todo xy € A, existir e > 0 tal que Be(xg) C A, em que
Be(xg) = {x € X : ||x — x¢|| < €} é a bola aberta de centro em x e raio € > 0.
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Defini¢do 1.13 Duas normas || - ||o e || - ||1 num espago X sio equivalentes, se a aplicacio
identidade 1: (X, || - |lo) — (X,|| - [[1) for um homeomorfismo. Em outras palavras, quando
existirem constantes k > 0 e A > 0 de modo que

kllxllo < lxlle < Allx[lo-

Resulta dessa defini¢do que uma bola aberta na topologia gerada pela norma || - ||o é
um conjunto aberto na topologia gerada pela norma || - ||1, e vice-versa. Assim, as duas
topologias definem os mesmos conjuntos abertos e as mesmas seqiiéncias de Cauchy.

Defini¢ao 1.14 Um espaco normado completo é chamado espaco de Banach. Se esse espago
de Banach tiver sua norma gerada por um produto interno, dizemos que ele é um espago de
Hilbert.

Os espacos R" e /% sdo espagos de Hilbert, mas pode-se mostrar que o espago
Cr2([a, b],R) — veja 0 Exemplo 1.6 — ndo é um espago de Hilbert.

Proposi¢do 1.15 Seja (X, || - ||) um espago normado. Se a norma || - || for gerada por um
produto interno entdo ela satisfiz a identidade do paralelogramo:

le+ P+ lx =yl =2 (I*P +yI?),  Vxyex. (1.2)
Demonstragio: Basta desenvolver o lado esquerdo de (1.2). O

Pode-se mostrar que a reciproca da Proposigdo 1.15 também é valida: veja [6].

Mas, e se 0 espaco normado X ndo for completo? Um resultado cldssico garante que
todo espago normado X pode ser “completado”, isto é, existem um espago normado
completo X e uma aplicagdo isométricai: X — X de forma que i(X) é denso em X. Quer
dizer, o espaco X é denso no espaco X e elementos de X preservam sua norma.®> Para
detalhes (e um enunciado mais preciso), veja [6]. Contudo, esse espago X (chamado
completamento do espago X) é definido como sendo um espago cujos elementos sdo
seqiiéncias de Cauchy. Por conseguinte, o completamento do espago C;2([a,b]) ndo
é, em principio, um espago de fun¢des. Trataremos dessa questdo com um pouco mais
de detalhamento.

1.2 O EsSPACO L?([a,b])

Seja C([a, b],R) o espago vetorial das fungdes continuas f: [a,b] — R.

Nesse conjunto, definimos a norma*

Il = [ 1f@lax

30 exemplo bésico acontece com Q e seu completamento, que é R.
%A integral denota a integral de Riemann dos cursos de Célculo.
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Denotamos por C;1([a,b],R) o espago vetorial C([a,b],R) com a norma || - |1
Uma vez que esse espaco ndo é completo (veja o Exercicio 5), consideramos o seu
completamento com a norma || - ||;1. Esse espago completo serd denotado por L' ([a, b])
ou, simplesmente, L!. O conjunto C;1([a, b],R) é denso no espago L.

Pode-se mostrar que o conjunto L! é constituido por (classes de equivaléncia) de
fungdes f: [a,b] — K, com a identificacdo f = g, se f e g diferem apenas num conjunto
de medida nula,” denotado por f = g qtp. (Veja [26, 27, 34].)

Da mesma forma que acontece na passagem dos racionais para os reais, as fungdes
em L! que podemos integrar explicitamente sio basicamente aquelas que integrdvamos
nos cursos de Célculo.® A importancia do espago L! deve-se a riqueza de suas operagdes
com limites, apresentadas em um curso de integragao.

Uma vez construido o espago L!, podemos construir outros espagos normados
completos por meio de uma modificagdo da norma || - ||;1. Para os nossos propésitos, o
mais importante deles é o espaco de Hilbert L2 = L?([a, b]).

Para f € C([a, b],R), definimos

it = ([ 1rcopar)

Observe que a norma || - ||;2 é gerada pelo produto interno no espaco C;2([a,b]), de
acordo com o Exemplo 1.6:

f8) = [ s = [ fs

O espago L? é o completamento do espaco C;2([a,b]) com a norma gerada por esse
produto interno. Assim, C;2([a,b]) é denso em L?. Note que f € L? se, e somente se,

|f|? € L!. Assim, duas fungdes em L? sdo iguais se diferem apenas em um conjunto de
medida nula. Pode-se mostrar (veja [6]) que L2 éum espago separavel, isto é, possui um
conjunto enumeravel denso.

1.3 CONVEXIDADE E PRODUTO INTERNO

Relembramos que um subconjunto C de um espago vetorial V' é convexo se, para
todos x,y € Ce A € [0, 1], tivermos

Ax+(1—A)y €C.

SUm conjunto U C [a, b] tem medida nula se, dado € > 0, existe uma colegio enumeravel de intervalos
abertos de raio J; (isto é, do tipo (¢ — &;,¢ + J;)) que cobre o conjunto U e tem comprimento total
menor ou igual a . O exemplo bésico é o conjunto Q dos racionais em [0,1]: tome uma enumeragéo
{q1,---,qn, ...} desses racionais, considere os intervalos (q; — €/2',q; + €/2'), que cobrem Q. A soma
total dos comprimentos desses intervalos é justamente €, mostrando que Q tem medida nula.

®Note que s6 operamos explicitamente com ntimeros racionais; a soma /2 + 7 representa um ntimero
real com uma série de propriedades: V24 1 = 7+ V2, tem inverso, possui raiz n-ésima, pode ser
aproximado por racionais etc Mas a soma /2 + 7t ndo pode ser, na prética, efetuada...
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1.3.1 Convexos e 0 Ponto de Menor Norma

Lema 1.16 (Ponto de Menor Norma)
Seja C um conjunto convexo e completo de um espago com produto interno E. Entio existe
um tinico ponto xo € C tal que, para todo x € C,

o]l < 1]

Note que, se E for um espaco de Hilbert, basta supor que C seja um subconjunto
fechado e convexo.
Demonstracao: A demonstracdo é bem geométrica e decorre da identidade do para-
lelogramo. Seja & = infycc || x||.

Pela definigdo de ¢, existe uma seqiiéncia (x,) em C tal que ||x,|| — 6. Afirmamos
que (xy,) é de Cauchy. De fato, da identidade do paralelogramo decorre que

i = |2 = 2201 + 2]l l|* = [l + 20|

Uma vez que C é convexo, temos que (x, + x,)/2 € C. Logo ||(xy + x)/2|| > 6,
isto &,
[0 4 2 ||* > 46°.

Figura 1.2: Se os pontos a,, e a, da sequiéncia (a,) ndo se aproximarem um do outro
para m e n suficientemente grandes, o ponto %5 ficaria dentro do circulo de raio 4.

Portanto, temos
200 = 21> < 20121 + 2| x| |* — 407, (1.3)

Quando m, n tendem para infinito, ||x,|| — J e ||xm| — J. Assim, (x,) é de Cauchy,
como afirmado.

Como C é completo, existe xo € C tal que x, — Xg; assim, 6 = lim, 0 || X4 || = |[x0]|-
Mas a desigualdade (1.3) também prova a unicidade do ponto de menor norma: se
x, %o € C forem tais que ||xo| = & = ||%o|, entdo ||xg — o> = 262 + 26% — 462 = 0,
mostrando que xg = Xo. O

Note que o produto interno ndo aparece explicitamente na demonstracdo apre-
sentada: ele foi substituido pela identidade do paralelogramo.

Uma conseqiiéncia imediata do Lema 1.16 é que podemos minimizar a distancia de
um convexo completo C a qualquer ponto y € E. Isto é, fixado y € E, existe um tinico
ponto xg € C tal que

ly—xoll < ly—xl, ¥xec. (1.4
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Mostraremos esse fato e, a0 mesmo tempo, forneceremos uma descricdo alternativa,
freqiientemente 1til, do ponto xy. (Note que, tomando y = 0, estamos caracterizando o
ponto de menor norma de um conjunto convexo e completo.)

Teorema 1.17 (Caracteriza¢dao do Ponto de Menor Norma)
Seja C um conjunto convexo e completo de um espaco com produto interno E. Entdo, para
todo y € E, existe um iinico ponto xo € C tal que

ly —xol| < [ly—xll, VxeC.
Esse ponto x( é caracterizado por
(y—x0,x—x) <0, YxeC.

Demonstragio: Para garantir a existéncia de x(, basta considerar o conjunto (convexo
e completo) Cp = C — y e encontrar o ponto x; € Cy de menor norma (veja o Exercicio
15). Entéo, xo = x1 + y é o ponto procurado.

Passemos a caracterizacdao de xy. Tome x € C arbitrario. Como C é convexo, o
segmento tx + (1 — t)xg € C para todo 0 < t < 1. Portanto,

ly = xoll < lly = (bx + (1 = H)xo)[| = [|(y = x0) + t(x0 = x)].

Elevando essa desigualdade ao quadrado, obtemos
(y — x0,y — x0) <

< ((y—x0) +t(xo — x), (y — x0) + t(x0 — %))
= (y—x0,y —x0) + 2t {y — x0, %0 — x) + £*(x0 — x, X — X). (1.5)

Consequentemente,

t
(y — x0,x — x0) < §||xo — x|

Passando ao limite com f tendendo a zero, obtemos a desigualdade desejada.
Reciprocamente, suponhamos que (y — X, ¥ — Xo) < 0 para todo x € C. Entdo

ly —x[I*> = lly —x0+x0 — x||?
= ly = xoll* +2(y — x0,x0 — x) + o — x> > [|xo — x]%,

pois todos os termos considerados sdo ndo-negativos. 0
O Lema 1.16 e o Teorema 1.17 ndo sdo vélidos em espagos de Banach. Veja os

Exercicios 16 e 17. A definicdo de um espago de Banach uniformemente convexo (veja
[20]) resgata essa importante propriedade de espagos de Hilbert.
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Figura 1.3: O ponto x¢p do conjunto convexo completo C mais préximo de y é
caracterizado por (y — xp,x — x9) <0, Vx € C.

1.3.2 O Teorema de Separacao de Hahn-Banach

Fazendo um ligeiro desvio com respeito a nossa trajetéria, mostraremos agora um
resultado cldssico da Anélise Funcional, que proporcionard uma interpretacdo mais
completa do Teorema 1.17. Para formula¢des mais gerais do Teorema de Separagao de
Hahn-Banach veja, por exemplo, [5] ou [28].

Teorema 1.18 (Teorema de Separacao de Hahn-Banach)
Seja C um subconjunto convexo e completo do espaco com produto interno E. Sey ¢ C,
entdo existe um funcional linear continuo f: E — R tal que

flx) <a<f(y), VxeC.

Demonstra¢ao: De acordo com o Teorema 1.17, existe um tnico ponto xo € C tal que
lly — x0]| < |ly — x|| para todo x € C. Esse ponto x( é caracterizado por

(x —x0,y —x9) <0, VxeC,

ou seja,
(x,y—x0) < (x0,y —x0) VxeC. (1.6)

Definimos o funcional continuo f: E — R por f(x) = (x,y — xg) e & = (X0, ¥ — X0).
A desigualdade (1.6) expressa que

f(x) < a=(yy—x0)+ (xo—y,y— o)
= f(y) = lly = xoll* < f(y),

a ultima desigualdade sendo verdadeira porque ||y — xg|| # 0,ja que y ¢ C. 0

Note que o valor « é atingido no ponto xo.

Observacdo 1.19 Podemos inverter as desigualdades satisfeitas por f. De fato,
tomando g = —f, obtemos

g(y) < p<glx), Vxed,

sendo f = —a. <
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Definicao 1.20 Seja V um espago vetorial arbitrdrio. Um hiperplano H é um subespago
vetorial de codimensdo 1, isto €, existe xg € V tal que

V=H& <xp>.
Relembramos um fato bésico da Algebra Linear:

Proposicdo 1.21 Seja V um espago vetorial arbitrdrio e g: V — R um funcional linear ndo-
nulo. Entdokerg = {x € V : g(x) = 0} é um hiperplano.

0. Supondo que

Demonstragio: Como ¢ ndo é nulo, existe xg € V tal que g(xo) #
v¢(x0), de modo que

v =x+7x € kerg® < xp >, temos g(v) = g(x + yx9) =
x=0v—7x9=0v— (g(v)/g(x0))x0. Assim, para todov € V,

v:(v—g(v)xo)-l—g(v)xoekerg@<x0>. 0

g(x0) g(xo)

Assim, temos a seguinte interpretagdo geométrica do Teorema de Separacdo de
Hahn-Banach: dados um conjunto convexo e completo C do espago com produto
interno E e um ponto y ¢ C, o funcional linear continuo g: E — R dado por
g(x) = (x — x0,y — x0) define o hiperplano ker g, ao qual pertence xy. O conjunto C
estd contido em {x : ¢(x) < 0}, enquanto y ¢ C esta contido em {x : g(x) > 0}.

1.3.3 Projecao Ortogonal

Retornemos a situacdo do Teorema 1.17 num caso particular: vamos considerar o
caso em que C é um subespago completo do espago com produto interno E. Afirmamos
que o ponto xy € C mais proximo de y € E, é caracterizado por

y—x € CH.

(Em particular, vale (y — xo, x9) = 0.) Por esse motivo, o ponto x¢ é chamado projecio
ortogonal de y no espaco C.

De fato, se y — xo & C*, existiria w € C tal que (y — xo, w) # 0. Podemos supor que
|w|| = 1. Temos que

((y—x0) — (y = x0,w)w,w) = (y = xo,w) — [[w|[2(y — x0,w) = 0.
Assim, de acordo com o Teorema de Pitagoras,
ly =2l = (v~ x0) = (y = xo, W+ (y — 30, W
= It~ %0) — {y —x0,w)w||" + [y — x0, w)]|
> H(y—xo)—<y—x0,w>wH2.

Isto prova que o elemento xo + (y — xo, w)w € C estd mais proximo de y do que xo,
uma contradigdo.
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Figura 1.4: O ponto xg pertencente ao subespaco completo F mais préximo de y é
caracterizado por (y — xo) L F.

Ressaltamos o resultado demonstrado:

Teorema 1.22 Seja F um subespaco completo do espago com produto interno E. Entdo, dado
y € E, o ponto xo € F mais préximo de y é caracterizado por

(y — xo) € F*.

Uma demonstragdo alternativa desse resultado pode ser obtida diretamente do
Teorema 1.17. Basta notar que a desigualdade (1.5) garante que

0<2t{y—=x0,x0—x)+t||xg—x||> VtcR e x€F.

0 que s6 é possivel se (y — xg,x9 —x) = 0 para todo x € F. Isso quer dizer que
(y — x0,w) = 0 para todo w € F, e prova o resultado.

Relembramos que, dados F,G subespacos do espago vetorial X, denotamos por
F+Goconjunto {y+z : y € F, z € G}. E facil verificar que F + G é um subespaco de
X. Se, adicionalmente, todo elemento x € E puder ser escrito de maneira tinica como
y+z € F+ G, denotamos F + G por F @ G. (Veja o Exercicio 6.)

Teorema 1.23 (Complemento Ortogonal de um Subespaco)
Seja F um subespaco completo do espago com produto interno E. Entdo

E=Fao Ft

ey € E pode ser escrito como x + z, em que x € F é o elemento de F mais préximodey ez € F*.
Além disso, as aplicagdes I1y: E — Felly: E — F, definidas por Tliyy = x € FeIlyy = z,
respectivamente, sio lineares e continuas. (Os elementos x = Iy e z = I1py sdo denominados
projecéo ortogonal de y sobre F e de y sobre F, respectivamente.)

Demonstra¢do: Se x denotar o elemento de F mais proximo de y (cuja existéncia é
garantida pelo fato de F ser completo), entdo y = x + (y — x). O Teorema 1.22 garante
que y — x € F* e a unicidade da representacdo de y decorre de F N F+ = {0}.
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Para y € E, denotemos Iljy = x e [hy = w € FL. Isto é estamos escrevendo
y=x+w,comx € Few € F-, comoy = ITyy + Ipy. Assim,

yvi+tayy = Ii(y1 +ayz) +Th(y1 +ay2)
y1 = Ihiy +1l
ayy = alljyr +allys

Subtraindo da primeira equagdo a segunda e a terceira, concluimos que

ITy (y1 + ayz) — iy — alliyn = Iy + alloys — o (y1 + ayz).

Como o lado esquerdo dessa igualdade estd em F e o lado direito em F-, ambos sdo
nulos. Isso prova a linearidade das aplicagdes II; e Il,. Finalmente, do Teorema
de Pitdgoras vem que ||y||> = |[TIiy||*> + |[TTay||*>. Isso mostra que ||[ITiy| < [ly| e
|T1,|| < [ly||, provando que IT; e I, sdo continuas. O

Observacgdo 1.24 Note que, dado y € E e F C E subespago completo, sempre existe o
ponto de F mais préximo de y: ele é o ponto y — xr. Se E nao for de Hilbert, mas F for
completo, entdo o subespago F ndo é completo (veja o Exercicio 21). Relembramos que
F! sempre é um subespaco fechado. (Veja o Exercicio 7.) Nesse caso, temos uma soma
direta F ® F+ = G, mas pode ser que G # E.

<

1.4 O TEOREMA DE REPRESENTACAO DE RIESZ

Lema 1.25 Sejam E um espago com produto internoe f: E — K um funcional linear nido-nulo.
Se f for descontinuo, entdo ker f é denso em E. O funcional f é continuo se, e somente se, ker f
for fechado.

Demonstra¢do: Suponhamos que f seja descontinuo. Se z ¢ ker f, a Proposigdo 1.21
garante que ker f é um hiperplano, de modo que

x=y+Azekerfd <z>.

A descontinuidade de f garante a existéncia de uma seqiiéncia (x,) em E tal que
|f(xn)| > nl|xy||. Temos que x, = yn +Anz Eker f & <z >e f(x,) = Ay f(z), de modo
que |Ay| |f(2)| > nl|lyn + Anz||. Dividindo por A, # 0, obtemos

Iz A7 -yl < L,
provando que z é aproximado por elementos em ker f. Assim, ker f é denso em E.

Se f for continuo, claramente ker f é fechado. O

Note que o produto interno nao foi utilizado na demonstracdo, que continua vélida
para qualquer espaco normado.
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Fixadoy € E, f,(x) = (x,y) é um funcional linear continuo (como conseqiiéncia
da desigualdade de Cauchy-Schwarz). Em outras palavras, cada elemento y do espago
com produto interno E induz um elemento f, € E*. Se E for um espaco de Hilbert, vale
a reciproca; mais precisamente:

Teorema 1.26 (de Representacdo de Riesz)
Sejam H um espaco de Hilbert e f um elemento do espaco dual H*, isto é, um funcional
linear continuo f: H — K. Entdo existe um iinico elemento y € H tal que

f(x)=(x,y), VxeH.
Além disso, a aplicagdo f — y é uma isometria.

Demonstracdo: Se f for identicamente nula, basta tomar y = 0. Caso contrério,
ker f = {x € H : f(x) =0} é um hiperplano fechado e, portanto, completo. Logo,

H =ker f @ (ker f)*,

de acordo com o Teorema 1.23. Como ker f tem codimenséo 1, (ker f)+ = < xg >, em
que xg foi escolhido de forma que f(xg) = 1.
Temos que

x=(x— f(x)xg) + f(x)xg € ker fd < xg > . (1.7)
Ora, o funcional g: H — K definido por
8(x) = {x,x0)
é nulo em ker f e ¢(xg) = ||xo]|*> # 0. De (1.7) decorre que
g(x) = g(f(x)x0) = f(x)g(x0) = f(x)l|xo]l?

e, portanto,

f(X) — |g(X) _ <X,XO> _ <x/]/>;

%ol [lxoll2
sendo
yi= oo
1ol
A unicidade de y é 6bvia: se tivermos (x,y1) = (x,y) para todo x € H, entdo
X,y —y1) = ara todo x € H, de onde concluimos que y = y; ao tomarmos
y-y 0p d H, de ond luimos que y = y
X=Yy—1y.
Finalmente,

Ifll = sup [f(x)] = sup |[(x,y)| < sup |Ix[| ||l = Ilyl-
IlxfI=1 Ix1=1 Ix[=1

Por outro lado,

lyl? = (v = LW < IIfI -
Assim, || fl[ = [ly]- O
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Observacao 1.27 A esséncia da demonstracdo do Teorema de Representacdo de Riesz
consiste na igualdade (1.7), que nos mostra que

x = (x — f(x)xg) + f(x)x0 € ker f @ (ker f)*

e reduz a arbitrariedade na escolha do elemento xp na demonstra¢do da Proposi¢do 1.21.
Observe que, em particular, a demonstracdo do Teorema de Representacdo de Riesz
mostra que, se dois funcionais se anulam no mesmo hiperplano, entdo um é multiplo
do outro. <

Exemplo 1.28 Consideremos o espago de Hilbert L?([a,b]) e um funcional linear
continuo ¢: L?([a,b]) — K. O Teorema de Representacdo de Riesz garante a existéncia
de uma tnica funcdo g € L?([a, b]) tal que, para todo f € L?([a, b]), temos

1) = [ Fs -

Exemplo 1.29 Seja f: £ — K um funcional linear continuo. Se x = (x;) € ¢2, o Teorema
de Representagdo de Riesz garante a existéncia de uma seqiiéncia (a;) € £2 tal que

F(x) = (), (a7)) = il .

Exemplo 1.30 As hipéteses do Teorema de Riesz sdo necessdrias; para verificarmos esse
fato, basta considerarmos duas espécies de contra-exemplos.

O primeiro deles acontece quanto trabalhamos em um espago com produto interno
E, que ndo é completo, e um funcional linear continuo f: E — K. Consideremos o
espago E = {; de todas as seqiiéncia (x;) com x; = 0 exceto talvez para um namero finito
de indices. Claramente £y é um subespaco do espaco de Hilbert ¢? e, dessa maneira, um
espaco com produto interno.

Consideremos a base ortonormal S = {ey,..., ey, ...} do espago ?2. Dado x € £,
temos que existe m = m(x) € N tal que x = xje1 + ... + Xpem. Assim, S é uma base de
Hamel do espago /.

Consideremos f: ¢y — K definido por

<

X2
2

A desigualdade de Holder garante que o funcional f é continuo. Suponhamos a
existéncia de v € {j tal que f(x) = (x,v) para todo x € {). Como f(¢;) = 1/i
para todo i € N, temos que 1/i = f(e;) = (e;,v) para todo i € N. Isso implicaria
v=(1,1/2,...,1/m,...), que ndo é um elemento de ¢y. Isso prova que o Teorema de
Representacdo de Riesz ndo é valido em ¢). Note que a idéia desse contra-exemplo é
muito simples: consideramos ¢? e g: > — K dado por g(x) = (x,v). Escolhemos v e
um subespaco de £? que ndo contém o ponto v (no caso, o espaco £p) e a restricio de f a
esse subespago. Pronto!

Se f: H — K for um funcional linear descontinuo, entdo nunca poderemos ter
f(x) = (x, x0) para todo x € H, pois (x, xg) sempre define um funcional linear continuo.
Mas existem funcionais lineares que ndo sdo continuos em um espago de Hilbert? A
resposta é sim, mas ndo exemplificaremos aqui esse fato. (Veja [6].) <

X
f(x):f(xlel+---+xmem):x1+ +...+Em.
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Complementando o Exemplo 1.30, verificamos que o Teorema de Representacado de
Riesz caracteriza os espacos de Hilbert:

Teorema 1.31 Seja E um espago com produto interno. Entdo E é um espago completo se, e
somente se, for vdlido o Teorema de Representagio de Riesz.

Demonstracdo: Se E for completo, j& mostramos a validade do Teorema de
Representacdo de Riesz. Por sua vez, a validade desse teorema implica a existéncia
de um isometria entre E e E*. Como E* sempre é completo, E é completo. O

Assim, se E for um espago com produto interno que ndo é completo, existe um
funcional linear continuo f: E — K tal que f # f, para todo y € H, em que
fy: E — K é dado por f,(x) = (x,y). Como ker f tem codimensio 1, isso quer dizer

que (ker f)*+ = {0}.

Exemplo 1.32 Vamos mostrar que, em um espago com produto interno E que ndo é
completo, sempre existem subespacos fechados F tais que F & F+ # E.

Assim, supondo que E que ndo seja completo, consideremos um funcional linear
continuo f: E — K, ou seja, um elemento de E*. Como vimos, existe f € E* tal que
(ker f)*+ = {0}. Sejam F = ker f. Como f ndo é identicamente nulo,” F é um subespago
proprio de E. Como F+ = {0}, temos E # F & F. <

1.5 PRODUTO INTERNO E LINEARIDADE

Sejam E, F espagos com produto interno. Como sabemos, o espago L(E, F) de todas
as aplicagdes lineares continuas T: E — F é um espaco normado com a norma

ITIl = sup [ Tx]].
Jxl=1

Dai decorre imediatamente que ||Tx|| < ||T|| ||x| para todo x € E. Assim, se S €
L(F,G) (em que G é um espaco normado), entdo ||STx|| < ||S|| || Tx|| < ||S|| | T|| ||x||, de
modo que

ISTI| < [ISIHTII

Em particular, se F = G = E, temos que L(E) = L(E,E) é uma élgebra normada.
Se E for completo, entdo L(E) é completo; por esse motivo, L(E) é chamado dlgebra de
Banach.

Lema 1.33 Seja E um espaco com produto internoe T € L(E). Entdo

(&) [lx]l = sup [(x,y)];

lyl=1
(i) IT| = sup [Tx,y)l.
[x]|=1=]ly|l

7E claro que o Teorema de Representagio de Riesz vale para o funcional linear f = 0.
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Demonstragdo: Para provar (i), notamos que |(x,y)| < ||| [ly[| < [x]|, se [ly]| = 1. A
igualdade é verificada ao tomarmos y = x/ || x||.
Aplicando esse resultado, obtemos

ITI = sup |Tx|| =  sup [(Tx,y)|.
Jx]=1 Ixll=1=1yl

1.6 EXERCICIOS

1.

10.

11.

Seja B um subconjunto ndo-vazio do espago vetorial X. Mostre que < B > é um
subespago de X. Se B for uma base, mostre que cada x € X escreve-se de maneira
unica como combinacdo linear de elementos de B.

Sejam E um espago com produto interno e || - || a norma gerada por seu produto
interno. Mostre que || - ||*> é uma fungdo convexa.

Mostre que a norma || - ||sup em C([a, b], K) ndo é gerada por um produto interno.

Seja E um espago com o produto interno (-,-). Demonstre a desigualdade de
Cauchy-Schwarz da seguinte maneira: para x,y € E, desenvolva a expressdo
0 < (x —aty, x — aty). Escolhendo & = (x,y), obtenha um trindmio do segundo
grau com coeficientes reais. Analise esse trindmio e obtenha a desigualdade de
Cauchy-Schwarz.

Mostre que o espago C;1([a,b],R) das fungdes continuas f: [2,b] — R com a
norma || - ||;1 ndo é completo. Mostre também que C;2([a,b],R) com a norma
| - || ;2 ndo é completo.

Se F, G forem subespagos do espago vetorial X, mostre que F + G é um subespaco
de X. Mostre que todo elemento x € E pode ser escrito de maneira 1inica como
y+z € F+ G se, e somente se, FN G = {0}.

Seja B # @ um subconjunto do espago E com produto interno. Mostre que B+ é
um subespaco fechado de E.

Mostre que o espaco /2 é separavel.

. Demonstre, por contradic¢do, que se o espago com produto interno E for separdvel,

entdo qualquer conjunto ortonormal em E é, necessariamente, enumeravel. Para
isso, calcule |[xy — xg|| > ¢ > 0 para elementos & # B em A e considere as bolas

Bc/z(xa).

Seja H um espago de Hilbert separdvel e F C H um subespaco fechado. Mostre
que F é um espago de Hilbert separavel.

Seja f: E — F é uma bijegdo linear entre os espagos com produto interno E
e F. Entdo f é um isomorfismo se, e somente se, for uma isometria, isto é,
|x]|1 = || f(x)]|2 para todo x € E.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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O cubo de Hilbert é o conjunto dos pontos x = (x1,...,Xp,...) € £>taisque x; < 1/i.
Mostre que o cubo de Hilbert é um conjunto compacto.

Seja B uma bola (aberta ou fechada) em um espago de Banach X. Mostre que B é
um conjunto convexo.

Sejam E um espago com produto interno e || - || a norma por ele gerada. Mostre
que || - ||> ¢ uma fungéo convexa.
Mostre que todo subespaco de um espaco vetorial é convexo; que translagdes de

conjuntos convexos sdo conjuntos convexos; que qualquer interse¢do de conjuntos
convexos é um conjunto convexo (mesmo que vazio). Mostre também que, se p
for uma semi-norma® em E, ent3o, para todo r > 0, os conjuntos

{x€eE:p(x)<r} e {x€E:px)<r}
Sa0 convexos.

Considere o espaco de Banach X = R? com ||(x,y)| = max{|x], |y|}. Mostre que
X ndo satisfaz o Lema 1.16.

Em um espacgo de Banach X, dé exemplo de um conjunto convexo e fechado C C X
e um ponto x ¢ C tal que ndo existe y € C satisfazendo ||x — y|| < ||x — z|| para
todoz € C.

Seja E um espaco com produto interno E e M um subespaco. Dé um exemplo em
que M é fechado, M # M*+ e E # M & M. (Compare com o Exercicio 20.)

Seja F um subespaco completo do espago com produto interno E. Se F # E, mostre
que existe 0 # y € F.

(ORTOGONALIDADE C PRODUTO INTERNO) Seja E um espago com produto
interno e R, S C E subconjuntos arbitrarios. Mostre:

(a) St éum subespago fechado de E;

(b) R C Simplica S+ C R*;

(@ §*=(<5>)%

(d) SNS+t c{0}eSNSt =0,se0€S;

(e) (St1)t =:stll =gt

(f) S c stt:=(shH;

(g) se S for um subespago fechado do espago de Hilbert H, entdo S = S+,

(h) se S for um subconjunto qualquer de um espaco de Hilbert H, entdo S+ =

<S>

8Uma semi-norma é uma funcdo ndo-negativa p que satisfaz as propriedades (i) e (ii) da Defini¢ao

1.7.
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21.

22.

23.

24.

Seja E um espago com produto interno e F um subespaco completo de E. Mostre
que F ndo é completo.

Seja F um subespago completo do espago com produto interno E e G = z + F,
em que z € E é um elemento fixo. Entdo o elemento xyg € G de menor norma é
caracterizado por

X0 € Ft.

Considere o espago C;2([0, 7t],R) e seu subespaco R;[t]. Considere o funcional
linear ¢: R;y[t] — R dado por

t(p) = (p(t) sent).
Ache g € R;[t] tal que

t(p) = (p(t),q(t)) VpeRyt]

Seja F C H um subespaco fechado do espaco de Hilbert H. Seja f: F — K um
funcional linear continuo. Mostre que existe um funcional linear f: H — K que
estende f, com ||f|| = ||f||. Esse resultado pode ser generalizado para espacos
de Banach (chama-se Teorema de Hahn-Banach), mas a demonstracdo entdao nao é
trivial.



CAPITULO 2
UM PROBLEMA NAO LINEAR

Em geral, a resolucdo de equacgdes diferenciais ndo-lineares é muito mais trabalhosa
do que o caso linear.
Neste capitulo, procuramos uma solugdo u € C2(0,1) N CO([O, 1]) para a equacdo

nao-linear
u' =—f(u), te(0,1)
u(0) =u(1) =0,

em que f: R — R é uma fung¢do continua. Outras hipdteses sobre f serdo acrescentadas
quando necessdrias.

Uma solugéo u(t) do problema (2.1) pode ser interpretada como sendo uma fung¢ao
que descreve a posi¢do (em fungdo do tempo) de uma particula de massa unitaria que
se move em linha reta sob a acdo de uma forca externa f que depende unicamente! da
posicdo u(t). Assim, a equagdo u” = — f(u) nada mais é do que a expressao da segunda
lei de Newton. O sinal negativo quer dizer que a forca f se opde ao movimento da
particula, como no caso da lei de Hooke. Os valores de u nos pontos de fronteira 0 e 1
nos dizem que a particula saiu da origem com uma certa velocidade que permite o seu
retorno ao ponto inicial exatamente quando t = 1. Nao é garantida que tal velocidade
exista, isto é, ndo sabemos a priori se o problema (2.1) possui solugdo. Com certas
hipéteses adicionais sobre a for¢ca f mostraremos que existe pelo menos uma solugdo
desse problema.

Mas a fungdo diferenciavel u(t) descreve ndo apenas a trajetéria da particula, mas
todo o seu movimento: a velocidade u/(t) e a aceleracdo u”(t) em cada instante t. Nao
nos interessa apenas a descricdo das sucessivas posi¢des ocupadas pela particula, mas
também o tempo de permanéncia em cada ponto. (Por exemplo, a particula poderia
ficar parada durante certo intervalo de tempo e entdo reiniciar o movimento.)

2.1)

2.1 O LAGRANGEANO

Desde os primoérdios da Fisica, acreditou-se que o universo é regido por principios
basicos. Tudo comegou com Euclides em seu livro intitulado Catoptrica (teoria

1Uma forca externa que dependesse simultaneamente do tempo ¢ e da posigao u(t) seria representada

por f(t, u(t)).

20
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especular). Nesta obra ele prova que o caminho percorrido pela luz que é refletida
em um espelho tem o angulo de incidéncia igual ao angulo de reflexdo. Dai, Heron de
Alexandria demonstra que o caminho percorrido pela luz ao ir de um ponto P a um
outro ponto Q com reflexdo no espelho é o menor entre todos os outros caminhos que
saem do ponto P, fazem uma reflexdo no espelho e atingem o ponto Q. Se o meio for
homogeéneo, entdo a velocidade da luz é constante. Portanto, ela percorre o caminho
que leva o menor tempo. Heron aplicou esse principio do menor caminho ou do tempo
minimo a problemas de reflexdo em espelhos esféricos convexos e concavos. Com base
nesses problemas de reflexao, os filésofos e cientistas do periodo pés-grego estenderam
esse principio de otimizacdo e propuseram a doutrina de que a natureza age da melhor
maneira possivel, quer dizer, a natureza ndo faz nada supérfluo nem qualquer trabalho
desnecessario. Leonardo da Vinci acreditava que a natureza era econdmica e que sua
economia era quantitativa. No século XVII, Fermat postulou o Principio do Tempo
Minimo e a partir dele deduziu a lei da refragdo da luz.

No inicio do século XVIII, uma enorme quantidade de exemplos mostrava que
a natureza de fato empreende a otimizagdo de algumas quantidades importantes.
Os exemplos sugeriam que deveria haver algum principio mais geral, ou seja, toda
dindmica aconteceria na otimiza¢do quantitativa de algo (tempo, distancia, trabalho,
energia, etc); restava encontrar esse algo.

A procura por esse principio geral foi empreendida por Maupertuis (1698-1759),
que propds em 1744 seu famoso Principio da A¢do Minima. De acordo com esse
principio, qualquer dindmica na natureza deve minimizar o que Maupertuis chamou
de Acdo, a saber, a quantidade de movimento vezes a distancia percorrida. Em termos
matematicos,

I' = mos,

em que m é a massa do corpo, v sua velocidade e s a distancia percorrida. O resultado
I' desse produto Maupertuis chamou de Agdo. No caso em que a velocidade nédo é
constante e o caminho percorrido é uma curva, a A¢do é dada pela integral

I'= /mvds.

A quantidade universal a ser otimizada era a Acdo, assim pensava Maupertuis.
Euler, no mesmo ano de 1744, reformulou a definicdo de Acdo introduzindo a
varidvel temporal. Como ds = vdt, substituindo essa expressdo na defini¢do da Agdo,

obteve
[(t) = /mvzdt.

A quantidade mv? era chamada, na época de Euler, de forca viva. Depois, por questdo
de compatibilidade com as leis de Newton e com a conservacio da energia, (1/2)mv?,
metade da forca viva, passou a ser chamada de energia cinética da massa m, denotada
por K(t) quando expressa em termos do tempo t. No caso do problema (2.1), como
u(t) é a fungdo que descreve a posi¢do da particula em funcdo do tempo ¢, temos

() = S (D)2
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Euler entdo faz uso de sua ideia original do célculo das variagdes. Considera o
movimento de uma particula se movendo ao longo de todas as curvas em um plano
unindo dois pontos fixos. Para cada trajetoria u(t) estd associada a Agdo da particula.
Assim, a Agdo é entendida como um funcional definido no espago de todas as curvas
planas que ligam esses dois pontos fixos. Assim, ele consegue definir, ainda que
seja de uma maneira um tanto vaga, a taxa de variacdo de um funcional. Com uma
frase lapidar, Euler estabelece a extensdo do conceito de ponto de minimo do célculo
a espagos funcionais: a Agdo serd minima exatamente na curva em que sua taxa de
variacdo for nula, ou seja, na curva que faz o papel de ponto estaciondrio. Por analogia,
podemos dizer que nesse percurso estaciondrio a velocidade da A¢do é nula, velocidade
entendida aqui como taxa de variagdo da quantidade denominada A¢do com referéncia
a mudangas de caminhos, que sdo os objetos do espaco funcional em questdo. Em
termos matemadticos, Euler procurava a trajetoria u(t) tal que

() = 51’ (1)
2
fosse minimo.

As ideias de Euler foram aprimoradas por Lagrange, que generalizou o principio de
modo a ser aplicado a um maior nimero de problemas dindmicos. Definiu a Agao
associada a uma trajetéria como sendo a soma da energia cinética efetiva em cada
instante do percurso. Para Lagrange, energia cinética efetiva nada mais é do que a
energia cinética subtraida de toda energia potencial. Podemos chamar isso de energia
atual de uma particula, visto que sua energia virtual (potencial) foi suprimida. Mais
precisamente, a energia atual, que denotaremos por L, é dada por

L(t) = K(t) = U(t),

em que U (t) é a energia potencial da massa m. Essa energia atual L(t) é chamada de
Lagrangiano. Portanto, a A¢do associada a uma trajetéria u(t), no sentido de Lagrange,
é a integral do Lagrangiano da particula em cada instante do percurso:

T(t) = / Ldt.

Aplicando a ideia do calculo de variagdes, procuramos encontrar a trajetéria u(t) da
particula que minimize a agdo que lhe é associada:

T(u) = /L(u(t))dt.

E dessa forma que o Principio da A¢do Minima serd utilizado no estudo de (2.1).Note
que na trajetéria que minimiza a agdo associada hd uma equiparagdo 6tima entre a
média temporal das energias cinéticas e das energias potenciais, isto é, neste percurso
elas se distribuem da maneira mais igual possivel.

Por sua vez, a energia potencial da particula no instante t é definida como sendo o
simétrico da integral da forca externa aplicada ao sistema. Assim,

u(t) =~ [ 1-f(s))as. 22)
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(Note que o sinal negativo dentro da integral decorre da equagéo (2.1).)

Decorre dessa defini¢do que estamos considerando a origem como um nivel em que
a energia potencial é nula. H4 duas razdes para o sinal negativo (externo a integral)
na definicdo da energia potencial ¢/ (f). Uma é para ser coerente com a ideia de que
é realizado trabalho quando se perde energia potencial. A outra se relaciona com a
energia total durante o percurso. Essa é definida como a soma da energia cinética com
a energia potencial da particula. Para possibilitar que a energia total seja constante — o
que é o principio da conservacdo da energia —, a energia potencial deve ser definida com
o sinal negativo: o que se ganha em energia cinética deve equivaler ao que se perde em
energia potencial.

Assim, usando a ideia basica do calculo de varia¢Ges, procuramos minimizar

T(u) = /L(u(t))dt.

Como t € [0,1], vamos encontrar pontos criticos da fungao?

T(u) = /OllC(u(t))dt—/Olu(u(t))dt
1 1
_ %/O |u’(t)|2dt—/0 F(u(t))dt

em que F(x) = fox f(s)ds. (Note o cancelamento dos sinais negativos em (2.2).)

Toda a nossa atengdo serd dedicada a I': desde a definicdo de um dominio apropriado
até o estudo de condi¢des que garantam a existéncia de pontos criticos para essa fungéo.
Veremos que todo ponto critico de I é solugdo de (2.1) e vice-versa (veja o Teorema 2.24).
Assim, pontos de méximo, de minimo ou de sela serdo todos solugdes de (2.1).

Para isso, comecamos relembrando alguns resultados basicos:

Definicdo 2.1 Sejam X e Y espacos de Banach reais e U C X um subconjunto aberto.
Uma aplicagdo g: U — Y é diferencidvel no aberto U se, dado € > 0, para todo x € U
existem 0 < § = §(x) e uma aplicacdo linear T = T(x) € £(X,Y) de modo que?

lg(x+h)—g(x)—T-h|| <el|h| sempreque || <?é. (2.3)
Nesse caso, denota-se a derivada T da fungdo ¢ no ponto x por Dg(x).

Exemplo 2.2 Sejam X, Y espagos de Banach. Toda aplicacdo linear continua S: X — Y é
diferencidvel e DS(x) = S. De fato,

|S-(x+h)—S-x—S-h||=0 paratodos x,h € X.

Assim, qualquer que seja € > 0, a condicdo de diferenciabilidade é cumprida por S. <

2Usualmente chamada de funcional energia associado a (2.1), se bem o que nome agio seja mais
apropriado.

3A aplicagao linear T sendo avaliada no ponto / estd sendo denotada por T - h, enquanto T(x) denota
que T depende do ponto x. Note que T é continua, por hipétese.
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Exemplo 2.3 Sejam X, Y, Z espagos de Banach. Toda aplicacgdo bilinear continua B: X X
Y — Z é diferencidvel, pois

[B(x+h,y+k) —B(x,y) — [B(x,k) + B(h,y)]|| = [ B(h, k)|

paratodos x,h € Xey k€Y.

Como B(x,-) e B(:,y) sdo aplica¢des lineares, para mostrarmos que a derivada
DB(x,y)(h, k) é dada pela aplicagdo linear continua B(x, k) + B(h, y), basta verificar que
||B(h, k)|| satisfaz a condigdo de diferenciabilidade (2.3), isto é, dado € > 0, existe § > 0
tal que

B K)|| < ell(h k), se [|(hK)] <o

De fato, a continuidade de B garante que ||B(h, k)|| < c||h]| ||k||. Assim, considerando
[(h,K) || = max{[[R]], (|},
IB(hK)|
(R K

que pode ser feito menor do que qualquer € > 0 dado.
Um produto interno (-,-): X x X — R em um espaco de Hilbert real # é uma
aplicacdo bilinear continua. Assim, se B = (-, -), temos que

D{x,y) (k) = (h,y) + (x, k).

< cmin{ |}, [[k[},

<

Exemplo 2.4 Um caso particular do Exemplo 2.3 ocorre quando considerarmos a forma
quadrética associada a uma forma bilinear continua. Isto ¢, J: X — Z dada por

J(u) = B(u,u),

em que B: X x X — Y é uma aplicacdo bilinear continua entre espagos de Banach.
Nesse caso, temos
J(u)-h = B(u,h) + B(h,u).

De fato, como naquele exemplo, temos

J(u+h)—J(u) =B(u+h,u+h)—B(u,u) = B(u,h) + B(h,u) — B(h, h)

e ja vimos que HB|(|}}Z1,|]|1)H — 0 quando h — 0.
Note que, se B for simétrica, entdo J'(u) - h = 2B(u, h). <

Como ja dissemos, nossa primeiro objetivo no estudo da funcdo I' serd a
apresentacdo de um espaco de Banach X no qual essa fungdo esteja bem definida. Em
outras palavras, precisamos que |u/(t)|> e F(u(t)) sejam fungdes integraveis. A primeira
integral sugere que tenhamos u’ € L?. Mas ndo basta exigir que u € C!, pois sabemos
que o espago Cb (das fungdes de classe C! com a norma L?) ndo é completo. Além disso,
é claro, precisamos ter que I': X — R seja diferencidvel.

Para encontrar esse espago de Banach, comecamos por introduzir um espago que,
em ultima instancia, implicard um novo entendimento do que é uma funcao.
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2.2 FUNCOES TESTE

A maneira classica (e mais “natural”) de conhecer uma funcéo é saber como ela
atua em cada ponto de seu dominio. Essa atuagdo é descrita, muitas vezes, por uma
expressao algébrica. E o que acontece quando escrevemos f(x) = x + 1, por exemplo.
A “dindmica” da atuagdo dessa fungdo é entdo descrita pelo seu grafico.

Uma outra maneira, mais indireta, de se conhecer uma funcdo se da quando
determinamos um conjunto de funcdes acessoérias e, para cada uma de tais fungdes,
obtemos valores reais, em geral via integracdo. Isso é o que acontece, por exemplo,
na teoria de séries de Fourier: o conjunto {1, cos x, sen x, cos2x,sen2x, ...} gera, para
m € N e para a fungdo f (periddica, de periodo 27r), os valores reais

1 7T
Ay = 7_1/ f(x) cosmxdx me {0,1,2,...}
-7

7T
by, = %/ f(x)senmxdx, me{1,2,3,...}
—7T

isto é, os coeficientes de Fourier de f. O Teorema de Riesz-Fischer (veja [6]) garante que,
para uma grande classe de fungdes f, podemos “recuperar” a fungdo f se conhecermos
os valores desses coeficientes.

Essa serd, em tltima instancia, a nossa abordagem neste capitulo. Escolheremos um
conjunto adequado de fungdes acessorias, que atuardo na fun¢do f produzindo uma
colecdo de valores reais; essa colecdo de valores reais fornecera informagdes sobre a
proépria funcdo f. (Diferentemente do caso de séries de Fourier, o conjunto escolhido
ndo sera enumeravel.)

A escolha adequada de uma classe de fungdes acessorias permite estender o conceito
de funcdo e a introdugéo do conceito de distribuicio, que ndo serd abordado neste texto.
A classe mais adequada para esse propésito é a classe de fungdes C* com suporte
compacto, que define o espago das fungdes teste.

Defini¢do 2.5 Dizemos que uma funcio f: (0,1) — R tem suporte compacto se existir um
intervalo [a,b] C (0,1) tal que supp f C [a,b], em que

supp f: = {x € (0,1) : F(x) 7 0J.

Denotamos por C§°(0,1) o espaco de todas as fungoes reais ¢ € C® com suporte compacto.
Os elementos de C3°(0,1) sdo chamados fungdes teste.

O espago C8°(O, 1) e, com isso, o conceito de distribui¢do, é devida a L. Schwartz,
se bem que S.L. Sobolev tenha feito estudos nessa dire¢do alguns anos antes. Uma
abordagem elementar pode ser encontrada no segundo capitulo do livro de Stakgold
[30].

Note que as fungdes ¢ € C;°(0,1) estendem-se naturalmente a fungdes de classe C®
definidas em toda a reta, ao definirmos seu valor como nulo para todo x ¢ (0,1). Essa
extensdo serd, muitas vezes, identificada com a fungdo ¢.
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Observagio 2.6 O espago CJ°(0,1) é denso em C;2([0,1],R). De fato, pelo Teorema
de Aproximag¢do de Weierstral, toda fungdo continua g¢: [0,1] — R pode ser
uniformemente aproximada por um polindmio p, isto é, dado € > 0,

lg(t) —p(t)| <e Vtel01].
Seja agora ¢ € C§°(0,1) uma fungdo teste tal que ¢(t) = 1 para todo t € [e,1 — €]
e ¢(t) = O paratodot € [0,e/2]U[1 —¢e/2,1]. (Com uma pequena modificacdo, tal

funcdo é construida explicitamente em [23], p. 433.)
Com isso, a fungao ¢p € C°(0,1) e

1 1/2
( / g — <pp|2dt> < ke,
0

em que k é uma constante. Isso mostra o afirmado.

Mas podemos concluir algo mais: como o espago das fungdes continuas f: [0,1] — R
com a norma L2 ¢ denso em L? := L?([0, 1]) (veja a Segdo 1.2), concluimos que C§° (0,1
é denso em L2. 4

Note quese ¢ € C°(0,1) esupp ¢ C [a,b] C (0,1), entdo supp ¢’ C [a, b] e, portanto,
¢’ € C5°(0,1). Mas, o que acontece se integrarmos uma fungdo teste? A primitiva
continua sendo uma funcgao teste?

Lema 2.7 Uma fungio ¢ € Ci(0,1) tem primitiva p € C§°(0,1) se, e somente se,

/014)20_

Demonstragio: Se ' = ¢, o Teorema Fundamental do Célculo garante que

/014’ - /01 Y’ =9(1) —p(0) =0.

Reciprocamente, suponhamos supp ¢ C [a,b] C (0,1) e que fol ¢ = 0. Consideremos
a primitiva de ¢, isto é, P(t) = fot ¢(s)ds, que mostraremos ter suporte em [a,b]. Se
t € [0,a] entdo ¢(t) =0 =1(t) e, set € [b,1], como fol ¢ = fab ¢, temos

w(ﬂ=/f¢>+/f¢+f¢=a

mostrando que ¢ € C°(0,1). 0

Agora mostraremos que o subconjunto das fungdes ¢ € Ci°(0,1) que possuem
primitiva em C§°(0, 1) possui codimensao 1:
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Proposigdo 2.8 Seja ¢ € C5°(0,1) tal que fol $1 = 1. Seja

M= {¢ecg°(o,1): /011/;:0}.

Entdo M é um hiperplano; mais precisamente, vale a decomposicio algébrica*
Cr(0,1) =M < ¢1 >, (2.4)
sendo < ¢1 > o espago unidimensional de miiltiplos de ;.
Demonstragio: Para qualquer ¢ € CP([0,1]) temos que ¢ = (¢ — A1) + A¢r.
Escolhendo A = fol ¢, temos que ¢ — A¢; € M, provando (2.4). O

Observe que, como M é o ntcleo do funcional ¢ +— fol @, o resultado anterior ndo
passa de uma concretizagdo da Proposigdo 1.21.

2.3 UM ESPACO DE SOBOLEV: W'?#(0,1)

Definicdo 2.9 Seja u € L? = L2([0,1],R). Dizemos que u é fracamente diferencidvel ou
diferencidvel no sentido das distribuicoes, se existir v € 12 tal que

1 1
/ ug’ = —/ vp, V¢ eCy(01).
0 0
Nesse caso, dizemos que v é derivada fraca ou derivada generalizada de u e escrevemos

v = u', mantendo a mesma notagdo utilizada para a derivada tradicional.

Na notagdo v = u’ estamos admitindo a unicidade da derivada fraca, fato que agora
mostraremos:

Lema 2.10 A derivada fraca de u € 12, se existir, é tinica.

Demonstragio: Suponhamos que existam v, w € L? tais que

1 1 1
/0 u4>’:—/0 mp:—/o wp, V¢ e Cy(0,1).
Entao 1
/O (0—w)p=0, ¥¢eCT0,1). 2.5)

A igualdade significa que (v — w) é ortogonal (em L?) a toda funcdo ¢ € C°(0,1) C L2
Como C§°(0,1) é denso em L?, isso implica que v — w é ortogonal a qualquer fungao de
12. Assim, v —w = 0 em L2, ou seja, v = w. (Veja também o Exercicio 2). O

Mostraremos posteriormente que a derivada de uma fungao (no sentido tradicional),
quando existir, coincide com sua derivada fraca. (Veja a demonstragdo da Proposicao
2.15.)

4Com isso estamos querendo dizer que estamos decompondo um espago vetorial como soma direta
de dois subespagos, sem considerar qualquer topologia no espago vetorial.
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Definigdo 2.11 Definimos o espago de Sobolev W'2([0,1],R) como o subconjunto de todas as
fungdes u € L? que possuem derivada fraca.

Escreveremos W'?2 ao invés de W'2([0,1], R). E facil ver que W'? é um subespaco
de L?, algumas vezes denotado por H'([0,1], R).
Em W'2(0,1) definimos a norma

el = Tlaellpz + (1]l 2,
que é gerada pelo produto interno
(w,v)1 = (u,0) + (', 0),

em que (-, -) denota o produto interno em L.
Note que || - ||;2 j& é uma norma em W'2(0,1), mas com essa norma esse espago no
é completo (veja o Exercicio 4). A defini¢do dada tem a seguinte motivacao:

Teorema 2.12 O espago (W'2(0,1), || - ||1) é um espago de Hilbert.

Demonstragdo: Seja (u,) uma seqiiéncia de Cauchy em W'?(0,1). Entéo, (u,) e (u},)
sdo seqiiéncias de Cauchy em L2. Assim, existem funcdes u € L2 e ¢ € L? tais que
Uy, = ueu, — gemIL2

Por defini¢do, temos que

1 = L v Co([0,1
|t == [Cwe, Vo).

Tomando o limite quando n — oo, decorre da desigualdade de Cauchy-Schwarz (veja o
Exercicio 6) que

1 1
up' =~ [ 9. 26
| o=~ [ g0 26)
Assim, u € W'2(0,1) e do Lema 2.10 segue que u’ = g, com u, — u em W'2(0,1).
Como || - ||; é gerada por um produto interno, o resultado esta provado. O

Se uma func¢do definida em um intervalo tem derivada (tradicional) nula, entao ela
é constante. Esse resultado também possui generalizagdo para derivadas no sentido
fraco.

Lema 2.13 Seja f € L2. Suponhamos que

/Olfcp’zo V¢ e C0,1).

Entdo existe uma constante c tal que f = c em L2.
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Demonstra¢do: A Proposicdo 2.8 garante que, para todo ¢ € Ci°(0,1), podemos
escrever ¢ = 1 + Ay, sendo p € M = {y € C5(0,1) : f01¢ =0}, ¢ € C5°(0,1)
tal que fol pr=1ler= fol ¢. Portanto,

/()1f4’:/01f¢“/(,1f4>1= (/Oleb) /Olfqtn:c/olcp,

sendo ¢ = fol f¢1. (Temos que fol fy = 0. De fato, como fol ¢ = 0, decorre do Lema 2.7

que i = 7/ para algum y € C§°. Assim, fol fy = fol fyY' =0)
Logo,

/Ol(f—c)q):o V¢ e Ce(0,1).

Dai decorre, como na demonstragdo do Lema 2.10, que f = c qtp. O

Defini¢do 2.14 Uma fungio u € W'2(0,1) é fracamente C! se sua derivada fraca u’ estiver
em C°([0,1]).

O préximo resultado fornece um método para se determinar se os elementos de
W'2(0,1) estdo em C1([0,1]).

Proposicdo 2.15 Uma fungio u € W?(0,1) é de classe C! se, e somente se, u for fracamente
cL

Demonstragdo: Suponhamos que u € C!([0,1]). Como u’ é continua, podemos integrar

por partes:
/11/[(,/)/:1,14)‘1—/11{/4):—/11/!/(])
0 0 Jo o

Assim, a derivada fraca de u é justamente 1’
Suponhamos agora que u € W'2(0,1) seja tal que u’ € C°([0,1]). Aplicando o
Teorema Fundamental do Célculo, defina w € C'([0,1]) por

w(t) = /Ot u'(s)ds.

Uma vez que fol up’ = — fol u'¢ para todo ¢ € C(0,1), temos
/1 / /1 / /1 / /1 /
w = — w = — u — uop .
0 ¢ 0 ¢ 0 ¢ 0 ¢

/Ol(u W) =0 Ve CP0,1).

Decorre do Lema 2.13 que existe uma constante c tal que u —w = ¢ qtp. Assim,
u = w + ¢ qtp. Isso mostra que existe um representante C' na classe da funcéo u. O

Assim,
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2.4 O SUBESPAGCO W,”(0,1)

Uma vez que C§°(0, 1) é um subespaco de wl2 (0, 1), faz sentido tomar o fecho desse
subespago em W1?(0,1):

Definicdo 2.16 Defininos W&'Z (0,1) como o fecho de C3°(0,1) em W'2(0,1).

Note que W&’z (0,1) ¢, por defini¢do, completo. Em principio, poderia ser que
Wg,z (0,1) = W12(0,1). Veremos que isso ndo acontece.

Proposigio 2.17 (Desigualdade de Poincaré) Para toda fungio u € Wy*(0,1) vale
el 2 < {2

Demonstragio: Seja ¢ € C°(0,1). Comecamos relacionando as normas em L2 de ¢ e ¢'.
Decorre da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

1/2 1/2
< ([rvas) ([ loPa) =11

1 1/2 1 1/2
lolls = ([ towiar) < ([ 16Bt) =11/l

Se u € Wy?(0,1), existe uma seqiiéncia ¢, € CP(0,1) tal que ¢, — u e ¢, — 1/,
ambas as convergéncias em L2. Obtemos o afirmado ao tomar o limite n — o na
desigualdade

'(s)ds

[p(D)] = |o(t) = ¢(0)] =

Assim,

Il < [l - O

Podemos deduzir da desigualdade de Poincaré que W2 (0,1) # W&'Z (0,1). (Veja o
Exercicio 8).
A desigualdade de Poincaré nos garante que, para todo u € W& a (0,1) vale

'l 2 < Hlull 2 + [l 2 < 20| 2,
0 que mostra a equivaléncia da norma || - || com a norma || - ||o, assim definida:

iz YueW,?(0,1).

Também a norma || - ||o é gerada por um produto interno:

1
(u,v)oz/ u'v’.
0

Assim, W&’Z (0,1) é um espaco de Hilbert com esse produto interno. Uma vez que
W,%([0,1]) ¢ L2([0,1]) = L2?, o fato de L? ser separével garante que Wy ([0,1])
também é um separdvel.

Vamos agora caracterizar as fun¢des em W&’z (0,1) e mostrar que podemos dar um
sentido a #(0) e u(1) em Wy?(0,1). Como duas fungdes em W'2(0,1) sdo definidas a
menos de um conjunto de medida nula, de modo que esse é um fato notavel!
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Lema 2.18 Seu € W&’Z (0,1), entdo existe uma fungdo continua v satisfazendo v(0) = 0 =

v(1) tal que u = v q.t.p. Em outras palavras, dada u € Wy*(0,1), podemos supor que u seja
continua e nula nos extremos do intervalo [0, 1].

Demonstra¢do: Considere uma seqiiéncia (¢,) em C3°(0,1) tal que ¢, — u em

Wol’2 (0,1). A desigualdade de Cauchy-Schwarz nos garante que, para todo t € [0,1]
vale

0u(6) = 0u )] = | [ ads— " g

! / / ! / 12 12

197 — @l 12 (27)

Assim, (¢, (t)) é uma seqiiéncia de Cauchy em R e, portanto ¢, (t) — v(t) para todo
t € [0,1]. (Em particular, v(0) = v(1) = 0, pois ¢, é nula nos extremos do intervalo
[0,1] para qualquer n.) Mas algo mais foi provado: a mesma desigualdade (2.7) vale
para todo t € [0, 1], garantindo que a convergéncia ¢, — v é uniforme. Isso implica que
v é uma fungado continua e também que ¢, — v em L. (Veja [6].)

Por outro lado, ¢, — u em L?, pela prépria definicdo. A unicidade do limite (em L?)
garante entdo que u = v qtp. (Note que u’ é a derivada fraca de v.) O

Observacgdo 2.19 Um resultado importante, cuja prova ndo serd apresentada aqui, é que
o conjunto das fungdes C* que estdo em W'2(0,1) é denso em W'?(0,1). Utilizando

esse resultado, a mesma demonstragdo do Lema 2.18 garante que, dada f € W12(0,1),
existe g € C°([0,1]) tal que

(a) g = fem L2 isto é, ¢ = f q.tp;
(b) g éuma primitiva de f’;
(¢) ¢’ = f' no sentido fraco.

Em outras palavras, toda funcdo f € W12(0,1) possui um representante absolutamente

continuo com derivada (q.t.p.) em L2,
Uma segunda prova dessa afirmacdo pode ser feita utilizando-se o Teorema de
Fubini. Veja [5]. <

Teorema 2.20 (Imersio de W,*(0,1) em C°([0,1]))
A imersio de le( 0,1]) em CO( 1)) é continua. Em outras palavras, a aplicagdo
identidade I: Wy ([0,1]) — C°([0,1]) é continua. Em simbolos,

W, ([0,1]) = C°([0,1]).
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Demonstragio: Se ¢, € C°(0,1), a desigualdade de Cauchy-Schwarz garante que

! ! ! 12 1/2_
< [l < ([ 1662) " =lgnlo

Ipnllco = sup |@n ()] < [lgnllo-

te[0,1]

)] = | [ (o)

Segue dai que

Pelo Lema 2.18, escolhendo o representante continuo de u € Wg’z([O,l]) e uma

seqiiéncia (¢y) tal que ¢, — u em Wy?([0,1]) e também uniformemente (quer dizer,
na norma || - ||«), temos que ||¢y |l — ||1]|co € também que ||¢y|lo — ||]|o- Assim,

[[t#lleo < [leo,

0 que mostra o afirmado. O

Observacao 2.21 Pode-se mostrar que a imersdo I é compacta, isto é, leva a bola

unitaria B C W,?(0,1) em um subconjunto relativamente compacto de C°([0,1]). A
demonstracdo decorre imediatamente do Teorema de Arzela-Ascoli. (Veja [5], p. 129 ou
[6].) <

2.5 DE VOLTA AO LAGRANGEANO

Considerando I' definido em Wg'z([O,l]), temos o funcional I' bem definido: o
Lema 2.18 (ou entdo o Teorema 2.20) garante que F(u) = F o u é continua e, portanto,
integravel.

Lema 2.22 A fungio t — F(t) é uniformemente diferencidvel em todo intervalo [a,b] C Re
F'(t) = f(t). Isto é, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

|F(t+s) —F(t) — f(t)s| <els| Y|s| <o
para todo t € [a, b].

Demonstragido: Com efeito,

t+s t+s

F(t+5) — F(t) — f(t)s = F(r)dT — /O - [ far

0 t
t+s
= [ o -s

Como f: R — R é continua, ela é uniformemente continua no intervalo compacto
[a —1,b+ 1]. Portanto, dado € > 0, existe § > 0 tal que |f(7) — f(t)| < € sempre que
T —t| <4, comT,t € [a—1,b+1]. Isso prova o afirmado. O
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Lema 2.23 A fungio T: Wy (0,1) — R é diferencidvel e

I(u)o = /01 u'v' — /Olf(u)v.

Quer dizer, dado € > 0, existe § > 0 tal que
IT(u+0) —T(u) —T'(u)(v)| < e sempreque |[v|lo <.
O funcional linear T (u) é continuo.

30: _ 112 1
Demonstragdo: Uma vez que L(u) = 3 fo /| - Jo F(u), vamos calcular
separadamente as derivadas das duas expressdes integrais.

Temos que 3 fol u'|? = 3 (u,u). A derivada da aplicacéo bilinear (u, u) foi calculada

na observacdo 2.1. Note que devemos aplicar essa derivada no vetor (v,v), pois I'(u)
ndo é uma aplicagdo bilinear. Assim, derivando %(u, U)o, encontramos

1 1
5 ((v, u)o + (u,v))y = (u,v)g = /0 u'v'.
Passamos agora a segunda expressdo integral. O Lema 2.22 garante que, escolhido

um intervalo [a,b] e dado € > 0, existe § > 0 tal que, se t € [a,b],
|F(t+s) — F(t) — f(t)s| <els| V|s| <.

Seja u € W&’Z (O, 1) arbitrdria. Pelo Lema 2.18, podemos assumir que u é continua.
Assim, sdo assumidos os valores a := min;c[oq) #(t) e b = max,c(gq) u(t), 0 que fixa o
intervalo [a, b]. Além disso, se exigirmos que ||v||p < J, teremos que |v(t)| <  para todo
t € [0,1], de acordo com o Teorema 2.20. Portanto,

[F(u(t) +0(t)) = F(u(t)) — f(u(t))o(t)] < efo(t)|  sempre que [|vfjo < 4.

Afirmamos que podemos integrar separadamente os termos dessa dultima
desigualdade. De fato, como F,u e v sdo continuas, os dois primeiros termos podem
ser integrados em [0, 1]. Quanto ao terceiro termo, a continuidade de f e u garante que
f(u) € L2. Como v € L2, a desigualdade de Cauchy-Schwarz garante que f(u)v estd
em L.

Assim,

[ Fwro)~ [ Fw [ e

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade de Poincaré,
obtemos que

< [ 1P+ o)~ Fw) ~ flayel <e [ Jol

1/2

1 1
e ol <e ([ 1oF) = eliollz < elo/llz = elolo
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Mostramos assim que

[ Fto)~ [~ [ fluyo

Somando as derivadas calculadas, vemos que o derivada I’ (u) tem a forma afirmada.
Note que, como f(u) € L?, existe k > 0 tal que || f(u)]||;2 < k. Portanto

IT"(w)oll = |(w,0)o = (f(u), 0)r2| < [lullollollo +Klloll 2 < cllvllo,
de acordo com as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré. 0

< e|lv]lo sempre que ||v]o < 6.

Teorema 2.24 A fungio u € C? é solugio da equagio diferencial (2.1) se, e somente se,
I'(u) =0.

Demonstragio: Suponhamos que I’ (#) = 0. Entdo, em particular,

v 1
/qub :/o f(u)p paratodo ¢ € C;°(0,1).

Essa igualdade nos mostra que a derivada fraca da fungio u’ € L? existe e é igual a
—f(u) € L% Ora, j& vimos que f(u) é continua, de modo que u’ é uma fungio continua.
A Proposigdo 2.15 nos garante entdo que u’ € C1([0,1]). Temos assim que u” = —f(u).
Repetindo o argumento para u € W2(0,1) temos: 1’ € C1([0,1]) ¢ C°([0,1]) implica
que u € C'([0,1]) (pela Proposi¢do 2.15); mas u € C!([0,1]) com u’ € C1([0,1]) nos
mostra que u € C2([0,1]) e u” = —f(u). Assim, pontos criticos de I'(u) sdo solugdes
de classe C? da equacédo u” + f(u) = 0. (Mais precisamente, se I' (1) = 0, entdo existe
w € C2([0,1]) tal que w” + f(w) = 0 e w = u q.t.p.). Como u € W,?(0,1), 0 Lema 2.18
nos garante que a condi¢do de fronteira u(0) = u(1) = 0 é satisfeita.

Reciprocamente, suponhamos que u € C? satisfaca u” + f(u) = 0, com u(0) =
u(1) = 0. Temos entdo que u € Wy*(0,1), com u” € L2 e f(u) € L2 Multiplicando por
uma fungdo teste ¢ € C;°(0,1) e integrando, obtemos

1 1
"o+ / =0.
| e+ [ rone
Integrando a primeira integral por partes, vemos que
1 1
| e = [ g veecyo.
0 0

Ora, como essa igualdade vale no subconjunto C§°(0,1), que é denso no espago
W&'Z (0,1), podemos concluir (veja o exercicio 11) que

1 1 -
/ u'v’ :/ fu)o YoveW,;7(0,1).
0 0

Isso mostra que I’ (1) = 0. 0

Assim, para obtermos uma solugdo do problema (2.1) basta provarmos a existéncia
de pontos criticos do funcional linear I Note que, até o momento, s6 empregamos a
continuidade da fungdo f: R — R.
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2.6 PONTOS CRITICOS

Comecamos mostrando alguns resultados sobre espagos de Hilbert separaveis:

Teorema 2.25 Seja H um espago de Hilbert separdvel. Se (xy,) é uma seqiiéncia limitada em H,
isto é, se existe C > 0 tal que ||x,|| < C para todo n, entdo existem uma subseqiiéncia (x,,) e
um elemento x € H tais que

(Xn,y) = (x,y) VyeH.

Observacao 2.26 Nesse resultado estamos mostrando que toda seqiiéncia limitada
possui uma subseqiiéncia que converge fracamente. <

Demonstracao: Fixado y € H, temos

| (e )| < Nl Hlyll < Cllyll,

mostrando que a seqiiéncia de nimeros reais (x,, y) é limitada e, portanto, possui uma
subseqtiéncia convergente.

Seja D = {dy,dp,...} C H um conjunto denso. Tomando y = di, existe uma
subseqiiéncia (x,;) tal que

(xn,;,d1) € convergente.
Existe agora uma subseqiiéncia (x,,) de (xy,,) tal que
(xn,,d;) éconvergente, se i =1,2.

Repetindo esse processo (chamado método diagonal de Cantor), obtemos uma
subseqiiéncia (x,;) de (x) tal que (x;,d) é convergente, qualquer que seja d € D.
Para simplificar a nossa notagdo, vamos escrever (x,) ao invés de (x,,;). Assim, temos
que

(xn,d) éconvergente Vd € D.

Decorre dai que (x,,y) é convergente para todo y € H. De fato, dadoe > 0, fixey € H
e tome d, € D tal que ||y —dy|| < e. Como a seqiiéncia (x,,d,) é convergente, existe
no € N tal que

mn>ny = |[(xp,dy) — (xmdy)| <e.

Assim,

‘(xn,y> - <xm1y>‘ < !(xn,y> - <xn/dy>‘ + ‘(xnrdy> - <xm1dy>‘ + ‘(xm,dﬁ - <xm,y>\
< lxall [ly = dyll + € + [l2m| [y — dy|l
< Ce+e+Ce.

Isso mostra que (xy,y) é de Cauchy e, portanto, convergente.
Definimos entdo f: H — R por

f(y) = lim (xn,y).

n—o00
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Obviamente f é um funcional linear. A continuidade de f também é imediata: |f(y)| <

Cllyll-
Pelo Teorema de Representacdo de Riesz 1.26 temos que existe x € H tal que

fly) = (y,x) = (x,y), para todo y € H. Mas isso é o mesmo que afirmar que

lim (x,,y) = (x,y) VyeH.

Definicdo 2.27 Uma funcio F: X — R definida no espaco de Banach X é coerciva se
F(x) — o0 sempre que ||x|| — oo.

Dada uma funcdo continua e coerciva F: X — R, uma vez escolhido um ponto
arbitrario de X (por exemplo, x = 0), encontramos R > 0 tal que F(x) > F(0) sempre
que ||x]| > R. Assim, se o minimo de F é atingido num ponto xy € X, necessariamente
xo € Br(0). Se X tem dimens&o infinita, a bola fechada B (0) ndo é compacta, de modo
que ndo podemos concluir imediatamente a existéncia do ponto de minimo xy da fungdo

continua F: Bgr(0) — R. Essa é a principal dificuldade para a demonstragdo do préximo
resultado.

Teorema 2.28 Sejam H um espago de Hilbert separdvel e F: H — K uma fungdo continua,
convexa e coerciva. Entdo F é limitada inferiormente e existe xo € H tal que

F(xg) = xlglgl-“(x)

Demonstragio: Seja M = F(0). A coercividade de F garante a existéncia de R > 0 tal
que F(x) > F(0) sempre que ||x|| > R.

Consideremos a restri¢cdo F: Br(0) — R e suponhamos, por absurdo, que F néo seja
limitada inferiormente. Isso implica que existe uma seqiiéncia (x,) em Bg(0) tal que
F(x,) — —oo quando n — co.

Como a seqiiéncia (x,) é limitada, passando a uma subseqiiéncia se necessario, o
Teorema 2.25 garante que podemos supor que

(xw,y) — (ny) VyeH

Claramente vale ||x|| < R. VERIFICAR SE E TAO TRIVIAL.

Fixe R 3 a < F(x). Como F(x,) — —oo, existe ng € N tal que F(x,) < a < F(x) para
todo n > ng. Defina C = F~1 (—o00,4]. O conjunto C é fechado, como imagem inversa de
um fechado por uma funcéo continua. E facil verificar que C é convexo (veja o exercicio
12). Além disso, x ¢ C e x,, € C para todo n > nj.

Assim, o Teorema de Separagdo de Hahn-Banach 1.18 garante a existéncia de y € H
tal que

(xn,y) <a<{(x,y) Yn>n,

Mas isso é um absurdo, pois (x,, y) — (x,y).

Concluimos assim que F é limitada inferiormente. Seja, portanto m = inf F(x).
x€B,(0)

Considere entdo uma seqiiéncia (x,) € B,(0) tal que F(x,) — m.
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Como antes, passando a uma subseqiiéncia se necessdrio, o Teorema 2.25 garante a

existéncia de xg € B,(0) tal que
(xn,y) — (x0,y) Vye€H.

Afirmamos que m = F(x(). Se esse ndo fosse o caso, existiria € > 0 tal que m + € <
F(xp). Definimos entdo o convexo fechado C = F~!(—o0,m + €]. Entéo existe 1 tal que
x, € C para todo n > ng (pois F(x,) — m), enquanto xo ¢ C (pois F(xg) > m + €).
Uma nova aplicacdo do Teorema de Separacdo de Hahn-Banach 1.18 garante a
existéncia de y € H tal que (z,y) < a« < (xo,y) para todo z € C. Em particular,
(xn,y) < a < (x0,y) para todo n > ng, o que contradiz (x,,y) — (xo,y). Isso completa
a demonstracao. 0

Agora estamos em condi¢des de completar a nosso estudo da equagéo (2.1).
Teorema 2.29 Suponhamos que a fungdo continua f: R — R
(i) seja decrescente;

(ii) existam 0 < a < 1eb > 0 tais que

If(H)] <alt|+b VteR.

Entdo o problema ndo-linear

possui ao menos uma solugao.

Demonstragio: Consideremos o funcional energia I': W&'z( [0,1]) — R dado por
1 12 / !
= - u - — F(u),
o [ = [ Fw
em que F(u fo

De acordo com o Teorema 2.24, a existéncia de uma solugdo para o problema néo-
linear estard garantida se provarmos a existéncia de um ponto critico para o funcional
I'. Para isso, mostraremos que I' é convexa e coerciva.

A condigdo (i) garante que I' é convexa. De fato, como F(t fo s)ds, temos
que F'(t) = f(t) é decrescente 0 que garante que F é concava. Como |u||3 é convexa,
T(u) = ||ulj3 - fo ) é convexa.

Como |f(t)] < a|t| + b, integrando essa desigualdade obtemos |F(t)| < 1a|t|> + b|t|
para todo t € R (veja o Exercicio 13). Logo,

[F(u(t))] < %alu(t)IZ +blu(t)] ¥ ue Wy((0,1)).
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Segue-se dai que

IN

/OlF(u)

/ IF(u |dt</ Ba|u(t)|2+b|u(t)| it

< §a||u||%+b||u||o v u € Wy ([0,1]).

Portanto,

1 1 1 a
[(u) = §Hu||% —/O F(u) > = |lull§ - 5\\””%-’?”“”&

Como 0 < a < 1, temos que I'(#) — +oo0 quando ||ul]|p — oo, mostrando que T é
COercivo. a

2.7 EXERCICIOS

1. Defina ¢: R — R por

[ exp(1/(x*—=1)), se |x|] <1,
p(x) = { 0, se |x| > 1.

Mostre que ¢ € C5°([—1,1]). Verifique também que ¢, definida por ¢,,(x) =
¢(ax + b) é uma fungdo C* de suporte compacto para todos a,b € R, a # 0. Qual
é o suporte de ¢,,? Mostre que y(x) = f(x)¢(x) estda em C([—1,1]) para toda
f: R — R declasse C*.

. Suponhamos que a igualdade (2.5) se verifique para u € C%([0,1]). Escolha

adequadamente ¢ € C§°(a,b) e conclua que u = 0. Deduza dai que a igualdade
(2.5) é valida se u € L2.

. Mostre que a fungdo

172 se0<t<1/2
”(t)_{t sel/2<t<1

pertence a W'2([0,1]) e calcule sua derivada fraca

_J 0 se0<t<1/2
H(t)_{l sel/2<t<1

Generalize: mostre que toda fungdo continua que possua derivada continua por
partes pertence a W'2([0,1]).

Mostre, por outro lado, que H ¢ W'2([0,1]).

. Mostre que W'2([0,1]) ndo é completo com a norma || - ||1p.

/2
. Mostre que a norma |ju|| = (H”H%z + Hu’”%2> é equivalente a norma || - || do

espaco W2([0,1]).
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v ® N o

10.
11.

12.

13.
14.

Mostre a igualdade (2.6).
Mostre que W2 é separavel.
Dé exemplo de u € W'2([0,1]) para o qual ndo vale a desigualdade de Poincaré.
Na demonstra¢do do Lema 2.18, justifique: ¢, — v nanorma || - || 2.
Mostre que a imersao Wy ([0,1]) < C°([0,1]) é compacta.
Mostre que, se
AUvuaffww V¢ e CF(0,1),

entdo podemos concluir que
1 1 1
/ u'v’ :/ f(u)v Yoe Wy<([0,1]).
0 0

Mostre que o conjunto C = F~!(—c0,a] utilizado na demonstragido do Teorema
2.28 é convexo.

Preencha os detalhes na demonstragdao do Teorema 2.29.

SejaV = C{° (0,1) considerado como espaco vetorial. Seja T: ¥V — R um funcional
linear continuo tal que T(f') = 0, para todo f € V (f' denota a derivada de f).
Mostre que T é constante, no seguinte sentido: existe uma constante ¢ tal que

T(f) = [ cf, paratodo f € V.
Esse resultado é chamado Principio Geral de Regularizagio. (Compare esse resultado

com o Lema 2.7, a Proposigdo 2.8 e o Lema 2.13. O Lema 2.13 é o caso particular
em que T é definido em f por meio de integracao.)

Os proximos exercicios apresentam variagdes sobre o problema tratado neste
Capitulo e tém o objetivo de fixar aspectos do método utilizado em sua solugdo.
Comegamos com uma versdo mais simples do mesmo problema:

15.

Considere o problema linear

u' = —f(t), te(0,1)
u(0) = £E1) 0, 28

em que a funcdo f: [0,1] — R é continua. Vamos ignorar o fato que esse problema
pode ser resolvido diretamente e considerar uma abordagem alternativa para o
mesmo.

(a) Suponha a existéncia de uma solugdo u < C? = CZ([O,
Multiplique essa equacdo por uma fungdo teste ¢ € Cy°

intervalo (0,1) e obtenha
1 1
VA
| e = [ o

1],R) para (2.8).
(0,1), integre no
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ou, 0 que € 0 mesmo,
(W', ¢") = (f.$),

em que (-, -) denota o produto interno em L? = L?([0,1], R).
Aigualdade anterior é chamada formulagdo fraca do problema (2.8) e qualquer
solugdo dessa igualdade é chamada solugdo fraca de (2.8). Note que essa

formulagédo faz sentido se u € W&’z efel?

(b) Defina B: W&’Z X Wg’z — R por

1
B(u,v) = / u'v'.
0
Mostre que B é uma forma bilinear, continua e coerciva. Conclua a existéncia
de uma tnica solugdo para o problema B(u,v) = (f,v).
(c) Mostre que u é de classe C? e uma solugéo de (2.8).

(d) Seja u a tinica solugdo de (2.8). Mostre que

I'(u) = min I'(v),
ZJEW01’2

r@=; [ WP [ fo

16. Considere o problema de Dirichlet

em que

—u" +xu=f(t), te(0,1)

1(0) = u(1) =0, 29)

em que k € uma constante ndo negativa.

(a) Procedendo de maneira semelhante ao Exercicio 15, obtenha a formulacédo
fraca de (2.9):
/1 . 1 1
uweo' +x / up = / ,
gl | ug = [ fo
em que ¢ € C5°(0,1).
(b) Defina B: W&’Z X W&’Z — R por

1 1
B(u,v) = / u'v! +1</ uv,
0 0
de modo que a formulagéo fraca de (2.9) pode ser escrita como
B(u,¢) = (u,¢), ¢ < C3(0,1).

Mostre que B é uma forma bilinear, continua e coerciva. Conclua a existéncia
de uma tnica solugdo para o problema B(u, ¢) = (u, ¢).
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(c) Mostre que u é de classe C? e uma solugao de (2.9).

(d) Seja u a tinica solugdo de (2.9). Mostre que

['(u) = min I'(v),
UGW&’Z

2/ S —/Olfv.

17. Consideremos o problema de Sturm-Liouville

em que

—(pu') +qu = f(t), te(0,1) (2.10)

em que p: [0,1] — R é uma funcdo de classe C! e g, f: [0,1] — R sdo continuas,
com
p(t) >a>0 Viel01].

(a) Obtenha a formulagdo fraca de (2.10):
[ oty s [Cqup= [ o,
0 0 0
em que ¢ € C5°(0,1).

(b) Defina B: W&’z X W&'Z — R por
1 1
B(u,v) = pu'v’—H{/ uv,
0 0

de modo que a formulagéo fraca de (2.10) pode ser escrita como

B(u,¢) = (u,¢), ¢ < Cy(0,1).

Mostre que B é uma forma bilinear, continua e coerciva. Conclua a existéncia
de uma tinica solugdo para o problema B(u, ¢) = (u, ¢).

(c) Mostre que u é de classe C? e uma solugio de (2.9).

(d) Seja u a tinica solugdo de (2.9). Mostre que

I'(#) = min T'(v),

veW&’z

F(v):%/o1 (p -I—qv / fo.

em que
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18. Considere, com as mesmas hipéteses do Exercicio 17, o problema de Sturm-
Liouville
—(pu)' '+ qu=f(t), te(01)

u(0) = u(1) = 0, (2.11)

em que r: [0,1] — R é continua.

(a) Repita a argumentagdo do Exercicio 17 e mostre que s6 obtemos uma forma
bilinear ndo é simétrica ou coerciva. (A coercividade pode ser obtida com
condigdes adicionais sobre g e r.)

(b) Para obter uma solucdo de modo semelhante ao Exercicio 17, defina R como
uma primitiva de 7/p e { = e~R. Multiplique a equacdo em (2.11) por { e
chegue a equacao

—(Cpu') + Zqu = Lf.

Proceda como no Exercicio 17 e obtenha uma tinica solucido u de classe C2
para o problema (2.11), obtida como

mn {3 ) @ ven) - [ler}

19. Considere no problema (2.1) a nédo linearidade
f(s)=1s|"%s, 1<g<2

(a) Mostre que existem constantes 0 < a < 1 e b > 0 tais que |f(s)| < a|s|+ b
para todo u € R.

(b) Encontre a expressdo para o Funcional Energia I' associado a ndo linearidade
fu).

(c) Mostre que I' assume valores negativos e conclua que a solugdo de (7.1) dada
como um ponto de minimo de I' ndo pode ser identicamente nula.

20. Sejam H um espaco de Hilbert separdvel e F: H — K uma func¢do continua e
convexa. Suponha que lim | _,o, F(x) = co. Mostre que F ¢ limitada inferiormente
e que existe xg € H tal que

F(xo) = inf F(x).
xeH
Para demonstrar esse resultado,

(a) Suponha que F ndo seja limitada inferiormente e obtenha uma seqiiéncia (x;)
tal que F(x,) — —oco. Fixe R 3 a < F(x) e conclua x, — x, com x em
um conjunto limitado. Defina C = F~!(—c0,a]. Mostre que C é fechado e
convexo. Verifique que x ¢ C. Aplique o Teorema de Separagdo de Hahn-
Banach 1.18 e o Teorema de Representacdo de Riesz e chegue a um absurdo,
mostrando que F é limitada inferiormente.
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(b) Seja m o infimo de F(x) e tome uma seqiiéncia (x,) com F(x,) — m.
Passando a uma subseqtiéncia , obtenha x, — xp. Mostre que m =
F(xg) supondo o resultado falso e chegando a uma contradi¢do utilizando
novamente o Teorema de Separacdo de Hahn-Banach.
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