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Capitulo 1
ESPACOS NORMADOS

1.1 PRODUTO INTERNO

Definicao 1.1 Seja E um espago vetorial sobre os reais. Um produto interno em E é uma aplicacdo
(-,+) : E X E — R satisfazendo as sequintes propriedades:

() (x,y) = (v, x);
(i) (x+Ay,z) = (x,2) + My, 2);
(iii) (x,x) > 0e (x,x) = 0 se, e somente se, x = 0.

Um espaco E com produto interno é euclidiano se ele tem dimensio finita.!

Exemplo 1 Se E = R", o produto interno canénico (também chamado de produto escalar) é
definido por

n 1
(x,y>:x'y::2xiyi:(x1...xn) : ,
i=1
Yn
emquex = (x1,...,%X,) ey = (Y1,.-.,Yn). <

Definic¢ao 1.2 Sejam x,y vetores do espago com produto interno E. Esses vetores sio ortogonais (ou
perpendiculares) se (x,y) = 0. Nesse caso escrevemos x L y).

Posteriormente justificaremos geometricamente essa definigao.

1.2 NORMA

Definic¢do 1.3 Seja E um espago vetorial sobre os reais. Uma norma em E é uma aplicagio || - || :
E — [0, 00) satisfazendo as sequintes propriedades:

Essa terminologia varia de acordo com o texto consultado: em alguns, um espaco euclidiano é um espaco
com produto interno, mesmo em dimensdo infinita.
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(i) ||x|| > 0sex #0;
(if) [[Ax] = [l [|xl, para A € R;
(i) [lx +yll < flxfl +[ly]l-

Se E possui uma norma, dizemos que E é um espaco normado. Se o espaco normado E for completo
(isto é, seqiiéncias de Cauchy em E sdo sempre convergentes), entio E é um espago de Banach.

O valor ||x|| pode ser interpretado geometricamente como o comprimento do vetor x. Se
||x|| =1, o vetor x é unitario.

Seja E um espago com produto interno. Consideremos (com abuso de notacdo) ||x| :=
(x,x)1/2. Vamos mostrar que essa notacdo se justifica, isto ¢, que (x, x)1/? realmente define
uma norma. Comec¢amos justificando a defini¢do de perpendicularidade dada acima.

Teorema 1.4 (Pitagoras)
Seja E um espago real com produto interno e ||x|| = (x, x)'/2. Ento, x L y se, e somente se,

I+ ylI? = [lx1* + llylI*.
Demonstragdo: Basta desenvolver ||x + y||*:
lx +yll* = (x +y,x +y) = (v, %) + 200, y) + (v, y) = x>+ 200 y) + yl*

O afirmado decorre imediatamente das igualdades anteriores. 0

Proposicao 1.5 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)
Seja E um espago com produto interno. Entio, se ||x|| = (x, x)1/2, temos para todos x,y € E

(x| < lIx[ yll-

Demonstra¢do: A prova que apresentaremos é bem geométrica. (Interprete!)

Se x = Ay, entao |(x,y)| = [A| (y,y) = Al [yl2 = ||| [yll- Se x # Ay, existe a € R tal
que |{y — ax,x)| = 0. De fato, basta tomar « := (x,y)/|/x||%; note que ||x|| = 0 estd incluido
no caso anterior. Entdo, pelo Teorema de Pitdgoras,

e[ < [l
Substituindo o valor de «, obtemos
[{y, 2)I>
I ]I < Il
e a desigualdade de Cauchy-Schwarz segue-se imediatamente dai, pois (y, x) = (x,y). O
Agora estamos em condi¢des de justificar a notacdo ||x|| = (x, x)!/2.

Proposicio 1.6 Todo espaco com produto interno E tem uma norma definida por ||x|| = (x, x)1/2.
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Demonstragdo: A primeira propriedade de norma decorre imediatamente da definicdo do
produto interno. Além disso,

IAx[|* = (Ax, Ax) = A%(x, x) = |A]? [lx[|*.
Finalmente, temos que
lx+yl? = (r+yx+y)=IlxI*+2(x,y) + |yl
< [P+ 2012l iyl -+ Hyl? = e+ lylD?.

A seguinte propriedade de espagos com produto interno é imediata (desenvolva o lado
esquerdo da equagao):

O

Proposicao 1.7 Em todo espago com produto interno vale a identidade do paralelogramo:

I+ 12+ lx =yl =2 (%17 + Iy I12)

Observagdo 1.8 Seja B = {vy,...,v,} uma base do espaco vetorial E. Um elemento x € E
escreve-se entdo como combinacao linear dos elementos da base: x = ajv1 + ... + 2,0y, €m
que os escalares a7, ..., &, sdo tnicos. Dessa forma temos induzido um isomorfismo entre E
e R", por meio da associagao

&1
X =01 +...+a,0, — : e R
Xp

Denotamos [x]z = («1,...,&,). Dessa forma, obtemos um produto interno em E ao defi-

nirmos
(xy) = []5ly]s.

Note que a defini¢do desse produto interno é a generalizacdo do Exemplo 1.

Assim, ao dizermos que um espago vetorial de dimensao finita é euclidiano, ndo esta-
mos atribuindo uma propriedade especial a esse espago. Estamos, na verdade, especificando
que naquele espaco foi escolhido um determinado produto interno, entre os varios produtos
internos com que ele poderia ser considerado.

Se essa € a situacdo em dimensao finita, espacos de dimensao infinita sdo muito diferentes:
mesmo quando possivel, nem sempre é razodvel (ou desejavel) definir um produto interno
nesses espacos. Em muitas situagdes praticas, um espaco vetorial tem uma norma que esté
naturalmente associada ao problema considerado, a qual pode gerar uma topologia que nao
é equivalente aquela gerada por um produto interno. (Veja a Defini¢do 1.12 para o conceito
de normas equivalentes.) <

Lema 1.9 Seja E um espago real com produto interno. Entdo vale a identidade de polarizagao:
— 1 2 1 2
(oy) = gl +yl™ = 2l —yll”
Demonstrac¢io: Basta desenvolver o lado direito da igualdade. a

Num espaco com produto interno, a identidade de polarizagdo permite recuperar o pro-
duto interno, conhecida a norma. (Veja o Exercicio 27.)
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1.3 APLICACOES LINEARES CONTINUAS

Se X e Y forem espagos vetoriais normados, nem toda aplica¢do linear T : X — Y é
continua. Para mostrarmos esse fato, comegamos com a caracterizagdo das aplicagdes lineares
continuas:

Teorema 1.10 Sejam X e Y espagos normados e T : X — Y uma aplicagio linear. Sdo equivalentes
as propriedades:

(i) T é continua na origem;

(ii) sup ||T-x|| =M < oo (T élimitada);
[lx]|=1

(iii) existe C > 0 tal que ||T - x|| < C||x|| para todo x € X;
(iv) T é continua.

Demonstragio: A linearidade de T imediatamente nos garante que (iii) = (iv) = (i). Para
mostrar (i) = (ii), suponhamos (ii) falsa. Entdo, para cada n € N*, existe y, € X tal que

lynl| = 1 e ||T - yu|| > n. Definindo x,, = y,/n, temos que x, — 0, enquanto ||T - x,|| > 1,
contradizendo (7). Finalmente, (ii) = (iii), pois, se x # 0, entdo x/||x|| tem norma 1 e,
portanto ||T - (x/||x]|)|| < M. Mas entdo ||T - x|| < M||x||. O

Corolario 1.11 Uma aplicagio linear T : X — Y sobrejetora é um homeomorfismo (isto é, uma
bijecdo continua com inversa continua) entre os espacos normados X e Y se existirem constantes k > 0
e A > 0de modo que

wellx] < 1T -] < Aflf[.

Demonstragdo: Basta notar que a continuidade de T~ ! equivale a existéncia de uma constante
k1 <0talque ||T7! y|| <« !y| paratodoY 5y =T-x,com x € X. O

Dizemos que os espagos X e Y sdo linearmente homeomorfos se existir um homeomor-
tismo linear T: X — Y.

Exemplo 2 Seja R[t] o espaco vetorial de todos os polindmios (com coeficientes em R) na
variavel t. Para p € R[t], definimos

Ipll = sup [p(t)].
te[0,1]

O Teorema Fundamental da Algebra garante que || - || é uma norma em R[t]. Definimos agora
T :R[t] - Rpor T-p = p(2). Claramente T é linear. Mostraremos que T é descontinua no
polindmio p = 0. De fato, tomando € = 1/2, consideremos o polindmio p, := (t/2)".
Claramente ||p, —0|| =1/2", mas |T - p, — 0| = |T - pu| = 1. <

Quando o mesmo espago X for considerado com diferentes normas, algumas vezes em-
pregaremos a notagdo (X, || - ||) para ressaltarmos que X estd sendo considerado com a norma
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Defini¢do 1.12 Duas normas || - ||g e || - || num espago X sdo equivalentes se a aplicacio identidade
L: (X, -1lo) — (X, -l1) for um homeomorfismo. Em outras palavras, se existirem constantes
x> 0eA > 0demodo que

kllxflo < flxfle < Allx[lo-

Vamos mostrar, seguindo [13], que todas as normas num espa¢o normado de dimensao
finita sdo equivalentes.

Para isso, relembramos que um conjunto K C R" é compacto se, e somente se, for limitado
e fechado; e também que toda funcdo continua definida num compacto K C R" assume
méaximo e minimo em K.

Lema 1.13 Seja X um espago vetorial normado. Considere R" com a norma ||x||e := max |x;l.

Entdo toda aplicagdo linear T : (R", || - ||c) — X é continua.

Demonstragio: Se x = x1e1 + ...+ x,e,, definindo A = ||T-e1|| + ...+ ||T - e,]|, temos

IT - x|| —Z|x1| IT-eif = max |x1|Z||T eill = Allx]leo-
i=1 =L...n i=1 g

Teorema 1.14 Seja (X, || - ||) um espago normado de dimensdo n sobre o corpo R. Entdo X é line-
armente homeomorfo a R".

Demonstragio: Escolha umabase B = {x1,...,x,} em X e considere x = a1x1 + ...+ a,x, €

X. A representagédo [x|g € R" é o vetor & = (a1 ap -+ ay)t € R". Consideremos o isomor-
fismo T: (R",| - ||o) — X por T -« = x. De acordo com o Lema 1.13, T é continua.
Definimos agora f : (R",|| - ||) — [0,00) por f(x) = ||T - x||. Decorre do Exercicio 18 que

f é uma funcdo continua. Assim, f assume um minimo no compacto S := {x € R" | ||x||e =

1}. Esse minimo é positivo, pois || - R”, temos
(x/|[x]lec) € See
) =|melzx & sie<ims,
[ [11[eo ”
O Corolario 1.11 garante entdo que T é um homeomorfismo. O

Corolario 1.15 Sejam X e Y espagos normados, dim X = n. Entdo toda aplicagdo linear T : X — Y
¢ continua.

Demonstragio: Seja S : R” — X um homeomorfismo linear. Entdlo U = ToS: R" — Y é
uma aplicacéo linear continua, de acordo com o Lema 1.13. Masentdio T = Uo S~! ¢ uma
aplicacdo linear continua. O

Coroldrio 1.16 Todas as normas num espago vetorial X de dimensdo finita sdo equivalentes.
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Demonstragdo: Se || - ||1 e || - |2 forem duas normas em X, decorre do Corolario 1.15 que
as aplicagdes identidade I1, : (X, | - |l1) — (X |- ll2) el : (X, || - |l2) — (X, || - |]1) sdo
continuas. Isso garante a equivaléncia das normas consideradas. O

Seja A € M, uma matriz. Identificando My, com R™", podemos introduzir uma
nocao natural de norma em M, e transforma-lo num espago normado. Contudo, seguire-
mos um caminho mais geral: se T : X — Y for uma aplicagdo linear continua, definiremos
diretamente a norma de uma aplicagio linear || T||.

Definicao 1.17 Sejam X e Y espagos normados e T : X — Y uma aplicagdo linear continua. Defini-

mos

ITIl = max [T - x|
2l <1

Nessa definigdo, note que || - || designa tanto a norma em X quanto a normaem Y. A definigdo
nos mostra que ||T - x|| < ||T|| ||x|| para todo x € X.

O préximo resultado garante que || - || é realmente uma norma no espago vetorial £(X,Y)
de todas as aplicag¢Oes lineares continuas de X em Y.

Proposicao 1.18 Sejam X,Y espagos normados e T : X — Y uma aplicagdo linear continua. Entdo
(i) ||T|| é uma norma;

(i) |[STI| < [IS] I TTJ

Demonstragio: Claramente ||T|| > 0e ||T|| = O se, e somente se, T - x = 0 para todo x # 0.
Vale AT AT T
IAT| = max AT 5 AT Xy DTy,
A0 ||| A0 ]| 0 |x]

Além disso,

T T- T-

154 T e ST DEL o ISEENT xSl T
i P TIi P o P

(i) (STl = ST )| < S| 7] < S| 17| ). 0

Observacao 1.19 A norma da aplicagdo T depende das normas escolhidas nos espagos X e Y
(vejaem [11], p. 65, uma tabela relacionando a norma de uma matriz A, m x n, com diferentes
normas nos espagos R" e R™).

Consideremos entdo uma aplicagdo linear T : X — Y entre espagos normados, com
dimX = nedimY = m. A escolha de bases nos espacos X e Y gera isomorfismos entre X
e R" e Y e R", respectivamente. Esses isomorfismos ndo precisam ser isométricos, de forma
que representa¢des matriciais de T podem possuir normas diferentes da norma da aplicagdo
T.

Contudo, se os espagos envolvidos forem euclidianos, a norma da aplicagdo T é igual a
norma (como aplicacdo linear) de qualquer uma de suas representagdes matriciais referentes
a bases ortonormais nos espacos X e Y, pois as matrizes mudanga de base envolvidas serdo
sempre unitdrias. (Veja o Exercicio 20.) <
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1.4 LEMA DA CONTRACAO

Definicao 1.20 Sejam X,Y espagos normados e F C X um conjunto qualquer. Uma aplicagio @ :
F — Y é chamada contracdo, se existir um niimero k, com 0 < k < 1 tal que

|®(x) = @(y)|| < Kkllx—yll, Yx,y €F.

Exemplo 3 Consideremos uma fungao diferenciavel f : R — R tal que sup . |f'(x)| =: k <
1 para todo x € R. Entdo f é uma contracdo. Afirmamos que f tem um ponto fixo, isto é,
existe um ponto xy € R tal que f(xg) = x¢. Para isto, consideremos f(0). Se for f(0) > 0,
consideremos x > 0 suficientemente grande. Entdo f(x) = f(0) + f'(h)x < f(0) +kx < «x.
Isto mostra que f(x) cruza a reta y = x, de acordo com o Teorema do Valor Intermedidrio. Se
for f(0) < 0 tome x < 0 tal que |x| seja suficientemente grande e repita o argumento. <

O préximo resultado nos d4 um método para encontrarmos pontos fixos de aplica¢des
f:AC X — X, isto é pontos x € A tais que f(x) = x. Esses resultados sdo importantes,
pois a procura de uma solugdo x da equagédo f(x) = b reduz-se a obten¢do de um ponto fixo
da aplicagdo ®(x) = f(x) +x —b.

Lema 1.21 (Lema da Contragao)

Seja X um espago de Banach e F C X um conjunto fechado. Toda contragio ® : F — F possui
um iinico ponto fixo, isto é, existe um iinico xo € F tal que ®(xg) = x¢. Além disto, xy é um ponto
atrator de ®, isto é, para qualquer yo € F, a seqiiéncia (D’ (yo))]. oy Converge para xo.

Demonstragio: Escolha yg € F e defina a seqiiéncia y, = ®"(yp). Temos entdo, paran > m,

n

lyn =yl < X2 llyj—yjll

j=m+1
n . .
= Y [ () — @ (wo)l
j=m+1
n 1
< Y K7y —woll
j=m+1
km
< 7 —k”yl —yo|| — 0 quando m — oo

Isto mostra que (y,) é uma seqiiéncia de Cauchy; como F é completo, i, — xo € F. Como &
é continua, temos

®(xo) = lim ®(y,) = lim y,41 = Xo.

Isto mostra que xp é um ponto fixo atrator. A unicidade do ponto fixo decorre imediatamente
do fato de ® ser uma contracao. O

Teorema 1.22 (Teorema do Ponto Fixo de Banach-Cacciopoli)

Sejam F um subconjunto fechado de um espago de Banach X e ® : F — F uma aplicagdo tal que,
para algum inteiro n > 0, ®" seja uma contragdo. Entdo o Lema da Contragio é vdlido para o operador
D.
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Demonstragio: Seja xo o ponto fixo de " dado pelo Lema da Contragdo. De ®"(xg) = xo
vem ®"t1(xy) = ®(xg) e portanto ®" (®(xp)) = P(xg). Isso mostra que P(xq) é um ponto
fixo de ®". Como o ponto fixo de $" é tnico, devemos ter ®(xg) = xo.

Notamos agora que qualquer ponto fixo yy de @ tem que ser um ponto fixo de P™:
D" (yg) = "1 (D(yp)) = D" (yo) = ... = ®(yy) = yo. Como ®" é uma contragio,
isso implica que o ponto fixo xg de ® também é tnico.

Podemos dizer mais: xg é um ponto atrator de ®. De fato, se y9 € M, consideremos
Ym = ®"(yp). Entdo, escrevendo m = kn +r,0 < r < n, temos

" (yo) = @ (yo) = [@"]" (¥ (o)) -

Para qualquer inteiro m, apenas os elementos yo, ¥1,..., Yy—1 estdo no conjunto {P"(yo)}.
Como xy é atrator para ®", temos que

lim [@"]F (@ (y9)) = x0.

k—o0

Isto mostra que xp € um ponto atrator para . O

Observe que ndo é necessdrio que ® : F — F seja continua! Um exemplo simples é
® : R — R definida por ®(x) = —xsex < 0, (x) = 1se x > 0. A funcdo P é descontinua,
mas ®? = 1 é uma contracao.

Exemplo 4 Suponha que tenhamos dois mapas de uma regido, um sendo uma reducdo do
outro. Suponha que o menor é colocado sobre o maior. Isso define uma contracdo ® que
associa a cada ponto do mapa maior a sua localizagdo no mapa menor. O que o Lema da
Contragdo afirma é que existird apenas um ponto do mapa menor que estara justamente sobre
o0 mesmo ponto do mapa maior. Este ponto pode ser encontrado por meio de iteragdes: quer
dizer, se tivéssemos uma seqiiéncia de mapas que reduzem na mesma escala que do maior
para o menor e se obtivéssemos sucessivamente a imagem de cada mapa, essa seqiiéncia de
mapas convergiria para o ponto fixo de ®. <

Exemplo 5 Contragdes podem ser utilizadas para a obtengao de solugdes de equagdes do tipo
¢(x) = 0. De fato, se definirmos f(x) := x — Ag(x), a equagéo se transforma em f(x) = x. (A
constante A > 0 sera escolhida oportunamente.)

Suponhamos que g(a) < 0, g(b) > 0e0 < a < ¢'(x) < B para x € [a,b]. Entdo existe
apenas uma solucdo de g(x) = 0 em [a, b]. De fato, isso decorre do Teorema do Valor Inter-
medidrio (existéncia) e do Teorema do Valor Médio (unicidade). Mas os teoremas aplicados
ndo nos indicam como determinar esse ponto.

Podemos abordar o mesmo problema de outra maneira: basta mostrar que f : [a,b] —
[a,b] é uma contragdo, para escolha adequada de A. Como g(a) < 0, temos f(a) = a —
Ag(a) > a. Como g(b) > 0, f(b) = b— Ag(b) < b. Assim, se escolhermos A = 1/B,
vemos que |f(x) — f(y)| = f'(c)|x — y| com c entre x e y. Como f'(c) > 1— (1/B)g'(c) >
1-(1/B)p=0ef'(c)=1—-(1/B)g'(c) <1—(1/B)a < 1, vemos que f é uma contragao.
Logo, a solucdo de g(x) = 0 pode ser encontrada através da obtencdo do ponto fixo de f por
meio de iteracdes dessa funcao. <
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Embora o Lema da Contragdo seja muito ttil, suas hipdteses sdo bastante restritivas, ao
exigir que a aplicagdo considerada seja uma contragdo. Um resultado profundo da anélise
estabelece a existéncia de ponto fixo em condi¢des menos restritivas:

Teorema 1.23 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer)
Seja B;(0) C R" a bola fechada de raio r e centro na origem. Toda aplicagio f : B,(0) — B,(0)
possui um ponto fixo.

As implicagdes do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer sdo muito importantes, mas fogem
ao escopo deste texto. Também sua demonstrac¢do ndo é simples; contudo, no caso n = 1, ela
é elementar (veja o Exercicio 34).

1.5 EXERCICIOS

Os primeiros exercicios recapitulam fatos basicos da Algebra Linear.

1. Dada uma matriz A, n X n, mostre que existe no maximo uma matriz B tal que AB =
BA =1,1 € M,,«,(K) sendo a matriz identidade.

2. Mostre que uma matriz quadrada A tem inversa se, e somente se, o sistema Ax = 0 s6
possui a solugdo trivial.

3. Sejam X e Y espacgos vetoriais com a mesma dimensdo (finita). Suponha que, para as
aplicagdes linear T : X — Y e S : Y — X, seja verdadeiro ST = I, a identidade em X.
Mostre que S = T~ 1.

4. Enuncie e demonstre o Teorema do Nucleo e da Imagem.

5. Sejam R[t] o espago de todos os polindmios reais na incognita t e Rg[t] o subespago de
todos os polindmios de grau menor que 6. Considere T : R[t] — Rg[t] definida da
seguinte maneira: se p € R[t], entdo T - p é o polindmio em R[] cujos coeficientes de
grau menor que 6 sdo iguais aos coeficientes de p. Mostre que T é linear. Ache bases
paraim T e ker T. O Teorema do Ntcleo e da Imagem se aplica? Justifique.

6. Seja T : R3 — R*dadapor T- (x,y,z) = (x +y,x +2z,y+2,x +y+2z). Ache a represen-
tacdo matricial de T com relacio as bases candnicas de R? e R*. Considerando a base
B = {e1,e1 +ez,e1 +e; + e3} do espago R3, qual a representacdo de T com relagdo as
bases 3 e a base candnica do R*?

7. Seja Ry(t] 0 espaco de todos os polindmios (reais) de grau menor do que 4. Considere
T : Ry[t] — My« definida por
(43 2 _ [ a3—ax ap+a;—ma
T (llgt + apt —|—a1t—|—a0) = ( Gy + a4y 41— Gy — a3 ) € M.

(a) Mostre que T é linear;
(b) Obtenha ker T e im T;
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(c) Verifique que B = {1 +ttt%,£}e

={G)G)Ga) ()]

sdo bases de R3[t] e M >, respectivamente.

(d) Obtenha a representagao matricial de T com relagdo as bases B e C.

8. Seja T : X — Y uma aplicacao linear invertivel representada, com relagdo as bases B e
C dos espagos X e Y, respectivamente, pela matriz Tg. Mostre que a aplicagdo inversa
T~ é representada, com relagio as bases C e B, pela matriz [Tg]’l.

9.5 T:X — YeS:Y — Zsao aplicagdes lineares invertiveis, mostre que (ST)™ ! =
TS,

10. Seja f : R" — R um funcional linear. Mostre que existe um tinico vetor v € R" tal que
f-x = (x,v) para todo x € R". Esse é o Teorema de Representa¢io de Riesz no R".

11. Seja Y um espago normado. Mostre que toda aplicacdo linear T : R — Y é da forma
x — xy,em que y € Y estd fixado.

Os proximos exercicios introduzem o conceito de espago métrico e apresentam algumas
de suas propriedades. A maioria dos exercicios pode ser resolvida adequando a notac¢do da
demonstracdo de resultado equivalente para o espaco R".

12. Seja X um espago normado. Mostre que, se dist (+,-) : X x X — R for uma distancia®

gerada por uma norma (isto é, dist (x,y) = ||x — y||), entdo ela satisfaz
(a) dist(x+z,y+ z) = dist (x,y) para todos x,y,z € X (invaridncia por translacao);

(b) dist (Ax, Ay) = |A|dist (x,y) (homotetia).

Reciprocamente, se X for um espaco métrico e se dist for uma distancia em X que
satisfaz (a) e (b), entdo dist é gerada por uma norma.

13. Seja (X, dist) um espaco métrico. Mostre que qualquer conjunto compacto K C X é
um conjunto limitado e fechado. Verifique também que a imagem de um compacto por
uma fungdo continua é um conjunto compacto.

14. Sejam X, Y espacos métricos e K C X um conjunto compacto. Mostre que toda fungdo
continua f : K — R assume méximo e minimo.

15. Sejam X, Y espagos métricos e K C X um conjunto compacto. Mostre que toda fungdo
continua f : K — Y é uniformemente continua.

2Uma distancia é uma aplicagdo dist (+,-) : X x X — R* que satisfaz: i) dist (x,y) > 0 e dist (x,y) = 0 <
x = y; ii) dist (x,y) = dist (y, x); iii) dist (x,z) < dist(x,y) + dist (y,z) para todos x,y,z € X. Um espago
métrico é um conjunto X munido de uma distancia.
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16. Sejam X, Y espagos métricos e C C X um conjunto conexo. Mostre que a imagem de C
por uma fungdo continua f : X — Y é um conjunto conexo.

Os proximos exercicios sdo dedicados a teoria de espacos normados. No caso de dimen-
sdo finita, muitos resultados decorrem de resultados andlogos, védlidos no R". Outros sdo
resolvidos considerando-se uma base do respectivo espaco.

17. Seja X um espago normado de dimensdo finita. Mostre que um conjunto K C X é
compacto se, e somente se, for limitado e fechado.

18. Seja X um espaco normado. Mostre que a aplicagdo x € X — ||x|| € R* é uma aplicacdo
continua. Mostre que, se x, — x € X, entdo ||x,|| — ||x||. Mostre que as aplica¢des
(x,y) e XxX—x+y € Xe(Ax) € RxX — Ax € X sdo continuas (0s espagos
X x X e R x X estdo providos da topologia produto).

19. Mostre que todo espaco normado de dimenséo finita é um espaco de Banach.

20. Seja E um espaco euclidiano e T : E — E um operador. Mostre que ||T||> = ||T*T|| =
|TT*||. Conclua que ||U|| = 1 para todo operador unitario (ortogonal) U : E — E. Se
U~ ITU = S com U unitério (ortogonal), verifique que

(@) IT[l = [ISl;
(b) |IT|| = VA, em que A é o maior autovalor de T*T.
21. Seja T € L(X,Y). Mostre que ker T é um subespago fechado de X.

22. Seja X um espaco real com produto interno. Mostre

@ x,—x = (x,y)— (x,y) paratodoy € X.

(b) No caso em que X tem dimensdo finita, conclua que

(xn,y) = (x,y) VyeX (1.1)

implica x, — x. Interprete (1.1) em termos das coordenadas dos vetores envolvi-
dos.

Observagédo: Se X tiver dimenséo infinita, o item (b) nem sempre é verdadeiro.
23. Sejam X, Y espagos normados (ndo necessariamente de dimensdo finita). Mostre:

(@) £(X,Y) é um espago normado completo, se Y for completo;
(b) Ty — Tem L(X,Y) implica T,, - x — T - x para todo x € X;

(c) Se X tiver dimenséao finita, entdo T, - x — T - x implica T, —» T em L(X,Y).
Observagéo: Se X tiver dimens&o infinita, o item (c) nem sempre é verdadeiro.

Contra-exemplos para os itens (b) e (c) dos Exercicios 22 e 23, respectivamente, podem ser
encontrados em livros introdutérios de Anélise Funcional.
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24. Sejam X, Y espacos normados, com Y completo, e T,, : X — Y aplicagdes em L(X,Y).
Suponha que ) _ || T,|| seja uma série convergente. Mostre que Y T, é uma série conver-
genteem L(X,Y).

25. Sejam X, Y, Z espagos normados, com Y, Z completos. Suponha que S, — S em L(X,Y)
eT, — Tem L(Y,Z). Mostre que T,,S, — TS € L(X, Z).

26. Sejam X,Y espagos normados. Verifique que cada uma das expressdes abaixo define
uma norma em X x Y. Mostre entdo que elas sdo equivalentes.

@) [(x,y)lleo = max{|[x[], [[y]l};
®) [ y)lsum = llx[l + llyll;

© eIl = VllxlI>+1lyl1>

A demonstracdo do préximo resultado, apesar de ndo ser propriamente dificil, é intrincada.

27. Suponha que, num espago normado X, a norma || - || satisfaca a identidade do paralelo-
gramo. Mostre que a identidade de polarizacdo define um produto interno em X, cuja
norma associada é || - ||.

Definicao 1.24 Sejam X, Y, Z espagos normados. Uma aplicagdo B : X X Y — Z é bilinear se ela
for separadamente linear em cada uma de suas varidveis. Mais precisamente, para todos x,x' € X,
v,y €Yea € R, vale:

(i) B(x+ax',y) = B(x,y) +aB(x',y);
(i) B(x,y+ay’) = Bx,y) +aB(x,y);
De maneira andloga define-se uma aplicagdo n-linear.

O préximo exercicio generaliza para aplica¢des n-lineares o resultado andlogo para aplica¢des
lineares.

27. Sejam Xj, ..., X, e Y espagosnormadose T : X; X - - - X X;; — Y uma aplicagdo n-linear.
Se (x1,...,x,) € X1 X -+ x X, mostre que sdo equivalentes as propriedades:

(a
(b

T é continua;

)
é continua na origem:;
T é P io
)

(c sup T (x1,...,%xn)|]| = M < oo (T é limitada);
[ =- =[] =1,

(d) existe C > 0tal que ||T - (x1,...,xn)| < M[Hxlu e Hng para todo (x1,...,x,) €
X1 X X Xn,'

Conclua que sdo continuas tanto a func¢do determinante como a aplicagdo («,x) — au,
emquex € Rex € R".

28. Sejam X, Y, Z espagos normados, com X e Y de dimens&o finita. Mostre que toda apli-
cacdo bilinear B : X x Y — Z é continua. Generalize para aplicagdes n-lineares.
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Agora consideramos a defini¢do do produto vetorial no R".

29.

Dados vy, ...,v, € R", indicaremos por (v; ... v,) a matriz n X n cujas colunas sdo os
vetores vq,...,Uy.

Definimos o produto vetorial dos vetores v4,...,v,_1 € R" como sendo o vetor v =
vy ANvg A... Nvy_1 € R" caracterizado por

(v,x) =det(v1 ... vy_1 X).

(Note que estamos aplicando o Teorema de Representagdo de Riesz!)
Mostre:
(@) Seja X = R" x --- x R" (n — 1)-vezes. Mostre que a aplicagdo Y : X — R” dada
porY(vi,...,04-1) =01 AU A... AvUy_1 € (n — 1)-linear;
(b) v =0v1 Ava A... Nv,_1 é perpendicular aos vetores vy, ...,70,_1;
(c) Seja V; a matriz (n — 1) x (n — 1) obtida da matriz (v; ... v,_1) ao se omitir sua
i-ésima coluna. Entdo vale

(0,e) = (~1)"" det V.

Conclua que v = v1 Ava A ... Av,_1 = 0 se, e somente se, os vetores vy,...,0,_1
forem linearmente dependentes.

Os tltimos exercicios lidam com pontos fixos de aplicagdes.

30.

31.

32.

33.

34.

Sejam X um espago de Banach e B,(0) C X a bola fechada de raio r e centro 0. Suponha
que @ : B,(0) — X satisfaca:

@ [6(x) = D(y)]| < K|z —y], com0 < k < 1;
) [©(0)] < r(1—K).

Mostre que ® possui um tnico ponto fixo.

Com a notagdo do Exercicio 30, seja g : B,(0) — X tal que [|g(x) — ®(x)|| < ¢ para todo
x € B,(0). Suponha que g tem um ponto fixo y e seja x o ponto fixo de ®. Mostre que
lx =yl < /(1 =k).

Dé exemplo de uma funcdo f : R — R satisfazendo |f(x) — f(y)| < |x —y| que nédo
possui ponto fixo.

Seja K C R" um conjunto compacto e f : K — K tal que [[f(x) — f(y)|| < [lx —y|l
Mostre que f possui um ponto fixo, o qual é tnico.

Mostre o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer no caso n = 1.



Capitulo 2
APLICACOES DIFERENCIAVEIS

2.1 DEFINICAO

Defini¢do 2.1 Seja U C R" um conjunto aberto. Uma aplicagdo f : U — R™ é diferenciavel no
ponto u € U, se existir uma aplicagio linear! T : R" — R™ tal que,seu +h € U,

flu+h)=f(u)+T- -h+ryh), (2.1)
em que
. ru(h)
o T =

Aexpressiory(h) = f(u+h) — f(u) — T - h é chamada resto.

A aplicagdo f : U C R" — R™ ¢ diferenciavel em U ou, simplesmente, diferenciavel, se for
diferencidvel em todos os pontos de U.

Dizemos que a aplicagido f : U C R" — R™ ¢ de classe C', se a aplicagio

Df:U — L(R",R™)
u —  Df(u)

for continua.

Se f : U — R™ for diferencidavel no ponto u € U, entdo, para todo h € R" fixoe t # O,

temos
T h— T.Eth) _ flu +tht) — f(u) n rﬁglﬁ) ]l
Assim,
T‘h:}ii%f(uﬂht)—f(u)' 2.2)

No contexto de espacos de Banach, exige-se a continuidade dessa aplicagao linear.

14
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Em particular, se existir uma aplicacdo linear T satisfazendo (2.1), entéo ela é tinica.> Cha-
mamos entdo T de derivada de f em u e denotamos T = Df(u) ou T = f'(u). Assim, por
definicdo, Df(u) € L(R™,R").

Decorre imediatamente da definicdo que uma aplicagdo f : U — R diferencidvel no
ponto u é continua nesse ponto (basta escrever r,(h) = (r,(h)/||h||)||}|| e considerar h — 0
em (2.1).) Note também que, denotando u + h = v, a condigdo (2.1) escreve-se como

f(0) = f(u) +Df(u) - (0 —u) +ru(v—u), (23)

em que 1, (v — u) satisfaz %111; ru(v—u)/||lv—ul =0.

2.2 EXEMPLOS

Exemplo 1 (Aplica¢des constantes) Uma aplicacdo constante f : U C R" — R é diferencia-
vel em qualquer ponto u € U e sua derivada é a aplicac¢do linear 0 € L(R",R™). Isso segue-se
imediatamente de (2.1), que é satisfeita com Df(u) = T = 0. <

Exemplo 2 (Aplicagdes lineares) Uma aplicagio linear L : R"” — R™ ¢ diferencidvel® em
todo ponto x € R” e DL(x) = L. Também isso segue-se imediatamente de (2.1), pois L - (x +
h)—L-x=1L-h. <

Exemplo 3 (Aplicagoes bilineares) Consideremos em R” x R" a norma

1, y) || = max{||x[], [lyll}-

Seja B : R™ x R" — RP uma aplicacio bilinear.* Afirmamos que B é diferencidvel em todo
ponto (x,y) € R" x R" e

DB(x,y) - (h,k) = B(x,k) + B(h,y).

De fato, B(x + h,y + k) = B(x,y) + B(x,k) + B(h,y) + B(h, k). Uma vez que B(x,-) +
B(-,y) é um aplicagdo linear, basta mostrar que

_ h, k
lim (7, ) =0
(k) ~(00) [ (h, k)]
2Uma outra demonstracao desse fato é a seguinte. Suponhamos ||| = 1 e t é suficientemente pequeno de

modo que u + th € U. Se T e T, satisfazem (2.1) com restos r,, e r;, respectivamente, entdo

|75 (th) — ry(th) || _ ra(th) | ri(th)
< .
|t] 12—

ITyh — Toh|| =

Tomando o limite quanto ¢ tende a zero, vem || (T; — T) - h|| = 0 para todo h com ||h|| = 1. Assim, || T; — To|| =0
e Tl = Tz.

3Em contextos de espacos de Banach, exige-se a continuidade de L.

4Como antes, no contexto de espagos de Banach, exige-se que a aplicagao bilinear seja continua.



16 CAPITULO 2. APLICACOES DIFERENCIAVEIS

para garantir que DB(x,y) - (h,k) = B(x,k) + B(h,y). Temos

B(h k) |kl [Ik]
[Cr R) | moax{ | ], |[K[[ }

= cmin{|[]], [|k[}},

de onde decorre o afirmado.
Casos especiais de aplicagdes bilineares sdo o produto interno em R" e a composi¢ao

1 L(R",RP) x L(R™,R") — L(R™ RP)

definida por
u(L,M) = LM := Lo M.

(Em particular, a multiplicagdo de nameros reais é bilinear). Assim, Du(L, M) - (H,K) =
(LK)M + L(HM).

Também ¢é bilinear a aplicagdo v : L(R™,R") x R™ — R" definida por v(L,x) = L - x.
Assim, Dv(L,x) - (M, h) =v(L,h) +v(M,x) =L-h+ M- x. <

Exemplo 4 (Aplica¢des n-lineares) O resultado anterior generaliza-se imediatamente para
aplicagdes n-lineares definidas em produtos cartesianos R™ x --- x R" e tomando valores
em RP. Um caso particular importante acontece quando identificamos M, »,, com R" x - - - x
R" (n-vezes) e consideramos a aplicagdo n-linear det : M, — R. (Veja o Exercicio 4.) <

Exemplo 5 (Coordenadas de uma aplicagao) Dado um aberto U C R”", uma aplicagdo f :
U — R™ determina m fungdes reais f; : U — R, chamadas coordenadas da fungdo f e defini-
das por f(x) = (fi(x),..., fu(x)). Essa coordenadas surgem diretamente da decomposic¢do
R™ =R x - -+ x R (m-vezes).

A aplicagdo f é diferencidvel no ponto u se, e somente se, cada uma de suas coordenadas
fi for diferencidvel no ponto u. Além disso, vale

Df(u) = (Dfi(u), ..., Dfu(u)),

se identificarmos L£(R",R™) com L(R",R) x --- x L(R",R) (m vezes).

De fato, toda aplicacdo linear T : R" — R™ pode ser escrita de maneira tinica como
T = (Ty,...,Tm), sendo T; : R" — R um funcional linear. A expressdo dada para Df(u)
decorre imediatamente de

fx+h)=f(x)+T-h+r(h) < filx+h)=fi(x)+T;-h+ri(h),

em que t; sdo as coordenadas do resto r e do fato que (r(h)/||h||]) — 0 se, e somente se,
(ri(h)/||h||) — 0quando h — 0, parai =1,...,n.

Em virtude da identificagdo do espago L(R",R™) com o espago M, das matrizes m x n,
é usual representar a derivada D f(u) - h como um vetor coluna:

Dfl(u) - h
Df(u)-h= : e R™.

Dfu(u)-h
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Resultado andlogo a essa decomposi¢do em coordenadas é vélido para aplicagdes
f:UCRnHEl@Ez,

em que U é um aberto e E; @ E; uma decomposi¢do qualquer de R” em subespacgos que se
interceptam apenas na origem: f(x) = (f1(x), f2(x)). Veja mais a respeito na Se¢do 3.5. <

Exemplo 6 (Matriz jacobiana) Seja f : U C R" — R" uma aplicagdo diferencidvel no ponto
u € U. Como a derivada Df(u) : R" — R™ é uma aplica¢do linear, escolhidas bases dos
espagos R" e R", ela pode ser representada por uma matriz. Quando as bases escolhidas
sdo as bases canodnicas dos respectivos espagos, essa representagdo matricial é usualmente
chamada de matriz jacobiana de f em u € U e denotada Jf(u). Assim,

Jf(u) = (Df(u)-ex Df(u)-ex --- Df(u)-en),

em que os vetores Df (u) - ¢; € R™ sdo vetores coluna.

O limite
img L =) D) e
é chamado i-ésima derivada parcial de f no ponto u € U e denotado
d
Df(u) - e; a—){(u).
1
De acordo com o exemplo 5,
)
Dfa(u) -e; 50 (u)
Df(u)-ei = E = : € R",
Df(u) - e; %Lx"i’(u)
de modo que a matriz jacobiana de f é a matriz m x n
) ) )
300 G0 G
g = | 0 el wm W e,
Oy fu O
o) Fe) o g

Uma vez que L(R",R™) é isomorfo a M, «,, decorre imediatamente dessa expressao que
a fungdo diferenciavel f : U C R" — R é de classe C! se, e somente se, para todo u € U, as

derivadas parciais %(u) forem continuas. <
]

Exemplo 7 (Caminhos) Sendo I C R um intervalo aberto, uma aplicagio vy : I C R — R™ é
chamada caminho (ou curva) no R™.
Definimos o vetor velocidade v de oy no ponto t como sendo o limite

) — ()
h—0 h

7
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desde que esse limite exista. Escrevemos entdo v = /(t). Se o vetor velocidade existir para
todo t € I, dizemos que 7y € um caminho diferencidvel.

O vetor velocidade */(t) existe se, e somente se, vy : [ — R™ for diferencidvel no ponto
t € I. Além disso, esse vetor velocidade identifica-se naturalmente com a derivada Dy(¢).

De fato, o espago L(R,R™) é isomorfo, de maneira natural, ao espago R™: basta associar a
cada transformacéo linear T € L(R,R™) ovetora = T -1, imagem do vetor 1 (base de R) pela
aplicagdo T. Como T -h = hT -1 = ha, vemos que T - h é identificado com a multiplicagdo
do escalar h pelo vetor a. (Note que estamos associando diretamente £(R,R™) ao espago
R™, ao invés de associar L(R, R™) ao espago de matriz m x 1, como feito no caso da matriz
jacobiana.)

Assim, dado v : I — R"™ et € I, quando tomamos / suficientemente pequeno (de modo
que t +h € I), temos que y(t +h) = (t) + Dy(t) - h + ri(h) é o mesmo que y(t +h) =
v(t) + hw + ri(h), em que w = D7y(t) - 1. Portanto,

ri(h) vt 4+ 1) — ()

|h| =+ I —w]| .

Assim,

limrt(h)zo &S v=w.
h—0 |h|

Em particular, v : I — R é diferencidvel em t se, e somente se, tem derivada /(¢) no sentido
classico: () )
. y(t+h)—y(t '
= 1 — t .
v = lim p 7 ()

Nesse caso, v é um ntmero que estd sendo identificado com a aplicagdo linear /1 — hv. (Dada
a possibilidade de dividir por um nimero complexo h, esse situagdo generaliza-se para fun-
¢oes f : U C C — C, conforme o Exercicio 18.)

Note que podemos expressar o vetor velocidade em termos de suas coordenadas:

v(#) = (1), (),
de acordo com o Exemplo 5. <

Exemplo 8 (Fun¢des reais) No caso particular de f : U C R" — R (em que U é um aberto),
o espago L(R",R) ¢é, muitas vezes, denotado por (R")* e chamado dual do espago R". Os
elementos de (R")* sdo chamados de funcionais lineares. Nesse caso, a matriz jacobiana
Jf (1) é usualmente denotada por df (u):

df(u) = (af (w) ofw) af(u)),

d0x1 dxp Xy,

uma matriz com uma linha e 7 colunas. Em particular,

afw)-n=Y LWy,

i axi

emqueh = (hy,..., hy).
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Contudo, o espaco (R")* = L(R",R) tem uma base "natural" {el,...,e"}, chamada base
dual (da base canonica do R"); se v = (vy,...,v,) = v1€1 + ...+ vyey, 0s elementos da base
dual sdo caracterizados por

el -v=u;.

(Se vocé esté estranhando a notacdo ¢’ - v, lembre-se que ¢! é um funcional linear!) Freqiien-
temente os funcionais e’ sdo denotados por dx'. (Veremos, posteriormente, uma justificativa
para essa notagao.)

Podemos, portanto, usar essa base dual para representar df (u):

n
o
=) = (2.4)
i=1 ox;
Se f for de classe C!, podemos simplificar ainda mais essa igualdade e escrever

df = Zafdx

ja que ela é vélida para todo ponto u € U.
Note que (2.4) é uma igualdade de funcionais lineares. Assim, paracadah=(hy,... h,) €
R", temos que

n n
f of
= i=1
que é a expressdo obtida anteriormente. <

Necessitaremos, para o proximo exemplo, de um resultado auxiliar, que tem conseqtién-
cias importantes e é 1til por si so6.

Lema 2.2 Seja T € L(R",R") tal que ||T|| < 1. Entdo I — T possui inversa, dada pela série

Y TE=T+T+T*+.. +T+...
k=0

Assim, [ — T : R" — R™ é um homeomorfismo linear.>
Demonstrac¢io: De fato, se considerarmos a série numérica sy = Zi;é || T||¥, verificamos que
, 1Tl
- 7
1—|T]|

(o]
expressdo que implica a convergéncia da série® ) TF em £(R”,R"). Uma vez que
k=0

(I-T)I+T+T* 4 ... +T=(I+T+T*+... + T -T) =1- T},

SIsto é, uma aplicacdo linear continua com inversa continua. Como estamos num contexto de dimensio
finita, poderiamos dizer apenas que I — T é um isomorfismo.

®Verificamos que a série converge "absolutamente” (ou "normalmente”), o que implica a convergéncia da
série. Veja [10], Exemplo 13, p. 170.
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tomando o limite com k tendendo a infinito, vemos que a inversa de I — T é dada pela sé-

00 (-1

rie Z T*. (Observe que essa série é o limite da seqiiéncia de operadores S, = Z TF ¢
k=0 k=0

L(R",R"). Assim, também a série estd em L(R", R"), pois esse espago é completo.) O

O Teorema do Nrtcleo e da Imagem implica que R" e R" sdo isomorfos apenas quando
m = n. Nesse caso, uma aplicacdo linear T : R” — R™ é representada por uma matriz
n x n, uma vez escolhidas bases para o dominio e o contradominio de T. Sabemos que uma
matriz possui inversa se, e somente se, seu determinante for ndo-nulo. Se denotarmos por
GL(R") o subconjunto de M, formado por todas as matrizes invertiveis, a continuidade
do determinante garante entdo que GL(R") é um aberto em M, ,. No caso do conjunto U
dos homeomorfismos lineares T : X — Y entre espagos de Banach de dimens&o infinita,
também pode-se provar que U é um aberto em L(X,Y) (veja [5] ou [7]).

Exemplo 9 (Diferenciabilidade da Aplica¢do Inversa) A aplicacdo ¥ : GL(R") — GL(R")
dada por
Yu) =u-!

é de classe C' em GL(R") e
DY¥(U)-H=-Uu'Lu-l

De fato, o "candidato" a derivada pode ser obtido facilmente:

lim

_ —1g\1-1 _ 77-1 —1g\-1 _
tO‘I’(UthI-? \P(U):}ir%[uuﬂu f—l)] u :<hm(1+tu H) 1) _—y

t—0 t

Se t for tomado suficientemente pequeno, o Lema 2.2 garante que

(I4+tUtH)"!t = i(—l)ktk(wlﬂ)’ﬁ
k=0

concluimos que o "candidato" tem a expressdo afirmada e deduzimos que o resto ry;(H) é
dado por

ru(H) = Y (~)R U R
k=2

desde que H seja suficientemente pequeno para que U-lH possua inversa. Conseqiiente-
mente,

lra ()| < Y- UM HI Ul
k=2

mostrando que % — 0 quando H — 0. Concluimos que ¥ é diferencidvel em U € GL(R")

e DY(U)-H = —U 'HU"'. Como DY (U) é a composta de aplicagdes lineares continuas,
temos que DY (U) é continua, mostrando que ¥ é de classe C'. <
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Observagido 2.3 Note que a aplicagdo ¥ : GL(R") C M, — GL(R") néo esta, strictu sensu,
no contexto em que foi definida a aplicagdo derivada. Contudo, podemos identificar M,
com O espago R"™ e, desse modo, identificar ¥ com uma aplicacio ¥ : U C R™ — R, para
a qual faz sentido o conceito de derivada, tal qual exposto na Definic¢do 2.1.

Essas dificuldades sdo superadas quando, ao invés de considerarmos espacos R", passa-
mos ao contexto mais geral de espacos de Banach. A apresentacdo pode ser feita seguindo
a mesma linha escolhida para este texto — que evita, em todos os resultados vélidos tam-
bém para espagos de dimensao infinita, a utilizagdo de bases —, apenas levando em conta que
uma aplicagdo linear entre espacos de Banach ndo é, necessariamente, continua. Para essa
abordagem mais geral, veja, por exemplo, as referéncias [5]-[8] e [14]. <

2.3 INTERPRETACAO GEOMETRICA DA DERIVADA

Dado um ponto uy € U e h € X arbitrdrio, temos que u + th € U desde que [t| seja
suficientemente pequeno, digamos |f| < €. Estd assim definida um caminho ¢ : (—¢,€) — X,
dado por

&(t) =up+th e U.

Este caminho descreve o segmento de reta passando por 1y, com a direcdo h.
Uma vez que

(Fo2)(0) —tim L2DO = (FoDO) _ . fluo+th) — fluo)

t—0 t t—0 t !

vemos que a derivada D f (1) avaliada no ponto & é justamente o vetor velocidade (f o &)’(0).

ucRr”

h ¢ up+th f Df (ug)-h —
up - f(uO) f(uO + th)

e 7o

—F—
- 0 €

Figura 2.1: A derivada Df (1) - h é o vetor velocidade (f o &)’(0).

Veremos posteriormente que ndo é necessario considerar o caminho que descreve a reta
passando por uy tendo como dire¢do o vetor h: qualquer caminho ¢ tal que ¢(0) = up e
¢’'(0) = h cumprirad o mesmo papel.
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Observacio 2.4 (O espago tangente) Uma outra interpretagdo da derivada D f (ug) tem papel
fundamental: se uma superficie S é dada como o grafico de uma aplicacdo f : U C R" — R",
seu espago tangente T,S no ponto p = (uo, f(ug)) é o gréfico da derivada Df(up). Mais
precisamente, definindo ¢ : U — S por ¢(u) = (u, f(u)), temos que T,S é D¢ - R", isto &,
Do(ug) -v = (v,Df(up) - v). Algumas vezes trabalhamos com o "espago tangente afim", em
que o espaco tangente é transladado para o ponto p. A equagdo do espaco tangente afim é
dada por (veja a equagéo (2.3))

{(v, f(uo) + Df (uo) - (v —uo)) : v € R"}.

(Uma vez que ainda ndo estudamos superficies, as no¢des aqui apresentadas serdo precisadas
posteriormente. Veja, contudo, o Exercicio 12.)

Por exemplo, suponhamos que f : R> — R seja dada por f(u,v) = u? +v. Se h = (x y),
entao

Df(u,0)-h= (2u1) ( ; ) )
de modo que a equagdo do plano tangente no ponto (1,2) é
((xy),2x +y),
expressdo que usualmente escrevemos como z = 2x + y. Como nédo podia deixar de ser, essa
é a equagao de um plano passando pela origem. Nos cursos de Calculo trabalhamos com o

plano tangente afim:

x—1

(G a2+ (525)) = (ms+a—1+y=2) = (xy)2r+y-1),

expressdo que usualmente escrevemos como 2x +y —z = 1. <

2.4 APLICACOES DE CLASSE C!

Fixados u € U e h € R", faz sentido considerarmos

L fl ) = f(w)

t—0 t ’

ja que, se f for diferencidvel, esse limite serd igual a Df (u) - h.

7z

Definicdo 2.5 A derivada direcional de f no ponto u € U na diregdo do vetor h € R" é

%(u) — limf(u +th) _f(u)
oh t—0 t ’

se tal limite existe.
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o entzo oy = 9
Note que, se h = ¢;, entdo 3 (u) = o, (u).

Nosso objetivo nessa Segdo é investigar a relagdo entre fungdes diferencidveis e a existén-
cia das derivadas direcionais. Claro, a existéncia de Df (1) acarreta a existéncia de derivadas

direcionais para todo i € R", pois Df(u) - h = %(u). Mas a existéncia de derivadas direcio-
nais para todo i € R" implica a existéncia de Df (u)?

A resposta para essa questdo é negativa. Na verdade, uma funcdo f pode possuir deri-
vadas direcionais para todo & € R" e mesmo assim ndo ser continua. Isso é mostrado no
seguinte exemplo:

Exemplo 10 Consideremos a funcio g : R? — R dada por

2

g(x,y)zxf—jyz, (x,y) # (0,0) e g(0,0) =0.

Tomando y = x2, verificamos facilmente que ¢ ndo é continua na origem. Portanto, ¢ ndo é
diferencidvel nesse ponto.

Como

, 0, seh, =0

hih
hn&m - hr%2h41—zhz =3
o Ot L, sehy #0,
hy

mostramos a existéncia das derivadas direcionais de ¢ na origem para todo vetor i € RZ.
(Veja a Figura 2.2.) <

5

Sl
N\

N
RN
A0
A

&
>

Figura 2.2: Duas perspectivas do gréfico de g = ﬁyyz, (x,y) #0eg(0,0) = 0. A fungdo g

¢é descontinua na origem, mas possui todas as derivadas direcionais nesse ponto.

Se exigirmos a continuidade da fun¢do, mesmo assim a existéncia de derivadas parciais
em todas as dire¢des ndo é suficiente para garantir que a funcao é diferencidvel. Vejamos dois
exemplos.
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Exemplo 11 Seja ¢ : R? — R definida por

2
Roy) = o (1Y) £ (00)

A continuidade da funcdo g em (0,0) é imediata, se notarmos que g(x,y) = x cos fsen 6 (em

e ¢(0,0)=0.

que cos b = x/\/x2+y2esen® = y/+/x% + y?). Assim,

lim xcosfsend =0 = ¢(0,0),

lim X, y) =
(W)H(O/O)g( 2 (xy)—(0,0)

mostrando a continuidade de g.
Calculamos imediatamente a derivada direcional em (0,0) na dire¢do do vetor arbitrario
h = (hy, hy):
t(hy,hy)) — ¢(0,0 3h2h h2h
i 8000 12)) —(0,0) _ POk ke
t—0 t =0 t3(hy +h3)  hi+h3
Assim, existem todas as derivadas direcionais na origem. Entretanto, o "candidato" natural
a derivada de g(0,0) é uma aplica¢do que ndo é linear em h. Assim, g ndo é diferencidvel na
<

origem. (Veja a Figura 2.3. Note que o resto, nesse caso, é identicamente nulo!)

]
NV
s T

P /@\§
MINI 2@ Sy
N
W
\
N

2
(x,y) # 0 g(0,0) = 0.

Figura 2.3: Duas perspectivas diferentes do grafico de ¢ = %,

O exemplo anterior falhou por causa da ndo-linearidade do "candidato" a derivada da
funcdo. Contudo, mesmo se esse "candidato” for linear, a derivada pode ndo existir.

Exemplo 12 Considere agora g : R> — R definida por
gt y) =xy/(x*+y%), (xy) #(0,0) e g(0,0)=0.
+1

Entdo
(x,y) =x - 4 =x !
si-Y VA 2y T2 T Ay
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Note que 1+ x*/y?> > 1e 1+ y?/x* de modo que

8(x, )| < |x].
Decorre dai imediatamente que , %1m( ) g(x,y) = 0, mostrando que g é continua.
x,y)—(0,0
Além disso, s
08 ) g(thl,thz) ) thlhz
oh (0,0) 0 t i ch‘f + h%

Assim, existem todas as derivadas direcionais na origem e sdo nulas (e, portanto, sao linea-
res). Entretanto, ¢ ndo é diferenciavel na origem. De fato,

ro0) (1, h2) 13hy

VI +hs (W4 h3)\/h3 4+ 1

Em particular, se h; = hy, vemos que nao existe

hi 1
m=0 /2|y |(h} +h3) =0 V2| |(1+1/h3)
mostrando que ¢ ndo é diferencidvel na origem. (Veja a Figura 2.4.) <

0.

Sabemos que, se uma funcio diferencidvel f : U C R" — R™ for de classe C!, entdo

ofi

existem e sdo continuas todas as derivadas parciais 5:* (1), para todo u € U (veja o Exemplo
]

6). Nao é dificil concluir que todas as derivadas direcionais também devem ser continuas.
(Veja o Exercicio 11.)

Estamos interessados na reciproca desse resultado. Mais geralmente, suponhamos que
todas as derivadas parciais sejam continuas numa vizinhanga aberta do ponto u € U. Po-
demos concluir que f é diferencidvel no ponto u? Vamos mostrar que sim. Note que, entao,
poderemos concluir que uma funcdo f é de classe C! se, e somente se, todas as derivadas
parciais forem continuas.
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Proposicao 2.6 Seja U C R" um aberto. Suponhamos que todas as derivadas parciais da aplicagdo
f U — R™ existam e sejam continuas numa vizinhanga do ponto u € U. Entdo f é diferencidvel no
ponto u.

Demonstra¢do: Uma vez que podemos passar as coordenadas f; da funcdo f, podemos supor,
sem perda de generalidade, que m = 1,isto é, f : U C R" — R. Seu = (uy,...,u,) € Ue
h=(hy,..., hy) € R", temos

flur+hy, ... un+hy) — f(ug,... uy) =
= f(u1+h1,u2+h2,...,un—|—hn) —f(ul,u2+h2,...,un+hn)
+f(u1/u2+h2/---/un+hn)_f(ulzuZI---/un+hn)

+f(ug,up, ..o g+ hy) — f(ug, up, ..., uy).

Paraj € {1,...,n}, aplicando o Teorema do Valor Médio a cada uma das fungdes reais en-
volvidas, obtemos que

Flostitl, ) — fooiy ) = g—i(...,cj,...)h,-,

em que c; € (u+ hj,u) € R. Pela continuidade das derivadas parciais no ponto u, para cada
j €1{1,...,n} existe uma fungao y;(h) tal que

af _oJf ,
a_x]-(cj) = a_x]-(”) +9;(h),

em que Plzin(l) ¢;(h) = 0. Logo,

fluy+hy, ..., up+hy) — f(uy,..., uy) = i{%(u)hj+f{¢j(h)hj
j= j=

= df(u)-h+ ilpj(h)h]-.
=

Claramente
n
li i(h)h; =0,
hlir(l) ]; ¢’]( ) j
mostrando que f é diferencidvel no ponto u (compare com o Exemplo 8). 0

A demonstragdo apresentada é simples, mas utiliza a base candnica do espaco R". Dentro
do proposito desse texto, mostraremos posteriormente o mesmo resultado num contexto mais
geral, que independe da existéncia de bases para os espagos envolvidos.

Observacgdo 2.7 Note que a continuidade das derivadas parciais em um ponto assegura a
existéncia da derivada nesse ponto. Contudo, existem fung¢des diferencidveis num ponto,
cujas derivadas parciais ndo sdo continuas nesse ponto. Veja o Exercicio 1. <



2.5. EXERCICIOS 27

2.5 EXERCICIOS

Os primeiros exercicios envolvem o cdlculo da derivada de uma aplicacdo. Alguns deles
requerem conhecimentos de Algebra Linear.

1. Seja G : R? — R definida por

1

m) , se (x,y) #(0,0), e G(0,0)=0.

G(x,y) = (x* +y*)sen (

Mostre que G é diferencidvel, mas ndo possui derivadas direcionais continuas na ori-
gem.

2. Mostre que as seguintes aplica¢des sdo diferencidveis e calcule suas derivadas:

(@) f:R? — R2dadapor f(x,y) = (x +y,2x — 3y);

(b) ¢:R? — R?dadapor g(x,y) = (x*> +y,x +y?);

(c) ¢ : R* — R dada por ¢(x) = ¢(x)m(x), em que {,m : R" — R sdo funcionais
lineares;

(d) ¢: U CR"— Rdadapor(u) = (r(u),s(u)),emquer,s: U — R™sdo aplicagdes
diferenciaveis e ( -, -) é um produto interno no R™.

Exiba a matriz jacobiana de cada uma das derivadas dessas aplicagdes. No item (d),
suponha que (-, -) seja o produto interno usual do R".

3. Seja T : My, — My« definida por I'(X) = X3. Mostre que I' é diferenciavel e calcule
sua derivada.

4. Considere a aplicagdo f : M, — R definida por f(X) = det X.

(a) Mostre que f é diferencidvel e calcule Df(X) - H;
(b) Mostre que Df(I) - H = tr H;
(c) Mostre que Df(X) = 0 se, e somente se, posto(X) < n — 2.

5. Considera a aplica¢do Y(vy,...,v,-1) = v1 A - -+ A v,_1 tratada no Exercicio 29 do Ca-
pitulo 1. Mostre que Y é diferencidvel e calcule sua derivada.

6. Seja f : R" — R uma fungéo diferencidvel em 0 € R". Se f(tx) = tf(x) para todo
t > 0etodo x € R", mostre que f é linear. Conclua que ¢ : R? — R, dada por
&(x,y) = x3/(x*> +y?),se (x,y) # (0,0) e &(0,0) = 0, ndo é diferenciavel na origem.

7. Seja M« 0 espaco das matrizes n x n. Denotaremos X! a transposta da matriz X.
Considere a aplicacdo f : M, xy — M« definida por f(X) = XXt Calcule a derivada
de f. Mostre que f'(X) - H é simétrica para toda H € M, e, se X for ortogonal (isto
é, Xt = X~1), entdo existe pelo menos uma matriz H tal que f'(X) - H = S, para toda
matriz simétrica S.
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A teoria de aplicagOes diferencidveis pode ser generalizada para o contexto mais geral de
aplicagdes f : U C X — Y, em que X,Y sdo espagos de Banach e U C X é um conjunto
aberto. Os primeiros exercicios lidam com essa generalizagdo: vamos supor que 0s espacos
envolvidos sejam espacos de Banach e que os conjuntos considerados nesses espagos sejam
abertos.

8.

9.

10.

Defina a diferenciabilidade de uma funcdo f : U C X — Y no ponto u € U. Seja f
diferencidvel no ponto u € U.

(a) Mostre que a continuidade de f em u é equivalente a continuidade da aplicagdo
linear Df(u) : X — Y;

(b) explicite o significado de f ser de classe C';

(c) verifique que os resultados sobre as derivadas de uma aplicagdo constante e de
uma aplicagdo linear continua sdo os mesmos.

(d) Considere uma aplicagdo bilinear continua B : X X Y — Z. Calcule sua derivada.
Generalize para aplicagdes n-lineares continuas.

Considere um produto cartesiano Y7 x --- X Y, de espagos de Banache f : U C X —
Y7 X - -+ X Y. Generalize o resultado sobre a derivada de f em termos de suas coorde-
nadas.

Generalize o resultado sobre a derivada de uma curva para aplicagdes f : I C R — Y,
em que I é um intervalo aberto. (Note que ndo faz sentido, em geral, expressar o vetor
derivada em termos de suas coordenadas.)

Os préoximos exercicios apresentam conseqiiéncias interessantes da diferenciabilidade das
aplicag¢des envolvidas.

11.

12.

13.

14.

Mostre que uma funcéo diferenciavel f : U C R" — R™ é de classe C! se, e somente se,
. .. .9 . .
todas as derivadas direcionais % existirem e forem continuas.

Seja f : U C R™ — R" diferencidvel. Defina ¢ : U - UxR"eF: U xR" — R”
por ¢(u) = (u, f(u)) e F(u,y) = f(u) —y. Mostre que ¢ e F sdo diferencidveis, conclua
que ¢'(u) : R™ — R™ x R" é injetora em U e que o nucleo de F'(u,y) : R" x R" — R"
coincide com a imagem de ¢'(u). A imagem ¢(U) C U x R" é o gréafico e o espago
vetorial ¢ (u) - R™ é o0 espago tangente a ¢(U) no ponto (u, f(u)).

Sejam U C R™ abertoe f : U — R" diferenciavel no ponto ug € U. Entdo existem § > 0
e K > 0 tais que

lu—uol <6 = [If(u) = f(uo) | < Kllu —uol|

Assim, se f for diferencidvel no ponto 1y € U, entdo f é lipschitziana numa bola aberta
em torno de u.

Sejam U C R™ aberto e f : U — R" diferencidvel no ponto uy € U. Tome 6 > 0
tal que Bs(1p) C U. Mostre que a aplicagdo r : Bs(uy) — R”" definida por r(h) =
f(ug+h) — f(ug) — Df (ug) - h é diferencidavel no ponto h = 0.
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15. Sejam V, U C R™ conjuntos abertos, com V C U. Suponha a existéncia de § > 0 tal que
v € Ve |kl <éimpliquemov+h € U. Se f : U — R" for diferencidvel em todos os
pontos de U e vy € V estiver fixado, mostre que a aplicacdo r : V x Bs(0) — R" dada

por
r(v,h) = f(v+h) = f(v) = Df(vo) - h
é diferenciavel em todos os pontos de V x B;(0).

16. Seja U C R" um conjunto aberto. Mostre que, se f : U — R atinge um mdaximo (ou
minimo) relativo no ponto u € U, entdo f'(u) = 0.

17. Seja U C R" um aberto limitado. Suponha que f : U — R seja diferencidvel em U e que,
para todo p € U \ U, tenha-se lim f(u) = 0. Mostre que existe u € U tal que f'(u) = 0.
u—p

Dé exemplos mostrando que que U precisa ser limitado (acho que ndo precisa!) e que
ndo basta que f seja continua.

18. Seja U C C um conjunto aberto. Uma fungdo f : U — C é holomorfa se, para todo

z € U, existe
A(z) == lim flzth) —f(z).
C>h—0 h

Identificando a + bi com (a,b) € R?, podemos interpretar f como sendo uma fungao
f:UCR? - R
(a) Justifique: f : U C C — C é holomorfa se, e somente se, f : U C R?> — R2 for
diferencidvel em U e f'(z) = A(z).

(b) Assim, Df(z) - h = (a + Bi)h (multiplicacdo de niimeros complexos). Obtenha a
forma da matriz jacobiana de f(z) em termos de «a e f.

(c) Sez = (x,y) e f(z) = u(x,y) +iv(x,y), obtenha, em termos de derivadas parciais
de u e v, outra expressdo para a matriz jacobiana de f(z). Deduza, comparando as
expressdes obtidas, as equagdes de Cauchy-Riemann:

Ju dv Ju Jv

x "y  ay ox

19. Seja f : R? — R? definida por f(x,y) = (e* cosy,e*seny). Considere a aplicagdo linear
T = Df(3,71/6) e os vetores h = (1,0) e k = (1,1). Obtenha o angulo entre os vetores
T . pe TIO . k.

Os ultimos exercicios tratam do espago L£(X,Y).
20. Seja T € L(X,Y), em que X, Y sdo espagos de Banach. Mostre que
|T|| =inf{c >0 : ||T-x|| <c|x] VxeX}.
21. Considere o produto interno usual do R". A adjunta da aplicagdo linear T € L(R", R™)
é a aplicagdo linear caracterizada por

(T-x,w) = (x, T" w).
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(a) Se A for a representacdo de T com relagdo as bases canonicas do R" e R™, mostre
que a representacdo de T* com relacdo as bases candnicas do R" e R" é a transposta

da matriz A.

(b) Se tr (R) denota o trago da aplicagdo linear R, mostre que
(T,S) =tr (T*S)

é um produto interno em L£(R", R™).

(c) Conclua que ||T|| = y/tr (T*T) é uma norma em L(R",R™), diferencidvel exceto

no ponto 0.



Capitulo 3
PROPRIEDADES DA DERIVADA

3.1 A REGRA DA CADEIA

Proposicao 3.1 (Regra da cadeia)

Sejam U C R" e V C R conjuntos abertos e f : U — R™ diferencidvel no ponto u. Suponhamos
que f(U) C Vequeg:V — RP seja diferencidvel no ponto v = f(u). Entdo a aplicacio composta
go f : U — RP édiferencidvel no ponto u e

D(go f)(u) = Dg(f(u)) o Df (u).

Demonstragao: Por hipétese,

f(u+h)=f(u)+Df(u)-h+r(h), com %%%:O
) k
g(v+k)=g(v)+Dg(v)-k+p(k), com ;{%% = 0.
Assim, (go f)(u+h) =g[f(u) +Df(u)-h+r(h)]. Chamandok = Df(u)-h+r(h), vem

(gof)(u+h) g(v+k) = g(v) + Dg(v) -k+p(k)
g(v) + Dg(v) - [Df(u) - h+r(h)] +p(Df(u) - h+r(h))
g(

+
v) +[Dg(v) o Df(u)] - h+t(h),

em que T(h) = Dg(v) - r(h) + p(Df(u) - h +r(h)).

Para h numa vizinhanga da origem,

IDFGe) -kt ()] )]
o g(HDf(u)||+ o )SM

para alguma constante positiva M e
IDg(v) - r(h)|| < [[Dg (@) lI(h)]-

31
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Assim,
le(Df(u) -h+r(m)|l _ llp(k)|| |Df(u) -k +r(h)|
[ 7] H|’|<||( i [ 7]
p(k
= M

Uma vez que h — 0 implica k — 0, isso significa que

T Dg(o) r(h) +p(Df(u) i+ r(h)

o [h| oo 1]

< —‘ —

e, portanto,
D(go f)(u)-h=[Dg(f(u))oDf(u)]-h,

como queriamos mostrar. O

Podemos agora generalizar a interpretacdo geométrica da derivada apresentada na Sec¢do
2.3. L4, consideramos o caminho linear ¢(t) = ug + th e mostramos que Df (1) - h é o vetor
velocidade da aplicagdo composta f o ¢ no ponto 0. Na verdade, qualquer caminho ¢(t) tal
que (0) = ug e ¢'(0) = h cumpre o mesmo papel:

Corolario 3.2 (Interpretacdo geométrica da derivada)
Seja U C R" um aberto e f : U — R™ diferencidvel no ponto ug € U. Seja & : (—6,6) — U um
caminho tal que (0) = ug e ¢'(0) = h. Entdo

Df(uo) - h = (f 2£)'(0).
Demonstra¢ao: Decorre imediatamente da Regra da Cadeia que

(f0£)'(0) = Df((0)) -¢'(0) = Df (ug) - h. O

Corolario 3.3 (Regras elementares de derivagao)
Seja U C R" um conjunto aberto. Se f,g : U — R™ forem diferencidveis no pontoue A € R,
entio f +g: U — R™e Af : U — R™ sdo diferencidveis no ponto u, com

D(f+g)=Df+Dg e D(Af)=ADf.

Sem =1e f(u) # 0 para todo u € U, entdo ch : U — R é diferencidvel no ponto u e

°(5) =~

Finalmente, se h : U — RP também for diferencidvel em u € U e B : R™ x RV — R1 for uma
aplicagdo bilinear, entdo B(f (1), h(u)) é diferencidvel em u e

DB(f(u),h(u)) -k = B(Df (u) -k, g(u)) + B(f(u), Dg(u) - k).



3.1. AREGRA DA CADEIA 33

Demonstragio: Seja @ : R™ x R™ — R™ definida por ®(x1,x2) = x1+x2e¥ : U — R™ x R"
dada por ¥(u) = (f(u),g(u)). Entdo f(u) + g(u) = (®o¥)(u). Como P é linear e ¥ tem
coordenadas diferencidveis, ® o ¥ é diferencidvel em u € U. Pela Regra da Cadeia,

D(f(u) +g(u)) = D(Po¥)(u) = ®oD¥(u) = ®(Df(u), Dg(u)) = Df (u) + Dg(u).
Também temos que I' : U — R" definida por I'(#) = Au é uma aplicagdo linear, de modo que

D(Af)(u) = D[l'o f](u) = To Df(u) = ADf(u).
Seja agorai: R\ {0} — R definida por i(t) = 1/t. Entdo

D(l/f)(u)ZD(iOf)(M)ZDi(f(u))ODf(u)Z—[ ___Df(u),

f(u)]?
pois i'(t) = —1/#2.
Finalmente, se (1) = (f(u), h(u)),

D[B(f(u),h(u))] -k = D[(Boy)(u)]-k = DB(ip(u)) o Dip(u) - k
= DB(f(u),h(u)) o (Df (u) - k, Dh(u) - k)
B(Df(u) -k, h(u)) + B(f(u), Dh(u) - k). 0

Observacdo 3.4 Claramente muitas dessas regras de derivacdo sdo conseqiiéncias imediatas
da defini¢do de aplicacdo diferencidvel, de modo que a prova apresentada apenas da um
tratamento sofisticado a fatos elementares.

Casos particulares da aplicagdo bilinear B sdo bastante importantes. Por exemplo, se B :
R x R — R denotar a multiplicacdo de ntimeros reaise f,g : I C R — R forem diferenciaveis,

DIB(f(t),8(1))] = f'(£)g(t) + f(1)g'(t)

é aregra de derivagdo do produto de fungdes reais.
Se B = (-,-) : R" x R" — R for um produto internonoR" e f,¢ : U C R" — R™ forem
diferenciaveis, temos que

D(f(u),&(u)) = (Df(u),8(u)) + (f(u), Dg(u)).
A ultima expresséo significa que D(f(u),g(u)) -h = (Df(u)-h,g(u)) + (f(u), Dg(u) - h). Em
particular, se f = g, vemos que || f(u)||? é diferenciadvel no pontou € U e

D||f(u)|I* = 2(Df (u), f (u)).

Ainda pela Regra da Cadeia, como a aplicagdo real t — t1/2 ¢ diferencidvel parat > 0,
temos que u — (f(u), f(u))/? é diferenciadvel em u toda vez que f(u) # 0 e sua derivada é

o funcional linear
oo (D) B, f())
(f(u), f(u))1/2
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Em particular, anorma || - || : R” — R, dada por ||x|| = \/x7 +... + x2 é diferencidvel para
todo x # 0 e sua derivada é o funcional linear & — (x - h)/||x||, em que x - h denota o produto
interno usual do R™.

Entretanto, ndo é verdade que toda norma no R™ é diferencidvel exceto na origem. Por
exemplo, consideremos a norma do maximo em R?. Para x =y = 1, vale

lim [Cx + thy, y + tch)H — Iyl _ lim max{|1 + thl!;\l +ihlp —1

Ora, esse limite ndo existe. De fato, se t > 0 e (hy,hy) = (1,0), o limite vale 1. Mas, se
t <0e (h1,hy) = (1,0), o limite vale 0, o que prova a inexisténcia daquele limite. Claro, esse
resultado é geometricamente 6bvio se considerarmos o grafico da fungéo || - || : R> — R. Esse
é uma piramide retangular invertida, com vértice na origem.

Nao ¢é dificil verificar, de maneira andloga, que a norma da soma no R? também nao é
diferencidvel em pontos x € R2\ {0}. <

3.2 O TEOREMA DO VALOR MEDIO

Para a,b € R", denotaremos [a,b] = {a+t(b—a): 0<t <1} e (ab)={a+tb—a):
0<t<1}.
O Teorema do Valor Médio pode ser generalizado para fungdes reais f : U C R" — R:

Teorema 3.5 (Teorema do Valor Médio)
Seja U C R"™ um aberto. Seja U C R" um aberto. Se f : U C R" — R for diferencidvel em U e
la,a+ h] C U, entdo existe t € (0,1) tal que

fla+h)— f(a) =Df(a+th)-h.

Demonstragio: Considere @ : [0,1] — R definida por ®(¢t) = f(a + th). Podemos aplicar
a versdo real do Teorema do Valor Médio a fun¢do ® e concluir que existe t € (0,1) tal que
®(1) — ©(0) = ®’(t). Mas, pela Regra da Cadeia, isso quer dizer que

f(a+h)— f(a) = Df(a+th)-h. O
O exemplo a seguir mostra que ndo é possivel esperar que o Teorema do Valor Médio

continue vélido quando f ndo for uma fungéo real.

Exemplo 1 Seja f : R — R? definida por f(t) = (cost,sent). Entdo f'(t) = (—sent,cost)
nunca se anula, pois |f'(¢)| = 1. Mas f(271) — f(0) = 0, mostrando que néo existe 6 € (0,1)
tal que f(27t) — f(0) = f'(0) - 2. <

3.3 DESIGUALDADE DO VALOR MEDIO

A generalizagdo do Teorema do Valor Médio para fungdes diferencidveis f : U C R" —
R™ é uma desigualdade:

If(a+h) = f(a)| < [|k]| sup [[Df(a+th)].

0<t<1
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Essa forma fica evidente ao tentarmos aplicar o Teorema do Valor Médio a cada uma das
fungdes coordenadas f; : U — R. De fato, podemos concluir daquele teorema que

fila+h) = fi(a) = Dfi(a + tih) - b,
em que 0 < t; < 1 depende da fungéo f;. Se consideramos em R™ a norma || - ||, entdo

Ifa+h) = f@)ls = max |fi(a+h) = f(a)] = max Dif(a+ti)-h
< |l sup |[Df(a~+ th)].

N 0<t<1

Se quisermos voltar para a norma original do espago R” chegaremos a um resultado menos
preciso do que a desigualdade afirmada anteriormente:

If(a+h) = fla)[| < cl[r]| sup [[Df(a+th)]],

0<t<1

em que ¢ > 0.

Mostraremos a Desigualdade do Valor Médio com hipéteses mais fracas do que aquelas
usadas para demonstrar o Teorema do Valor Médio. No enunciado de nosso préximo resul-
tado, estamos admitindo a possibilidade de

sup |[Df(a+ th)|
0<t<1

ser infinito.

Teorema 3.6 (Desigualdade do Valor Médio) Sejam U C R" um abertoe f : U — R"™ uma
aplicagdo continua. Suponha que [a,a + h| C U e que f seja diferencidvel em (a,a + h) C U. Entio

1f(a+h) = fla)]| < [k] Sup IDf(a + th)]|.

Demonstracdo: Suponhamos inicialmente que f seja diferencidvel no ponto a. Seja P :
[0,1] — X definida por ®(¢t) = f(a + th). Entdo ® é continua em [0, 1] e diferencidvel em
[0,1). Como ®(0) = f(a), ®(1) = f(a+h)e ®'(t) = f'(a+ th)-h, basta mostrar que!
|®(1) = @(0)[| < M := Sup 1" (B)]] < oo

Para isso, dado € > 0 arbitrario, vamos mostrar que || ®(1) — P(0)|| < M + €. Considere-
mos o conjunto

F:={te0,1]: |[®(s) —P(0)|| < (M+e€)sparatodos € [0, }.

Queremos mostrar que F = [0,1]. Claramente F é um intervalo fechado da forma [0, a].
Suponhamos & < 1. Entdo existe 6 > Otalquea +J < 1e0 < h < ¢ implica ®(a + h) =
P(a) + D' (a) - h+r(h), em que r(h) < €||h||. Mas dessa tltima expressdo (que expressa a
diferenciabilidade de ® em «) vem

|P(a+h) —P(a)|| < (M+e)h, para 0<h<é.

!Note que o caso em que M = oo torna a desigualdade trivial.
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Comoa € F, || ®(a) — ®(0)|| < (M + €)a. Portanto,

|P(a+h) =@0)| < [[P(a+h)—D@)] +[[D(x) - 2(0)]]
< M+e)h+(M+e)a=(M+e)(a+h),

mostrando que a + h € F. Isso garante que & = 1, como queriamos.

Da mesma maneira, mostrariamos o caso em que f é diferencidvel em (4, b]. Finalmente,
observamos que se a Desigualdade do Valor Médio vale para [a,b) e [, ¢), entdo ela vale para
[a, c]. O

A Desigualdade do Valor Médio pode ser bastante generalizada, de modo a permitir que
a fun¢do f ndo seja diferencidvel em um subconjunto enumeravel do intervalo [a,a + h]. Veja,
a esse respeito, o livro de Dieudonné [7].

3.4 CONSEQUENCIAS DA DESIGUALDADE DO VALOR MEDIO

Compare o resultado abaixo com o Exercicio 13 do Capitulo 2.

Corolario 3.7 Sejam U C R" aberto convexo e f : U — R™ diferencidvel em U. Se ||f'(u)| < M
para todo u € U, entdo f é uniformemente Lipschitziana em U:

If (u) = f(@) || < M]ju —of.

Demonstra¢do: Basta notar que podemos aplicar a Desigualdade do Valor Médio a cada
segmento de reta [u,v] C U. O

A reciproca do corolério anterior também é valida. Veja o Exercicio 16.

Corolério 3.8 Sejam U C R" um aberto conexo e f : U — R™ diferencidvel, com f'(u) = 0 para
todo u € U. Entdo f é constante.

Demonstragio: Fixemos a € U e consideremos os conjuntos A := {u € U : f(u) = f(a)}
eB:={ueclU: f(u) # f(a)}. Como f é continua, B é aberto. Afirmamos que A também
é aberto. De fato, se 1y € A, tome § > 0 tal que Bs(up) C U. Entdo ||h|| < ¢ implica que
(g, ug + h] C U. Assim, decorre do Corolario 3.7 (com M = 0) que || f(ug + h) — f(up)|| =0
e, portanto, f(ug+ h) = f(uy) para todo h com ||h|| < . Isso mostra que A é aberto. Como
U é conexoea € A, temos que B = @, ou seja, f(u) = f(a) para todo u € U. 0

O préximo resultado é muito ttil, ainda que seja uma conseqiiéncia imediata da Desi-
gualdade do Valor Médio. (Como antes, ndo estamos excluindo a hipétese do supremo ser
infinito.)

Proposicdo 3.9 Seja f : U C R" — R" uma aplicagdo continua no aberto U. Suponhamos que
[u,u+h] C U e que f seja diferencidvel no segmento de reta (1, u + h). Entdo, para toda aplicagio
linear continua T : R" — R vale

If(u+h) = f(u) = T-h|| < sup ||f'(u+th) = T|||h].

0<t<1
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Demonstragio: Basta aplicar a Desigualdade do Valor Médio a aplicagdo g : U — R™ defi-
nida por g(u) = f(u) — T - u. O

No caso de aplicagdes C!, a Proposicdo 3.9 nos fornece uma estimativa para o resto, ao
considerarmos T = Df(u). Entdo temos
IrCu, )| = 1f(u+1) = f(u) = Df(u) - hll < sup [IDf(u+th) = Df )l |1l
<t<

A dependéncia do resto r com relacdo ao ponto u pode ser eliminada por meio de alguma
hipé6tese que garanta continuidade uniforme. Para isso, definimos:

Definic¢ao 3.10 Uma aplicagio f : U C R" — R™ ¢ uniformemente diferencidavel em um
subconjunto Q) C U se, para todo € > 0, existir 6 > 0 tal que

lr(u,h)|| = ||f(u+h)— f(u)— f'(u)-h|| <e|h|, YueQel|h| <5 comu+he U.

Corolario 3.11 Sejam U C R" um aberto e f : U — R™ uma aplicacio de classe C'. Entdo f é
uniformemente diferencidvel em cada subconjunto compacto K C U.

Demonstragio: Considere dist (K, R" \ U). Como K C U é compacto e R" \ U é fechado, essa
distancia é positiva®. Assim, existe 6 > 0 tal que u +h € U para qualquer u € K e ||k|| < 6.
Em particular, [u, u + h] C U. Aplicando a Proposi¢do 3.9 (com T = f’(u)), obtemos

|7 (u, ) |

T S S I (u + th) = f ()]

0<t<1

para todo u € Ke ||h|| < 6. Como f’ é continua e K é compacto, dado € > 0, obtemos?

(reduzindo ¢ se necessério) || f'(u + h) — f'(u)|| < € paratodo u € Ke ||h|| < é. Isso prova o
afirmado. 0

Corolario 3.12 Sejamc € Ue f : U C R" — R™ uma aplicagio continua, diferencidvel em U \ {c}.
Se existe limf'(u) = T € L(X,Y), entdo f é diferencidvel emce f'(c) = T.
u—=c

Demonstragio: Tome § > 0 tal que ¢ +h € U se ||h|| < 4. Pela Proposicado 3.9 temos

||r(||6},lﬁl)|| _ lf(e+h) M””(C)—T'hﬂ Sos;lfl”f,(chth) _T.

Assim, }llifftl)H?’(C,h) |/ ||k|| = 0, mostrando que f é diferencidvelem ce f'(c) = T. O

2Veja o Exercicio 1.

3Estamos fazendo uso do seguinte
Teorema: Sejam M e N espagos métricos, f : M — N continua e K C M compacto. Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
dist (f(x), f(y)) < € para todo x € Key € M, com dist (x,y) < 4.
Demonstracdo: Caso contrério, existiriam seqiiéncias x, € K e y, € M, com dist (xn,yn) < 1/n e
dist (f(xx), f(yn)) > €. Como K é compacto, passando a uma subseqiiéncia se necessério, podemos supor
que x, — x € K. Como dist (x4, y,) — 0, vemos que y, — x. A continuidade de f em x garante entdo que
dist (f(xn), f(x)) — 0edist (f(yn), f(x)) — 0, de onde se segue que dist (f(x,), f(y»)) — 0, 0 que contradiz a
nossa hipétese. O
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Exemplo 2 Seja f : R — R definida por f(x) = exp(—1/x?),se x # 0 e f(0) = 0. Entdo f €
C*. De fato, lim, .o f(x) = 0 mostra que f é continua. Se x # 0, f’(x) = 2x 2exp(—1/x?)
e lim,_,o f'(x) = 0. O Corolério 3.12 garante que f é diferenciavel em 0 e f'(0) = 0. Analo-
gamente para cada k € N, a derivada f¥)(x) = P(1/x) exp(—1/x?) (em que P(z) denota um
polindmio) e limy o f(x)(x) = 0. Assim, a derivada f (k) (0) existe e é igual a 0. <

Teorema 3.13 (Seqiiéncias de aplicacdes diferenciaveis)

Sejam U C R" um aberto convexo e limitado. Se a seqiiéncia de aplicagoes diferencidveis fi : U —
R™ converge num ponto ¢ € U e se, para todo ponto u € U, existem r = r(u) > 0 e uma bola
B.(u) C U na qual a seqiiéncia de derivadas f] : B,(u) — L(X,Y) converge uniformemente, entio
a seqiiéncia fy converge uniformemente em B,(u). Se f(u) = limy_co fn(u) e g = limy_o f, (1),
entio f' = g.

Demonstragio: Sejam A C U e B C U as unides de todas as bolas B,(u) (com r = r(u)) nas
quais f converge no ponto u e nas quais f ndo converge em u, respectivamente. Claramente
ANB=0.

Consideremos agora ug € A er = r(up) > 0, com f; convergindo uniformemente para g
em B, (up). Entdo, de acordo com a Desigualdade do Valor Médio, para todo u € B,(ug) vale

() = fn(u) = (fu(u0) = fn(uo)) < [Ju—uoll sup |[f3(z) = fu(2)ll

z€B; (up)

< rosup |Ifa(z) = fu(@)- (3.1)

z€B, (up)

Esse desigualdade mostra que A é aberto, pois se f converge no ponto up, entdo f con-
verge uniformemente em todos os pontos de B, (up). Trocando 1y por um ponto arbitrario
vy € B,(u9), vemos que se f converge em qualquer ponto de vy € B,(uy), entdo f converge
uniformemente em todos os pontos de B, (ug). Isso mostra que B é aberto. Como U é conexo e
A # @ (pois f converge no ponto c), temos U = A, mostrando que converge uniformemente
em cada bola B, (u).

Agora mostraremos que g é a derivada de f. Dado € > 0, por hipétese existe ng tal que
m,n > ng implica tanto que ||f;,(u) — f;(u)|| < €/r para todo u € B,(up) como também
llg(uo) — f5,(uo)|| < €. Fazendo m — oo em (3.1), obtemos

1f () = f(uo) = [fu(u) = fu(uo)]|| < ellu — uol|.
Por outro lado, para todo n > ny, existe r’ < rtal que
Ju—uoll <7 = |fulu) — fu(uo) — fr(uo) - (u — uo)|l < €llu —ug]|.

Portanto,
1f (u) — f(uo) — g(uo) - (u—uo)|| < 3el[u — uoll,

provando que f'(ug) existe e é igual a g(up). O
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Observagio 3.14 A hipotese de f’ convergir uniformemente em B,(u) ndo pode ser muito
estendida. Por exemplo, se supusermos que f’ converge uniformemente num aberto conexo
ndo-limitado U e que f convirja num ponto, ndo podemos concluir que f converge unifor-
memente em U, como se pode ver no seguinte exemplo: U = R, f, : R — R, f,(u) = u/n.
A seqiiéncia de derivadas f;, = 1/n converge uniformemente em R, f converge em todos os
pontos de R para 0, mas ndo converge uniformemente em R. <

Corolario 3.15 Sejam U C R" um aberto conexo e f, : U — R™ uma seqiiéncia de aplicagdes
diferencidveis. Se, para todo u € U, existem v = r(u) > 0 e uma bola B,(u) C U na qual a série Y, f;,
converge uniformemente e se existe um ponto ug no qual a série Y f,,(1o) converge, entio a série’ ., f,
converge uniformemente em B, (u) e sua soma tem derivada 'y f;, em todo ponto u € U.

3.5 DERIVADAS PARCIAIS

Consideremos o produto X = X; X --- x X, de espagos normados de dimensdo finita.
Escrevemos um elemento x € X; X - -+ X X;; em termos de suas "coordenadas", isto é, x =
(x1,...,%4). Seja U C X abertoe f : U C X — R™ uma aplicagdo. Podemos definir de-
rivadas direcionais de maneira semelhante ao caso em que X = R" e X; = R. De fato, se
u = (uy,...,uy) € U, fixando as coordenadas uy, ..., u;_1,Ujt1,..., Uy, podemos considerar
a aplicacdo

u; — f(ul,...,ui,...,un),

definida em um aberto U; C X; e tomando valores em R™. Se essa aplicacdo for diferenciavel,
chamamos sua derivada de derivada parcial de f no ponto u e a denotamos por D;f(u).
Assim, se esse for o caso, existe uma tinica (veja o Exercicio ???) aplicacéo linear*

Dif(u) : Xi —Y
tal que
flug, ..., uj+h,...,uy) — f(uy, ..., uy) = Dif(u) -h+ri(h),

em que limy,_.or;(h)/||h|| =0, em que h € X; é pequeno o suficiente para que o lado esquerdo
da igualdade esteja definido. Uma fungdo f pode possuir todas, algumas ou nenhuma de
suas derivadas parciais D;f (1) num ponto u € U.

Para simplificar a notagdo, consideraremos nesta se¢do apenas o caso do produto cartesi-
ano de dois espacos normados de dimensao finita.

Proposicdo 3.16 Sejam U C X = X; X Xp abertoe f : U — R™ diferencidvel no ponto u =
(u1,up) € U. Entio existem ambas as derivadas parciais de f em u = (uq,uy) e

Df(ul, le) . (hl, hz) = le(ul, uz) -hy + sz(ul,uz) - hy.

Demonstragio: Seja h = (hy, hy) € X1 x Xp. Como f é diferencidavel em u € U,

h
flur+h,u2) = f(ur,u2) + Df (uy,12) - (1,0) + r(hy),  com lim 'r||(—hf||) "
1—)

4Se 0s espacos X; tém dimensio finita, exige-se a continuidade de D; f (u).
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. r(h
fuy, up +hy) = f(uy,uz) + Df(uy,up) - (0,hy) +r(hy), com hhmo ﬁ =0.
22—
A unicidade das derivadas parciais implica que Df(uy,uz)|x, = Dif(u1,up) para i =
1,2. Da linearidade de Df(u1,u;) decorre a expressdo da derivada em termos das derivadas
parciais. O

Decorre da Proposi¢do 3.16 que uma aplicacdo diferencidvel f : U C R" — R™ sempre
possui derivadas parciais com respeito a qualquer decomposicdo E @ F do espago R".

Note, por outro lado, que a reciproca da Proposi¢do 3.16 ndo é verdadeira, de acordo com
os Exemplos 11 e 12.

Corolério 3.17 Seja U C X = Xy x Xp um aberto. Se f : U C Xy X Xy — R™ for de classe C!,
entdo sdo continuas as derivadas parciais D1 f : U — L(X1,R™) e Dof : U — L(Xp, R™).

Demonstragao: Isso é imediato, pois D1 f = Df|x, e Dof = Df|x,. O

O préximo resultado dd condigdes que asseguram a diferenciabilidade da fungdo f. Ele
fornece uma versao intrinseca da Proposigao 2.6.

Proposicdao 3.18 Sejam U C X = X; X Xp abertoe f : U — R™ uma aplicacdo. Se existem e
sio continuas as derivadas parciais Dy f(u1,up) € L(Xq,R™) e Dyf(uy,up) € L(Xp, R™) numa
vizinhanga do ponto (u1,uy), entdo f é uma aplicacio diferencidvel em (u1, up). Em particular, se as
derivadas parciais forem continuas, entdo f € C'.

Demonstragio: Basta notar que, se (11 + h, up + k) pertence a vizinhanca de (11, 1) em que
ambas as derivadas parciais sdo continuas, entao

| f(u1 +h,uz +k) — f(uy,u2) — D1f(ug,u2) - h — Daf (ug, uz) - k||

< |If(ur +huz+k) — f(ur,ua +k) — D1 f (u1, u2) - hl|
+ f(u1, ua + k) — f(u,uz) — Daf (ug, uz) - k||
< ||h|| sup ||Dif(u1 +th,us 4+ k) — D1 f(uq,up)||
0<t<1
+|[k|| sup || Daf (u1,uz +sk) — Daf(ug,uz)|,

0<s<1

de acordo com a Proposi¢do 3.9 da Desigualdade do Valor Médio. A continuidade das deri-
vadas parciais em uma vizinhanca de (11, 1) garante que f é diferencidvel nesse ponto.

Se as derivadas parciais forem continuas, como Df (u) - (h,k) = D1f(u)-h+ Daf (u) - k,
decorre que Df(u) é continua, mostrando que f € C. O

Observacao 3.19 A demonstragdo apresentada mostra, em particular, que a continuidade da
primeira derivada parcial e a simples existéncia da segunda derivada parcial asseguram que
f é diferenciavel, pois a expressao || f(uy,uy + k) — f(uq,u2) — Daf (u1,uz) - k|| tende a zero
quando k tende a zero. Veja o Exercicio 20. <
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Exemplo 3 Considere f : R> — R? dada por f(x,y,z) = (x?y,senz). Se considerarmos o
espaco R3 como sendo R x R?, entdo a matriz jacobiana de Dy f(x,v,z) : R*? — R? ¢

X

]sz(xf%z)=< 02 0 >,

COSs Z

pois Dy f(x,y,z) é tomada no espago das duas tltimas coordenadas.
Se, por outro lado, considerarmos R3 como sendo R? x R, entdo a matriz jacobiana de
D>f(x,y,z) : R — R? é dada por

JD2f (x,y,2) = ( co(;z ) : 4

Também ¢ interessante ter uma notacdo apropriada para aplica¢des lineares definidas e
tomando valores em produtos cartesianos de espagos. Consideremos uma aplicacdo linear

TZX1><X2—>Y1><Y2,

em que X1, X, Y, Y> sdo espacos normados de dimenséo finita. Dado um ponto (x,x2) €
X1 x Xp, podemos representa-lo como um "vetor" coluna

(2)=(3)+(2)
X2 0 X2
Se T = (Ty, Tz) sdo as "coordenadas" de T, definimos

T11 : X1 — Yl pOI' T11X1 = Tl(xl,O).

Analogamente, definimos Tqu = T1 (O, .XQ), T21X1 = Tz(Xz, O) e T22x2 = TQ(O, xz).
Com essa notagdo, a aplicagdo T é representada por uma "matriz" cujas entradas sdo apli-
cagoes lineares:

< T Ty ) ( X1 ) _ ( Tiix1 + Tipxo ) _ ( T (x1, x2) )
To1 T X2 To1x1 + Toox2 To(x1,x2) )’
que resulta na aplicacdo de T ao "vetor" (x1, x2).

Enunciamos esse resultado, que é conseqiiéncia imediata da Proposicado 3.16 e da notagdo
que acabamos de introduzir.

Coroldario 3.20 Sejam X1, X,Y1, Y espagos de Banach. Seja U C X1 x Xp abertoe f : U —
Y1 x Yo uma aplicagdo diferencidvel, com
_( A )
/ ( f2

representada por suas aplicagdes coordenadas f1 : U — Yy e fo : U — Y. Entdo a derivada D f (u) é

dada pela matriz
( Difi(u) Dafi(u) )
Difa(u) Dafa(u) -
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Os conceitos que introduzimos sdo validos para o produto cartesiano de um ntimero arbi-
trario de espacos normados de dimensao finita®, tanto no domfnio quanto na imagem. Assim,
para tais decomposic¢des, vale uma versao intrinseca da representagao matricial de uma apli-
cagdo linear.

Além disso, também podemos considerar decomposi¢des em somas diretas (e.g., R" =
X1 @ X») ao invés de produtos cartesianos. O fundamental é que cada elemento do espago
seja representado de maneira tinica em termos de suas "coordenadas".

Ao considerarmos uma aplicagdo linear L, a decomposi¢do de um espago em soma di-
reta de subespagos é usualmente feita considerando dois subespacgos especiais: ker L e im L.
Escreve-se o dominio como soma direta de ker L e de um subespaco que é levado isomorfi-
camente por L em sua imagem (no caso de dimensdo infinita, isso nem sempre é possivel);
do mesmo modo, escreve-se o contradominio como soma direta de im L e de um subespacgo
que lhe complementa (de novo, isso nem sempre é possivel no caso de dimensao infinita). E
0 que veremos no nosso préoximo exemplo.

Exemplo 4 Considere f : R* — R3 dada por
f(x,y,z,w) = (senx, e’ cosy,seny).

Entdo sua matriz jacobiana é dada pela matriz [f(x,y,z, w):

CoS x 0 00
Jf(x,y,z,w) = | e‘cosy —e'seny 0 0 |,
0 cosy 0 0
de modo que
1000
J£(0,0,0,0)=11 0 0 0
0100

Usaremos a matriz L = J£(0,0,0,0) para decompor o dominio e a imagem de f. Clara-
mente ker L é o espaco gerado pelos vetores (001 0)te (000 1)t. Um complementar a esse
espaco identifica-se naturalmente com R?: é o subespago gerado pelos vetores (100 0)t e
(0100)%, que sera denotado por E. Assim,

R*=kerL @ E.

(Note que escolhemos E igual a (ker L) com relacdo ao produto interno usual do R*.)

A imagem de L é o espago gerado pelas colunas de L. Assim, im L tem como base os
vetores (11 0)te (00 1)t. Para obtermos uma base de R3 basta, entdo, escolhermos um vetor
linearmente independente com esses. Vamos escolher o vetor (1 —1 0)*, que é perpendicular
(em relacdo ao produto interno usual do R?) aos vetores de im L. Se F é o espago gerado por
esse vetor, entdo F = (im L)L e temos a decomposicdo

R3 = F@®imlL.

SA exigéncia das dimensoes serem finitas é supérflua
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(Note que E é levado em im L isomorficamente por L.)
Assim, a decomposicdo gerada por L implica em considerarmos

f:kerLOE — F@®imlL.

Assim, f; :ker LOE — Fe f) :ker LOE — im L.

Denotando (0,0,0,0) € R* por 0, as aplicagdes parciais D;f1(0) : ker L — F, Dof1(0) :
E — F, D1f2(0) : kerL — imL e Dyf»(0) : E — im L podem ser representadas de modo
simples ao escolhermos as bases B = {(0010),(0001),(1000)%,(0100)} c R*te
C={(1-10%,(110)%(001)} c R

(00) (00)

[DF(0)]G = (8 8) (é g)

Se denotamos por (1,v) € ker Df(0) & (ker Df(0))*, entdo [Df(0)]%(u,v) = (0,0). Quer
dizer, [Df(0)]§ pode ser identificada com a aplicacéo linear 7, : ker Df(0) & (ker Df(0))*+ —
im Df(0), (1, v) = v. Assim, com mudangas de base adequadas no dominio e na imagem,
a derivada Df(0) assume a forma de uma proje¢do. O teorema do posto, que veremos no
proximo capitulo, garante que f, a menos de difeomorfismos no dominio e na imagem, tem
esse mesmo comportamento numa vizinhanga do ponto 0.

A decomposicdo apresentada usou bases escolhidas arbitrariamente no R* e R3. Entre-
tanto, os subespacos ker L e im L independem da escolha de bases.

A escolha dos subespacos que complementam ker L e im L é completamente arbitréria.
(Em espagos com produto interno — como no exemplo que estamos tratando —, é costumeiro
usar o complementar ortogonal e considerar as somas diretas ker L @ (ker L)* e (imL)* @
im L, o que facilita os calculos.) Assim, existem muitas escolhas distintas para os subespacgos

E e F, todas elas cumprindo o mesmo papel: Df(0) estabelece um isomorfismo entre E e
im Df(0). <

Em algumas situag¢des, as coordenadas usuais do dominio da aplicacdo f ndo sdo tteis
na decomposigdo gerada por Df(x). Nesse caso, devemos fazer uma mudanga de base para
conseguir expressar as coordenadas de um ponto do R”. Veremos esse caso no préximo
capitulo.

3.6 EXERCICIOS

1. Sejam K,F C X, em que X é um espago métrico, K um compacto e F um fechado.
Defina dist (K, F) = inf{d(k,f) : k € K, f € F}. Mostre que, se KNF = @, entdo
dist (K, F) > 0.

2. Seja A : R™*" — R" uma matriz sobrejetora. Mostre que, escolhendo bases adequadas
no dominio e na imagem, A assume a forma (0 I), em que I denota a identidade no R".

3. Seja S um subconjunto denso de um espago métrico X e f : S — Y uma fungdo unifor-
memente continua, sendo Y um espago métrico completo. Mostre que existe uma tinica
extensdo continua F : X — Y de f, a qual é uniformemente continua.
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10.

11.
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Considere o Exercicio 30 do Capitulo 1. Dé um exemplo mostrando que ndo podemos
concluir que @ tenha um ponto fixo na bola aberta B,(0). Mostre, entretanto, que se
substituirmos a segunda condigdo por || P(0)| < r(1 — k), entdo ® tem um ponto fixo
em B,(0).

. Sejal: R" — R" a aplicacdo identidade. Mostre que By (I) C L(R", R") esta contido em

GL(R™).

. Seja f : R" — R" diferenciavel, com f(0) = 0. Se 1 ndo for autovalor de Df(0), mostre

que existe uma vizinhanga V 3 0 no R” tal que f(x) # x para todo x € V' \ {0}.
Dada A : U — L(R",R™) diferencidvel, tome x € B1(0) C R" edefina¢:(0,1) CR —

7

L(R",R™) por ¢(t) = A(tx). Qual interpretagdo para a expressdo ¢'(t) = A’(tx) - x é
verdadeira: ¢'(t)-h = (A'(tx) - x) -hou¢'(t)-h = (A'(tx) - h) - x?

. Seja U C R" um aberto. Dada f : U — R"™, mostre que se f’ for uniformemente

continua, entdo f é uniformemente diferencidvel em U.

. Fixe0 <a <1ledefina f : R — R por

flx) = { ax + x?sen (1/x), se x #0

0, se x =0.
Mostre

(a) que f é diferenciavel e, em particular, f'(0) = a;
(b) que f' ndo é continua em 0;

(c) que f nio é bijegdo em nenhuma vizinhanga de 0, embora f’(0) seja injetiva.

(Integrac¢do de caminhos) Dada g : [a,b] — R continua, defina fab g(#)dt como o vetor
obtido ao integrar cada uma das fung¢des coordenadas de g no intervalo [4,b]. Seja
T : R™ — R” uma aplicagdo linear. Mostre que

/ab(Tog)(t)dt —T. (/abg(t)dt) e ‘

Conclua entdo que, se T : [a,b] — L(R™,RP) for continuo, entdo

/ab T(t) - hdt = (/ab T(t)dt) .

Sugestdo: para a primeira parte, use somas parciais. Para a segunda, considere g = T e,
para o papel de T, a aplicagdo linear f : L(R",RP) — R dada por f (S) =S - h.

[ s < - sup 501,

a<t<b

(Regra de Leibniz) Considere um aberto U C R" e uma fung¢do continua f : U x [a,b] —
R™, tal que D1 f : U % [a,b] — L(R",R™ seja continua. Defina ¥ : U — R™ por

¥ () = / ! Fu, Dt
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Mostre que ¥ é de classe C! e

Y (u) = /b D1 f(u,t)dt.

a

12. Seja f : U — R uma funcéo diferencidvel no aberto U C R". Seja (-, -) um produto
interno em R”. Definimos o gradiente de f (com relacdo a esse produto interno) no
ponto u € U como sendo o vetor V f(u) caracterizado por®

(Vf(u),h) = Df(u)-h, VheR"

Fixado ¢ € R, uma superficie de nivel de f é o conjunto f~!(c) C R™.

(a) Se (x,y) = x -y é o produto interno usual do R", obtenha V f (u);

(b) considere a base B = {f1,...,fu} = {er,e1+ey...,e1+e2+ ... +e,} do R"
Defina gjj = fi - fj- Sex = a1f1 +... +anfuey = B1f1 + ... + Bufu, mostre que

(x,y) =) gijwiB;

ij=1

define um produto interno em R". (A matriz G = (g;;) é a matriz de Gram desse
produto interno.) Encontre a expressdo de V f(u) na base candnica com relacao a
esse produto interno.

(c) se A : (—¢,€) — U for diferencidvel, com A(0) = u e A'(t) = Vf(u), entdo fo A :
(—€,€) — R é crescente, desde que € seja suficientemente pequeno;

(d) se ||lv|| = [|[Vf(u)]], entdo Df(u) -v < Df(u)-Vf(u). Isto é dentre todas as
dire¢des em que f cresce, a direcdo do gradiente é a de maior crescimento;

(e) Se aimagem do caminho diferencidvel y : I — R" estiver toda contida na mesma

superficie de nivel f~!(c), entdo o vetor velocidade 7/(t) é perpendicular ao gra-
diente de f no ponto ().

13. Seja U C R" um aberto. Suponha que f : U — R™ seja uma aplicacéo de classe C.
Dados up € Uee > 0, existe § = d(e) > 0 tal que,

u,v € Bs(ug) = wu,veld e |f(u)—f(v)—Df(up).(u—0o)|| <ellu—o.
(Compare esse exercicio com a defini¢do de aplicacdo uniformemente diferencidvel.)

14. Sejam U C R" aberto e f : U — R™ de classe C!. Suponha que, para um compacto
K C U, tenhamos Df(u) injetiva para todo u € K. Mostre que existem ¢,d > 0 de modo
que ||[f(u+h) — f(u)|| > c||h|| paratodou € Ke ||h|| <.

®Observe que estamos usando o Teorema de Representacao de Riesz.
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15.

16.

17.

18.
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Seja Y = L£(R?,R?) com sua norma usual ||T|| = sup{||Tx|| : [x|]| = 1}, em que
T € L(R?2,R?) e x € R% Considere em R? a norma do méximo (isto é, ||(a,b)| =
max{|al,|b|} e defina f : R> — Y da seguinte maneira: se u = (a,b) € R?, entdo
f(u) = T, em que a aplicagio linear T : R? — R? ¢ dada por T(x,y) = (ax, by). Mostre
que f é uma imersdo isométrica de R? em Y, isto &, ||f(u)|| = |ju]. Conclua que a
norma usual de £(R?, R?) nao é diferencidvel. (Note que essa conclusdo independe da
norma considerada em R?!) Generalize: mostre que a norma usual de £(R", R™) nao é
diferenciavel.

Seja f : U C R" — R™ diferencidvel no aberto U. Se

1f(u) = f()]| < M[u =],
para quaisquer u, v € U (sendo M uma constante) entdo || f'(u)|| < M para todo u € U.

Uma linha poligonal P de vértices x1,...,xx € R" é uma unido de segmentos de retas
[xi,xi41], i € {1,...,k—1}. O comprimento ¢(P) dessa poligonal é, por definicao,

k—1
Z | xip1 — x4
i=1

Seja U C R" um aberto conexo.

(a) Mostre que, dados dois pontos a,b € U, existe uma poligonal contida em U cujo
q p polig J

primeiro vértice é a e o tltimo é b.

(b) Seja dy;(a,b) o infimo dos comprimentos de todas as poligonais contidas em U
ligando os pontos a e b. Chamamos di; de distincia geodésica em U. Mostre

& P 8

que dy; é uma métrica em U, a qual coincide com a métrica euclidiana ||a — b|| =
{(a—b,a —b)'/?2 quando U for convexo.

(c) Mostre que dy; é equivalente a métrica euclidiana.

q q

(d) Seja f : U — R™ diferenciavel. Se ||f'(u)|| < M para todo u € U, mostre que
| f(u) — f(v)| < Md,(u,v) para todos u,v € U.

(e) Se U for convexoe f(U) C V,em que V é um aberto conexo, mostre que

dy(f(u), f(v)) < Mfju— o,
se ||f'(u)|| < M paratodou € U.
(f) Sejam U um convexo, D C U um conjunto fechado enumeravel e A = U \ D. Seja
f : A — R™ diferencidvel em A, com | f'(u)|| < M para todo u € A. Mostre

que da(u,v) = ||u — v|| e conclua que f possui extensdo uniformemente continua
F:U— R™

Sejam F C R" um fechado e T C R" um conjunto qualquer. Suponha que uma apli-
cacdo ¢ : F x T — F seja continua com relacdo a segunda varidvel e que exista A, com
0 <A <1, tal que ||o(x,t) — @y, t)]| < Allx —yl|| para todos x,y € Fet € T. Mostre
que existe uma aplicacdo continua « : T — F tal que ¢(a(t),t) = a(t) paratodo f € T.

Sugestdo: procuram-se pontos fixos da aplicacdo ¢.
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19.

20.

Seja B C a bola aberta ou fechada de centro xg e raio r > 0. Mostre quese ¢ : B x T —
R™ for continua em T C R" e se existir A, com 0 < A < 1tal que ||¢(x,t) — @(y,t)|| <
Allx —y|| paratodos x,y € Bet € T, e se ||¢(xo,t) — xo|| < (1 — A)r, entdo existe uma
tnica aplicagdo continua « : T — B tal que ¢(a(t),t) = a(t) paratodot € T.

A Observacao 3.19 garante que se a segunda derivada parcial D, f(u1,up) de f : U C
X7 x Xp — R™ existir e se a primeira derivada parcial D f (11, up) for continua, entdo f
é diferencidvel em (uy,u7). Mostre que podemos supor a continuidade de Dy f (uy, u2)
e a existéncia de Djf(uy,uy) para termos o mesmo resultado. Generalize entdo para
decomposigdes arbitrdrias X; x ... x Xj,.



Capitulo 4

APLICACOES INJETORAS E
SOBREJETORAS

O objetivo deste Capitulo e do seguinte é mostrar como propriedades locais de uma fun-
¢do sdo obtidas por meio de informacdes sobre a derivada dessa fun¢do. Assim, mostraremos
que, se a derivada Df(u) de uma aplicagéo f : U C R" — R, de classe C!, for injetora,
entdo a aplicagdo f serd injetora numa vizinhanga do ponto u. Do mesmo modo, se D f(u) for
sobrejetora, entdo f serd sobrejetora numa vizinhanga do ponto u. Unindo esses dois resul-
tados, mostraremos o Teorema da Aplicagdo Inversa: se Df(u) for um isomorfismo,! entdo
f possuird inversa g, diferencidvel numa vizinhanga do ponto f(u). Deste dltimo resultado,
deduziremos o Teorema da Aplicacdo Implicita e outras formas locais.

Facamos uma anélise heuristica do Teorema da Aplicacdo Inversa. Suponhamos que, num
ponto u € U C R", tenhamos Df(u) invertivel. Como Df(u) aproxima f numa vizinhanga
de u, é natural tentar verificar se f é invertivel numa vizinhanca de u. Mais ainda, como
Df(u) aproxima f, essa inversa, se existir, deve ser aproximada numa vizinhanga dey = f(u)
por [Df(u)]~!. O Teorema da Aplicagdo Inversa nos diz que, sob hipéteses adicionais, isso é
verdade.

Analisemos o caso particular de uma funcdo f : R — R para ver a necessidade de hip¢-
teses adicionais. Consideremos a funcdo f : R — R dada por f(x) = x%sen %, sex #0,e
f(0) = 0. Temos que f é diferencidvel em 0 e f'(0) # 0. Quer dizer, a derivada é invertivel
no ponto 0. Mas f néo é injetiva em qualquer vizinhanga de 0.

As hipéteses adicionais do Teorema da Aplicagdo Inversa sdo as seguintes: f deve ser
diferencidvel numa vizinhanga de u, e ndo somente em u; além disso, f deve ser de classe C 1
numa vizinhanga de u.

Com essas hipoteses adicionais, se soubermos que uma funcdo f : R — R é diferenciavel
numa vizinhanga de um ponto a, com f’ continua numa vizinhanga de a e f'(a) # 0, entdo
podemos deduzir que f é crescente ou decrescente numa vizinhanga de a. Ou seja, f tem
inversa nessa vizinhancga de a.

'Em espagos de Banach, f deve ser um homeomorfismo linear.

48
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4.1 DIFEOMORFISMOS

Definicao 4.1 Sejam U,V C R" abertos. Um difeomorfismo f : U — V é uma bijegio diferen-
cidvel cuja inversa também é diferencidvel. Se f e f~1 forem ambas de classe C?, dizemos que f é um
difeomorfismo C'.
A aplicagio f : U — V é um difeomorfismo local de classe C! se, para cada u € U, existe uma
vizinhanga aberta Uy, de u tal que f(U,) é um abertoe f : U, — f(U,) é um difeomorfismo C'.,
Para contrastar com o caso local, chamamos um difeomorfismo f : U — V de difeomorfismo
global.

Note que todo difeomorfismo f €, em particular um homeomorfismo entre abertos. Con-
tudo, existem homeomorfismos f : U — V de classe C! (com U, V abertos) que ndo possuem
inversa f~! : V — U diferencidvel. Por exemplo, f : R — R dada por f(x) = x> é um
homeomorfismo e f é infinitamente diferencidvel, mas ndo é um difeomorfismo. Mostrare-
mos posteriormente que, se f € C! for um homeomorfismo e f~! for diferenciavel, entdo
f~t e Cl,isto §, f é um difeomorfismo C.

Observacgdo 4.2 Nas defini¢des anteriores, exigimos que os abertos U, V estivessem ambos no
R". Poderiamos nos perguntar se ndo seria possivel considerar abertos U C R" e V C R" na
defini¢do de um difeomorfismo. Contudo, se f : U C R" — V C R™ for um difeomorfismo
local e f(u) = v, como fo f~! = I, decorre da Regra da Cadeia Df(u) - Df '(v) = I, de
modo que Df ~(v) = [Df(u)]~! (veja o Exercicio 3 do Capitulo 1).

Um resultado importante da andlise matematica, o Teorema da Invariancia do Dominio
(de Brouwer), estabelece que, se f : U C R" — V C R™ for um homeomorfismo entre os
abertos U e V, entdo m = n. A demonstracdo ndo é simples. <

Definicao 4.3 Seja U C R" um aberto. Uma aplicagio f : U — R™ é aberta se, para todo aberto
G C U, f(G) for um aberto.

Um difeomorfismo global f : U — V sempre é uma aplicacdo aberta. De fato, a restricdo
f:U cU— f(U) C V éum difeomorfismo entre os abertos U’ C U e f(U') C V, para
todo aberto U’ C U. Mas um homeomorfismo nem sempre é uma aplicagdo aberta. Por
exemplo, i : R — R? dada por f(x) = (x,0) é um homeomorfismo, mas a imagem de f
nao é um conjunto aberto. O Exercicio 2 pede que se mostre que todo difeomorfismo local
f : U — V é uma aplicagdo aberta. Assim, um difeomorfismo local é um difeomorfismo
global se, e somente se, for bijetor.

4.2 PERTUBACOES DE APLICACOES LINEARES

O préximo resultado deve ser comparado com o Lema 2.2:

Proposicao 4.4 (Perturbacdo da Identidade)
Sejam U C R"™ um aberto, ® : U — R" uma contragioe f = [+ P : U — R". Entdo f é um
homeomorfismo de U no aberto f(U) e f~1 é lipschitziana.
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Demonstragio: Suponhamos que ||®(u) — ®(v)|| < Alju —v||, com A < 1. Entdo temos
1f () = f(o)] = ‘ [ =0l £ [|®(u) — @(v)]| ‘ > [lu = ol = Aflu —of = (1 = A)[u—o].

Dessa expressdo decorre imediatamente que f é injetora e, portanto, f : U — f(U) tem
inversa f~!. A mesma expressdo mostra que f ! é lipschitziana.

Agora vamos mostrar que f(U) é um conjunto aberto. Para isso, considere b € f(U).
Entdo b = a £ ®(a) para algum a € U. Queremos mostrar que podemos tomar & > 0 de
modo que, para todo y € B,(b), existe x € U com f(x) = y. Ora, isso quer dizer que
y = x £ ®(x), ousejay FP(x) = x. Definindo ¢(x) = y F ®(x), vemos que ¢ é uma
contragao com constante de Lipschitz A. Se encontrarmos um ponto fixo para ¢, entdo teremos
encontrado x tal que f(x) = y. Para isso, vamos tentar aplicar o Lema da Contra¢do a uma
bola fechada B,(a) C U. Precisamos mostrar que ¢(B,(a)) C B,(a). Se x € B,(a), temos

18(x) —all < [1g(x) = &(@) || + IS (a) —all < Ar+[|(a) — al|

Mas
16(a) —all = |ly — (a £ P(a))]| = [ly — bl| <.

Logo, para que &(B,(a)) C
vemos que ¢ : B,(a) — B(a) é

B,(a) basta termos Ar +a < r. Assim, escolhendoa = (1—A)r,
uma contragao e tem, portanto, um ponto fixo. d

Observacao 4.5 A demonstragdo apresentada nos mostra que existe um ponto fixo de ¢ desde
que possamos tomar r suficientemente grande de modo que || (a) — a|| =: a satisfaca a equa-
cdo Ar +a < r, com B,(a) C U. Isso sempre é possivel no caso em que U = R". Ou seja,
quando U = R", entdo f(R") = R", de modo que f é um homeomorfismo sobrejetor. Re-
petimos essa demonstragdo: dado y € R" qualquer, a aplicagdo ¢ : R” — R" definida por
¢(x) = y F ®(x) é uma contragdo. Pelo Lema da Contracdo, existe um tnico x € R” tal que
x =¢(x),istoé, x =y FP(x). Masentdo x = &(x) =y, oqueéomesmoque f(x) =y. <

Corolario 4.6 Sejam U C R" aberto e ¢ : U — R™ definida por g(u) = L-u+ ®(u), em que a
aplicagdo linear L : R" — R™ tem inversa a esquerda (linear) M e ® satisfaz |®(u) — ®(v)|| <
Allu —v||, com A||[M|| < 1. Entdo g é um homeomorfismo de U em g(U) com inversa ¢~ lipschitzi-
ana. Se M for a inversa de L (e, portanto, n = m), entio g(U) é aberto.

Demonstra¢do: Considerando a base canonica {ey,...,e,} do R", defina Le; =: v; € R™.
Como L é injetora, os vetores vy, ..., v, sdo linearmente independentes. Obtenha uma base
{v1, ..., 00, Wy41,..., Wy} do R™ e defina Mv; = e; parai = 1,...,n e Mw; = 0 parai =
n+1,...,m. Note que, se M é outra inversa a esquerda de L, entdo ||[M|| < ||M]||. Assim,
tomando f = M o g, decorre imediatamente da Proposigdo 4.4 que f é um homeomorfismo
de U no aberto f(U). Como f = M o g, concluimos que g é injetora e possui, portanto, inversa
¢~ ! definida em g(U).

Seja Z o espacgo gerado por {vy,...,v,}. Como f = Mog: U — f(U) = [M(g(U))] tem
inversa, deduzimos que g(U) C Z. Mas (Lo M)z = z para todo z € Z, o que implica que
(LoM)(g(u)) = g(u) para todo u € U. Dai segue-se que (¢~ oL)o (Mo g)(u) = u para
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todo u € U. Isso quer dizer que ¢! o L é a inversa de f = M og. Como a inversa de f é
lipschitziana, temos que

Ig7 o L)(z) = (g7 o L) (w)l| < Cllz—wl, Vzwe f(U)=M(g(U)).

Para mostrarmos que ¢~ ! é lipschitziana, consideremos ||g~1(x) — g7 (y)||, para x,y €
g(U). Como g(U) C Z, temos que (Lo M) -v = v para todo v € g(U). Portanto,

lg7 () =g Wl = g™ o L) (M- x) — (g o L)(M - y).

Definindo M - x = ze M -y = w, temos que
Ig7'(x) =87 W)l < Cllz —w|| = C[[M - x — M- y[| < C[[M]|[|x — ]I,

mostrando que ¢! é lipschitziana.
Mas ndo podemos garantir que g(U) seja aberto. Contudo, se M for a inversa de L, entdo
L[f(U)] = g(U) é um aberto, pois L é um isomorfismo. O

4.3 O TEOREMA DA APLICACAO INJETORA

Proposigdo 4.7 Seja U C R" um aberto. Suponha que f : U — R™ seja uma aplicagdo de classe C1.
Dados ug € U e e > 0, existe 6 = §(e) > 0 tal que,

u,v € Bs(ug) = uwoveld e |f(u)—f(v)—Df(up).(u—0)| <elu—no|.

Demonstragio: Uma vez que a aplicagdo u — Df(u) é uma aplicagdo continua de U em
L(R",R™), dado € > 0, existe § = d(e) > 0 tal que

lu—ul <6 = wuel e [Df(u)—Df(u)] <e.

Suponhamos que u,v € Bs(up). Entdo o segmento de reta unindo u e v estd inteiramente
contido em U. Aplicando a Desigualdade do Valor Médio a funcéo g(u) = f(u) — Df(ug) - u
(ou utilizando diretamente a Proposigdo 3.9), obtemos

1f(u) = f(v) = Df(uo).(u = v)|| = llg(u) = g(0)|| < || sup Dg(u+t(v—u)).(u—v)]

0<t<1

sup Df (1 + H(v — 1)) — Df (up)

0<t<1

[(u =0)[| < eflu—o|.
O

Lembramos que uma aplicacdo linear T : R” — R é injetora se, e somente se, dimker T =
0. Assim, pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, n < m e T é injetora se, e somente se,
posto(T) = n. Como a imagem T(R") é um subespago de R™, a aplicacdo linear injetora
T :R" — R™ é um homeomorfismo do R" no subespago normado T(R") C R™.
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Teorema 4.8 (Teorema da Aplicacao Injetora)

Sejam U C R"™ um aberto e f : U — R™ uma aplicacio de classe C'. Suponha que, para algum
ug € U, Df(uo) seja injetora. Entdo existe & > 0 tal que a restrigdo de f a Bs(ug) é injetora. Além
disso, a fungdo inversa de f|p, () € lipschitziana.

Observagio 4.9 Note que f (1) ndo precisa ser um ponto interior de f(Bs(up)). Por exemplo,
considere f : R — R? definida por f(x) = (x,0). Neste caso, Df(x) é injetora para qualquer
x € R, mas todo ponto de f(R) é um ponto de fronteira. Por esse motivo, nada podemos
afirmar sobre a diferenciabilidade de g. Sob hipéteses adicionais, obteremos posteriormente
um resultado mais forte: o Teorema da Aplicacdo Inversa. <

Demonstragdo: Como Df(up) é um homeomorfismo de R" em D f(ug)(R") C R™, o Corolé-
rio 1.11 garante a existéncia de A > 0 tal que?

MBIl < IDf (o) - B, ¥h € R, @)
Agora aplicamos a Proposicdo 4.7 com € = A/2, de forma que obtemos J > 0 tal que, se

u,v € Bs(up) C U, entdo

1f (u) = f(v) = Df(uo) - (u—0)|| < %Ilu — .

Tendo em vista (4.1), decorre dai

I£) = F@)] > 1Df (o) - (e~ )| = Sl — o]l > 5 1u o], 42)

garantindo que f restrita a Bs(up) € injetora. Denotemos a inversa dessa restri¢do por g. Se
v,z € f(Bs(up)), entdo existem dnicos u,v € Bs(ug) tais que f(u) = y e f(v) = z. Substi-
tuindo em (4.2), obtemos

l8(v) — (@) < >y —zl,

provando que g = (f|g,(u,)) " € lipschitziana. O

A demonstra¢do do Teorema 4.8 nos indica como a aplicagdo f separa pontos. Apresen-
taremos esse resultado como um coroldrio, cuja prova é conseqiiéncia imediata de combinar-
mos a demonstragdo do Teorema 4.8 com o Exercicio 4.

Corolario 4.10 Seja U C R" um aberto. Suponha que f : U — R™ seja uma aplicagio de classe C
tal que D f (ug) seja injetora. Denote por M uma inversa a esquerda de D f (). Entio

17 = @)1 > grgrlu=oll ¥ v € By(uo).

Apresentaremos uma segunda prova do Teorema 4.8, aplicando o Corolario 4.6. A de-
monstragdo que apresentaremos depende da continuidade da inversa a esquerda da aplica-
¢do Df(ugp), fato que nem sempre é verdadeiro em espacos normados de dimenséo infinita.

20 Exercicio 4 pede que se estime A em termos da norma de uma inversa a esquerda de D f (ug).
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Observacao 4.11 Utilizando um argumento que aplicaremos repetidamente neste texto, na
segunda demonstracdo do Teorema 4.8 assumiremos que ug = 0 e f(0) = 0, o que simplifica
a notac¢do. Vejamos detalhadamente como o caso geral pode ser obtido deste caso particular.

Suponhamos, portanto, que a fung¢do f : U C R" — R"™ tenha derivada Df(ug) injetora.
Considere o aberto U = {u —ug | u € U} e atranslagio t : U — U definida por (i) = i + 1.
Entéo t(0) = ug e Dt(ii) = I para todo i € U. Considere também a translacao T : f(U) — R™
definida por T(y) = y — f(up). Note que T(f(U)) = f(U) — f(uy) C R™ e DT(y) = I para
todoy € f(U).

Claramente ¢ = T o f ot satisfaz g(0) = 0 e Dg(0) = DT(f ot(0))Df(t(0))Dt(0) =
IDf(up)l = Df(up). Assim, a aplicagdo g satisfaz as hipéteses do teorema no caso particular
do ponto 0; podemos, portanto, concluir que existe § > 0 tal que g : Bs(0) C R" — R™ ¢
injetora. Como T e t sdo difeomorfismos C! e ¢ = T o f ot, decorre que f : Bs(ug) — R" é
injetora. <

2a. demonstracdao do Teorema 4.8: Sem perda de generalidade, podemos supor que 1y = 0
e f(0) = 0. Denotando L = Df(0), temos que L possui uma inversa a esquerda linear M.
Como estamos em dimensao finita, essa inversa é continua.

Claramente vale f(x) = L - x + r(x), em que o resto r é uma funcio de classe C!. Nosso
objetivo é aplicar o Corolario 4.6, considerando a aplicagdo g : Mo f =1+ Morr.

Vamos verificar que M o r é uma contra¢do quando definida em Bs(0), desde que tomemos
d > 0 adequadamente. Notamos que 7(0) = 0 = 7/(0). Assim, a continuidade de ' no ponto
0 garante que, dado € > 0, existe § > 0 tal que

1N = Ir'(&) = (0)]| <e, V¢ € Bs(0).
Entdo, se x,y € B;(0), a Desigualdade do Valor Médio implica
[Mor(x) —Mor(y)| < [IM|l[lr(x) —r(y)Il < IMI I (&)l lx —yll < [[M]| e [lx—yl.

Escolhendo € < 1/||M]||, obtemos uma contragao.
Aplicando entdo o Corolério 4.6, concluimos que f possui inversa f ! lipschitziana. <
Enunciamos um resultado provado na demonstragao anterior:

Lema 4.12 Sejam U C R" um aberto e r : U — R™ uma aplicagio de classe C' tal que r(0) = 0
er'(0) = 0. Se M : R™ — RP for uma aplicagio linear nio-nula, entio existe &6 > 0 tal que
Mor: Bs(0) C R™ — RP é uma contragdo.

Mor

_>.

Figura 4.1: A aplicacdo M or : Bs(0) — Bs(0) é uma contragdo, desde que ||[M|/e < 1, em que
I7"(&)|| < € para todo & € B;(0).
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4.4 O TEOREMA DA APLICACAO SOBREJETORA

Lembramos que uma aplicagdo linear T : R" — R™ é sobrejetora se, e somente se, a
imagem T(R") tiver dimensao m. Assim, pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem, m <neT é
sobrejetora se, e somente se, posto(T) = m = dim T(R").

Teorema 4.13 (Teorema da Aplicacao Sobrejetora)
Sejam U C R"™ um aberto e f : U — R™ uma aplicagio de classe C'. Suponha que, para algum
ug € U, Df(ug) seja sobrejetora. Entdo existe « > 0 tal que By (f(uo)) C f(U).

Demonstragio: De acordo com a Observagdo 4.11, podemos supor 1y = 0 e f(0) = 0. Deno-
taremos L = Df(0). Como L é sobrejetora, existe uma aplicac¢do linear M : R” — R" tal que
LM = Lo M =1, a aplicagdo identidade do R" em R™. Ou seja, M é uma inversa a direita
linear de L.

Mostraremos que existe « > 0 tal que B,(0) C f(U) C R™. Temos que f(u) = L-u+r(u),
em que r denota o resto de f da defini¢do de diferenciabilidade no ponto 0. (Note que, uma
vez que M é a inversa a direita de L, ndo podemos proceder como na prova do Teorema 4.8.)

Seja y € Bu(0) (« > 0 serd explicitado oportunamente). Queremos provar que existe
uecUtalquey—r(u) = L-u,pois L-u-+r(u) = f(u). Ja vimos (Lema 4.12) que existe
0 > 0 tal que M o r é uma contragdo. Assim, é claro que g(u) := M- (y — r(u)) também é uma
contracdo, ja que essa aplicagdo é apenas de uma translagdo de M or.

Se g tiver um ponto fixo, esse nos fornecerd a solugdo de nosso problema: nesse ponto
valera u = ¢(u) = M- [y — r(u)], donde poderemos concluir (aplicando L) que L -u =
y—r(u)e portantoy = L-u+r(u) = f(u).

A continuidade de r’ garante que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que { € Bs(0) implica
| (&)|| < e. Para garantirmos que ¢ tem um ponto fixo, basta escolhermos « e € adequada-
mente: da Desigualdade do Valor Médio decorre que ||[Mor(x) — Mor(y)| < ||M]| e|lx —y]l.
Como ||My|| < [|M]| |ly|| < ||[M]| «, temos que ||g(y)|| < ||[M]| « + ||M]|| € é satisfara as hip6te-
ses do Lema da Contracéo se, por exemplo, « < 6/ (2||M||) ee < 1/(2||M]}). 0

A demonstracdo apresentada do Teorema 4.13 depende fortemente de estarmos em di-
mensdo finita. Entretanto, o resultado continua vélido no contexto de espacos de Banach:
veja [6] ou [?].

Corolario 4.14 (Teorema da Aplicacao Aberta)
Sejam U C R" abertoe f : U — R™ uma aplicagdo de classe C1. Se, para cada u € U, a aplicagio
Df (u) for sobrejetora, entdo f é uma aplicagdo aberta.

Demonstragio: Sejam G C U um conjunto aberto e iy € f(G). Entdo existe ug € G tal que
f(up) = yo. Aplicando o Teorema da Aplicagdo Sobrejetora a fungéo f : G — f(G), para todo
y € By(yo), existe u € G tal que f(u) = y. Isso mostra que f(G) é aberto. O

O coroldrio anterior exige que a aplicagdo Df(u) seja sobrejetora em todos os pontos
u € U. Se soubermos que Df(ug) é sobrejetora, podemos garantir a existéncia de uma vi-
zinhanga aberta V de ug tal que Df (1) seja sobrejetora para todo u € V. Mostraremos esse
fato posteriormente. (Veja o XXXXX)
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4.5 O TEOREMA DA APLICACAO INVERSA

O Teorema da Aplicagdo Inversa é um dos resultados mais importantes no estudo de
superficies e variedades diferencidveis. Dele pode ser deduzido o Teorema da Aplicacdo
Implicita, que também tem papel destacado na mesma &rea.

Relembramos que, de acordo com o Teorema do Ntcleo e da Imagem, uma aplicacdo
linear T : R" — R pode possuir inversa apenas quando n = m. Por sua vez, uma aplicagdo
linear T : R" — R" é um isomorfismo se, e somente se, det T # 0.

Teorema 4.15 (Teorema da Aplicacdo Inversa)

Sejam U C R" um abertoe f : U — R" uma fungcio de classe C*. Suponha que, no ponto ug € U,
Df (ug) seja um isomorfismo.> Entdo f é um difeomorfismo de classe C' de uma vizinhanca aberta V
de ug sobre uma vizinhanga aberta W de f (u).

Demonstragio: Uma vez que det Df (up) # 0 e det é uma fungdo continua, existe uma vizi-
nhanca aberta Uy de ug na qual det Df (u) # 0 para todo u € U.

Pelo Teorema da Aplicacdo Injetora, existe & > 0 tal que V := Bs(ug) C Upe f: V — f(V)
tem inversa ¢ : f(V) — V. Como det Df(u) # 0 para todo u € Uy, podemos entdo aplicar o
Corolario 4.14 e concluir que W := f(V) C R" é um conjunto aberto.*

Assim, basta mostrar que ¢ : W — V é diferencidvel. Se { € W, entdo { = f(u) para
u € V. Entdo, como f é diferencidavel em u, temos

f(ur) = f(u) = Df(u) - (ug — u) +r(h),

em que u; —u = her(h)/||h|| — 0 quando h — 0. Multiplicando a tltima igualdade por
[Df(u)]~!, obtemos

up —u=[Df(u)]~ - Df(u) - (uy —u) = [Df(w)]'[f (ur) — f(u) —r(h)].
Como u; = g(& + k) para algum k € R", decorre dai que

g(&+k) —g(@) = [Df ()] -k —[Df()]~"-r(h).
Mas

Kl Il 1]

Uma vez que k — 0 se, e somente se, h — 0, para concluir nossa demonstra¢do basta mostrar
que |||/ k|| permanece limitado quando k — 0. Mas

|1 1

w SC o MKz Elnl e if k) = fwll = Clrl,
a ultima desigualdade tendo sido provada no Corolario 4.10.

Para completarmos a prova, basta mostrarmos que ¢ = f~! é de classe C!. Mas Dg(¢) =

[Df(g(&))]~!. Como as aplicacdes & — ¢(¢&), u — Df(u) e Df(u) — [Df(u)]! sdo todas
continuas, o resultado é imediato. O

DAL _ ML 1oyt 1Y,

3Em espagos de Banach, um homeomorfismo linear.
#Uma maneira alternativa de provar que f(V) é aberto é aplicar o Corolério 4.6.
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Corolario 4.16 Sejam U C R" um aberto e f : U — R" uma aplicacido C. Entdo f é um difeomor-
fismo local se, e somente se, det J f (u) # 0 para todo u € U.

4.6 EXERCICIOS

1.

10.

Na Observacgdo 4.2 mostramos que uma aplicagdo f : U C R" — V C R" s6 pode
ser um difeomorfismo (local ou global) se n = m. Sejam agora X, Y espagos normados
de dimensdo finita. Se f : U C X — V C Y for um difeomorfismo, conclua que
dim X = dimY. E se soubermos apenas que um desses espacos tem dimensao finita?
Podemos chegar a mesma conclusao?

. Mostre que todo difeomorfismo local f : U — V entre o aberto U C R" e o conjunto V' C

R é uma aplicacdo aberta. Conclua que um difeomorfismo local é um difeomorfismo
global se, e somente se, for bijetor.

. Interprete a Proposi¢do 4.7 em termos da definigdo de f ser diferenciavel no ponto u.

Demonstre o Corolério 4.10.

. Seja A € M,», uma matriz positiva definida (isto é, A é simétrica e (Ax,x) > 0 para

todo R"” 3 x # 0).

(a) Mostre que A define um produto interno no R".

**(b) Seja B outra matriz simétrica. Mostre que existe uma matriz M tal que M'AM = |
e M'BM = D, em que D é uma matriz diagonal. (Em alguns textos exprime-se esse
fato dizendo que as formas bilineares (associadas as matrizes) A e B sdo simulta-
neamente diagonalizaveis. Contudo, é bom ressaltar que esse ndo é o significado
usual de diagonalizacdo simultdnea de matrizes, que procura uma mudanga de
base P tal que P"'AP e P~!BP sejam ambas matrizes diagonais.)

Seja A € M« uma matriz de posto r. Mostre que r é o maior ntimero natural tal que
A possui uma submatriz A, com det A, # 0.

Seja f : R" — R" de classe C! tal que ||f'(x) — I|| < k < 1 para todo x € R". Mostre
que f é sobrejetora.

. Sejam U C R" um aberto e f : U — R™ diferencidvel no ponto uy € U. Mostre que,

se a derivada f'(ug) for injetora, entdo existem § > 0 e ¢ > 0 de modo que ||| < &
implica ug +h € Ue || f(up+h)— f(ug)|| > c||h||. Isso significa, em particular, que
f(u) # f(up) nessa vizinhanga de uy. (Compare com o Teorema da Aplicacao Injetora!)

. Sejam U C R" aberto e f : U — R" diferencidvel. Se f~1(0) contiver um ponto de

acumulagdo a € R", entdo f'(a) ndo é sobrejetora.

Seja ¢ : R" — R uma aplicagdo de classe C! tal que ||g’(x)|| < 1 para todo x € R".
Mostre que f : R" — R" dada por f(x) = x + g(x) é um difeomorfismo de classe
C! sobre um aberto do R". Mostre, através de um contra-exemplo, que a condigio
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

g’ (x)]| < A < 1n&o pode ser dispensada, se quisermos concluir que f é um difeomor-
tismo sobre R". (Cuidado! A aplicacdo g pode ndo ser uma contracao!)

Defina o subconjunto das aplicagdes lineares simétricas por S = {T € L(R",R") :
T* = T}, em que T* denota a adjunta da aplicagao T.
(a) Mostre que S é um subespago de dimenséo n(n +1)/2.

(b) Seja U C S o subconjunto das aplicagdes positivas definidas. Mostre que U é um
aberto convexo.

(c) Mostre que f : U — U dada por f(X) = X? é um difeomorfismo de U sobre si
mesmo.

(d) Generalize o resultado anterior. Mais precisamente, mostre que f(X) = X* é um
difeomorfismo C! de U sobre U, paratodok € N, k > 2.

Seja f : L(R",R") — L(R",R") dada por f(X) = X2 Mostre que f é um difeomor-
fismo de uma vizinhanga da identidade sobre outra vizinhanga da identidade, mas que
essa aplicagdo ndo é um difeomorfismo local no espago L£(R",R") e também né&o é so-
brejetora.

Seja A € M, «, uma matriz qualquer. Defina a matriz exponencial de A por

0 Al
exp(A) = e = A emque A’=1L

TG

i=0

(a) Mostre que e” estd bem definida, isto é, que a série converge.
(b) Se f(A) = e, mostre que f'(0) = 1.

(c) Mostre que f é um difeomorfismo de uma vizinhanca de 0 sobre uma vizinhanga
da identidade.

Sejam « > 1 e c nimeros reais. Seja U C R" um aberto conexo. Se f : U — R" satisfizer
1f () = fF@) < cllu=ol|, Yuoel,

mostre que f é constante em U.

Seja f : U C R" — R" uma fungao diferenciédvel. Suponha que || f(u)|| = (f(u), f(u))1/?
é constante para todo u € U. Mostre entdo que det Jf (1) = 0 em U.

Seja f : R" — R™ diferencidvel. Mostre que

If(x) = f(w)]
Iyl

= sup || f'(x)].
Rl’l
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Desde os cursos de calculo sabemos que, dada uma equagédo do tipo f(x,y) = 0, temos y
dado como uma funcéo diferencidvel da varidvel x numa vizinhanga de um ponto (x, o), se
f(x0,v0) = 0e fy(x0,y0) # 0. Sendo mais preciso, dado um ponto (xo, o) tal que f(xo,y0) =
0, existe uma vizinhanca V de xp e uma vizinhanca W de y tal que, para todo x € V, existe
um unico y € W satisfazendo f(x,y) = 0. A fungdo ¢ : V — W que associa a cada x € V tal
y € W satisfazendo f(x,y) = 0é diferenciavel e g'(x) = — fx(x,y)/ fy(x,y). Para se obter essa

< . o f of . .. ) y
ConClusaO, €ra necessaria a hlpotese de o e @ existirem e serem continuas numa VlZlnhan(;a
de (Xo, yO) :

Vamos agora estudar essa questdo num contexto mais geral: queremos saber quando um
sistema de equagdes em vdrias varidveis

fl(xl,...,xn) =0
fz(xl,...,xn) =0

fm(xl,...,xn) =0

define, localmente, um grupo delas como funcdo das outras. Observe que um sistema desse
tipo pode ser escrito como f(x) =0, em que f : R” — R™ é dada por f = (f1,..., fm)-

Observacio 5.1 E importante notar que o Teorema da Aplicacdo Inversa trata de um caso
particular do tipo de problema considerado pelo Teorema da Aplicacdo Implicita: dada uma
funcdo f : U C R" — R" de classe C! definida no aberto U, se Df(ug) for invertivel, entdo
f serd invertivel numa vizinhanca de ug. Quer dizer, existe uma vizinhanca aberta W de
Yo = f(up) e uma vizinhanga aberta V' de u tal que, para todo y € W, existe um tinico x € V
tal que f(x) = v.

Ou seja, consideremos g : R" x R" — R" dada por g(x,y) = f(x) —y ou, o que é o

58
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mesmo, o sistema

fl(xlz---;xn)_]/l o .- 0 =0
fZ(xll' . -/-xi’l) _yz tee 0 =0
fn(xlr---/xn) O _yn - O

Pelo Teorema da Aplicagdo Inversa temos que, numa vizinhanga de um ponto (u, yo)
satisfazendo g(uo,yo) = 0 (isto é, um ponto (ug, yo) que é solucdo do sistema anterior), se
<x(uo,y0) for invertivel, a equacdo g(u,y) = 0 define u como funcdo diferencidvel de y. Es-
tamos denotando por gx (1o, yo) a derivada da fungao g considerada apenas como funcao da
primeira variavel, isto é, a aplicagdo linear cuja matriz com relagdo a base canonica é dada
por

Do
%(uo,yo)

I i,j=1,....n

Tal matriz corresponde a matriz jacobiana de f. <

Consideremos, inicialmente, um sistema L - x = 0, com L : R” — R linear. Nesse caso,
o sistema pode ser escrito como

annxy + o0+ apxy, = 0
Am1X1 + T + AmnXn — O

Como o Teorema do Ntcleo e da Imagem é o principal resultado a respeito de tais siste-
mas, vamos supor que /m = dim(im L). Assim, em particular, uma forma escalonada daquele
sistema deve possuir exatamente m piv0s, e m é o posto da matriz associada ao sistema.

De acordo com o Teorema do Nucleo e da Imagem, temos

m+dimker f =n,

quer dizer, n = m + k, em que k > 0 é a dimensdo do espago-solugdo do sistema. (Com a
linguagem de escalonamento de uma matriz, estamos dizendo que o nimero de graus de
liberdade - isto é, o nimero de varidveis que ndo correspondem a pivos — é igual a k.)

Vamos supor que as m primeiras varidveis sejam todas pivos. (Essa hip6tese corresponde
a um possivel reordenamento das varidveis.) Nesse caso, a forma escalonada reduzida por
linhas do sistema tem o seguinte formato:

X1 + e Xm+1 + oo+ amxs = 0
X2 + D) Xm+1 + oo+ amxn = 0

Concluimos que temos x1, ..., x; como funcdo das varidveis livres, que sdo as varidveis
restantes. Observe que a condigdo das m primeiras varidveis serem pivds significa que a
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matriz jacobiana (ai]') de L tem sua submatriz (ay/) invertivel, k,¢ € {1,...,m}. Podemos
entdo descrever o caso linear da seguinte maneira: dada L : R"** — R™ linear, tal que

JL,;

det (W) = det(aj)je1,..my 7 0,
] P
ije{1,...m}

entdo as solucdes do sistema f(x) = 0 sao dadas por f(g(x),x) = 0, em que g : RF — R™,

O Teorema da Aplicagdo Implicita garante que um sistema da forma f(x) = 0, em que
f:UCR"xRF - R™ ¢ de classe C', se comporta localmente, na vizinhanga de um ponto
X = (x0,y0) € U, como o sistema linear L - X = 0, em que L = Df(xo,1o), desde que
L1 = D1f(x0,y0) : R™ — R™ seja invertivel.

Ao invés de mostrarmos o Teorema da Aplicacdo Implicita, mostraremos um resultado
mais forte. Para motivarmos esse resultado, comegamos estudando um exemplo particular.

Exemplo 1 Consideremos f : R? — R dada por f(x,y) = y — x2. Entdo f~1(0) = {(x,y) :
y—x> =0} = {(x,y) : y = x*}. Da mesma forma, f~1(1) = {(x,y) : y = x*2 +1},
A=) ={(xy) : y=2*—1}etc

As imagens inversas dos pontos do contradominio estabelecem fibras no dominio. No
caso, as fibras correspondem a paréabolas.

Gostariamos de "endireitar" essas fibras, isto é, transformaé-las em retas horizontais. Ora,
é possivel projetar um ponto de cada fibra injetivamente no eixo x. Para determinarmos a
coordenada y, escolheremos sempre o vértice da respectiva pardbola. Assim, somos levados
a fungéo

p:R2=RY p(rny) = (xy— 7).

Através do difeomorfismo 1, transformamos as fibras definidas no dominio de f em retas
horizontais no plano R2. Agora consideremos a inversa ¢ do difeomorfismo . A aplicagdo ¢
¢ dada por ¢(x,z) = (x,x* + z). Ela transforma as retas horizontais nas fibras determinadas
por f, isto é, nas imagens inversas de valores do contradominio. Assim, a composta f o ¢
transforma as retas horizontais nas respectivas imagens das fibras de f. Mais precisamente,

(fod)(x,2) = f(x,x* +2) =z

Em outras palavras, temos que f o ¢ = I, em que I'l; é a projecdo definida por ITy(x,z) =
z. Veja a Figura 5.1. <

Nosso objetivo é mostrar que o comportamento descrito para a aplicagdo f do exemplo
anterior pode ser estendido para uma classe grande de aplicagdes ¢ : R" — R™. Notamos
algumas caracteristicas da aplicagdo f do Exemplo 1: f é uma aplicacdo C! e sua derivada
Df(x,y) = (2x 1)t ¢ uma aplicacdo linear sobrejetora. Nossa meta é mostrar que, sob essas
hipéteses, o resultado do Exemplo 1 pode ser estendido para aplicagdes arbitrarias f : U C
R" — R™.

Defini¢do 5.2 Seja U C R" um aberto. Uma aplicagdo diferencidvel f : U — R™ é uma submersdo
se, para todo u € U, a derivada Df(u) : R" — R™ for sobrejetora.
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W x Z 4

— ¢ = f(xo0,¥0)

(xo,¢)

v Y
Ay U

w X0 X

Figura 5.1: O difeomorfismo ¢ = ¢! retifica as fibras de f, de modo que (f o ¢)(x,z) = z
para todo (x,z) € W x Z.

Note que, de acordo com a Regra da Cadeia, a composta de duas submersdes ainda é uma
submersao.

Exemplo 2 Seja I, : R" x R™ — R™ a projegdo definida por I (x,y) = y. Como I'ly(x,y) =
I, I'l, é uma submersao.

A Forma Local das Submersdes mostra que toda submersao comporta-se localmente como
uma projecdo. Mais exatamente, toda submersdo comporta-se localmente como a projegao
apresentada no Exemplo 2.

Teorema 5.3 (Forma Local das Submersdes)

Sejam U C R™" um aberto e f : U — R™ uma fungdo de classe C1. Suponha que, para algum
ug € U, f'(ug) : R™T" — R™ seja sobrejetora.

Entdo, para toda decomposicio' R"" = X ® Y (com ug = (x0,y0)) tal que Daf (x0,v0) : Y —
R™ seja um isomorfismo, existe um difeomorfismo ¢ : W x Z — V tal que (f o ¢p)(x,z) = I (x,z) =
z para todo (x,z) € W x Z, em que W > xq é um aberto em X, Z > f(xo,Yo) é um aberto no R™ e
V' 3 (x0,Y0) é um aberto contido em U. (Veja a Figura 5.1.)

Demonstragio: Defina S = D1f(x,y0) : X — R" e T = Dyf(x0,y0) : Y — R™. Considere
entdo a aplicagdo ¢ : U C X x Y — X x R" dada por

v(xy) = (x, f(x,y)).

!Também podemos escrever R” = X x Y.
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Afirmamos que 1 é um difeomorfismo local numa vizinhanga de uy = (xg,yo). Ora, a repre-
sentacdo "matricial" da derivada dessa fungao é

I 0

S T )’

I 0
-7l 11 )~

como podemos verificar facilmente.> Assim, ¢ (xg, yo) € um isomorfismo.

De acordo com o Teorema da Aplicacdo Inversa,  é um difeomorfismo de uma vizinhanca
de up = (x9,y0) contida em U em uma vizinhanga aberta de (xo, ¢). Escolhemos a vizinhanga
de (xp,c) na forma W x Z, com W C X aberto contendo xg e Z C R™ aberto contendo c.
Definimos entdao V. = ¢ }(Wx Z)e¢p = ¢! : WxZ — V. Afirmamos que fo¢p =
Ih|yxw, em que ITp : X x R" — R™ é dada por II;(w,z) = z. De fato, seja ¢p(w,z) =
(p1(w,z), p2(w, z)). Como

(w,2) = (Yo ¢)(w,2) = P(¢1(w, 2), P2(w, 2)) = (¢1(w, 2), f(P1(w, 2), $2(w, 2))),

a qual tem inversa?

vemos que ¢ (w,z) = w e, portanto,

p(w,2) = (W, 2(w,2)) = (w,2) = (w, f(w,$2(w,2)))

e, aplicando I'l; na segunda igualdade, obtemos
z=f(w,¢2(w,z)), para (w,z) € WX Z, (5.1)
etambém que fo¢ : W x Z — Z éigual a Ilp|w«z, pois
(fop)(w,z) = f(w, da(w,2)) = z.
Enunciamos agora duas conseqiiéncias imediatas da Forma Local das Submersdes:
Corolario 5.4 Toda submersio de classe C' é uma aplicacio aberta.

Corolério 5.5 Se f : U — R™ de classe C! tiver f'(ug) sobrejetora, entiio f'(z) é sobrejetora numa
vizinhanga de uy.

O préximo coroldrio é o Teorema da Aplicagdo Implicita. Note que, mudando de notagao
utilizada na introdugéo, estamos colocando as tltimas coordenadas em funcdo das primeiras.

2Basta também notar que essa matriz tem determinante nao nulo.

3Uma outra maneira de comprovar o mesmo fato: ® - (h,k) = ¢’ (xo,yo) - (h, k)
é a aplicacdo linear ®~! dada por @ '(&, 8) = (&, T~!- (B — S - a)), pois @1 (h,
T-k—S-h)=(hk)eda T (B-S-a)=(aS a+T-(T'-(B-S-a)))

(h,S-h+T-k), cujainversa
“h+T-k)=(h,TYS -h+
(@, B)-

I«
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Corolario 5.6 (Teorema da Aplicacao Implicita)

Sejam U C R™™ ym aberto e f : U — R™ uma aplicagio de classe C'. Suponha que R" " =
X @Y é uma decomposicio em soma direta tal que, para ug = (xo,yo) € U, tenhamos um isomorfismo
Dy f(x0,40) : Y — R™. Denote f(uy) = ¢ € R™. Entdo existem abertos W C X contendo xg e
V C U contendo uy tais que, para todo x € W, existe um iinico ¢(x) € Y tal que (x,{(x)) € Ve

f(x,8(x) =c

A aplicacio & : W — Y assim definida é de classe C' e sua derivada é dada por

¢'(x) = —[Daf (x,&(x))] ™ 0 D1 f(x,&(x)).

oy ~

N

RWL
¢(x) = ¢a(x,¢) f
Z

¢ ) c = f(xo0,%0)

Figura 5.2: A aplicagdo ¢ : W — Y transforma W na fibra f ~!(c). Compare com a Figura 5.1.

Demonstra¢do: Considere o difeomorfismo ¢ : W x Z — V dado pela Forma Local das
Submersdes, entre os abertos W x Z C X x R" e V C U, difeomorfismo esse que satisfaz
fo¢p = II. Como ¢ = (¢p1,¢2), temos ¢a(w,z) € Ve f(w,¢2(w,z)) = z, para qualquer
(w,z) € W x Z, de acordo com a equacgéo (5.1).

Definimos agora ¢ : W — Y por {(x) = ¢2(x,c). Entdo, se x € W, claramente vale
f(x,&(x)) = f(x,¢2(x,c)) = c. Para mostrarmos a unicidade de &(x), suponha que (x,y) € V

satisfaga f(x,y) = c. Entdo (x,y) = (¢ o ) (x,y) = ¢(x, f(x,y)) = ¢(x,¢) = (x,¢a2(x,¢)) =
(x,¢(x)), de onde segue-se que y = ¢(x). Finalmente, derivando f(x,¢(x)) = c, obtemos

Dyf(x,&(x)) + Daf(x,&(x)) - &'(x) =0, ou seja,
&'(x) = =[Daf (x,(x))] " - D1f (x,(x)). O
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Observacao 5.7 Podemos explicitar a unicidade de ¢ de maneira distinta: ¢ é a unica apli-
cagdo continua ¢ : W — Y tal que {(x9) = yo e f(x,¢(x)) = c. De fato, podemos supor
que W seja conexo.* Suponhamos que a aplicagdo continua A : W — Y também satisfaca
Alxg) = yo e f(x,A(x)) = ¢ para todo x € W. Definimos F = {x € W : &(x) = A(x)}.
Claramente F é fechado em W. Mas, como na prova de unicidade de ¢, também temos que
F={xeW: (x,A(x)) € V}, de modo que F é aberto em W. Como W é conexo e xy € F,
temos W = F. <

Exemplo 3 Seja f : U C R> — R uma fungéo continua. Suponhamos que (0,0) € U e que,
para todo (x,y) € U, tenhamos

(X + ) f (o y) + [f(xy)] = 1.

Afirmamos que existe uma vizinhanga aberta V > (0,0) na qual f € C.

De fato, considere F : R® — R definida por F(x,y,z) = (x* +y°)z + z°. Entao F(0,0,1) =
1 e dF/dz = x* 4+ y® + 928, derivada parcial que é nula apenas quando (x,y,z) = (0,0,0).
Pelo Teorema da Aplicagdo Implicita, existem uma vizinhanca aberta V 5 (0,0) e uma tnica
funcdo continua ¢ : V — Rtalque (0,0) =1e F(x,y,z) = F(x,y,¢(x,y)) = F(0,0,1) = 1. A
unicidade de ¢ nos garante que f = ¢ em V. Mas o Teorema da Aplicacdo Implicita também
garante que ¢ € Cl. Isso prova o afirmado. <

5.2 FORMA LOCAL DAS IMERSOES

Definicdo 5.8 Seja U C R" um aberto. Uma aplicagio diferencidvel f : U — R™ é uma imersdo
se, para todo u € U, Df (u) for injetora.

Decorre da Regra da Cadeia que a composta de imersdes é uma imersao.

Exemplo 4 Seja i : R" — R"” x R™ a aplicacdo inclusdo, isto é, i(x) = (x,0). Entdo i'(x) = i,
de modo que i é uma imersao. <

Exemplo 5 Considere f : R — R? dada por f(t) = (t,t?). Entdo f transforma a reta na
parébola y = x2. Gostariamos de "endireitar" essa parabola no espaco R?, isto ¢, transforma-
la numa reta horizontal em R?. Vamos proceder como no Exemplo 1, de modo que somos
levados ao difeomorfismo®  : R? — R? dado por (x,y) = (x, x> — y). Note que { estabelece,
em particular, um difeomorfismo entre a pardbola y = x? e a reta horizontal (x,0) C R2.

Se considerarmos a composta o f : R — R?, vemos que (£ o f)(t) = {(t,t*) = (t,0). Ou
seja, mostramos que f comporta-se como no Exemplo 4. <

A Forma Local das Imersdes assegura que toda imersdo C! comporta-se localmente como
a inclusdo apresentada no Exemplo 4.

4Ge esse nio fosse o caso, reduziriamos a vizinhanca W > xy de modo a obter um conexo.

SComparando esse exemplo com o Exemplo 1, notamos que foi "natural" obter o difeomorfismo ¥, enquanto
o difeomorfismo ¢ foi conseguido mediante comparagdo com aquele exemplo. Isso deve-se ao fato de que a
projecdo Iy (x,y) = x também retifica a parabola y = x?, de modo que existem vérias aplicacdes que produzem
o mesmo resultado. Mas # é um difeomorfismo, enquanto I'l; ndo é. Para estabelecermos uma semelhanca entre
os dois exemplos, devemos considerar a familia de pardbolas fc(t) = (t,t* + C) e entdo obter .
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Lema 5.9 Seja E C R"™™ um subespago de dimensio n. Entdo existe um espago R™, gerado por
vetores da base candnica de R" ™ tal que E® R"™ = R+m,

Demonstrag¢do: Considere uma base {uj,...,uy,} de E. Se E for um subespaco proprio
do R"*P, existe um vetor ej da base candnica do R tal que ¢;, ¢ E. Considere agora
Ei =< uq,..  Um,€j; >, 0 subespaco gerado pelos vetores {1, ..., um,ejl}. Como esse sub-
espaco tétm dimensdo m + 1, se p > 1, entdo podemos repetir o processo. Dessa maneira,
encontramos uma base {ul,...,um,ejl,...,e]-p} de R"™*P, sendo ej,, ..., ej, vetores da base

candnica do R™*7. Essa base gera a decomposi¢gdo R"*? = E & RP?. O

Teorema 5.10 (Forma Local das Imersdes)

Sejam U C R" um aberto e f : U — R uma aplicacio C'. Suponha que, para uy € U,
Df (uo) seja injetora. Entdo existe um difeomorfismo { : Z C R™" — V x W C R" x R™, definido
no aberto Z > f(ug) e tomando valores no aberto V-x W, em que V. C U é um aberto contendo uy,
tal que

(o f)(u) =(w,0), VueV.

R™
A
Z
fv)
/E
Rn+m
|
/
(Cof)
—_—
l\l ‘\/ up ' ' R" [ R— (uo,O)
I

VxWCR"xR"

Figura 5.3: O difeomorfismo ¢ é tal que (f o {)(u) = (u,0) para todo u € V. A composta
Iy o {|¢(v) € ainversa de f.

Demonstragido: Seja E = f(ug) - R". Considere o espago R™ gerado por vetores da base
candnica do R"™™ tal que R"*" = E ¢ R™, dado pelo Lema 5.9. A derivada Df (1) é um
isomorfismo de R” em E.

Defina 7 : U x R™ — R"™" por(u,y) = f(u) +y. Entdo 5 é uma aplicagdo C?, 17(up,0) =
f(ug) e Dy(up,0) - (h,k) = (Df(uo) - h, k). Logo, Dy(up,0) : R" x R" — E x R™ é um
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isomorfismo. Pelo Teorema da Aplicacdo Inversa, 77 € um difeomorfismo de uma vizinhanca
de (u9,0) (que podemos escolher na forma V x W, com V C U aberto e W C R™ aberto)
numa vizinhanga aberta Z C R"™™ = E®R™. Seja { : Z C R"™™" — V x W o difeomorfismo
inverso de 1. Como 7 (u,0) = f(u), temos ({ o f)(u) = (L on)(u,0) = (u,0). O

Corolério 5.11 Sejam U C R" aberto e f : U — R"™ uma aplicacio de classe C'. Se f'(uo)
for injetora para algum ug € U, entio existe um aberto V. > ug tal que f : V. — f(V) é um
homeomorfismo cujo inverso f =1 : f(V) — V é a restricio de uma aplicacio & : Z — V de classe C.

Demonstra¢dao: Tome V e Z como na Forma Local das Imersdes e defina ¢ = I1; o {, em que
IT; : V X W — V é a primeira projegdo. Vale (o f)(x) = (ITyo{ o f)(x) = I1;(x,0) = x para
x € V, mostrando que &|¢(V) = f~1. Ja vimos que & € C', completando a demonstragao.
(Veja a Figura 5.3.) O

Observagdo 5.12 Decorre imediatamente do Corolario que, se f : U — R"*™ for de classe C!
com f(ug) injetora, entdo f'(u) : R" — R"™™ ¢ injetora para todou € V 3 ug,emque V C U
é um aberto. De fato, o Corolario 5.11 garante que (¢ o f)(u) = x para u € V; pela Regra da
Cadeia, &'(f(u)) - f'(u) =Iparatodou € V. <

5.3 O TEOREMA DO POSTO

Definicdo 5.13 Seja U C R" um aberto. O posto de uma aplicagdo diferencidvel f : U — R™ no
ponto u € U é o posto da derivada Df (u) : R" — R™.

Em geral, o posto de uma aplica¢do diferencidvel varia de ponto a ponto. A func¢do que
associa a cada aplicagéo f : U C R" — R de classe C! o0 seu posto no ponto u € U é semi-
continua inferiormente. Isso quer dizer que, se f tem posto m no ponto u € U, entdo existe
uma bola aberta B, (u) C U tal que o posto de Df () é maior ou igual a m em todos os pontos
de B,(u). De fato, existe uma submatriz m x m de Jf(u) com determinante ndo-nulo. (Veja
o Exercicio 6 do Capitulo 4.) Por continuidade, esse determinante é ndo-nulo em toda uma
bola aberta B,(u) em torno de u. Nesses pontos, o posto de f é, no minimo, igual a m.

Lema 5.14 Para todo subespago m-dimensional E C R™ P existe uma decomposicio® R" P = R™ &
R? tal que a projecio Iy : R™ & RP — R™ (dada por Iy (u,v) = u) é um isomorfismo de E no R™.

Demonstrag¢do: Como na demonstragdo do Lema 5.9, considere uma decomposi¢do R" ™" =
E & R™, em que R™ é um espaco gerado pela base canonica de R" ™.

Consideremos agora a primeira projecdo Il; = R™ @ R?, em que R? é, como antes, o
espago gerado por {ej, ..., ejp} e R" o espago gerado pelos demais vetores da base candnica
do R™*P. A primeira projegdo IT; : R"*? = R™ @ RP — R™ leva todos os vetores de R? no
vetor 0. Dado x € R™, como x € E G R?, temos que x = x; +y € E®RF. Mas x =I1;(x) =
ITy(x1 +y) = IIj(x1), mostrando que I'Tj|g : E — R™ é sobrejetora. Como E e R™ tém a
mesma dimensao, concluimos que I1; leva E isomorficamente em R". O

®Como antes, essa decomposicio estd sendo gerada pelos vetores da base candnica do R 7.
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Definicdo 5.15 Um subconjunto A C E X F é verticalmente convexo, se todo segmento de reta
unindo os pontos P = (x,y') e Q = (x,y"), com P,Q € A, estd inteiramente contido em A.

Lema 5.16 Seja U C R™ x R" um aberto verticalmente convexo. Se f : U — RP é tal que
Dyf(u) = 0 em U, entdo f independe da sequnda varidvel, isto é, f(x,y) = f(x,y") para quais-
quer (x,vy), (x,y") € U.

Demonstragio: Dados P = (x,y) e Q = (x,y') em U, 0 caminho ¢ : [0,1] — R? definido por
¢(t) = f(x, (1 —t)y + ty’) estd bem definido e é diferencidvel. Como

¢'(t) = Daf (x, 1= By +1y') - (y —y) =0,
concluimos que ¢ é constante. Logo ¢(0) = ¢(1),isto é, f(x,y) = f(x,y'). O

Teorema 5.17 (Teorema do Posto)

Sejam U C R™" um aberto e f : U — R™P uma aplicagio de classe C'. Suponhamos que f
tenha posto m em cada ponto de U. Entdo, para todo ug € U, existem difeomorfismos o : W x Z C
R"@R" -V CcUep:f(V):WxZ CR" @R tais que

(Bofoa): W x ZCR"®R" — W x Z' C R"®R?

(x ., y) — (x , 0).
T RP 4
1%
f fv)
D
1%
Rm
t |
Rl’l‘
Yo R4
W.
Wl\
Z X0 ’ Him (H] o f o (VP) V4 (X(),O) R;l

Figura 5.4: Para cada u € V, as imagem inversas f~'(f(u)), constituem fibras no dominio
de f. O difeomorfismo ¢! retifica essas fibras de f, enquanto o difeomorfismo { transforma
f(V)em Z x {0}. O diagrama é comutativo: cada uma das retas verticais no dominio de ¢ é
levada por ITj o f o { num tnico ponto em Z x {0}, assim como cada uma das fibras de f em
V é levada em um tnico ponto de f(V).
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Demonstragio: Defina E = Df(up) - R"*" C R™*P. Como dim E = m, o Lema 5.14 mostra
que existe uma decomposi¢do R"*P = R™ @ R, tal que a projecdo Iy : R" @ R¥ — R™,
dada por Iy (z, w) = z, aplica E isomorficamente em R™. Isso quer dizer que D(I1; o f)(uy) :
R™*" — R™ é dada por I1j o Df (1), concluimos que D(IT; o f)(ug) é sobrejetora. Se ug €
U C R™ @ R", a Forma Local das Submersoes’ garante a existéncia de um difeomorfismo ¢
de classe C!, definido no aberto Zg x W > (xo, f(up)) e tomando valores no aberto V' C U,
com uy € V/, tal que ((ITy o f) o ¢p)(x,y) = x para todo (x,y) € Zy x W C R™ x R". Dai
deduzinllos que (fo¢)(x,y) = (x,A(x,2)), em que A : Zy x W — RP é uma aplicagdo de
classe C.

& R

f \/ﬂm
_ >

f(uo)
\_ v
R
T ¢ l T
R}
Yo
W.
Z\O X0 ' igm (H1 o f o g?)) Z\O X0 ' ﬁ%m

Figura 5.5: A aplicagdo I1; o f é uma submersdo. O difeomorfismo ¢ retifica as fibras de f.
Afirmamos que DyA(x,y) = 0 para todo (x,y) € W x Z. De fato, a matriz jacobiana de

D(f o ¢) tem a forma
I 0
(45)

em que B = DyA(x,y). Examinando a colunas dessa matriz, percebemos que se fosse B # 0,
entdo D(f o ¢) teria posto maior do que m, pois o posto de I é igual a m.> Como o aberto

“Note que, no presente caso, a primeira varidvel estd desempenhando o papel da segunda variével na Figura
5.1.

8Note que o posto de f o ¢ é igual ao posto de f. Observe que o mesmo argumento implica que as linhas de
A sdo combinagdes lineares das linhas de I, o que é ébvio.
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Z C R" pode ser tomado convexo, podemos aplicar o Lema 5.16 e concluir que A(x,y) ndo
depende de y.

Suponhamos que ¢(xp, o) = ug. Agora consideramos a inje¢do i : Zg C R™ — Zy x W C
R™ x R" dada por i(x) = (x,10) e a composta fopoi: Zy — R™ x RF. Essa é a aplicagdo
de classe C! tal que (fopoi)(x) = (fod)(x,y0) = f(x,A(x,0)). Note que (fo¢poi)(x) =
f(x,A(x,y0)) = f(x,A(x,y)) para todo y € Z, pois A ndo depende de y. Além disso, a
derivada de f o ¢ oi tem posto m no ponto xy, sendo, portanto, injetora. De acordo com a
Forma Local das Imersodes, existe um difeomorfismo ¢ definido numa vizinhanca aberta de
f(up) e tomando valores num aberto de R™ x R", de forma que { o f o p oi(x) = (x,0) para
todox € Z C Zj.

7 N v

- /

I?Rm

R

Yo i(Zo)

t

N
Y 7

Zo X0 R™

Figura 5.6: A aplicagdo f o ¢ o i é uma imersdo.
Como (fogoi)(x) = fop(x,y) paratodoy € Z, concluimos que ({o fo¢)(x,y) = (x,0)
para todo (x,y) € W x Z. O

Corolario 5.18 Sejam U C R" um abertoe f : U — R™ uma aplicacio C' com posto constante em
U. Entdo:

(i) aaplicagdo f é localmente injetora se, e somente se, for uma imersio;



70 CAPITULO 5. APLICACOES IMPLICITAS

(ii) a aplicagdo f é aberta se, e somente se, for uma submersao.

Demonstragio: (i) Se f for uma imersao, o resultado é conseqiiéncia imediata da Forma Local
das Imersdes. Suponhamos que o posto de f fosse igual a p, com p < n. Pelo Teorema do
Posto, a aplicagdo (¢ o f o {)(x,y) = (x,0) definida no aberto Z x W C R? x R""P ndo seria
injetora e, portanto, f ndo seria injetora. Logo, se f for injetora, devemos ter n — p = 0, ou
seja, p = n.

(ii) O Corolério 5.4 garante que toda submersao é uma aplicagdo aberta. Suponhamos que
o posto de f fosse p < m. Pelo Teorema do Posto, a aplicacdo (¢ o fo{)(x,y) = (x,0) definida
no aberto Z x W C R x R"77, teria a imagem de V = ¢(Z x W) = Z x {0} ndo-aberta, o
que implica que f(V) ndo é aberto. Contradicao. O

Proposigdo 5.19 Sejam U C R" abertoe f : U — R™ uma aplicagio de classe C'. Defina A, como
o interior do conjunto dos pontos de U nos quais f tem posto v, parar = 0,1,...,p = min{m,n}.
Entdo, o conjunto

A=A)UAIU...UA,

é um aberto denso em U.

Demonstracido: Queremos provar que, para todo aberto ndo-vazio V. C U, vale VN A # @.
Considere um aberto V arbitrdrio. Como o posto de f em V s6 assume um ntimero finito
de valores, existe um ponto a € V no qual f'(x) < f'(a) para todo x € V. Como o posto é
uma fungdo semi-continua inferiormente, existe uma bola aberta B,(a) no qual f tem posto
maior ou igual ao posto de f(a) em todos os pontos dessa bola. Escolhendo r suficientemente
pequeno, temos B,(a) C V. Temos entdo que f'(x) tem posto exatamente igual a f'(a) para
todo x € B,(a) C V. Isso mostra que B,(a) C A, e, portanto, @ # B,(a) C VN A. O

Em geral, vérios conjuntos A, da Proposicdo anterior sdo vazios. Por outro lado, o con-
junto A, (que pode ser o conjunto vazio) € um conjunto aberto mesmo se, em sua definigéo,
ndo tomarmos o interior.

Coroldrio 5.20 Sejam U C R" um aberto e f : U — R™ uma aplicagdo de classe C'. Entio existe
um conjunto A C U, aberto e denso, no qual f tem posto constante em cada componente conexa de A.

Demonstragao: Basta tomar A = Ag U A1 U...U A, como na Proposigao 5.19. Cada compo-
nente conexa de A estd contida em algum A; (pois A; N A; = @ parai # j. Nessa componente
conexa (se ndo-vazia) o posto de f é igual a i. O

Corolario 5.21 Sejam U C R" um aberto e f : U — R™ localmente injetora e de classe C1. Entdo o
conjunto dos pontos u € U, nos quais f'(u) é injetora, é um conjunto aberto e denso em U.

Demonstracido: Suponhamos que A; # @. Por hipétese, f é localmente injetora nesse con-
]unto Por outro lado, o Corolério 5.18 garante que f é uma imersdo. Isso quer dizer que
i = me, portanto A = A;;. Como A é denso em U, o resultado estd provado. (Note que, em
particular, n < m.) O

O argumento utilizado na dltima demonstragdo também mostra o seguinte resultado:
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Corolario 5.22 Sejam U C R" um abertoe f : U — R™ uma aplicacio aberta de classe C'. Entio o
conjunto dos pontos u € U, nos quais f'(u) é sobrejetora, é um conjunto aberto e denso em U.

5.4 EXERCICIOS

1.

10.

11.

12.

Sejam U C R" abertoe ® : U — R" uma contracio de classe C!. Mostre que f : U — R”"
dada por f(u) = u+ ®(u) é um difeomorfismo de U sobre o aberto f(U).

Seja Seja f : L(R",R") — L(R",R") dada por f(X) = X*. Mostre que existem abertos
U,V C L(R",R") tais que toda matriz Y € V possui uma tnica raiz k-ésima X € U,
isto ¢, Xk =Y.

Sejam U C R" um aberto (com n > 1) e f : U — R" uma aplicacdo de classe C'.
Se o determinante da matriz jacobiana de f apenas se anula num conjunto de pontos
isolados, mostre que f é uma aplicagdo aberta.

. Utilizando o exercicio anterior, mostre o Teorema Fundamental da Algebra.

Seja f : R? — R? dada por f(x,y) = (x?,v% (x +y)?). Mostre que Df(x,y) tem posto 2
se, e somente se, (x,y) # (0,0).

Seja f : R® — R* dada por f(x,y,z) = (x*> — y?,xy,xz,zy). Mostre que Df(x,y,z) é
injetora, exceto quando x = y = 0. Determine a imagem de Df(0,0, z).

Mostre o Corolério 5.4.

Mostre o Corolério 5.5

. Sejam U C R" um aberto e f : U — R™ uma aplicagdo de classe C!. Se fi,..., fu

sdo as coordenadas de f, mostre que f é uma submersdo se, e somente se, os vetores
Vfi(u),...,Vfy(u) forem linearmente independentes em todo ponto u € U.

Mostre que, tanto na Forma Local das Submersdes quanto no Teorema da Aplicagdo
Implicita, podemos sempre tomar a decomposi¢do R”" ™" = X @Y com X =R"eY =
R". Quer dizer, sempre podemos tomar X e Y gerados pelos eixos coordenados.

Seja f : R" x R — R definida por f(wq,...,wy, x) = x" + wix™ N+ w,1x 4wy
Suponha que x( seja raiz simples do polindémio x" + a;x"~! + ... + a,. Mostre que
existem vizinhancas V' C R" de (ay,...,a,), (xo —€,x9 +€) C R de xy e uma fungdo
&:V — Rde classe C! tal que, para todo (wy, ..., wy) € V, &(wy, ..., wy,) é a Gnica raiz
da equagdo x" + w1x" ! 4 ... + w, = 0 contida no intervalo (xg — €, xg + €).

Seja f : R" x R" — R" de classe C!. Defina, para x € R fixo, fy : R" — R" por
fx(y) = f(x,y). Suponha que existam xo € R™ e yy € R" tais que fx,(v0) = Yo e que
D5 f(x9,y0) ndo possua autovalor igual a 1. Mostre que existem vizinhangas abertas
U > xpeV 3 ypeuma aplicagdo ¢ : U — R de classe C! tal que, se x € U, entdo
¢(x) € V é o tnico ponto fixo de fy em V.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Supondo provado o Teorema da Aplicagdo Implicita, use esse resultado para mostrar o
Teorema da Aplicagdo Inversa.

Sugestdo: Suponha que f : U C R" — R" seja um difeomorfismo e defina F : U x R" —
R" por F(x,y) = f(y) — x. Entdo DyF(x,y) = f'(y) é um isomorfismo, de modo que
podemos aplicar o Teorema da Aplicagdo Implicita.

Considere R? com a norma euclidiana e T : R? — R? a aplicagdo linear cuja representa-
¢do na base canoénica do R? ¢ dada por

01
e=(95)
Seja @ : R?> — R? uma aplicagio de classe C! tal que |D®(x,y)|| < k < 1 para todo

(x,y) € R2. Mostre que a aplicagdo f : R> — R? definida por f(z) = Tz + ¢(z) é um
difeomorfismo de R? sobre R?.

Seja f : R" — R" uma aplicagdo C! tal que ||f'(x) - h|| > a||k| para quaisquer x, i €
R", em que &« > 0. Mostre que f é um difeomorfismo de R" sobre R". (Cuidado!
Nao é dificil mostrar que f é localmente injetora. Mas é necessario mostrar que f é
globalmente injetora.)

Sejam U C R" aberto e [4,b] C R. Suponha que ¢ : U x [4,b] — R™ tenha derivada
Di1¢ : U x [a,b] — L(R",R™) continua. Sejam a, B : U — [a, b] aplicacdes de classe C!
e considere a aplicacgdo f : U — R™ definida por

(x)
f = fx) £(x, by,

Prove que f € C! e calcule Df(x) - h para x € U e h € R" arbitrérios.

Seja f : [0,1] — R uma fungdo continua e positiva, com fol f(t)dt = 3. Mostre que, para
cada x € [0,4] (em que ¢ deve ser determinado), existe um tnico ¢(x) € [0,1] tal que
ff(x) f(t)dt = 2. Mostre que a fungédo & : [0,6] — [0,1] assim definida é de classe C! e
calcule ¢'(x).

Sejam U C R" um aberto e K C U um conjunto compacto. Suponha que f : U — R™
tenha derivada Df (u) : R" — R™ sobrejetora para todo u € U. Mostre que || f||x : K —
R™ nao pode assumir maximo no interior de K.

Seja f : R? — R uma funcdo de classe C'. Mostre que a restricdo de f a qualquer aberto
nao € injetiva.

Seja f : R — R? uma aplicacdo de classe C!. Para xg € R, mostre que a restrigdo
f i (x0—96,x0+0) — Be(f(xp)) ndo é sobrejetora, quaisquer que sejam os valores de
0, > 0.
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21. Sejam U C R" aberto e f : U — R™ uma aplicagdo de classe C!. Suponha que f tenha
posto constante igual a r em U. Entdo, se uy € U, mostre que existem abertos V C U e
W C R" e aplicagdes A : V. — We 6 : W — R™ tais que f(u) = (0o A)(u). Podemos
obter A e 6 de classe C!?



Capitulo 6
SUPERFICIES NO R"

6.1 DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR

Como L(R",R™) pode ser identificado com o espago R™" (ou, mais precisamente, porque
L(R",R™) é um espaco de Banach), faz sentido perguntar se Df : U — L(R",R™) é diferen-
cidvel no ponto u € U. Se esse for o caso, dizemos que f é duas vezes diferencidvel; teremos
entdo que D[Df](u), que denotaremos por D?f(u), é uma aplicacdo que associa, a cada ele-
mento 1 € R", o elemento de D?f (u) - h € L(R",R™), ou seja D>f(u) € L(R", L(R",R™)).

Vamos agora mostrar que L(R", L(R",R™)) pode ser identificado com um espago cujos
elementos podem ser mais facilmente reconheciveis.

Proposi¢do 6.1 Parai € {1,...,n}, sejam X; = RJi, Se L(X1,...,Xu;R™) denota o espago das
aplicagdes n-lineares
P: Xy x---x X, —R",

entdo existem isomorfismos que preservam norma
L(Xq,..., X R™) ~ L(Xy, L(Xp, ..., X, R™)) oo 2 L(Xy,. .., X1, L(X, R™)).
Demonstragdo: Para T € L£(Xy, L(Xp, ..., Xy; R™)), defina T' € L(X, ..., Xy, R™) por
T (x1,...,%x0) = T(x1)(x2,...,%n). (6.1)

A associagdo T — T’ é claramente linear e ||T'|| < ||T||.
Por outro lado, (6.1) também define uma aplicagdo linear T' — T, que é a inversa da

aplicagdo linear T — T'. Como T’ — T implica || T|| < ||T’||, vemos que ||T|| = || T’

Os outros isomorfismos sdo verificados analogamente. O
Observagdo 6.2 No caso em que X3 = ... = X, = X, denotamos L£(Xy,...,Xu;Y) por
Ly,(X,Y). <

De acordo com o que vimos, a aplicagdo D?f(u) € L(R", L(R",R™)) pode ser identificada
com a aplicagdo bilinear D?f(u) € L,(R",R™).

Dizemos que uma aplicagdo f : U C R" — R ¢ de classe C?, se a aplicagdo D*f : U —
L>(R",R™) for continua.

74
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Também podemos nos perguntar se D?f é uma aplicagio diferenciavel. Se esse for o caso,
diremos que f é trés vezes diferenciavel e denotaremos a derivada de D?f por D3f. E assim
sucessivamente.

Suponhamos que f : U — R™ seja n — 1 vezes diferencidvel. Entdo sua (n — 1)-ésima
derivada é uma aplicagio D"~ 'f : U — L, 1(R",R™). Se D"~ f for diferencidvel no ponto
u € U, dizemos que f é n vezes diferencidvel no ponto u e identificaremos sua n-ésima
derivada com a aplicagdo n-linear Df(u) € L,(R",R™). Quando D" f existir em todo ponto
u € U, diremos que f é n-vezes diferencidvel em U e teremos entdo definida a aplicacdo
D" : U — L,(R",R™). Se essa aplicagdo for continua, diremos que f é de classe C". Diremos
que f é de classe C*, se f € C" para todo 1. Por conveniéncia, diremos que f é de classe C°,
se f for continua em U.

Parai,j € {1,...,n}, estendemos a notagdo de derivadas parciais para derivadas de or-
dem maior do que um ao definir

_ 2 (of ) - P Pf P
D2(u) - (exe) = 5 (—(u)) = gear G ) = 5,50

dx j
e de maneira andloga para derivadas de ordem superior a dois.

Exemplo 1 Toda aplicagdo linear continua T : R" — R™ é de classe C*. De fato, DT(x) €
L(R",R™) é a aplicagdo constante T e, portanto, D?T(x) = 0 = D"T para todo n > 2. <

Exemplo 2 Toda aplicacdo bilinear continua B : R" x R" — Z é de classe C*. De fato,
sabemos que DB(x,y).(h, k) = B(x,k) + B(h,y) é uma aplicagdo linear continua. O resultado
entdo decorre do exemplo anterior. <

Exemplo 3 Generalizando o Exemplo 5, consideremos f : U — R xR x --- x R (n vezes)
definida por

flu) = (fr(), -, fu(u)).

F imediato que f € CF se, e somente se, f; : U — R é de classe CF. <

6.2 SUPERFICIES DIFERENCIAVEIS NO [R"

No decorrer de nossos estudos de Matematica, trés tipos de objetos nos foram apresenta-
dos como sendo superficies:

(a) graficos de fungdes diferencidveis. Por exemplo, o grafico de f : R? — R, f(x,y) =
x? + y? foi introduzido quando estudamos superficies quadricas;

(b) imagens inversas de valores regulares1 de fungdes f : R3 — R. Por exemplo, se
f(x,y,z) = x* + y*> + 2%, entdao f (1) é a esfera x> + y> +z> = 1;

IConceito que definiremos precisamente mais adiante.
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(c) superficies parametrizadas f : R? — R>. Por exemplo, se Py € R3 é um ponto fixo e
u,v € R3 dois vetores linearmente independentes, entdo

f(s,t) = Py+su+tv
é a descri¢do paramétrica do plano gerado pelos vetores u, v e passando pelo ponto P.

Em alguns casos, essas descri¢des sdo intercambidveis. Nao é dificil perceber que podemos
representar um plano no R? em qualquer uma das formas descritas acima; se considerarmos
a esfera x> + y? + z2> = 1, a expressdo z = /1 — x2 — y2 descreve a semi-esfera z > 0 tanto
como grafico de funcdo como parametricamente. Mas ndo é possivel descrever foda a esfera
como gréfico de uma #inica fun¢do ou por meio de uma unica parametrizagao.

Nosso objetivo neste Capitulo é definir precisamente o que é uma superficie e elucidar
a diferenca entre essas trés representa¢des de superficies jd apresentadas. Queremos estudar
condi¢des em que elas sdo intercambidveis e, sobretudo, ressaltar as vantagens da representa-
¢do paramétrica de uma superficie. Como ndo hd vantagem essencial em limitar nosso estudo
as superficies em R3, definiremos abstratamente uma superficie no R”. Comecamos com

Definigdo 6.3 Seja U C R™ um aberto. Uma parametrizacdo (m-dimensional) de classe C* de um
conjunto QO C R™ é uma aplicagio ¢ : U — R" de classe C* tal que:

(i) aaplicagdo ¢ é um homeomorfismo de U em Q) = @(U);
(ii) a derivada Do(u) : R™ — R" é injetora para todo u € U.?

Os elementos u € U sdo chamados pardmetros. Os homeomorfismos inversos ¢~ : o(U) — U
sdo chamados cartas ou sistemas de coordenadas. Quando referirmos a uma parametrizagio C¥,
convencionaremos que k > 1.

Intuitivamente, a definicdo apresentada estabelece que um conjunto aberto U C R foi
deformado de tal maneira que seria possivel desfazer continuamente essa deformacéo. Por
exemplo, o conjunto U = {(x,y) € R? : x> +y? < 1} pode ser deformado na semi-esfera ()
dada por x? +y? +2z2 = 1,z > 0. Essa deformagéo é reversivel, no sentido de que a semi-
esfera pode ser transformada novamente no aberto U. Estamos dizendo que a deformagao
do aberto U no conjunto Q) é de classe C* e gostariamos que fosse possivel reverter essa
deformacio também através de uma aplicagio de classe C¥. Entretanto, nao sabemos (ainda)
como definir esse conceito, pois (2 ndo é, em geral, um aberto do R”. Um dos objetivos desta
Secdo sera justamente esse: mostrar que ha como se dizer que a inversa do homeomorfismo
@ : U — Qéde classe Ck. Para isso, faremos uso do Corolério 5.11: a inversa go_l de uma
parametrizacdo € a restricdo de uma aplica¢do de classe Ck definida num aberto V. C R”.
(Veja o Exercicio 5.)

Observe que, apesar de () ser um conjunto no espaco R", necessitamos apenas de m coor-
denadas para explicitar a posi¢do de um elemento de (). Nesse sentido, dizemos que (2 é um
conjunto m-dimensional,® descrito pelas m coordenadas de um ponto de U. Note também
que, quando m < n, a Forma Local das Imersdes nos garante que () = ¢(U) é um conjunto
com interior vazio.

2Mais sinteticamente, o homeomorfismo ¢ : U — ¢(U) C R" é uma imersao de classe C¥. Note que existem
imersodes injetoras que ndo sao homeomorfismos. Compare com o Teorema da Aplicagdo Injetora!
3Veja o Exercicio 18.
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Definigao 6.4 Uma superficie m-dimensional no R" de classe C* é um subconjunto S C R" para o
qual existe uma cobertura {Vy }yer formada por uma familia de abertos do R", tal que cada conjunto
Se = Vi N S admite uma parametrizagio ¢ : Uy, — S, definida num aberto U, C R™. (Os abertos
U, estdo todos no mesmo espago R™.) Cada conjunto S, é uma vizinhanga parametrizada dos
pontos p € @(Uy). (Como antes, se S for uma superficie C¥, convencionaremos que k > 1.)

O espaco vetorial tangente T,S no ponto p € S éaimagem Do(u) - R™ de uma parametrizagio
de uma vizinhanga do ponto p, tal que ¢(u) = p. Os elementos de TS sio os vetores tangentes de
S no ponto p.

Observe que nado estamos exigindo que S # @. Assim, @ é uma superficie de classe C* e
dimensao m, para todo m € N. (E claro que esse é um exemplo patolégico.)

Algumas vezes, para ressaltar o espaco euclidiano do qual a superficie é um subconjunto,
dizemos que a superficie S (de dimensdo m) tem codimensao n — m.

Nao é claro que o espago tangente T),S esteja bem definido. Afinal, podem existir parame-
trizagdes ¢, P de vizinhangas de p (com ¢(u) = p = ¢(v)) e ndo é 6bvio que D (u) - R™ =
Dy (v) - R™. Vamos mostrar esse fato posteriormente. Note que, entdo, cada parametrizagdo
@ de uma vizinhanga aberta do ponto p € S nos fornecerd uma base de T,S: aquela formada
pelos vetores

)
o (u)-e;, ... , %zgo’(u)-em.

99 _

8x1 N

Se compararmos a defini¢do de superficie com a de caminho, apresentada no Capitulo 2,

notamos uma diferenga fundamental. O caminho (ou curva) é definido como uma aplicagio,

enquanto a superficie é definida como um conjunto de pontos no R". Contudo, a defini¢do

de superficie foi apresentada através de parametrizagdes, que descrevem S numa vizinhanga

de cada um de seus pontos. Essa descri¢do local permite que caminhos e superficies possam

ter um tratamento unificado.* Essas parametrizagdes nos permitirdo transpor as nogdes de
cdlculo diferencial, j4 definidas para os abertos U C R™, para as superficies S C R".

, .

Observacao 6.5 Lembramos que um aberto no conjunto S C R" é a intersegdo de um aberto
do R" com S. Assim, comparando as Defini¢des 6.3 e 6.4, estamos exigindo, ao definir uma
superficie S, que a imagem de uma parametrizagdo seja um conjunto aberto em S. Sabemos

que a imagem ¢(U,) de um homeomorfismo ¢ : U, C R™ — R" é um conjunto aberto em si
mesmo, mas ndo necessariamente em S. <

Exemplo 4 Seja U C R um aberto e f : U — R" uma aplicacdo de classe C¥. O gréfico de f,
Gr(f) ={(u,0) e R" xR" :uel, v=f(u)}

é uma superficie de classe C*. (Assim, com respeito a introdugdo desta sec¢do, toda superficie
que for grafico de fun¢do é uma superficie parametrizada. Note que o conceito de parametri-
zacgdo foi a base da defini¢do de superficie apresentada.)

De fato, considere ¢ : U — Gr(f) dada por ¢(u) = (u, f(u)). Afirmamos que ¢ é uma
parametrizacdo C* de todo o conjunto Gr(f). De fato, se IT; denota a primeira projegao,

*Note que a defini¢ao de superficie impede que a superficie cruze a si mesmo, enquanto essas sao permitidas
para caminhos. (Justifique!)
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claramente I1; o ¢ = I|y, mostrando que ¢ ¢ um homeomorfismo, cuja inverso é Iy, (f). A
Regra da Cadeia nos garante que I - ¢'(1) = I e, portanto ¢’ é injetora e ¢ uma imersao.
O espaco tangente T,Gr(f) no ponto p = f(u) é a imagem ¢'(u) - R™. Ou seja, T,Gr(f) =
{(h, f'(u)-h) : h € R"}, resultado apresentado na Observacao 2.4. <

Exemplo 5 O caréter local da defini¢do de superficie nos permite decidir rapidamente se um
determinado conjunto é ou ndo uma superficie. Assim, se para todo ponto p € S existir um
aberto V. C R" tal que S NV for o grafico de uma aplicacdo f : U C R™ — R" de classe CF,
entdo S é uma superficie de dimensao m e classe C¥.

Em particular, a esfera S" ! = {x € R” : 22 +...4x2 = 1} e o circulo S! C R? sdo
superficies de classe C* e dimensdes 1 — 1 e 1, respectivamente. <

Exemplo 6 Considere ¢ : (—1,00) — R2? definida por ¢(t) = (> — t,t?). Claramente ¢ é
injetora, de forma que ¢ é uma bijecéo de (—1,00) em @(—1,00) C R2. (Veja a Figura 6.1.)

A imersdo ¢ ndo é um homeomorfismo: tomando uma seqiiéncia decrescente t, — —1,
verificamos que nh_r)r;) @(ty) = (0,1) = ¢(1). Portanto, ¢! nido é continua.

Mas ¢(—1,00) é uma superficie? A resposta a essa questdo é negativa, conclusdo a que
chegamos ao examinar uma bola aberta B, (zy) com raio > 0 e centro no ponto zp = (0,1) €
¢(—1,00): a interse¢do dessa bola com ¢(—1, 00) ndo admite parametrizagdo (justifique!). <

0

Figura 6.1: Qualquer vizinhanca de (0,1) ndo pode ser parametrizada por um homeomor-
fismo.

Exemplo 7 Sejam S; C R™ e S, C R superficies de classe C¥, com dimensdes m; e m1,, res-
pectivamente. Entdo o produto cartesiano S; x S, é uma superficie de classe Ck e dimensao
my + my. De fato, se 1 : U} C R™ — S1e @y : Up C R™ — S, sdo parametriza¢des de
vizinhangas dos pontos p; € Sy e pa € Sy, entdo @1 X ¢ : Uy X Up — S1 X Sy, definida por
(p1 X @2)(x,y) = (@1(x), 2(y)) é uma parametrizagdo de uma vizinhanca de (p1, p2).
Podemos considerar o produto cartesiano de um nidmero finito de superficies e obter uma
superficie. Em particular, o toro bidimensional T?> = S' x S C R* e o toro n-dimensional T" =
St x -+ x S! C R?" sdo superficies de classe C* e dimensdes 2 e 7, respectivamente. <

Vamos agora mostrar que o espago tangente T,S num ponto p € S estd bem definido, isto
¢, que a defini¢do de TS independe da parametrizagdo escolhida da vizinhanga de p € S.
Para isso, comecamos mostrando o



6.2. SUPERFICIES DIFERENCIAVEIS NO RN 79

Teorema 6.6 Sejam S C R" uma superficie e ¢ : U C R™ uma parametrizagio do aberto () C S.
Se V.C RP for um abertoe f : V. — f(V) C Q uma aplicacio diferencidvel no ponto a € V, entio
a aplicacdo composta ¢~ o f : V. — R™ ¢ diferencidvel no ponto a € V. Se f for uma aplicacio de
classe C*, entdo ¢~ o f é de classe C*.

Demonstracdo: Uma vez que ¢~ ! ndo est4 definida num aberto, ndo podemos aplicar a Regra
da Cadeia para provar o resultado.

Mas, de acordo com a Forma Local das Imersdes ou, mais exatamente, pelo Corolario 5.11,
¢~ 1 é a restricdo da aplicacao I1; o {, de classe Ck, definida num aberto Z C R”. Tomando
um aberto V) C Vcoma € Vye f(V1) C Z, temos que (IT; oo f)(x) = ¢! o f(x) para todo
x € V4. Aplicando a Regra da Cadeia a aplicagio (IT; o ¢ o f), concluimos que ¢! o f(x) é
diferenciavel no ponto a. Se f for de classe CF, esse procedimento pode ser aplicado em cada
ponto de V; como I1; o J é de classe Ck temos o afirmado. O

V C RP 1

Rl’l

( r
u R™
Figura 6.2: A inversa de uma parametrizacdo ¢ é a restri¢do de uma aplicagdo definida num
aberto Z C R", de modo que ¢! o f é diferenciavel.

Corolario 6.7 Seja S C R" uma superficie de dimensio m e classe CX. Entdo
T,S = {A'(0) : A:(—€,€) — S, A(0) = p, A diferencidvel em 0}.
Em particular, T,S estd bem definido.

Demonstracdo: Seja ¢ : U C R™ — R" uma parametrizagdo de uma vizinhanga aberta
Qp, C S, com ¢(u) = pep € Q. Por definicdo, T,S = ¢'(u) - R™.

Temos que T,S C {A'(0) : A: (—€,e) — S, A(0) = p, A diferenciavel em 0}. De fato,
sew = ¢'(u) - h, defina A(t) = @(u + th), parat € (—¢,€) e € > 0 suficientemente pequeno.
Claramente A'(0) = ¢'(u) - h.
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Para a inclusdo contraria, tomamos € > 0 suficientemente pequeno, de modo que A(t) €
Q. Aplicando o Teorema 6.6, concluimos que yt = ¢~ 1o A : (—¢,€) — R™ é diferencidvel no
ponto 0. Como ¢ o u = A, a Regra da Cadeia nos mostra que A'(0) = ¢'(u) - 4’(0), de onde
concluimos que A'(0) = ¢'(u) - h, em que h = 1’ (0) € R™. O

[CO./
/N
0 (1)

Figura 6.3: A mudanca de parametrizagio ¢! o ¢ é um difeomorfismo entre abertos do R".

—_

plog

Teorema 6.8 (Mudanca de Parametrizac¢ao)

Sejam U C R™ e W C RP conjuntos abertos. Considere uma parametrizagio ¢ : U — Q) m-
dimensional de classe C* do conjunto Q C R". Uma aplicagdo ¢ : W — Q de classe C* é uma
parametrizagdo de () se, e somente se, p = @ oG, em que ¢ : U — W é um difeomorfismo de classe
CK. Em particular, m = p, de modo que \ também é uma parametrizacio m-dimensional.

Demonstragao: Se i = ¢ o ¢, em que ¢ é um difeomorfismo entre os abertos U e W (o que
implica g = m), é claro que 1 é uma parametrizagdo m-dimensional de Q).

Por outro lado, se ¢ for uma parametrizagdo, o Teorema 6.6 garante que & := ¢ Lo :
W —Uep:=19 logp: U — W sio aplicacdes de classe C*. Como Fo B =1:U — Ue
Bo&=1:W — W, temos que & = B!, de modo que ¢ é um difeomorfismo; finalmente,
temos que ¢ o ¢ = ¢, completando a prova. O

Note que, como conseqiiéncia desse Teorema, temos que a dimensdo de uma superficie
estd bem definida.

Observagao 6.9 Em geral, o Teorema 6.8 é aplicado na seguinte situagdo: temos duas para-
metrizagdes ¢ : U CR" - Q C Seyp: U CR" - (F CS. Se QNQY # @, cada ponto
p € QN Q' pode ser simultaneamente caracterizado pelos pardmetros u = (uy,...,u,) € U
ev = (vy,...,0,) € V. A mudanga de pardmetros (ou coordenadas) v — u é dada pelo
difeomorfismo ¢ = ¢ oy : p~ 1 (AN Q) — o (AN Q). <
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6.3 APLICACOES DIFERENCIAVEIS ENTRE SUPERFICIES

Sejam S; e S; superficies. Nesta Se¢do vamos definir em que condi¢des uma aplicagdo
f : 51 — Sy é diferencidvel. Como conseqiiéncia, vamos estender o conceito de derivada,
antes definido apenas para aplica¢des definidas em abertos de um espaco euclidiano.

Definigido 6.10 Sejam Sy C R" uma superficie de classe C* e dimensdo m e Sy C RP outra superficie.
Uma aplicagdo f : S1 — RP é diferencidvel no ponto p € S, se existir uma parametrizacio ¢ : U C
R™ — Q, em que Q) é uma vizinhanga aberta de p em Sy, tal que f o ¢ : U — RP é diferencidvel no
pontou = ¢~ (p).

A aplicagdo f : S; — RP éde classe C" (para 0 < r < k), se a composta f o ¢ : U — RP for de
classe C".

A aplicagio f : S; — Sy é diferencidvel no ponto p € Sy, se a aplicagio f : S; — RP for
diferencidvel.

Analogamente, f : S; — Sy éde classe C" (com 0 <r < k),se f : S — RP for de classe C".

Para mostrarmos que essa definicdo independe da parametrizacdo de uma vizinhanca de
p em S, consideremos uma parametrizagdo  : W C R™ — (¥, definida no aberto W e to-
mando valores na vizinhanga ()’ de p em S1. Como conseqiiéncia do Teorema 6.6, uma vez
que foyp = (fog)o(p~loy), vemos que f o é diferencidvel no ponto P! (p) (respecti-
vamente, de classe C") se, e somente se, f o ¢ for diferencidvel no ponto ¢~ !(p) (respectiva-
mente, de classe C").

Definimos, assim, uma aplicagdo diferencidvel entre duas superficies. Mas ainda nédo de-
finimos a derivada da aplicagéo f : S; — Sj. E o que faremos a seguir.

Definicdo 6.11 Sejam Sy, Sy supetficies e f : Sy — Sy uma aplicagdo diferencidvel no ponto p € Sj.
Seja f(p) = q. A derivada de f no ponto p é a aplicagio

Df(p) : Ty51 — 1452,

definida da sequinte maneira: seja () C Sy uma vizinhanga aberta de pe ¢ : U C R"™ — O uma
parametrizacdo, com ¢(u) = p. Se v € TSy, temos v = ¢'(u) - h para algum h € R™. Definimos

entdo
Df(p)-0=(fo)(u)-h.

Como antes, precisamos mostrar que a defini¢do ndo depende da parametrizagdo ¢. Além
disso, nao é claro que (f o ¢)(u) - h esteja em T;S,. Vamos mostrar esses fatos. Para isso,
como antes, consideremos uma parametrizagio ¢ : W C R” — () de classe CF, definida no
aberto W e tomando valores na vizinhanga ()’ de p em S;. Suponhamos que ¢(w) = p e que
v = ¢/(w) - k para algum k € R™. Queremos mostrar que (f o ¢)' (1) -h = (f o ¢p)'(w) - k.
De acordo com o Teorema de Mudanga de Parametrizagdo 6.8, temos que i = ¢ o ¢, em que
i QNQ) — ¢ (QN Q) é um difeomorfismo de classe C* entre abertos do R”, com
&(w) = u. Logo,

¢'(u) - h=v=y¢'(w) k= (pog)(w) k=¢'(u)-('(w)- k).

Como ¢’ é injetora, deduzimos da tdltima igualdade que h = &' (w) - k. Temos, portanto,

(fop)(w) k= (fogog)(w) k= (foe)(u) (&'(w) k)= (foe)(u) h
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RT’

Figura 6.4: A derivada de f é definida como a derivada da composta com uma parametriza-
¢do, de modo que derivamos uma aplicagdo definida num aberto do R".

mostrando que a defini¢do da derivada de f independe da parametrizagdo escolhida de uma
vizinhanga de p € S;. Mas ainda resta uma davida: temos que (f o ¢)'(u) - h € T;S,? Como
os vetores tangentes a T;S; sdo vetores velocidades (no instante ¢t = 0) de caminhos tomando
valores em S, tomando um caminho A com vetor velocidade A’'(0) = v, ao considerarmos a
composta f o A obtemos um caminho em S;. Mas como mostrar que (f o A)'(0) = Df(p) -
A'(0)? (E claro que esse resultado é natural! O Exercicio 25 pede que vocé o demonstre.)

Vamos seguir um caminho alternativo. Sejamos precisos: consideremos A : (—¢,e) — U
uma caminho com A(0) = u e vetor velocidade A'(0) = h € R™. (Estamos mantendo a
notagdo! Quer dizer, ¢(u) = p e ¢'(u) - h = v.) Considerando a composta [(f o ¢) o A](¢), as
fungdes f o ¢ e A sdo fungdes definidas em conjuntos abertos de espagos euclidianos. Assim,
podemos aplicar a Regra da Cadeia, que nos déa (f o ¢)'(A(t)) - A'(t) = Df(p) - v. Como
a composta estabelece um caminho na superficie Sy, mostramos que a derivada Df(p) - v
pertence a T;S».

Observagdo 6.12 O ponto fundamental na definicdo de f : S; — S, ser diferencidvel consiste
no fato da parametrizagdo ¢ : U — () C S; permitir que trabalhemos no aberto U C R" ao
invés de trabalharmos na superficie S. <

Sejam ¢ : U C R™ e ¢ : V C RF parametrizagdes de vizinhangas abertas de p € S; e
g € Sp. Considere uma aplica¢do f : S| — Sy, com f(p) = q. Néao é dificil verificar que f é
diferencidvel no ponto p se, e somente se, a aplicagio 1o fo @ : U — V for diferencidvel
no ponto ¢~ !(p). (Veja a Figura 6.5 e o Exercicio 26). Como conseqiiéncia imediata desse
resultado, temos que vale a Regra da Cadeia para aplica¢des definidas em superficies (veja o
Exercicio 27).

Definicio 6.13 Sejam Sy, Sy superficies de classe CK. Um difeomorfismo f : S; — S, de classe C*
é uma bijeciio de classe C* cuja inversa também é de classe C*.
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Figura 6.5: A derivada de f é definida como a derivada da composta com uma parametriza-
¢do, de modo que derivamos uma aplicacdo definida num aberto do R™.

Rk

Pela Regra da Cadeia (para aplicagdes entre superficies), a derivada Df(p) : T,S1 — T;5>
é um isomorfismo,em que p € Sy e p = f(p) € Sy.

Observagido 6.14 Uma vez mostrado que a defini¢do de Df(p) - v é consistente, temos uma
outra questdo para enfrentar: a defini¢do apresenta a derivada como sendo uma aplicagdo de-
finida no espago tangente de uma superficie. Como essa situagao se relaciona com a derivada
de uma fungéo f : U C R" — RP?

Ora, os conjuntos abertos sdo justamente as superficies de dimensdo n no R"! De fato, em
virtude do Teorema da Aplicagdo Inversa, a imagem de uma parametrizagdo de dimensao n
no R" é um conjunto aberto.

Dado um aberto U C R" (ou seja, dada uma superficie n-dimensional no R"), uma para-
metrizagdo de U é dada pela aplicacdo I|; : U C R” — R". Como o espago tangente a U num
ponto u € U independe da parametrizacdo escolhida, temos que T, U = DI(u) - R" = R".
Portanto, ao considerarmos uma funcéo f : U C R”™ — R?, a derivada Df(u) esta definida
no espago tangente a superficie U. Assim, a definicdo da derivada de f : S; — Sy é uma
extensdo da defini¢do da derivada de f : U C R™ — R”. <

6.4 SUPERFICIES, GRAFICOS E IMAGENS INVERSAS

Nesta Se¢do vamos comparar superficies definidas nas formas (a), (b) e (c) da Segdo 6.2.
Como ja vimos, toda superficie na forma (a) é facilmente colocada na forma (c), isto €, (a)C(c).
Passamos a tratar da forma (b).
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Defini¢do 6.15 Seja U C R™ um abertoe f : U — R" uma aplicagio diferencidvel. Um ponto c €
R" é um valor regular de f se, para todo ponto u € U tal que f(u) = ¢, a derivada f'(u) : R™ — R"
for uma aplicagdo linear sobrejetora.

Um ponto u € U é um ponto critico (ou singular) de f, se a derivada f'(u) : R™ — R" ndo for
sobrejetora.

Agora podemos concluir imediatamente que (a)C (b). De fato, se S for o gréfico {(x,f(x))}
de uma aplicagdo f : U C R"™ — R"™ de classe Ck (com k > 1), entdo S = ¢ 1(0), em que
g:UxR"™™ — R" ™ édada por g(x,y) =y — f(x). E facil constatar que 0 € R"~" é valor
regular de g.

O nosso préximo resultado mostra que imagens inversas de valores regulares sdo super-
ticies. Assim, com respeito a introducdo desta sec¢do, estamos mostrando que toda superficie
definida na forma (b) pode ser colocada na forma (c).

Proposicio 6.16 Sejam U C R™ um aberto e f : U — R"™ uma aplicacdo de classe C*. Se
¢ € R"™™ for valor reqular de f, entdo f~'(c) é uma superficie de classe C* e dimensdo m no espago
R". Em cada ponto p € f~1(c) o espago tangente Ty[f ~1(c)] é 0 niicleo da derivada Df (p) : R™ —
R™=™,

Demonstra¢ao: De acordo com o Teorema da Aplicagdo Implicita, para cada pontop € S =
f~1(c) existe um aberto V C U, com p € V tal que V N S é o grafico de uma aplicagdo & de
classe C* definida num aberto do R™. De acordo com o Exemplo 5, f~1(c) é uma superficie
de dimens&o m e classe CF.

Dado v € TS, existe um caminho A : (—€,€) — S com A(0) = p e A'(0) = v. Pela Regra
da Cadeia 3.1, Df(p) -v = (f o A)'(0). Como (foA)(t) = ¢ para todo t € (—¢,€), temos
que (f o A)’(0) = 0. Isso quer dizer que T,S C ker Df(p). Como ambos esses espagos tem
dimensao m, concluimos que ker Df (p) = T},S. O

Exemplo 8 O hiperboléide de duas folhas z2 — x? — y*> = 1 é uma superficie S de dimenséo 2

no R3, pois 0 é valor regular da fungéo f(x,y,z) = z> — x> — y?> — 1. De fato,

Df:(% % %):(—Zx -2y 2x)=0 & x=y=z=0.

Como 0 € R, dimS = 3 — 1 = 2. Note que S ndo é conexo. Assim, a imagem inversa de
um valor regular ndo é, necessariamente, uma superficie conexa. <

Quer dizer, mostramos que a inversa de um valor regular é sempre uma superficie. Em
termos da introdugdo da Secdo 6.2, mostramos que (b)C(c). Mas mostramos mais: a prova
da proposi¢do anterior garante que toda superficie na forma (b) tem, localmente, a forma (a).
Em palavras, a imagem inversa de valor regular é, localmente, o gréfico de uma aplicacao.
Vamos mostrar, mais geralmente, que toda superficie (isto é, toda superficie na forma (c)) é
localmente o grafico de uma aplicacao.

Proposicio 6.17 Toda superficie de classe C* é, localmente, o grdfico de uma aplicacdo de classe C*.
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Demonstragio: Seja S C R" uma superficie de classe Ck e dimensao m. Consideremos uma
parametrizagdo arbitrdria ¢ : W C R™ — ()9 C S uma parametrizagdo da vizinhanga aberta
Wp do ponto p € S, com (w) = p. Vamos mostrar que existe uma parametrizac¢do ¢ definida
num aberto do R™ tal que ¢(x) = (x, f(x)) para uma certa aplicagio f de classe C¥. Ou seja,
que S é, localmente, dada como o gréafico da fungéo f.

Temos que T,S = ¢'(w) - R™. Pelo Lema 5.14, existe uma decomposigao R” = R™ @ R"~"
do espago R" tal que a primeira projecdo I1; : R” — R™ é um isomorfismo entre T,S e R"™.
Isso implica que IT; o ¢ (w) = (IT; o ¢)’(w) é um isomorfismo. Pelo Teorema da Aplica¢do
Inversa, existe um aberto W; C R", com w € Wy C W tal que [y o¢p : Wy — W, é um
difeomorfismo entre os abertos Wy e W, = (I1; o ¢) (W ). Note que ¢(W;) C Qo C S. Seja
Q = p(Wp) C S. Entdo O é uma vizinhanga aberta de p (justifique!) e a aplicagdo ¢ :=
o [[Tyop]~ ' : W, — Q é uma parametrizacdo C* de Q. Se x € W», entéo (IT; 0 9)(x) = x,
pois ITy o (Yo [Ty op] 1) = (ITy o 9p) o (Il; o )~ = Iyy,. Isso garante que ¢(x) = (x, f(x)
para alguma aplicagdo f(x) de classe C¥, o que completa a demonstragéo. O

O mesmo argumento usado para provar que (a)C(b) nos fornece entdo o seguinte

Corolario 6.18 Toda superficie S C R" de dimensdo m e classe C* é localmente a inversa de um valor
reqular por uma aplicagio de classe CF.

Voltando a introdugdo da Secdo 6.2, mostramos que (a)C(b)C(c). A primeira inclusdo é
estrita: (b)Z(a). De fato, na classe (b) estdo incluidas as superficies compactas (como a esfera);
como nenhum conjunto aberto ndo-vazio é compacto e o grafico de uma fungdo continua é
sempre homeomorfo ao seu dominio, vemos que as superficies compactas ndo pertencem a
classe (a). Em outro capitulo daremos uma caracterizacdo das superficies contidas na classe
(b): elas sdo as superficies orientdveis. Provaremos também a existéncia de superficies nado-
orientdveis, o que implicara (c)Z (b).

6.5 EXERCICIOS
1. Mostre que a aplicacao ¥ : GL(R") — GL(R") dada por ¥(U) = U~! é de classe C*.

2. Mostre que, no Teorema da Aplicagdo Inversa, que se o difeomorfismo f : U C R" —
f(U) for de classe C, entdo f~! : f(U) — U é uma aplicagio de classe CF.

3. Na Forma Local das Submersdes, mostre que se a aplicagdo f : U C R"*" — R" for de
classe C¥, entao podemos tomar o difeomorfismo ¢ de classe C*.

4. No Teorema da Aplicagdo Implicita, mostre que se f : U C R™*" — R" for de classe
Ck entao podemos tomar ¢ de classe Ck.

5. Na Forma Local das Imersdes, mostre que se f : U C R" — R”*" for de classe C¥, entdo
o difeomorfismo ¢ pode ser tomado de classe CF.

6. No Teorema do Posto, mostre que se f : U C R™M+1 _—, RMHP for de classe Ck, entdo
podemos tomar ambos os difeomorfismo ¢ e { também de classe C¥. (Note que esse
exercicio engloba os anteriores.)
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11.

12.

13.

14.

15.
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Seja U C R" um aberto e f : U — R uma funcéo trés vezes diferenciavel no ponto
u € U. Obtenha "' (u).

. Considere a Regra da Cadeia (go f)' (1) = ¢'(f(u)) - f'(u). Supondo que as fungdes

envolvidas sejam duas vezes diferenciaveis, obtenha (g o f)”(u). Solucione a questao
justificando cuidadosamente as passagens utilizadas.

. Seja U C R" abertoe f : U — R™ duas vezes diferencidvel. Dado h € R", mostre que a

aplicagdo ¢ : U — R™ dada por ¢(u) = f'(u) - h é diferencidvel e calcule sua derivada.

Seja f : R" — R™ uma aplicagdo duas vezes diferenciavel tal que f(tx) = t>f(x) para
todo x € R" e todo t € R. Mostre que f(x) é uma aplicagdo quadratica, isto é, que existe
uma aplicagdo bilinear B : R” x R" — R™ tal que f(x) = B(x,x) para todo x € R".
Observagéo: f : R? — R dada por f(x,y) = v/x* + y* satisfaz f(tx, ty) = +*f(x,y) mas
ndo é uma func¢do quadrética. Justifique!

Uma aplicacdo f : R" — R de classe C* que satisfaz f(tx) = tf(x) para todo x € R"
e todo t € R é chamada k-homogénea. Mostre que cada uma de suas derivadas f(?) é
(k — i)-homogenea, se 0 < i < k e que f) é constante. Mostre também que f()(x) =

00 (k—i)

k—0)! x(

, 0 que significa

fO@) - (- h) = ﬁf@ (0)- (xy- s, hay o i),

em que do lado direito aparecem k — 1 elementos iguais a x. Aplique o resultado para
f: L(R",R") — L(R",R") dada por f(X) = X¥ e conclua que

1A X)) < %Hxnkf.

Seja A : R" x - -+ x R" — R™ uma aplicagdo p-linear. Defina f : R" — R" por f(x) =
%A(x, ..., ). Calcule as derivadas f(/)(x) para j € N.

Sejam U C R" aberto e f : U — R de classe C!. Suponha que f(0) = f/(0) = 0 e que
exista f”/(0) = 0. Mostre que
tim £ — o,

x—0 ||x||?

Sejam U C R" aberto e f : U — R™ de classe C2. Mostre que

Flath) = (@) + F'(a) -t 2F"(@)- (1) 4 7(k), com Tim T2 —o.

o [h]2

Seja U C R" um aberto. Suponha que ¢ : U x [a,b] — R™ possui derivadas parciais
D§1)¢(x, t) continuas para 0 < i < k. Mostre que f : U — R™ dada por

f) = [ glo by

¢ de classe CF,
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16. Considere a bola B = Bs(0) C R", com § > 0. Considere f : B — R™ de classe C*
(k > 1), com f(0) = 0.

(a) Mostre que existe A : U — L(R",R™) de classe C*~! tal que f(x) = A(x) - x, para
todo x € B.

(b) Defina F : B x (—6,6) — R" por

Mostre que F é de classe C*~1.
(c) Se, adicionalmente, f'(0) = 0, mostre que existe uma aplica¢do bilinear M : B —

L>(R",R™), de classe C<=2, tal que f(x) = M(x) - (x, x) para todo x € B. Conclua
que G : B x (—8,8) — R™ definida por G(x) = f(tx)/t> é de classe C*~2.

17. Verdadeiro ou falso. Se verdadeiro, prove; se falso, dé um contra-exemplo.

(a) Seja f : R — R uma funcdo C* tal que f)(0) = 0 para todo k € N (incluindo 0).
Se 0 ndo é zero isolado de f, entdo existe uma vizinhanga V > 0 tal que f(x) = 0
para todo x € V;

(b) Sejam U C R" um aberto e f : U — R” diferenciavel, com || f'(u) - h|| > ||h| para
u € Ueh € R" arbitrarios. Entdo f é uma aplicagdo bijetora.

(c) Seja f : R — R uma aplicacdo de classe C!, com f’(0) # 0. Entdo existe uma
vizinhanga V' 3 0 tal que f|y é injetora.

(d) Seja U C R? um aberto conexo. Seja f : U — R uma funcio de classe C! tal que
df /dx = 0 em U. Entdo f(x1,y) — f(x2,y) para quaisquer pontos (x1,v), (x2,y) €
u.

(e) Seja f : R" — R™ talque f' : R" — L(R",R™) é constante. Entdo f é uma aplica¢do
afim.

18. Verifique que dizermos que um conjunto (2 C R" é m-dimensional s6 faz sentido se
pudermos garantir que uma parametrizagdo ¢ : U C R"™ — ¢(U) = Q) é uma imerséo.

19. (Matrizes de Posto Constante) Seja M, 0 espago vetorial das matrizes reais m X n e
M, xn[k] 0 subconjunto formado pelas matrizes de posto k. Mostre que M, [k] ¢ uma
superficie de classe C* e dimens&o k(m + n — k) em M, (que pode ser identificado
com R"™"), Para isso, escreva uma matriz X € M, «, na forma

A B
(o)
em que A é uma submatrizk x k, Bék x (n—k),Cé (m—k) xkeD é (m—k)x (n—k)
edefina W = {X € M, : det A # 0}. Mostre entdo que

WNMyxnk] ={X €W : D=CA !B}
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27.
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examinando o produto

I 0 A B\ (A B
—CA 1 1 C D) \0 D-CAIB /"

Parametrize entdo os elementos de W N M, .,[k] e verifique que cada elemento de
My, xn [k] pode ser difeomorficamente levado para um elemento de W N M, [k].

(O grupo linear geral e o grupo unimodular) Identificando M, «,, com R™, mostre que
0 conjunto
SL(R") ={X € GL(R") : detX =1}

é uma superficie de dimenséao n? — 1 e classe C* em R™. Obtenha o espaco tangente a
SL(R") em I. Verifique que SL(R") é um grupo.

(O grupo ortogonal) O grupo ortogonal O(R") é o subconjunto de M, formado por
todas as matrizes (reais) tais que XX* = I. Verifique que esse é um subgrupo de GL(R").
Ele é formado pelas aplica¢des lineares X : R" — R que preservam distancia. (Con-
sulte, a esse respeito, um texto de Algebra Linear.) Mostre que O(R™) é uma superficie
compacta de dimensao n(n — 1) /2 e classe C® em R™. Para isso, considere a aplicacdo
f(X) = XX* e mostre que I é valor regular de f. Obtenha o espago tangente a O(R")
em L.

Seja w : [a,b] — M um caminho continuo numa superficie S C R", de dimensédo m
e classe Ck, k > 1. Dada uma base ortonormal {wy,..., Wy} em Ta(a)S, entdo existem
aplicacdes continuas vy, ..., vy : [a,b] — R" tais que {v1(¢),...,v,(f)} é uma base orto-
gonal de TS e vi(a) = w;, parai=1,...,m.

Uma base {vy,...,v,} do espago R" é positiva se det(vy vy ... v,) > 0, em que v; é
interpretado como vetor coluna.

Sejam {vy,...,v,} e {wy,..., wy} bases ortonormais positivas. Mostre que existem m
aplicacdes continuas «; : [0,1] — R” tais que «;(0) = v;, a;(1) = w; e {a1(t),..., an(t)}
é uma base ortonormal positiva para todo t € (0,1).

Mostre que O(R") tem duas componentes conexas.

Sejam S C R" uma superficie de dimensio m e classe Ck e p € S um ponto arbitrario.
Seja f : S; — R? uma fungéo diferencidvel no ponto p. Considere A : (—¢,e) CR — S
tal que A(0) = pe A'(0) = v € T,S. Mostre que Df(p) -v = (f o A)'(0).

Sejam ¢ : U C R e ¢ : V C R™ parametrizacdes de vizinhangas abertas de p € Sy e g €
Sp. Considere uma aplicagdo f : S — Sy, com f(p) = q. Mostre que f é diferencidvel
no ponto p se, e somente se, a aplicacdo ¥y ~' o f o ¢ : U — V for diferencidvel no ponto

¢ 1(p).

Enuncie e demonstre a Regra da Cadeia para aplica¢des definidas em superficies.
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28. Seja f : U C R™ — R uma funcao de classe C* e a € R um valor regular de f. Considere
a superficie S = f~1(a) eu € S. Mostre que V f(u) é um vetor perpendicular ao espago
tangente T,S. Considere f : R®> — R dada por f(x,y,z) = x> +y> +z>e S = f~1(1).
Calcule a equagéo do plano tangente T,,S no ponto p € S.



Capitulo 7
A FORMULA DE TAYLOR

71 O TEOREMA DE SCHWARZ

Teorema 7.1 (Teorema de Schwarz)
Sejam U C R" um abertoe f : U — R"™ uma aplicagdo duas vezes diferencidvel no ponto ug € U.
Entdo a aplicacio bilinear (h,k) +— D?f(ug) - (h, k) é simétrica:

D*f(uo) - (k) = D*f(uo) - (k, h).
Demonstragio: Consideremos a fungdo g : [0, 1] — R™ definida por

(&) = f(xo+Eh+k) — f(x0 + Ch).

Tome r > 0, tal que B,(xg) C U, e h,k € R", com |/h||,||k| < r/2. Do Corolério 3.9
segue-se que

I§(1) —&(0) —&'(0)|| < sup [1g'(Z) —g(0).
0<¢<1

Mas

§'©@) = {fl(xo+Zh+k)—f(xo+Ch)}-h
= {[f'(xo+h+k) = f'(x0)] = [f'(x0 + &) — f'(x0)]} - P (7.1)

Por hipétese, dado € > 0, existe 0 < 1’ < r tal que, para ||h|| <1'/2e ||s|| < ¥'/2,vale

If'(xo + &+ k) = f'(x0) = f"(x0) - (G +K)|| < e(l|gh +Kl[) < e([|n]| + [|k]})

If'(xo + &) = f'(x0) = f"(x0) - S| < €l|]].

Uma vez que —f"(xg) -k = —f"(x0) - (Eh + k) + f"(x0) - ¢h, decorre de (7.1) que, para
todo ¢ € [0,1], vale

18"() = (" (x0) - k) - 1| < 2e([[]l + [IKID) ]I

90
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Assim,
18(1) —g(0) = (f"(x0)-k)-h| < 118(1)—g(0)—g"(0)]| + [l§'(0) = (f"(x0)-k)-h]|
< Os<1g1<>1||g’(€)—g’(0)|| +11g'(0) = (f"(x0) k) 1|
< Oilg}zl{Hg’(é)—(f”(xo)-k)-hH+H(f”(xO)-k)-h—g’(0)H}

+118"(0) = (f"(x0) k) -l
< 6e([|hl] + [[k[[) [|]]-

Mas
8(1) = g(0) = [f(xo+h+k) = f(x0)] — [f(x0+ k) — f(x0)]

é simétrica com relagdo a h e k, de modo que estimativa semelhante é valida ao se trocar  por

k:
18(1) — 8(0) — (f"(x0) - ) - kl| < 6e(||h]| + [Ik[l)[IK]I-

Portanto,

1CF" (x0) k) 7= (£ (x0) - 1) k| < [[(f" (x0) k)1 —=8 (1) +g(0)]] + [1§(1) =g (0) — (" (x0) - 1) K|
6 ([l + kI I7]] + 6€ [l + lIKI[) 1]

6e (||| -+ [IKII)?.

[ IA A

Essa ultima desigualdade vale quando || k||, ||k|| < #'/2. Entretanto, se substituirmos & e k
por Al e Ak (com A € R), ambos os lados ficardo multiplicados por A%, o que garante que o
resultado é vélido para quaisquer 1, k € X. Em particular, vale quando ||l = 1 = ||k||. Logo,

1 (F" (x0)-k)-h—(f" (x0)-h)-k|| < 24e.

Como € > 0 é arbitréario, o resultado decorre dai. O

Corolario 7.2 Sejam U C R" um aberto e f : U — R™ uma aplicacdo de classe C*, com k > 2.
Entdo Df®) (1) € Li(R",R™) é uma aplicacio k-linear simétrica.

A demonstracdo desse resultado é simples, porém dificil de ser formalizada. Ao invés de
prové-lo em sua generalidade, vamos apenas mostrar, por exemplo, que a terceira derivada
de uma aplicagdo C? é simétrica.

Consideremos, portanto, f"'(u) - (h,k, ¢). Queremos mostrar que podemos alterar, arbi-
trariamente, a ordem dos vetores i, k e £. Por exemplo,

f(u) - (bl ) = [f"(u) - ] - (k, £) = [f" (u) - 1] - (£, k) = £ (u) - (h, &, K).

(Nesses calculos, aplicamos o Teorema de Schwarz: a aplicagdo bilinear f(u) - h é simétrica,
de forma que [f"'(u) - h] - (k,€) = [f""(u) - h] - (£,k).)
Mas

fu) - (b6 k) = [f" () - (B, O] -k = [f"(u) - (€K)] -k = f"(u) - (£, 1, k).
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(Aqui estamos usando que f"’/(u) é uma aplicagdo bilinear simétrica cujo valor no vetor
(w,z) € R" x R" é uma aplicagao linear.)

Procedendo dessa maneira, conseguimos obter qualquer permutagdo do vetor (1, k, /) €
R™ x R" x R™.

Corolario 7.3 Sejam U C R™ um abertoe f : U — R™ uma aplicacio de classe C¥, com k > 2. As
derivadas parciais mistas de ordem o, 2 < o < k,

o™
—f, coml1<ij<nel<j<a
axil...axia

independem da ordem da derivagdo.

Quer dizer, em particular, se f : U — R" for de classe C2, entdo

%f  Pf

axix]- ax]-xi

, paraquaisquer 1 <i,j <mn.

Do mesmo modo, se f for de classe C3,

O3 f 3 f 3 f

2 pu— pu— 2.
0XTXy  O0X1XoX1  OXpX?

A demonstracdo do resultado é imediata, pois

fw) (e, ... e,) i

N 8xia .. .8x1-1'

7.2 A FORMULA DE TAYLOR COM RESTO INFINITESIMAL
Dado um vetor h € R", escreveremos
W= (hh,...,h) e R"" xR" x --- x R" (j-vezes).

Apresentaremos diferentes versdes da Formula de Taylor. A primeira delas é aquela que
generaliza a derivada como a aproximacao linear que melhor aproxima a fungao: ao invés de
considerarmos uma aplicagdo linear, tomamos um polindmio (em n varidveis) de grau s.

Essa versdo da Férmula de Taylor baseia-se no seguinte resultado:

Lema 7.4 Suponhamos que ¢ : B,(0) C R" — R™ seja s vezes diferencidvel e s + 1 vezes diferencid-
vel no ponto 0, com &9 (0) = 0 paraj =0,...,s + 1. Entdo vale

fw)
I Tul T =
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Demonstrac¢ao: Para s = 0 o resultado decorre da defini¢do de aplicagdo diferencidvel. Supo-
nhamos o resultado valido para s = k e consideremos k +1 = s + 1. A hipétese de inducao
aplicada a ¢’ garante que, para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que ||y| < ¢ implica

1" ()1l < ellyll*.
Por outro lado, a Desigualdade do Valor Médio garante que

1g() | < Mllull,  emque M =sup{|[r'(y)|l:y € [0,u] CB(0)}.
Como ||y|| < ||u||, temos que M < el|u|¥, de onde segue-se que ||7(u)|| < el|ul|**!, o que
prova o lema. O

Teorema 7.5 (Férmula de Taylor com Resto Infinitesimal)
Se f: U C R" — R™ for s vezes diferencidvel no aberto U e se no ponto a € U existir a derivada

1) (a), entdo
1

G @ T,

Flath) = f(@)+ f(@) kot (@) 124+

em que r(h) satisfaz
lim D
h—o0 ||h|[s*1

Demonstragdo: Para r > 0 suficientemente pequeno, a aplicacdo r : B,(0) ¢ R" — R™,
definida por

= 0.

r(h) = fla 1) = fa) = £a) b= 51 "(@) - B = .=

é s vezes diferencidvel em B,(0). De fato, f(a + h) é s vezes diferencidvel (na variavel h)
em B,(0), enquanto as outras parcelas na defini¢do de r sdo infinitamente diferenciaveis na
variavel h.

Nao é dificil verificar que

f(s—l-l)(a) . hs—l—l/

1

) = flath)—fa)~ @) b ..~ f ) we
r//(x) _ f"(a —I—h) —f”(a) _f///(a) h— _ ﬁf(s—kl)(a) sl
A1) = fOath)— )~ fEH D a)
Em particular, obtemos que r(0) = 7/(0) = ... = r()(0) = 0. Daf também decorre que
() = r9(0) = 0-h _ fO)(a+h) = () = FE+(a)

= 0 quando h — 0,
I 1] q

mostrando que 7 é (s + 1) vezes diferencidvel no ponto h = 0, com r**1)(0) = 0. O resultado
decorre, entdo, do Lema 7.4. O
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Observacao 7.6 Podemos colocar o resultado mostrado nos seguintes termos: se temos uma
aplicacdo s vezes diferenciavel, a existéncia de f(5*1)(a) garante a existéncia de um polindmio
de grau s + 1 que aproxima s numa vizinhanca de a, com r,(h)/||h||*"! tendendo a zero
quando & tende a zero, em que r,(h) denota o resto nessa aproximagédo polinomial.

Em particular, no caso em que s = 0, temos a defini¢do basica de nosso curso: se f for
diferenciavel no ponto 4, entdo existe um polindmio de grau 1 (o polindmio f(a) + f'(a) - h)
que é uma boa aproximacao linear para f. Nesse caso, temos uma reciproca: a existéncia de
uma boa aproximagdo linear para f numa vizinhanga do ponto a garante — por definigdo —
que f é derivavel no ponto a.

Podemos nos perguntar se esse resultado continua vélido para s > 0. Mais precisamente,
a existéncia de uma aproximagdo polinomial de grau s + 1 numa vizinhanga do ponto 4, com
ra(h)/||h|°*! tendendo a zero quando h — 0, garante a existéncia de f5+1)(a)?

A resposta para essa pergunta é negativa, mesmo no caso f : R — R. De fato, considere a
fungéo definida por f(x) = x’sen (1/x),se x # 0, e f(0) = 0. Para cada ponto x € R existe
um polindmio em %, px(h), de grau menor do que ou igual a 2, tal que

] Fet k)~ F) —pel)]
h—0 h? h—0 h? '

De fato, como f|g {0y € uma aplicagdo de classe C?, esse polinomio é dado, quando x # 0,
pela Férmula de Taylor usual, apresentada nos cursos de Céalculo. No caso x = 0, basta
tomarmos po(h) = 0. Nesse caso, vale

fo o] LFO+R) = £(0) — po(h)|

) 1
R TR 2 = i rsen (ﬁ) =0

Consequentemente, f pode ser aproximada, na vizinhanga de todo x € R por um poliné-
mio de grau menor do que ou igual a 2, com resto ry (k) tal que 7y (h)/h*> — 0 quando k — 0.
No entanto, é facil verificar que f”/(0) ndo existe. <

O Exercicio 1 pede que se mostre um resultado de unicidade para a expansdo polinomial
que melhor aproxima f na vizinhang¢a de um ponto.

Observacao 7.7 Uma aplicagdo f : U C R" — R definida no aberto U é analitica em U, se
f € C® e, paracadau € U, existir 6 > 0 tal que ||h]| < é implicau+h € Ue

Flu ) = F()+ Y+ 0 ().

=1

Em palavras, quando a série de Taylor de f (isto é, o lado direito da igualdade anterior) con-
vergir, numa vizinhanga Bs(u) de cada ponto u € U, para o valor da aplicagdo f(u + 1), com
h e B(;(u).

A funcdo f : R — R definida por f(x) = ¢~1/* para x # 0 e f(0) = 0é 0 exemplo cldssico
de uma fungdo C* que ndo é analitica.

Com efeito, se x # 0, entdo f'(x) = 2x 3¢~ 1/*" e limy_ f/(x) = 0. Pelo Corolario 3.12,
£/(0) existe e é igual a 0. Aplicando o mesmo procedimento para as derivadas sucessivas
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f®)(x) (para x # 0), obtemos que elas tém a forma f*)(x) = P(1 /x).e_l/x2 parak > 1, em
que P é um polindmio em 1/x. Como lim,_q P(1/x)e~1/** = 0 para qualquer polindémio P,
o Corolario 3.12 garante que f)(0) = 0 para todo k. Isso prova que f € C®.

Contudo, f ndo é analitica, pois a sua expansdo em série de Taylor no ponto x = 0 é
identicamente nula, j& que f*)(0) = 0 para todo k € N e, por outro lado, f(x) = e~ /%" #£ 0
para todo x € R\ {0}. <

7.3 A FORMULA DE TAYLOR COM RESTO INTEGRAL

Para a demonstragdo do préximo resultado, faremos uso do Teorema Fundamental do
Calculo para caminhos: seja f : [a,b] — R” uma aplicacdo de classe C'. Entdo vale:

£6) - f@) = [ (o

Teorema 7.8 (Férmula de Taylor com Resto Integral)
Sejam U C R™ um aberto e f: U — R™ uma aplicacio de classe C571, com s € N. Se o segmento
de reta [u, u + h] estiver contido em U, entdo

FOut ) = f(u) + F/() Rt S/ (0) Rt O () B 4 1 ()

em que

L(—t)
r(h) = / % FE) (u + th) - k5 Hdt.
0 !
Demonstragio: Consideremos um caminho arbitrario ¢ : [0,1] — R™ de classe C5*1. Como
sabemos, as derivadas ¢/) (t) sdo naturalmente identificadas com vetores do R".
Definimos entdo o caminho p : [0,1] — R™ por

L=t g,

s!

p(t) =et)+ (1 -t () +...+

E imediato que p é um caminho de classe C'. Derivando, obtemos

(1-t)°
p(t) = T(P(SH)U)/
como podemos verificar facilmente. Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo ao cami-
nho p, obtemos

p(1) - 90) - '0) — ..~ 19t(0) = [ 1Ll

s! s!

Para obtemos o resultado, basta entdo considerarmos o caminho ¢(t) = f(u + th), com h
suficientemente pequeno para que tenhamos [u, u + h| C U. O
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Comparando as expressdes da Férmula de Taylor com Resto Infinitesimal e com Resto In-
tegral, vemos que a altima é muito mais precisa, pois ela nos da exatamente o valor de ().
Em compensacdo, para aplicé-la, necessitamos que a aplica¢do f possua s + 1 derivadas con-
tinuas no intervalo [u, u + h| C U, uma exigéncia que estende aquela descrita no enunciado
dado.

Observacao 7.9 A Férmula de Taylor com Resto Integral pode ser entendida como uma ge-
neralizagdo do Teorema Fundamental do Célculo.

74 A FORMULA DE TAYLOR COM RESTO DE LAGRANGE

A terceira expressdo para a Férmula de Taylor, que deduziremos como uma conseqiiéncia
daquela com resto integral, pode ser vista como uma generalizacdo da Desigualdade do Valor
Médio:

Teorema 7.10 (Férmula de Taylor com Resto de Lagrange)
Sejam U C R" um aberto e f : U — R™ uma aplicagdo de classe C5T1, com s € N. Se o segmento
de reta [u, u + h) estiver contido em U e se || f*+1) (x)|| < M para todo x € [u, u + h], entio

flu+h)=fu)+f(u)- -h+.. .+ f J(w) - h) +7(h),

em que

M S
I < e+

Demonstra¢ao: Aplicando a Férmula de Taylor com Resto Integral, obtemos

M 1 M
rl) = S [ ey = ]

Observagao 7.11 A Férmula de Taylor com Resto de Lagrange vale em condi¢des mais gerais
do que aquelas estabelecidas no teorema anterior: basta que f seja s + 1 vezes diferenciavel
em U. 4

Proposic¢do 7.12 Sob as mesmas hipéteses do Teorema 7.10, vale

FlutB) = Fl)+ £/@) et S fO )1+ R,

em que

(s+1) _ f(s+1) ][+
R(h) < | sup [|f¢F) (u+ th) — fo7 (u)]| CESE
0<t<1
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Demonstragio: Considerando R(h) = r(h) — ﬁf(sﬂ) (u) - B*™1, uma vez que
1 A
I / (1—1) i,
s+t Jo !

decorre da Férmula de Taylor com Resto Integral que

R(h) _ /01 (1 — t)s [f(s+1)(u + th) _f(s—i-l)(u)} -hS—Hdt,

s!

e dai segue-se imediatamente o resultado. O

Resultado anélogo é obtido substituindo-se f(**1) (1) por qualquer aplicacéo (s + 1)-linear
T, como na Proposigao 3.9.

7.5 MAXIMOS E MINIMOS DE FUNCOES REAIS

Defini¢ao 7.13 Sejam U C R" um aberto. Uma fungdo f : U — R possui um mdximo local no
ponto uy € U se existir uma bola aberta Bs(ug) tal que f(u) < f(ug) para todo u € Bs(ug). Quando
f(u) < f(ug) para todo u € Bs(ug), dizemos que ug é um mdximo local estrito.

Invertendo as desigualdades anteriores, definimos um ponto de minimo local e minimo local
estrito.

Um ponto uy é um ponto de mdximo absoluto se f(u) < f(ug) para todo u € U. Com a
desigualdade invertida, temos um minimo absoluto. Analogamente, definimos mdximo absoluto
estrito e minimo absoluto estrito.

Se f for diferencidvel num ponto de maximo (ou minimo) uy € U, entdo f'(uy) = O.
Com efeito, suponhamos que f(ug) seja um ponto de maximo local. Entdo existe 6 > 0
tal que f(up) > f(u) para todo u € Bs(up). Consideramos entdo a fungdo diferencidvel
¢ : (—1,1) — R dada por ¢(t) = f(ug+ th), em que h € R" satisfaz ||i| < J. E claro
que ug é ponto de maximo de f se, e somente se, 0 for ponto de méximo de ¢. Mas, como
sabemos, se 0 for ponto de méaximo de ¢, entdo ¢'(0) = 0. Como ¢'(0) = f'(ug) - h e h foi
escolhido arbitrariamente em Bg(0), concluimos que f'(up) = 0. O mesmo procedimento é
valido quando ug for um ponto de minimo.

Exemplo 1 Pontos criticos ndo sdo, necessariamente, pontos de méximo ou minimo. Por
exemplo, f : R? — R definida por f(x,y) = x> — y? tem a origem como Gnico ponto critico.
Mas (0,0) ndo é nem um ponto de maximo nem de minimo, pois f assume valores positivos
e negativos em qualquer vizinhanga da origem. <

1A demonstracao do caso real ndo é dificil: considerando o quociente

¢(t) — ¢(0)
t

o fato de 0 ser ponto de maximo garante que o numerador é ndo-positivo. Se considerarmos ¢t > 0, o quociente

o(t)

L~ .. . . —¢(0 . - .
€ nao-positivo. Assim, hmHm %() < 0; se tomarmos t < 0, o quociente passa a ser ndo-negativo e

lim,_,o- M > 0. Concluimos dai que ¢’(0) = 0.
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Tal qual no estudo de célculo a uma variavel, a andlise dos pontos criticos # de uma fungao
f:U CR" — R é feita por meio do estudo da Férmula de Taylor da funcéo f.

Comegamos com o caso de f : U C R"” — R de classe C2. Nesse caso, a Férmula de Taylor
no ponto uy € U nos da

i+ 1) = f(u0) + (1) + D% o) 12 +1(h),  emque fim 7iH) .

Se u( for um ponto critico de f, entdo f’(u9) = 0; procedendo formalmente, uma vez que
r(h) deve ser bem pequeno se & for suficientemente pequeno, é natural esperar que

Fluto+ 1) — (o) = 5Df(uo) - .

Conseqiientemente, se D?f (1) - h* > 0 para todo h suficientemente pequeno, teremos que
f(ug+h)— f(ug) > 0, 0 que implica que 1y é um ponto de minimo local. Por outro lado, se
D?f(ug) - h* < 0 para todo h suficientemente pequeno, 0 mesmo raciocinio nos mostra que
1y é um ponto de méaximo local. Finalmente, se D?f () - h? assumir tanto valores positivos
quanto negativos para h suficientemente pequeno, entdo 1y ndo serd nem ponto de maximo,
nem ponto de minimo de f, pois teremos f(ug+ h) > f(up) para alguns valores de h e
f(ug+h) < f(up) para outros valores de h. Mostramos assim o relacionamento de D? f ()
com os pontos de maximo e minimo de f.

Quer dizer, somos levados a analisar a derivada D?f (1), que é uma aplicacio bilinear
simétrica definida em R" x R" e tomando valores em R. Como sabemos da Algebra Linear, a
toda aplicacdo bilinear B : R"” x R" — R estd associada uma matriz, que representa essa apli-
cagio bilinear. No caso de D?f(ug), essa matriz é chamada hessiana da fungéo f, denotada
H(ug) e caracterizada pela relagao

D*f(uo) - (h, k) = h*H(uo)k.

Para obtermos H(u) basta aplicarmos D?f (1) nos pares de vetores (e;,¢;), {e1,...,en}
sendo a base candnica do R". Se H(ug) = (H;j), entdo as entradas H;; da matriz H(ug) sdo
dadas por

2
Hy = Df (o) (e1,¢;) = 53— (ug).
8x]-8xl-
Assim,

32 aZ 82 62 82 62
g (m0) g (m0) o gpde(uo) ) (GG i) o g (o)
92 f 92 f 0% f 92 f 92 f 02 f

H(u) = W(MO) a2 (o) - gmag (o) | —a@axT(uo) (M) - grag (o) |
02 02 . 92 02 92 . 92
g (n)  god—(up) ... gg(uo) g (o) 3o (ug) ... %(uo)

Como vimos, para verificarmos que um ponto critico g € U de uma fungdo f : U — R
de classe C? ¢ um ponto de maximo ou minimo, somos levados ao estudo de D?f(ug) - h* =
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h*H(u)h. Em outras palavras, se H(u) = (H;;), estamos estudando a expressdo
n
> Hijhihj,
ij=1

chamada forma quadrética associada a matriz simétrica H(u) = (Hjj). E usual denotar
q(h) = Hjjh;h;. Note que q(th) = (th)*H(u)(th) = t*[h*H(u)h] = t2q(h). Temos:

Teorema 7.14 Sejam U C R" um aberto, f : U — R uma fungio de classe C* e H(ug) a matriz
hessiana de f no ponto critico ug € U. Seja q(h) = h*H(ug)h a forma quadrdtica associada a H(uy).
Entdo vale:

(i) se a forma quadritica q for positiva definida (isto é, q(h) > 0 para todo h # 0), entio ug é
um ponto de minimo local estrito;

(ii) se a forma quadrdtica q for negativa definida (isto é, g(h) < O para todo h # 0), entdo ug é
um ponto de mdximo local estrito;

(iii) se a forma quadrdtica q for indefinida (isto é, se existirem pontos hy e hy tais que q(hy) < Oe
q(hy) > 0), entdo ug ndo é ponto de mdximo ou minimo;

(iv) se a forma quadrdtica q(h) for positiva semidefinida (isto é, g(h) > 0 para todo h # 0) ou
negativa semidefinida (isto é, q(h) < 0 para todo h # 0), entdo nio podemos afirmar que 1
é um ponto de mdximo (respectivamente, um ponto de minimo);

Reciprocamente, temos
(v) se ug for um ponto de minimo de f, entdo a forma quadritica q(h) é positiva semidefinida;
(vi) se ug for um ponto de mdximo de f, entdo a forma quadrdtica q(h) é negativa semidefinida.

Demonstragao: (i) Consideremos o conjunto compacto "~ = {x € R" : ||x|| = 1}. A forma
quadrética g : R” — R assume um valor minimo, que denotaremos 2c, no compacto S"~1.
Como g é positiva definida, temos ¢ > 0. Em outras palavras, temos que g(h) = h*H(ug)h >
2c para todo h € R" tal que ||h|| = 1. Analisando a férmula de Taylor de f no ponto 1, temos,
para todo h € R",

1 .
f(uo + 1) = f(uo) = 5q(h) + p(m)[|]|*,  com lim p(k) = 0.
Como h/||h|| € S™, temos

1 S ( h ) 11]> 2
Zalh) = > 2c h||“c.

Assim, para todo 0 # h € R" temos

flug +h) = f(ug) = [|1]*(c + p(h)).
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Tome 6 > 0 tal que ||h|| < ¢ implica ||p(h)|| < c. Assim, ||| < ¢ implica f(ug+ h) —
f(up) > 0, 0 que garante que 1y é um minimo local.

A demonstragdo de (ii) é similar a de (i).

Uma vez que g(th) = t>q(h), a férmula de Taylor nos garante que

o+ th) = o) = 212 [g (i) +p(eh)] - com i p(eh) =

Como antes, dessa expressdo concluimos que, para ¢ suficientemente pequeno, f(uy +
th) — f(up) tem o mesmo sinal que g(h/||h||). Se supusermos que g é indefinida, em toda
bola B (1) existem pontos ug + tv e ug + tw tais que g(v/||v||) > 0e g(w/||w|) < 0. Isso
implica que f(ug + tv) > f(ug) e f(ug + tw) < f(up), o que prova (iii).

A prova de (v) decorre dai imediatamente: suponhamos que g(h) < 0 para h € R".
Obtemos entdo, como antes, f(ug+ h) — f(up) < 0 para h suficientemente pequeno, o que
contradiz 1y ser um ponto de minimo.

A demonstragdo de (vi) é anéloga.

Para verificarmos (iv), basta exibirmos uma forma quadratica positiva semidefinida e um
ponto critico que ndo é minimo local ou méximo local. Assim, consideremos f : R? — R
dada por f(x,y) = x> + y>. A origem é um ponto critico de f (pois Vf(x,y) = (2x 3y*)H) ea
matriz hessiana H(0,0) é dada por

02 02
H(0,0) = £2(0,0) 54.(0,0) _(2 0)
7 - 82 aZ - .
v (0, ﬁ(0,0) 00

Dai deduzimos imediatamente que g(h) = 2h?. Logo, q(h) > 0 para todo h # 0. Note
que (0,0) ndo é um minimo local para f, pois f(0,y) assume tanto valores positivos quanto
negativos numa vizinhanca de y = 0. Anélise semelhante é feita para ¢ : R> — R dada por
g(x,y) = —(x® + ). Nesse caso, a forma quadraética é negativa semidefinida na origem (que
é um ponto critico), mas (0,0) ndo é um ponto de méximo. O

O Teorema 7.14 transforma a andlise do ponto critico up na andlise da matriz hessiana
H(up). Existem diversas maneiras para determinar se a forma quadratica q(h) = h*H(ug)h é
positiva definida ou negativa definida. Relembramos alguns resultados da Algebra Linear.

(a) Seosautovalores de H(u) forem todos positivos, entdo q() é positiva definida; se forem
todos negativos, g(h) é negativa definida; se forem todos ndo-negativos, q(h) é positiva
semidefinida; se forem todos ndo-positivos, () é negativa semidefinida; se existirem
autovalores com sinal contrério, g(h) é indefinida.?

(b) Se, na "diagonalizagdo" da forma quadratica q(h) (isto é, com uma mudanca de coorde-

nadas linear v = Th de modo a escrever q(v) = a10% + ... + a,0v%) tivermos todos os

coeficientes a; positivos, entdo g(h) é positiva definida; se tivermos todos 4; negativos,

2Como H () é simétrica, essa matriz é ortogonalmente diagonalizével. Isso implica que, numa base ortogo-
nal, g terd a forma q(v) = A0% + ... + A, 032,
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q(h) é negativa definida; se os a; forem todos ndo-negativos, entdo g(h) é positiva semi-
definida; se os a; forem todos ndo-positivos, g() é negativa semidefinida; se existirem
a; e aj com sinal contrdrio, g(h) é indefinida.’

(c) Se os determinantes menores principais forem todos positivos, entdo g(h) é positiva
definida; se forem todos ndo-negativos, () é positiva semidefinida. Se os menores de
ordem impar forem negativos (respecitamente, ndo-negativos) e os de ordem par forem
positivos (respectivamente, ndo-positivos), (k) é negativa definida (respectivamente,
negativa semidefinida); nos demais casos, q(1) é indefinida.

(d) Na Decomposigdo de Cholesky, se todos os elementos da matriz diagonal forem positi-
vos, g(h) é positiva definida; se forem negativos, () é negativa definida etc.

Exemplo 2 Considere f : R> — R dada por f(x,y) = x> — > + 9xy. Uma vez que
t
Vix,y) = <3x2 +9y —3y? +9x> ,

vemos que V£ (x,y) = (00)! se, e somente se,

3¢ +9y = 0,
—-3x*+9x = 0.
Como a primeira equagdo garante que y = —x2/3, levando na segunda equagéo e simplifi-

cando, obtemos 27x — x* = 0, cujas solugdes sdo x = 0 e x = 3. Assim, os pontos criticos de
fsdo (0,0) e (3,—3).
Para analisarmos esses pontos criticos, consideramos a matriz hessiana de f:

wen=(%5 )

No ponto critico (0,0), temos

H(0,0) = ( S 0 ) = q(h) = 18Ik

Claramente g é uma forma indefinida, pois assume tanto valores positivos quanto negativos.
Assim, (0,0) ndo é ponto de méximo ou minimo.
No ponto critico (3, —3), temos

H(3,—3):(1S 12) = g(h) = 18K + 181}y + 1812,

Para analisarmos o sinal da forma quadratica q(h), usaremos o método de Lagrange, que
consiste, em tltima instancia, em completar quadrados:

hz 2 3 2
(h1+3) +Zh2

q(h) = 18[h? 4 hihy + h3] = 18

3Esse resultado decorre do processo de "diagonalizagdo" de Lagrange e da Lei da Inércia. Os coeficientes a;
obtidos nédo sdo, necessariamente, autovalores da matriz H(uy).
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Dessa expressao deduzimos imediatamente que g(h) > 0 para todo h # 0. Isso quer dizer
que (3, —3) é um ponto de minimo local estrito.
E facil verificar que (3, —3) ndo é um ponto de minimo absoluto. <

Observacdo 7.15 Existem fungdes analiticas f : R — R que possuem um tinico ponto critico,
o qual é um minimo local, mas ndo possuem ponto de minimo global. (EXEMPLO DO Moacir,
citado por Humberto na p. 405-408)

Em certas condig¢des, entretanto, podemos determinar se um ponto de minimo local é um
ponto de minimo absoluto.

Seja U C R" um conjunto convexo. A fungdo f : U — R é convexa se, para quaisquer

u,v € U, tivermos
f((L=tu+to) < (1—t)f(u) +tf(v).

Pode-se mostrar que, se f for C2, entdo f é convexa se, e somente se, sua forma quadrética
q(h) = h*H(u)h for ndo-negativa em todos os pontos de U. Esse resultado implica que todo
ponto de minimo de uma funcgdo convexa de classe C? é um ponto de minimo absoluto. Veja,
a esse respeito, [12]. <

Definicdo 7.16 Sejam U C R" um abertoe f : U — R uma aplicacio de classe C2. Um ponto critico
ug de f é ndo-degenerado, se a matriz hessiana H(ug) for invertivel.

Um importante resultado a respeito de pontos criticos ndo-degenerados é o Lema de
Morse, que estabelece a existéncia de um sistema de coordenadas numa vizinhanga de um
ponto critico ndo-degenerado tal que, nessa vizinhanga, f se exprime como como uma forma
quadrdtica com coeficientes constantes: f(y) = ¥.ii_q aijyiy;.

Seja 1y um ponto critico de f : U — R. Se f for suficientemente diferencidvel no aberto U
e a matriz hessiana H (1) for igual a 0, podemos utilizar derivadas de ordem superior para
determinar se 1y é um ponto de maximo ou minimo. O préximo resultado é uma generaliza-
¢do do Teorema 7.14:

Teorema 7.17 Sejam U C R"™ um aberto, f : U — R uma fungio suficientemente diferencidvel e
ug um ponto critico de f. Seja D¥f(uq), com k > 2, a primeira derivada de f ndo-nula no ponto uy.
Entdo:

(i) se k for par e D*f(ug) - W > 0 para todo 0 # h € R", entdo ugy é um ponto de minimo local
estrito;

(ii) se k for par e D f(ug) - h* < 0 para todo 0 # h € R", entdo ug é um ponto de mdximo local
estrito;

(iii) se D*f(ug) assumir tanto valores positivos quanto negativos quando aplicado em h*, entio ug
ndo é ponto de mdximo ou minimo;

(iv) se k for par e DX f(ug) - h* < 0 ou D¥f(ug) - W* > 0 para todo 0 # h € R", nada podemos
afirmar.

(v) se ug for um ponto de minimo, entio k é par e DX f(ug) - h* > 0 para todo 0 # h € R";
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(vi) se ug for um ponto de mdximo, entdo k é par e D*f (ug) - h* < 0 para todo 0 # h € R".
(vii) se k for impar, entio uy ndo é ponto de mdximo ou minimo;

Demonstragio: Os casos (i) — (vi) tém demonstracdo semelhante & do Teorema 7.14. (Veja o
Exercicio 4.) A demonstragdo de (vii) decorre de (iii) pois, se k for impar,

D f(ug) - (=) = (~1)}DFf(ug) - ¥ = ~DFf(ug) - I

Assim, D¥f (1) assume tanto valores positivos quanto negativos quando aplicado em k*. O

7.6 MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Definic¢ao 7.18 Sejam U C R" um aberto e F : U — R uma aplicagio diferencidvel. Suponhamos
que S seja uma superficie de classe C* e dimensdo m no R". Denotaremos F|g por f. Dizemos que
p € S éum ponto critico de f se Df(p) : T,S — R for nula em p.

Se v € T,S, sabemos que Df(p)-v = (foA)'(0),em que A : (—€,€) — S é um caminho
diferenciavel em 0, com A(0) = p e A'(0) = v, de acordo com o Exercicio 25 do Capitulo 6.
Como f = F|g, isto quer dizer (veja o Corolario 3.2 do Capitulo 3) que Df(p) é a restricdo de
DF(p)aT,S. Ouseja, Df(p) -v = (VF(p),v) paratodo v € T,S. Assim, p é um ponto critico
de f se, e somente se, VF(p) for um vetor normal a S em p, quer dizer, VF(p) L T,S.

Entre os pontos criticos p de f : S — R encontram-se os pontos de maximo e minimo de
f, pois esses sdo pontos de maximo ou minimo da funcdoreal fo A : (—¢,€) — R, em que A
é um caminho diferencidvel no ponto 0, com A(0) = p.

Suponhamos que a superficie S seja dada como imagem inversa g~ 1(c) do valor regular
c € R"™ em que g : U — R" ™ é uma aplicacio de classe C¥, k > 1. Sejam (g1,...,gn—m)
as fungdes coordenadas de g. Como sabemos (veja o Exercicio 28 do Capitulo 6), temos que
Vgi(p) L TySparatodop € S,comi=1,...,(n —m). Afirmamos que os vetores Vg;(p) sdo
linearmente independentes. De fato, esses vetores sdo as linhas da matriz jacobiana Dg(p);
como essa matriz tem posto (n — m), nossa afirmagédo estd provada.

Em particular, temos que Vgi(p), ..., Vgu—m(p) é uma base do espago vetorial (T,S)*,
pois TS € um espaco vetorial de dimensé&o .

Ora, se v € TS, vimos que Df (p) -v = (VF(p),v) = (Vf(p),v) e que p é ponto critico de
f se, e somente se, VF(p) L T,S. Logo, se S for dada como imagem inversa do valor regular
c da aplicagdo g : U — R"~™ de classe C!, p é ponto critico de f se, e somente se, VF(p) for
combinagdo linear dos vetores Vgi(p),..., V¢n—m(p), isto é,

VE(p) =MVgi(p)+ ...+ AV gu—m(p).

Os ntimeros Ay, ..., Ay—p sdo chamados multiplicadores de Lagrange. O resultado que
acabamos de mostrar é o seguinte:

Teorema 7.19 (Multiplicadores de Lagrange)
Sejam U C R" um aberto e F : U — R uma fungdo diferencidvel. Seja g : U — R™ uma
aplicacdo de classe C¥, com funcoes coordenadas (g1, . . .,gn—m), para m < n.
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Suponhamos que ¢ € R"™™ seja um valor reqular de geque p € S = {x € R" : g(x) = c}.
Entdo, p é um ponto critico de f := F|s se, e somente se, existirem niimeros reais A1, ..., Ay—p tais
que

VE(p) =MVgi(p) +.. .+ AnVgn-m(p).

Exemplo 3 Vamos encontrar o méximo de f : R? — R dada por f(x,y) = x%y restrito ao
conjunto S = {(x,y) € R? : 2x? +y? = 3}.

Comecamos notando que f e ¢ : R? — R, dada por g(x,y) = 2x? + y? sdo ambas funcdes
de classe C! (na verdade, C*). Afirmamos que 3 é valor regular de g. De fato, Vg(x,y) =
(4x 2y)t. Como temos Vg(x,y) = (0 0)! se, e somente se (x,y) = (0,0), S = g~ '(3) é
imagem inversa de um valor regular de g. Note que S é uma elipse e, portanto, uma superficie
compacta.

Se (x,y) € S, aigualdade vetorial

escreve-se como

%(w) = Aa—g(x,y) e %(W) = )‘a—g("'y)'

ou seja, somos levados ao sistema

2xy = 4Ax, (7.2)
X2 = 2\y, (7.3)
2¥* +y* = 3. (7.4)

Da equagédo (7.2) obtemos x(y —2A) = 0. Logo, x = 0 ou y = 2A.

Se for x = 0, concluimos de (7.2) que y = ++/3. Isso implica, de acordo com (7.3), que
A = 0. Portanto, os ternos (x,y, A) dados por (0, V3, 0) e (0, —/3, 0) sdo solugdes do sistema
(7.2) — (7.4).

Por sua vez, se y = 2A, entdo y?> = 412 e decorre entdo de (7.3) que x> = 4A2. Substituindo
em (7.4), vem 8A? + 412 = 3,0 que implica A = £(1/2). SeA =1/2,temosy = lex = £1;
se A = —(1/2), entdo y = —1 e x = £1. Quer dizer, nesse caso, os ternos (x,y, A) dados por
(-1,+1,1/2),(1,1,1/2), (—1,-1,-1/2) e (1, -1, —1/2) s&o solug¢des do sistema.

Como S é uma superficie compacta f|s assume maximo e minimo. Para obtermos os
pontos de maximo e minimo de f|g basta analisar os valores assumidos por f nos pontos que
solucionam o sistema. Temos

f(0,—v3) = f(0,v3) = 0
f(-1,-1) = f(1,-1) = -1,
f1,1) = f(-1,1) = L

Assim, (1,1) e (—1,1) sdo pontos de maximo, enquanto (—1, —1) e (1, —1) sdo pontos de
minimo de f|s. <
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Exemplo 4 Vamos analisar os pontos criticos de f : R® — R dada por f(x,y,z) = xyz quando
restritaa S = {(x,y,z) €R® : ¥* +y> =1, x +z=1}.

As funcdes f e ¢ : R — R2, definida por g(x,v,z) = (g1(x,v,2),82(x,v,2)) = (x*> +
y?,x + z), sdo ambas de classe C!. Uma vez que

2x 2y 0
Dﬂ%%ﬂ=<:1 gl),

vemos que Dg(x,y,z) tem posto 2 para qualquer (x,y,z) € R? (verifique!). Assim, (1,1) éum
valor regular de ¢ e S = ¢! é uma superficie compacta. Se (x,y,z) € S, a igualdade vetorial

Vi(xy2) = MV&i(x,y,2) + A2V (x,y,2)

escreve-se como

yz — 2Mx — Ay 0, (7.5)
xz — 2M\My = 0, (7.6)
Xy - A = 0, (7.7)
X 4+yr = 1, (7.8)

X+z 1. (7.9)

Sey = 0 em (7.6), entdo xz = 0 e, por causa de (7.7), temos A, = 0. Mas (7.8) entdo
implica x = £1. Se for x = —1, entdo (7.9) implica z = 2, o que contradiz xz = 0. Se for
x = 1, entdo (7.9) implica z = 0. Como Ay = 0e x = 1, (7.5) implica A; = 0. Concluimos
assim que, se y = 0, entdo a tinica solugdo do sistema é o ponto

(x,v,2z,M,A2) = (1,0,0,0,0).

Suponhamos agora que y # 0. Decorre de (7.6) e (7.7) que

)\1:@ e Ay =xy.

Substituindo esses valores em (7.5), obtemos que

v?z — x*z — xy* = 0.
Mas (7.8) mostra que y> = 1 — x2, enquanto (7.9) implica z = 1 — x. Substituindo na expres-
sdo anterior, concluimos que
(1-x)(1—x—3x%)=0.

Portanto, devemos ter x = 1 ou entio 1 —x —3x2 = 0, que nos fornece os valores x =
(=1—+/13)/6ex = (—1+/13)/6. Substituindo esses valores possiveis de x e empregando
as equacoes

Xz

y2:1—x2, z=1-—x, Al:@ e Ay=xy,
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obtemos quatro possiveis solu¢des no caso y # 0

-1 \/13 V22-2v13 7+ V13 +\/82-%-22\/13 +\/16—|—\/13
6 6 12 ’ 9

11— \/22 2 7+ \/ CV/82+22V13 V16 + V13
12 ’ 9

( 1+v13 V22-2V13 7+ V13 V82+22V/13 16+ 13
6 6 12 a 9

6 ’ 6 6 12 ’ 9

(—1+\/_ +\/22—2\/ﬁ 7+ /13 +\/82+sz +\/16+\/ﬁ)'

Como S é uma superficie compacta (¢ uma elipse, resultante da intersecdo do cilindro
x?> +y?> = 1 com o plano x +z = 1), f|s possui mdximo e minimo. Para analisar os pontos
criticos, calculamos o valor de f em cada um dos pontos obtidos. Temos

—1—+13 V22-2V13 7++/13

f = : e = 40,869...,
—1-V13  V22-2V13 7+ V13
f ,+ , = —0,869...,
6 6 6
“14+v13  V22-2V13 7+ V13
f ,— , = —0,221..,,
6 6 6
—14+v13  V22-2V13 7+ V13
f ,+ ) = 40,221...,
6 6 6
£(1,0,0) = 0.

Consequentemente, o ponto

(—1—\/ﬁ V2-2V13 7+\/ﬁ>
6 ' 6 ’

6

¢ o maximo absoluto de f|s, enquanto

(—1—@ +\/22—2\/E 7+\/E>
6 ' 6 ’

6

¢ o minimo absoluto de f|s. Os dois pontos seguintes sdo pontos de minimo e méximo locais
(verifique!), enquanto (1,0, 0) ndo é ponto de maximo ou minimo. <

Observacao 7.20 Problemas de otimizacdo sao tratados com detalhes no 6timo livro de H.
Bortolossi [3], do qual extraimos os dois exemplos anteriores. <
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7.7 EXERCICIOS

1. Sejam U C R" um aberto e f : U — R™ uma aplicagdo s vezes diferencidvel. Para
j=1,...,s, considere aplicagdes simétricas A; € L;(R",R™) tais que

fla+h)=f(a)+A1-h+...+As- B +p(h)|| k|,

em que lirr}) p(h) = 0. Mostre que

h—

2. Sejam U C R" um aberto e f : U — R uma fungdo arbitrdria. Mostre que o conjunto
dos pontos de méximo (ou minimo) local estrito de f é enumeravel.

3. Para x1,...,x, > 0, mostre que

X1+ ... +x,\"
X1ty < (1—) ,
n

ou seja,
xl + oo + xn
-

n

Yx1...0xn <

desigualdade que prova que a média geométrica de xy, ..., x, € menor do que ou igual
a média aritmética dos mesmos niimeros.

4. Demonstre o Teorema 7.17.

5. Determine os pontos criticos da funcio f : R?" — R dada por f(x,y) = (x,y) quando
restrita & esfera unitaria ||x|> + ||y||> = 1. Conclua dai a desigualdade de Cauchy-
Schwarz.

6. Estude os pontos criticos de f : R> — R, dada por f(x,y) = x>+ y?, restritaa S =
{(x,y) € R? : x2 +y?> =1}.

7. Estude os pontos criticos de f : R> — R, dada por f(x,y) = x>+ y restritaa S =
{(x,y) €ER? : 22+ 4> =1}.

8. Estude os pontos criticos de f : R — R, dada por f(x,y,z) = xy + yz + xz, restrita a
S ={(x,y,z) € R : x+y+z = 3}. Mostre que f|s ndo possui méximos ou minimos
absolutos.



Capitulo 8

SUPERFICIES ORIENTAVEIS E COM
BORDO

8.1 SUPERFICIES ORIENTAVEIS

Definigdo 8.1 Seja S C R" uma superficie de dimensio m e classe C*. Um atlas A de classe C* em
S é um conjunto de parametrizacdes ¢ : U, C R™ — Q, C S de classe C* (em que Q) é um aberto
em S), cujas imagens cobrem S.

Duas parametrizagbes ¢ : U — Qe : U — ) sido compativeis se, ou QN QY = @, ou
e toy :p H(QANQ) — ¢ 1 (QN Q) tiver matriz jacobiana com determinante positivo em todos
os pontos u € ¢~ (AN Q).

Um atlas A na superficie S é coerente, se quaisquer de suas parametrizagdes forem compativeis.

Uma superficie S de classe C* é orientdvel, se possuir um atlas A coerente de classe C*. Uma
superficie orientada é uma superficie orientdvel na qual foi escolhida um atlas coerente A. Mais
precisamente, uma superficie orientdvel de classe C* é um par (S, A), em que A é um atlas coerente de
classe CX. As parametrizacoes em A sdo chamadas positivas.

Note que a definicdo de superficie garante a existéncia de um atlas A de classe C¥ em S.

Exemplo 1 Toda superficie que é a imagem de uma tinica parametrizacdo é orientavel, pois
essa parametrizacdo constitui um atlas coerente. Em particular, toda superficie dada como
grafico de uma aplica¢do Ck (k > 1) e todos os conjuntos abertos do R" sdo orientéveis. <

Exemplo 2 Seja S C R" uma superficie de dimensio m e classe C¥. Entdo S é localmente
orientdvel, isto é, todo ponto p € S admite uma vizinhanga (2 tal que S N () = () é orientavel.
Isso resulta imediatamente do exemplo anterior: basta considerar uma parametrizacdo ¢ :
U — ) C S de uma vizinhanga de () > p. <

Exemplo 3 Se uma superficie S de dimenséo m e classe C* admitir um atlas formado por duas
parametrizagoes, ¢ : U — Qe ¢ : U — ), com QN Y conexo, entdo S é orientavel. (Veja o
Exercicio 13.) De fato, como o dominio ¢~!(Q N Q') da parametrizagio ¢! o ¢ é conexo, ou
det(¢~1 o) > 0 (caso em que o atlas é coerente), ou det(¢p ! o 1)) < 0 em todos os pontos
do dominio. Nesse caso, existe uma outra parametriza¢do ¢, com a mesma imagem de 1, tal

108
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que det(¢~! o 9p) > 0. De fato, defina o aberto U' = {(—uy, u, ..., tm) = (u1,...,um) € U'} e
a parametrizagéo ¢ : u’ — S por f(—ul,uz, e Um) = P(uq, Uy, ..., Uy). A Regra da Cadeia
aplicadaa ¢! o § produz o afirmado. Ao obter ¥, dizemos que mudamos o sinalde . <

Se temos trés ou mais parametrizagdes, em geral ndo é possivel simplesmente mudar o
sinal de uma delas para obter um atlas coerente. Veja, contudo, o Exercicio 4.

Observagdo 8.2 Dadas duas parametriza¢des de uma vizinhanga Q) N Q' do ponto p € S,
com p = ¢(ug) = P(uy), sabemos que & = ¢! o ¢ é um difeomorfismo. Os conjuntos

5= {2, 2} e o= {Mup, W)

8x1 8x1

sdo ambos bases do espago tangente T,S. A relagdo entre essas bases é obtida ao diferenciar-
mos a igualdade g o ¢ = 9.

Dyp(up) - ei = D(&(up)) - DE(up) - e = Dp(uo) - ci,

em que ¢; é a i-ésima coluna da matriz J¢(u(). Logo, a matriz jacobiana J¢(u() é a matriz
mudanca da base! C para a base B.

As parametrizagdes ¢ e  sdo compativeis, se det [ (u;) > 0. Como o determinante é uma
fungdo continua, seu sinal é constante em cada componente conexa do aberto ¥~ 1(Q N Q');
assim, se esse aberto for conexo, o sinal do determinante serd o mesmo em todos os pontos
desse aberto. Contudo, ndo podemos garantir, a priori, que ¥~ (Q N Q)') seja conexo. <

Definicao 8.3 Um campo de classe Ck, k € N, de vetores normais a uma superficie S C R" é uma
aplicagiio v : S — R" de classe C* tal que, para todo p € S, temos v(p) € (T,S)* .

Lembramos que, se S C R" for uma superficie de dimensao m, entdo (T,S)"* tem dimen-
sdon —m paratodop € S.

Teorema 8.4 Se uma superficie S C R de dimensdo m e classe C* possuir n — m campos continuos
V1, ..., On—m : S — R" devetores normais a S, linearmente independentes em cada ponto p € S, entdo
S é uma superficie orientdvel. Mais precisamente, se 0s campos continuos vy, . . ., Uy—m formarem uma
base de (T,S)~* em cada ponto p € S, entdo S é orientdvel.

Demonstragio: Seja A’ o atlas C* dado pela defini¢do de S. Seja A C A’ o subconjunto de
todas as parametrizagdes ¢ : U, C R™ — Q, C S de classe C¥, em que U, é conexo e, para
todo u € Uy, a matriz (dada por sua colunas)

o¢<u>=(a—“”<u> 22 ) o) vn_m<¢<u>>)

d0x1 0x

tem determinante positivo. Note que as colunas de O, () formam uma base do R"” em cada
ponto u, de forma que O, (u) é invertivel para todo u € U. Além disso, como as colunas

INote que os vetores da base C estdo sendo escritos como combinagio linear dos vetores da base .
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de O, variam continuamente com u, 0 seu determinante ndo muda de sinal no conexo U,,
dominio de ¢.

Queremos mostrar que A é um atlas em S. Em primeiro lugar, pela definicao de super-
ficie, todo ponto p € S pertence a uma vizinhanca aberta (3 C S, que é imagem de uma
parametrizacdo ¢ : U — (). Para obtermos uma parametrizacdo definida num conexo, basta
restringirmos ¢ a componente conexa que contém u = ¢~ !(p). Quer dizer, podemos supor
que todos os dominios das parametrizagdes em A’ sejam conexos, ao restringir os dominios
de suas parametrizacdes a componentes conexas. E o que faremos de agora em diante.

Para que uma parametrizacio A’ > ¢ : Uy — Q) C S esteja em A, basta que det Oy (u) >
0 paraalgum u € Uy, pois U, é conexo. Suponhamos que, O, (1) < 0 para algum (e, portanto,
para todo) u € U,. Nesse caso, mudamos o sinal de ¢ e obtemos uma parametrizacdo ¢ com

a mesma imagem de ¢, mas com detO, > 0. Isto mostra que A é um atlas Ck em S._(Mas

agora, em geral, A ¢ A’.)
Agora vamos mostrar que A é coerente. Para isso, suponhamos que ¢, ¢ € A sejam
parametrizagdes do mesmo aberto? Q C S e que ¢(ug) = P(u)) = p € S. Examinemos

O¢(M6)I
Oy(u) = (L0085 0) a9 () o vam(p(s))).

As m primeiras colunas dessa matriz sdo uma base de TS, enquanto as colunas restantes

fornecem uma base de (T,S)*. Denotaremos por C a base do R" formada pelas colunas de
Oy (). Da mesma forma, denotaremos por B a base do R" dada pelas colunas de O, (u). Se
considerarmos a matriz de mudanga de base C para a base B, vemos que ela tem a forma

p= (S0,

Oy (ug) = Oy(uo) P,

Mais precisamente,

de onde deduzimos que

det Oy (1) = det Oy (up) det C. (8.1)
Uma vez que C corresponde a matriz jacobiana de ¢(uj) = ¢! o ¢(u)), concluimos que
det D¢ (u() > 0, o que mostra que as parametrizagdes i e ¢ sdo compativeis. O

Corolario 8.5 Se a superficie S C R", de dimensio n e classe C¥, for a imagem inversa de um valor
regular da aplicagdo f : U C R" — R"™" entdo S é orientdvel.

Demonstragio: Suponhamos que S = f~!(c). Para p € S, consideremos a matriz jacobiana
Jf(p). Se f = (f1,..., fu—m) s@o as fung¢des coordenadas de f, as linhas de [f(p) correspon-
dem aos vetores Vfi(p),...,V fu_m(p). Como Jf(p) tem posto n — m (pois c é valor regular
de f), mostramos que os vetores

Vi),V fa—m(p)

2Veja a Observagao 6.9.
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sdo linearmente independentes.

Afirmamos agora que V f;(p) € (T,[,S)L parai=1,...,n—m. Defato,sec = (c1,...,Cn—m)
sdo as coordenadas de ¢, cada funcdo f; : U — R é constante em S e igual a ¢;. Como todo
vetor v € T,S é o vetor velocidade A'(0) de um caminho A : (—€,€) — S satisfazendo
A(0) = p, temos (fioA)(t) = c;jparai = 1,...,n —m. Derivando essa igualdade, obtemos
Dfi(p) o A’'(0) = 0, ouseja, Df(p) - v = (Vfi(p),v) = 0, mostrando que V f;(p) L T,S.

Isso mostra que V f1(p), ...,V fu—m(p) sdo n — m campos continuos que formam uma base
de (T,S)*. O

O Exercicio 1 pede que vocé demonstre o seguinte resultado:

Corolario 8.6 Toda superficie S de dimensdo m e classe C* admite, localmente, um campo de vetores
normais de classe Ck=1.

Pode-se mostrar (veja [9], Proposicdo 7, p. 118) que uma superficie S C R" de dimensao m
admite n — m campos continuos linearmente independentes de vetores normais se, e somente
se, S for a imagem inversa de um valor regular. A demonstragdo desse fato foge ao escopo
deste texto.

Contudo, é fécil verificar que a reciproca do Teorema 8.4 é valida no caso em que a su-
perficie S tiver codimensdo 1. Para mostrar esse fato, come¢amos provando um resultado
simples sobre o produto vetorial no espaco R" (veja o Exercicio 29 do Capitulo 1).

Lema 8.7 Sejam B = {v4,...,v,_1}eC = {wy,...,w,_1} bases do espago E C R". Se P denotar
a matriz de mudanga da base B para a base C, entiio

VIA... N1 =detPwy A... \Nw,_1.

Demonstragido: Definimos duas formas (n — 1)-lineares alternadas f : E — Reg: E — R

por®

VA ANV = f(01,0.,0p-1) WA AWy

n
g(v1,...,05—1) = detP = det(p;j), emque vj=) pjw;, j=1,...,n—1
i—1

Como o espago das formas (n — 1)-lineares alternadas tem dimens&o 1, devemos ter f =
cg.Mas f(wq,...,wy—1) =1leg(wy,..., wy,—1) =1, 0 que significa que ¢ = 1. Isso prova que

V1IA... NV, =detPwy A... \Nw,_1. O

Proposicao 8.8 Toda superficie orientdvel de codimensio 1 admite um campo continuo de vetores
normais ndo-nulos.

3Note que, como E tem dimensaon —1,v1 A... Av,_1 deve ser igual a um maltiplo de w1 A ... Aw,_1, pois
ambos esses vetores sdo perpendiculares a E.



112 CAPITULO 8. SUPERFICIES ORIENTAVEIS E COM BORDO

Demonstragdo: Seja A um atlas coerente na superficie Se ¢ : U C R*"! — S C R” uma
parametrizacdo em A. Se ¢(u) = p € S, definimos

9 iy A A 2P (),

, emque w(p)= o1 9,

Se i for uma outra parametriza¢do de uma vizinhanga aberta de p, com ¥ (v) = p, entdo

_ 9% I
satisfaz z(p) = detP w(p), em que P é a matriz de mudanca da base {Bx ey af") } para a

base {ax PR ax } de acordo com o Lema 8.7. Como essa matriz é positiva, temos que

z(p) _ w(p)
lz(p)II [[w(p)

T o(p).

Isso mostra que o campo unitdrio normal v : S — R" estd bem definido. Como v é continuo,
o resultado estd provado. 0

Exemplo 4 (A faixa de Moebius) A faixa de Moebius é o exemplo mais simples de uma su-
perficie ndo-orientdvel no R3. Ela é obtida da seguinte maneira: considere um circulo de raio
1 e um segmento de reta (—1/2,1/2), cujo ponto central pertence ao circulo. Enquanto esse
ponto central percorre inteiramente o c1rculo giramos o segmento de 7t radianos.

Para parametrizar a faixa de Moebius M, consideramos a aplicagdo f : (0,1) x R — R?,
definida por

f(s,t) =7(t) + (s —1/2)d(¢),
em que
v(t) = (cost,sent,0) e o(t) = (cos% cos t,cos% sent,sen %) )
<

FALTA CONCLUIR O EXEMPLO. FALTA CONCLUIR A COMPARACAO ENTRE TIPOS
DE SUPERFICIES, INICIADA NO CAP. 6. Talvez incluir o Exercicio 3 no texto.

8.2 SUPERFICIES COM BORDO
Definicdo 8.9 Um semiespago no R" é um conjunto do tipo

H={xecR": {(x) <0}

em que £ : R" — R é um funcional linear nido-nulo.
O bordo do semiespaco H é o conjunto 0H = {x € R" : {(x) = 0}.
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Notamos que, se v € R" for um vetor arbitrario, entdo ou v € H ou —v € H. Assim,
dada uma base arbitréria {vy,...,v,} do R", obtemos uma base do R" com vetores em H
substituindo os vetores v; € H por —v;, parai =1,...,n.

Como conseqiiéncia do Teorema do Ntcleo e da Imagem, o bordo dH é um subespago
de dimensdo n — 1 no R" e, portanto, uma superficie de codimensao 1 no R". Um conjunto
aberto em H é a interse¢do de um aberto do R"” com H. Assim, os subconjuntos U C H abertos
podem ser de dois tipos: aqueles contidos no interior de H (e que sdo, portanto, abertos do
R"™) e aqueles cuja interse¢do com dH é nado-vazia.

Seja U C H um aberto. Queremos definir a derivada de f : U C H — R™. Se u for um
ponto interior de H, a defini¢do usual é suficiente. Mas o que fazer quando u € dH?

Definicao 8.10 Sejam U C H um conjunto aberto. Uma aplicagio f : U C H — R™ é diferencid-
vel se ela for a restricio de uma aplicacdo diferencidvel F : V C R" — R™. A aplicacio f é C* se F
for Ck.

A derivada de f em u € U é definida como a derivada de F no ponto u.

Naturalmente, precisamos verificar que a derivadade f : U C H — R"™ estd bem definida,
isto é, que f'(u) independe da extensdo de f considerada. Se u for um ponto interior de H,
a derivada de f no ponto u deve coincidir com a derivada de qualquer extensdo de f a um
aberto do R". Assim, podemos nos ater ao caso em que u € dH. Suponhamos, entdo, que a
restri¢do a U da aplicagdo F : V C R" — R™ (em que V é um aberto do R") seja igual a f e
tomemos uma base {vy,...,v,} do R" com vetores em H. Consideremos F'(u) - v;. Temos

F'(u) - o; = lim F(u+to)) — F(u) _ lim f(u+ to;) —f(u),
t—0+ t t—0+ t

pois u + tv; € U, desde que tomemos t suficientemente pequeno. Isso mostra que F’'(u) - v;
estd determinado de maneira tnica nos elementos da base {vy,...,v,} de H. Portanto, a
derivada de f independe da extensdo F considerada.

A definicdo da derivada de f : U C H — R" implica imediatamente que a Regra da
Cadeia continua valida. Mais precisamente, sejam U C Hj e V C H, abertos nos semiespagos
H; C R" e Hy C R™. Se as aplicagdes f : U — R"™ e g : V — RF forem diferencidveis nos
pontosu € Uev = f(u) € V, respectivamente, entdo (go f)(u) = ¢'(f(u)) - f'(u). Esse fato
decorre imediatamente da Regra da Cadeia aplicada as extensdes de f e g.

Um difeomorfismo (respectivamente, difeomorfismo Ck) entre abertos U C Hye V C H,
dos semiespacos H; C R" e H, C R™ é uma bijecao diferenciavel (respectivamente, CF),
cuja inversa também ¢ diferencidvel (respectivamente, C¥). Como antes, a Regra da Cadeia
implica imediatamente que devemos ter m = n.

Definicao 8.11 Seja H um semiespago. O bordo de um aberto U C H é o conjunto

o =UNoJH.

O bordo de um aberto U C H é uma superficie de codimensao 1 no R". De fato, como U
é um aberto em H, existe um aberto V C R" tal que U = V N H. Portanto,

VNOH =VN(HNJH) = (VNH)NH = UNaJH = aU.
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O afirmado decorre imediatamente de V N 0H ser um aberto na superficie dH.
O préximo resultado mostra que o bordo de um aberto U C H é invariante por difeomor-
fismos.

Proposi¢do 8.12 Sejam U C Hj e V C Hj abertos nos semiespagos Hy, Hy C R". Se f : U —
V for um difeomorfismo de classe C!, entdo f(oU) = 9V. Em particular, a restrigio f|y; é um
difeomorfismo entre as superficies oU e AV .

Demonstra¢ao: Suponhamos que u € U seja um ponto interior. Isso quer dizer que existe um
aberto A C U, com u € A. A restrigio f|4 é um difeomorfismo de classe C! do aberto A C
R" sobre sua imagem f(A). Pelo Teorema da Aplicagdo Inversa, f(A) é um aberto. Como
f(A) C V, concluimos que f(u) é um ponto interior de V. Isso quer dizer que f(intU) =
int B e, portanto, f~1(dV) C oU. Analogamente, f(dU) C dV, o que conclui a prova. O

Observacao 8.13 O mesmo resultado pode ser provado sob condi¢des mais gerais: basta su-
por que f seja um homeomorfismo de U em V. Para isso, é necessario recorrer ao Teorema
de Invaridncia do Dominio. <

As proximas defini¢des estendem o conceito de parametrizagdo e superficie:

Defini¢do 8.14 Seja U C H um aberto do semiespaco H C R™. Uma parametrizagdo (m-
dimensional) de classe C* de um conjunto Q C R" é uma aplicagdo ¢ : U — R" de classe C*
tal que:

(i) aaplicagio ¢ é um homeomorfismo de U em Q) = ¢(U);
(ii) a derivada De(u) : R™ — R" é injetora para todo u € U.

Definicio 8.15 Uma superficie com bordo de dimensio m e classe C* é um subconjunto S C R"
tal que todo elemento p € S pertence a um aberto Q) C S, o qual é a imagem de uma parametrizagio
¢ :UC H— R", em que U é um aberto do semiespaco H C R™.

Como no caso de superficies,* mudancas de parametrizacdo sao dadas por difeomorfis-
mos.

Proposicdo 8.16 Sejam S uma superficie com bordo de dimensdo m e Q) C S um aberto. Se ¢ :
UCH — Qey:V C Hy — Q sio parametrizacoes C* de Q), entdo p Lo : U — V éum
difeomorfismo C* entre os abertos U C Hy e V C Hp dos semiespagos Hy, Hy C R™.

Demonstragido: Dado p € S, suponhamos que ¢(u) = p = P(v). Como ¢ é diferencidvel,
existe uma extensdao ¥ : W C R"™ — R" de #, de classe Ck, definida num aberto W C R™.
Pela Forma Local das Imersdes (restringindo W, se necessario), ¥ é um homeomorfismo entre
W > ve Y (W), cujainversa ¥ ! é a restricio a ¥ (W) de uma aplicagdo I' definida num aberto
do R". Logo, definindo A = ¢~ !(¥(W)), vemos que A > u é um aberto em H;. Além disso,
(pLo@)a = (¥ 1o @)s é uma aplicagao de classe C¥, como composta de aplicacdes CF.
Isso prova que ! o ¢ é uma aplicagio C* numa vizinhanca aberta do ponto u e completa a
demonstracao. O

4Como definida no Capitulo 6.
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Observacao 8.17 Nao é necessdrio trabalharmos com parametriza¢des definidas em semies-
pacos distintos; basta consideramos o semiespagco Hy = {(x1,...,x,) € R™ : x; < 0}.
Dado qualquer semiespagco H C R, existe um isomorfismo linear T : R" — R™ tal que
T(Hy) = H (veja o Exercicio 16). Dada uma parametrizagao de classe C¥, ¢ : V. C H — S,
definimos U = T~ (V) e ¢ : U — S por ¢ = 1 o T. A parametrizagio ¢ é de classe C* e tem
a mesma imagem de 1. <

Definicao 8.18 Seja S C R" uma superficie com bordo. O bordo é o conjunto S formado por todos
os pontos p € S tais que, para toda parametrizagio ¢ : U C H — Q) do aberto Q) > p de S, com
¢(u) = p, temos u € JU.

A defini¢do apresentada do bordo 9S torna dificil verificar se um ponto p € S pertence a
dS. Combinando as Proposigdes 8.12 e 8.16 temos uma caracterizagdo muito mais simples do
bordo de uma superficie. Se existir uma parametrizagdo ¢ : U C H; — S tal que ¢(u) = p
e u € dU, podemos concluir que p € dS. De fato, suponhamos que ¢ : V.C Hy — §
seja outra parametrizagdo do ponto p, com ¥(v) = 0. Como ! o ¢ é um difeomorfismo,
(p~'og@)(u) =0v € aV,poisu € ol.

Observacgio 8.19 Se S for uma superficie com bordo de dimenséo m e classe C¥, entéo 9S é
uma superficie de dimensio m — 1 e classe C*. E claro que o bordo 95 é parametrizado pelas
restricdes de parametrizagdes ¢ : U C H C R" — S, em que oU # @. Contudo, essas
ndo sdo definidas em abertos do espago R™~! e néo caracterizam, portanto, dS como uma
superficie de dimensdo m — 1. Temos duas maneiras simples de obter parametriza¢des de
dS. A primeira consiste em tomar uma base de dH e representar cada elemento de dH como
combinacgdo linear dos m — 1 vetores da base de dH. Os elementos de 0S dados por ¢ sdo as
imagens dos elementos u € U N dH, e u é representado pelas m — 1 coordenadas dadas por
essa base de 0H.

A segunda solucao também é simples e elucidativa: consideramos uma parametrizagao
@ : U C Hy — S (em que Hy é o semiespaco definido anteriormente) tal que dU # @. Se
identificarmos 0Hy com R"~1 por meio da correspondéncia (0, x2,...,%m) — (x2,...,Xm) €
R™~1, entdo U NdH, é identificado com um aberto do espaco R” !, de modo que ¢ : 9U — S
é parametrizacdo de uma vizinhanca aberta de 9S. <

Teorema 8.20 Sejam S uma superficie de dimensio m e classe CX e f : S — R uma fungio de classe
Ck. Se a € R for valor regular de f, entdo o conjunto N = {x € S : f(x) < a} é uma superficie com
bordo, de dimensdo m e classe C¥. O bordo de N é

ON = fL(a).

Demonstragido: O conjunto A = {x € S : f(x) < a} é aberto em S; logo, é uma superficie
de dimensao m e classe CK (veja o Exercicio 15). Para completar a demonstragdo, precisamos
apenas parametrizar as vizinhangas dos pontos x € N tais que f(x) = a.

Para x € S, considere uma parametrizacdo ¢ : U C R™ — () de uma vizinhanga aberta de
x, com @(u) = x. Uma vez que a é valor regular de f, resulta da Defini¢do 6.11 que a4 também
é valor regular da funcdo f o ¢ : U — R. Sem perda de generalidade, podemos supor que

df o g
%, (u) > 0.
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Considerando a decomposigdo R" = R™=1 x R, decorre da Forma Local das Submersdes que
existem um aberto W C R"~! contendo u* = (uy,...,u,_1) eumintervalo I = (a —€,a +€),
bem como um difeomorfismo ¢ : W x I — R™ tal que f o ¢ o ¢ = I, isto é,°

(fopog)(u*,t)=t Vtel

Em R"™ = R"~1 x R considere o semiespaco formado pelos pontos cuja tltima coorde-
nada é menor do que ou iguala a. Defina V= (W xI)NH, ¢ = po¢pe Q) = (V). Entdo
¢ : V — N é uma parametrizagdo do aberto () C N. O

AR
Wx 1 N[ =(a—ea+e)
fopop=1II
o s o= f(p)
[y
e R

Figura 8.1: A composta i = ¢ o ¢ é uma parametrizacdo do aberto (3 C N.

Exemplo 5 Considerando S = R", a bola fechada E(xo) C R™ é uma superficie com bordo,
de dimenséo m e classe C®, cujo bordo é a esfera S"~1 C R™. De fato, considere f : R" — R
dada por

fx) = (x = x0,x — x0) = [|x — xo]|*.

Entdo Vf(x) = 2(x — xp), de forma que todo r # 0 é valor regular de f. A bola fechada
By (xp) € caracterizada por f(x) < r, e seu bordo é dado por f(x) = r. <

5Veja a Figura 8.1.
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Definigao 8.21 Seja S C R" uma superficie com bordo de dimensdo m e classe CX. Dado p € S, seja
¢:UC HCR" — Q C S uma parametrizagio do aberto Q3 > p, com ¢(u) = p. Definimos o
espago tangente i superficie com bordo S, denotado TS, por

T,S = ¢'(u) -R™.

Como antes, precisamos verificar que o espaco tangente T,S independe da parametri-
zagdo escolhida de uma vizinhanga aberta de p € S. Se ¢ for outra parametrizacdo de
uma vizinhanca de p (com ¢(v) = p), a Proposi¢do 8.16 garante que a mudanca de co-
ordenadas ¢ = ! o ¢ é um difeomorfismo; aplicando a Regra da Cadeia a igualdade
pol = ¢, temos ¢’ (v) o' (u) -R™ = ¢'(u) - R™. Como ¢’'(u) é um isomorfismo, temos
que ¢'(0) - R™ = ¢'(u) - R™.

Seja p € dS. Em p temos uma situagdo dual: por um lado, estd definido o espago tan-
gente m-dimensional T,S da superficie com bordo S; mas, por outro, dS é uma superficie de
dimensado m — 1, para a qual estd definido o espago tangente (m — 1)-dimensional T (9S). Se
considerarmos uma parametrizagdo ¢ : U C H — S, com ¢(u) = p € 9S, entdo obtemos
uma parametrizagao de dS ao considerarmos uma base de H. Mas o espago tangente T}, (95)
é obtido sem a utilizagdo dessa base: temos que T,(9S) = ¢'(u) - H.

8.3 ORIENTACAO EM SUPERFICIES COM BORDO

Definicio 8.22 Uma superficie com bordo S, de dimensdo m e classe C¥, é orientdvel se admitir um
atlas coerente de classe C¥. Como antes, o atlas A é coerente se mudancas de parametrizagoes do
aberto () C S tiverem determinante jacobiano positivo.

Teorema 8.23 Se S C R” for uma superficie com bordo orientdvel (de dimensio m > 2 e classe C¥),
entdo a orientagdo de S induz uma orientagdo na superficie 0S. Mais precisamente, S admite um atlas
coerente, construido a partir de parametrizagdes ¢ : U C Hy — Q) C S, em que Hy é o semiespago
definido na Observagio 8.17, e a orientagdo de dS é definida como aquela determinada pelas restricoes
ao bordo das parametrizagdes desse atlas.

Demonstragio: Utilizando o semiespaco Hy introduzido anteriormente, seja .\A o conjunto
das parametrizagoes ¢ : U C Hy — Q C S de classe C* com as seguintes propriedades:

a) U é um aberto conexo em Hy;
b) ¢ é positiva com relagdo a orientagao de S.

Ja vimos que podemos supor que todos os dominios de parametrizagdes sejam conexos.
Além disso, a toda parametrizagdo i : V C H — () corresponde uma parametrizagdo de (2
definida em um aberto U C Hy (veja a Observacdo 8.17). Assim, um atlas em S gera um atlas
satisfazendo a propriedade a). Mas, como existe um atlas coerente em S, sempre podemos
tomar parametrizagdes positivas ¢ € A: se ¢ ndo for positiva, mudamos o sinal de ¢, de
modo a obter uma parametrizagdo positiva.

Lembramos que os elementos de dHj correspondem aos elementos do R™ cuja primeira
coordenada é igual a zero (veja a Observacao 8.19). Consideremos as restrigdes ¢|y5 das
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parametriza¢des cujo dominio satisfaz U NdHy # @. Claramente essas restricdes formam
um atlas Ay em dS. Afirmamos que esse atlas é coerente.

Sejam, portanto, ¢ e P duas parametriza¢des em A do aberto 3 C S, com ¢(u) = p € 9S
e tanto @|ys quanto ¢|ys em Ay. Consideremos a mudanga de parametrizagdo 1/,7_1 og e
sua matriz jacobiana. De acordo com a Proposi¢do 8.12, pontos de fronteira sdo levados em
pontos de fronteiras, de modo que J(¢~! o @) tem a forma

ai 0 e 0
a1 dz2 ... d2m
ﬂml amz PO amm

(Yo

o (u). Como

Afirmamos que a1; > 0, em que a1; =
axy ... oy

amz e amm

corresponde & matriz jacobiana da mudanca de base entre ¥~ 1|55 o @ys, 0 afirmado decorre
imediatamente de nossa afirmacao.
Para provar nossa afirmacao, consideremos, para t < 0, o a primeira coordenada do quo-

ciente
(y~og)(utter) = (p~" o @) (u)
t

A primeira coordenada de (! o ¢)(u + te;) é negativa (ja que u + te; € Hy para t < 0),
enquanto a primeira coordenada de (¢! o ¢)(u) é nula (pois u € dHg). Como t < 0, o quo-
ciente tem a primeira coordenada positiva. Passando ao limite quanto t — 07, concluimos
que

(Yl oph(utte) = (g oph(n) _

an = lim
t—0~ t

Como ndo podemos ter a1; = 0, a atirmacao estd provada. O

Exemplo 6 (Orientac¢do em superficies com bordo S, com dim S = 1) Ointervalo [0, 1] é uma
superficie com bordo de dimensao 1 e classe C*, de acordo com o Exemplo 5. Um atlas A
nessa superficie é dado pelas parametrizagdes {¢, ¥}, e que ¢ : [0,1) C [0,00) — [0,1) e
P :(0,1] C (—o0,1] — (0,1] sdo ambas iguais a fun¢do identidade. A mudanca de parame-
trizacio 1o ¢ : (0,1) — (0,1) também é a funcdo identidade, de modo que A é um atlas
coerente, que define a orientagdo natural em [0, 1].

Se considerarmos o semiespago Hy = (—o0,0], entdo podemos considerar o atlas B =
{¢,{},emque¢: (—1,0] C Hy — [0,1) édado por ¢(t) = —te{:(—1,0] C Hy — (0,1] é
dado por {(t) = 1+ t. A mudanca de parametrizagdo { ' o ¢ : (—1,0) — (—1,0) é a fungéo
t — —1 —t, de modo que o atlas B néo é coerente.
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Mas nenhum atlas em Hj pode ser coerente, pois nele qualquer vizinhanca de 0 deve ser
parametrizada por uma fun¢do com derivada negativa, enquanto uma vizinhanga de 1 deve
ser parametrizada por uma fun¢do com derivada positiva.

Isso significa que a defini¢do de orientag¢do induzida no bordo ndo é adaptével para su-
perficies de dimensdo 1, j4 que nenhum atlas construido a partir de parametrizagdes em H
pode ser coerente.

Definimos a orientac¢do induzida em 9S, no caso em que dim S = 1, da seguinte maneira:
se x € dS, entdo a orientacdo serd +x, se cada vetor de T, S apontar para fora da superficie S e
—Xx, caso contrario. Por exemplo, no caso [0,1], a orientagdo é +1 (no ponto 1) e —0 no ponto
0 (pois os vetores tangentes a [0, 1] apontam para dentro de [0, 1] nesse caso). Analogamente,
as semiretas S; = (—oo,a| é orientada em 957 = {a} por +4, enquanto S, = [b, o) é orientada
em dS; = {b} por —b. <

Exemplo 7 (Orientacdo em produtos cartesianos de superficies) O produto cartesiano das
superficies S; e Sp é, como sabemos,® uma superficie. Em cada ponto (p,q) € S1 X S, 0
espago tangente é dado por Ty (51 x S) = T,S1 % T;Sy, e T,S1, T;S> podem ser considera-
dos subespagos de T ;(S1 X Sy) por meio das identificacdes S; ~ S1 x {q} e S ~ {p} x S,.

Se S1 e Sp forem ambas orientaveis (veja o Exercicio 14), entdo o conjunto das parametri-
zagdes @ X 1, em que @ e P sdo orientagOes positivas em S; e Sy, respectivamente, define um
atlas coerente.

Quando S; e S; forem ambas superficies com bordo, o produto cartesiano ndo é uma
superficie com bordo (veja o Exercicio 17).

Mas, se S; for uma superficie com bordo e S, for uma superficie, entdo S; x S, é uma
superficie com bordo e 9(S; X Sy) = 951 X Sp. Para verificar esse fato, basta notar que, se
Uy C H C R"eV C R" forem abertos no semiespago H e em R", respectivamente, entdo
Up x V C H x R" € um aberto no semiespagco H x R" C R" x R".

Se a superficie com bordo S; e a superficie S, forem ambas orientaveis, entdo S; x S, é uma
superficie orientdvel com bordo, com o mesmo atlas coerente definido no caso de superficies,
apresentado anteriormente. A coeréncia desse atlas decorre da relacdo

(p1 % ¥2) Lo (@1 x 1) = (@3 0 91) x (P, X 9). (8.2)

Um caso particular especialmente interessante é o produto cartesiano I x S, em que I =
[0,1] e S é uma superficie orientada. Consideramos a orientagdo em [0, 1] como definida no
Exemplo 6. Assim, I x S é uma superficie orientada. Como 9d(I X S) = Sy U S1, em que
So = {0} xSe Sy = {1} x S, a orientagdo de I x S induz orientacdo em Sy e S1, dada pelo
Teorema 8.23. Por outro lado, S é uma superficie orientada e existem difeomorfismos naturais
entre S e Sp e S e 51, de forma que a orientagdo natural de S gera orientagdes para Sy e Sy,
de acordo com o Exercicio 10. Os difeomorfismo sdo fy : S — Sg dado por fo(x) = (0,x) e
fi:S — Sy dado por fi(x) = (1,x). E claro que esses difeomorfismos fornecem a S e S; a
mesma orientagdo de S. Denotaremos essas orientagdes de {Sp} e {S1}, e as chamaremos de
orientacdes geradas pela orientacdo de S

Nosso objetivo é comparar a orientagdo em Sy e S1, induzida por aquela de I x S, com as
orientagdes {Sp} e {S1}, geradas pela orientagdo de S.

®Veja o Exemplo 7 do Capitulo 6.
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Afirmamos que a orientagdo em d(I x S) coincide com aquela de I x S em Sj, enquanto
é oposta a de I x S em Sy. Mais precisamente, a orientagdo de (I x S) é —{Sp} U {S1}.
De fato, sejam ¢ : U — () C S uma parametrizagdo positivae ¢p : U — ) C S uma
parametrizagdo negativa do aberto ) C S. Consideremos @ : (—1,0] x U — [0,1) x Qe
Y : (=1,0] x U — (0,1] x Q) dadas por” ®(t,u) = (1+t,¢(u)) = (Z(t), ¢(t)) e ¥(t,u) =
(—t,p(u)) = (&(t),¥(u)). As parametrizagdes ® e ¥ sdo parametrizagdes de I x S que sa-
tisfazem o Teorema 8.23, e ambas sdo positivas, como se depreende da igualdade (8.2), ao
observarmos que { ! o ¢ e ¢! o ¢ sdo ambas negativas. (Note que, em virtude do Exemplo
6, a inica maneira de obter um atlas coerente a partir de parametrizac¢des de [0, 1] definidas
em Hj consiste em tomar parametrizagdes com sinal oposto em S, pois as parametrizacdes de
0,1] serdo sempre negativas.)

A orientacdo induzida por I X S em S; é determinada pela restri¢do de ® ao bordo {0} x
U, ou seja, pela aplicacdo u — (1, ¢(u)). Como ¢ > 0, a orientagdo dada por essa aplicagdo
coincide com a orientagdo de I x S. Por outro lado, a orientagdo induzida por I x S em Sy é
dada pela aplicagdo u — (0, ¢(u)), com ¢ < 0. Isso quer dizer que ela é oposta a orientagdo
{So} e completa a prova de nossa afirmacao. <

8.4 PARTICOES DA UNIDADE

NAO VAI SER APRESENTADO NO CURSO.

8.5 EXERCICIOS

A lista de exercicios estd muito irregular. Alguns desses exercicios foram retirados do
livro do Elon. Contudo, nem este texto, nem o livro do Elon sdo suficientes para soluciona-
los integralmente.

1. Demonstre o Coroléario 8.6.

2. Seja S C R" uma superficie de dimensao m e classe C¥, k > 2. O fibrado tangente de S
¢ o conjunto
TS ={(p,v) eR"xR" : pec M, v € T,S}.

Mostre que TS é uma superficie de dimensao 2m e classe C<~1.

O fibrado normal de S é o conjunto
vS={(p,v) ER"xR" : pe M, v € (T,S)*}.
Mostre que vS é uma superficie de dimensio 7 e classe pelo menos igual a C¥~1.

3. Seja A um atlas coerente na superficie orientdvel S, de classe C e dimenséo m. Seja
Q) C S um aberto conexo e ¢ : U — () uma parametrizagdo de Q). Sejap : U’ — () uma
parametrizagdo pertencente a A, com QN QY # @. Entdo det J(¢~! o ¢)(u) ndo muda

’Compare com o Exemplo 6.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

de sinal enquanto u € ¢~ 1(Q N Q). (O ponto do exercicio é que ¢ ndo precisa estar em
A, e que QO N Q) ndo precisa ser conexo!)

Sejam ¢ : U — Q, ¢ : V — Vel : W — ) parametriza¢des de uma superficie
S. Suponha que S = QUQ' U e ONO' NQO" # @. Além disso, suponha que as
mudancas de coordenadas ¢! o ¢, &1 o ¢ e ¢! 0 ¢ tenham sinal constante. Mostre
que S é orientavel.

Mostre que o conjunto das matrizes 3 x 3 de posto 1 é uma superficie orientdvel de
dimensao 5 em R’.

Seja S o conjunto das matrizes 4 x 4 de posto 2. Mostre que S é uma superficie de
dimensdo 12 e classe C*.

Um atlas A de classe CF numa superficie S ¢ maximo é um atlas com a seguinte proprie-
dade: se A’ for outro atlas de classe C¥ em S, entdo A’ C .A. Mostre que toda superficie
CF possui um atlas maximo de classe CF.

Mostre que, se uma superficie S de classe C* admite um atlas coerente de classe C!,
entdo ela admite um atlas coerente de classe C*.

. Utilizando o Exemplo 3, mostre que a esfera S"~! C R" ¢ uma superficie orientavel.

Sejam Sy, S, superficies de classe Cke f : S; — S um difeomorfismo de classe CF.
Mostre que S; é orientdvel se, e somente se, Sy for orientdvel.

Sejam U C R" um aberto e f : U — R uma aplicacao C*, k > 1. Suponha que c seja
valor regular de f e que 0 € f~!(c). Mostre que existe um aberto V C R", com 0 € V,
tal que SNV é uma superficie difeomorfaa WN{x € R" : x,_,;41 = ... = x, = 0},
em que W C R" é um abertocom 0 € W.

Considere a aplicagdo f : R®> — R dada por f(x,y,z) = x> + y> — z2.

(a) Mostre que f~!(0) ndo é uma superficie de classe C.

(b) Sejam a,b € R, com o mesmo sinal. Mostre que f~!(a) e f~1(b) sdo superficies
difeomorfas de classe C*.

(c) O mesmo resultado vale se a e b tiverem sinal oposto?

Dé exemplo de uma superficie S que tem um atlas composto de apenas duas parame-
trizagdes, mas ndo é orientavel.

Considere o produto cartesiano S x S, de duas superficies de classe C¥. Mostre que
S1 X S, é orientavel se, e somente se, S e S, forem ambas orientaveis.

Mostre que todo aberto Q) de uma superficie S de dimensao m e classe C* é, por sua vez,
uma superficie de dimensao m e classe Ck. Mostre que, se S for orientavel, entdo () é
orientavel.
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16. Seja Hy = {(x1,...,xn) € R™ : x; < 0}. Dado um semiespago qualquer H C R"™,
mostre que existe um isomorfismo linear T : R™ — R tal que T(Hy) = H.

17. Mostre que o produto cartesiano de superficies com bordo S; e S, ndo é uma superficie
com bordo.



Capitulo 9
MUDANCA DE VARIAVEIS

9.1 O CAsO UNIDIMENSIONAL

Seja I = [c,d] e I, = [a, b] intervalos da reta. Seja ¢ : I; — I, uma aplicagdo diferencidvel
tal que ¢(c) = ae ¢(d) = b. Sejam f : I, — R uma fungdo continua e ¢ uma primitiva de f,
isto é, ¢’ = f. A férmula de mudanca de varidveis garante que

. flo(x)¢' (x)dx = L f(y)dy. 9.1)

Esse resultado é facilmente obtido por meio do Teorema Fundamental do Célculo. De
fato, de acordo com esse Teorema,

| £y = g(0) — g(a).
2
Uma vez que a Regra da Cadeia aplicada a g o ¢ garante que

(809) (x) = g'(g(x)) - ¢'(x),

vemos que o integrando no lado esquerdo de (9.1) corresponde a derivada de (g o ¢). Assim,
de acordo com o Teorema Fundamental do Célculo, temos

. flo(x))g'(x)dx = g(@(d)) — g(g(c))-
Como ¢(c) =ae ¢(d) = b, obtemos (9.1).

Nosso objetivo neste Capitulo é mostrar como o Teorema de Mudancga de Varidveis em
varias varidveis pode ser deduzido do Teorema Fundamental do Célculo.

9.2 O TEOREMA DE MUDANCA DE VARIAVEIS
Definic¢dao 9.1 Seja f : R" — R uma fungio. O suporte de f, denotado supp f, é definido por
supp f := {x € R"; f(x) # 0}.

Em palavras, o suporte de f € o fecho do conjunto dos pontos em que f nio é nula.

123
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Isso quer dizer que f(x) = 0 para todo x ¢ supp f.
Vamos supor que f : R" — R seja uma funcdo diferencidvel e que ¢ : R" — R" seja uma
fungdo duas vezes diferencidavel. Vamos supor

(H1) ¢ é duas vezes diferenciavel;

(H2) ¢ =1fora da esfera unitéria, isto €,

p(x) =x para [|x]| > 1.

Teorema 9.2 (Teorema de Mudanga de Variaveis)
Sejam f : R" — R uma fungdo diferencidvel com suporte compacto e ¢ : R" — R" uma aplicagio
satisfazendo as hipéteses (H1) e (H2). Entdo

/f )(det Jo(x dx—/f 9.2)

Para provarmos esse Teorema, definimos g : R* — R por

n
W1, Y2, - yn) = _oof(z,yz,. ., Yn)dz.

Uma vez que f tem suporte compacto, g nada mais é do que a primitiva da fun¢do de uma
unica variavel f(-,y2,...,yx), ou seja,

d
g W1 ) = f - ) ©3)

Além disso, como f é uma funcao diferencidvel, ¢ é uma fungdo diferencidvel.
Ja que f tem suporte compacto, podemos escolher ¢ > 0 suficientemente grande, de modo
que f seja identicamente nula fora do cubo C definido por

lyill <.

Decorre imediatamente de (9.3) que g(y1,...,yn) = 0, se ||y;|| > c para algum j €
{2,...,n}, ousey; < —c. Podemos supor que ¢ > 1, de forma que o cubo C contém a
bola unitéria ||x|| < 1. Como ¢ ¢é a identidade I fora da esfera unitdria, isso quer dizer que
f(¢(x)) éigual a zero fora do cubo C. Assim, ao provarmos (9.2), podemos considerar que o
lado esquerdo da igualdade esteja sendo integrado no cubo C.

A defini¢do de g permite expressar o lado esquerdo de (9.2) em termos da derivada de g
com relacdo a primeira varidvel:

/ F(@(x))(det Jo(x))dx = / S5 (p(x))(det [ (x))d. (9.4)
Lema 9.3 O integrando no lado direito da equagio (9.4) pode ser escrito como
D(go¢)(x)
det qu%(x)) (9.5)
Don(x))

em que a matriz estd sendo expressa por meio de suas linhas e D ;(x) denota a i-ésima linha da matriz
jacobiana de ¢.
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Demonstra¢ao: De acordo com a Regra da Cadeia, temos
d
D(go ¢)(x)) = Dg(g(x)) - Dop(x) = } a—f(qv(X))qui(x)

Aigualdade mostra que D(g o ¢)(x) é combinagao linear dos vetores D1 (x),..., D, (x).
Como os 1 — 1 tltimos desses vetores sdo as n — 1 tltimas linhas da matriz em (9.5), podemos
subtrai-los de D(g o ¢)(x) sem alterar o valor do determinante em (9.5). Isso nos deixa com

)
2 (¢(x))Dgn (x)
det D@(x)
Dgn(x)
A linearidade da func¢do determinante permite que escrevamos essa expressao como
Dg1(x)
og D (x)
axy (¢(x)) det 5 /
Don(x)
que é justamente o integrando em (9.4). O

A expressdo (9.5) pode ser escrita como:

a%’é«o(x)) %%(qo(x» o B (p(x))
| mE B 2 ()
Wix)  30(x) 9 ()

Expandindo esse determinante de acordo com sua primeira linha, obtemos

? ?
3 8(@(IM+ .+ 52 ((x)) M, ©-6)

em que Mj, ..., M, sdo os cofatores da primeira linha da matriz jacobiana de ¢(x). Substi-
tuindo (9.6) na integral no lado direito de (9.4), obtemos

0
/C /C [axl )M+ ..+ 5 ng(qv(x))Mn dxq...dxy,. 9.7)

Consideremos o primeiro termo dessa integral:

c c 9
dxy...dxy, 3 —g(p(x))Midx;.
—c —c dXq
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Integrando por partes (com relagdo a varidvel x1), vem

c c

9 e(p(0))Mdx = gp(x)M

¢ oM,
e 0x; _/ g(op(x ))del

—C

= (gMy)(c,x2,...,xn) — (gM2)(—c,x2, ..., X)) — /C <(o(x ))aMldxl

—C ax1
c c aM
= f(xl,...,xn)dxl—/ g(go(x))—a 1dx1,
—C xl

—C

pois g(—c, x2,...,x,) = 0, enquanto My(c, x2,...,xn) = Mi(—c¢,x2,...,x,) = 1, pois g(x) =
x para ||x|| > 1, de modo que D¢(x) = I para ||x|| > 1.
Assim, o primeiro termo em (9.7) é igual a

/ " flxnye . x)dy / / aMldxl L
—C —C —C —C

Procedemos do mesmo modo com relagio as varidveis restantes. Obtemos, por exemplo, !
que o segundo termo em (9.7) é igual a

/ / Mdxl coodxy,.
—C *C

Lema 9.4 Vale a identidade cldssica

%4_...4_ OM;,

=0, (9.8)

em que My, ..., My, sdo os cofatores relativos a primeira coluna da matriz jacobiana de ¢(x).

Demonstra¢dao: Temos que M; ..., M, sdo os cofatores da primeira linha da matriz jacobiana

de ¢(x):

991 9 91
dx;  dxy; T dxy
992 992 992
det dx1  dxp T dxy
9Pn  IPn 9Pn
dx;  dxp T dxy

Isso quer dizer que podemos representar o lado esquerdo de (9.8) simbolicamente como

9 9 9
dx; Odxp "7 Ox D
0 9g2 O Dipa(x)
det | P P2 @ | e | PR 9.9)
00y 9Pn 9¢n Déy (x)
dx;  Odxp " dxy

!Note que temos que mudar a ordem de integracdo, o que pode ser feito. Veja o Teorema 6.2, p. 58 do
livro-texto.
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Por exemplo, se n = 2, a expressdo (9.9) (ou o lado esquerdo de (9.8)) é igual a

ax1 BXQ aXQ ax1

0 que confirma a igualdade (9.8), pois estamos supondo que ¢ € C2.
Por inducdo, desenvolvendo segundo os cofatores de uma linha qualquer que néo a pri-
meira, verificamos (9.8). O



Referéncias Bibliograficas

[1] R. Abraham, J. E. Marsden e T. Ratiu: Manifolds, Tensor Analysis, and Applications,
2nd. Edition, Springer, New York, 1988.

[2] R. G. Bartle: The Elements of Real Analysis, 2nd. edition, Wiley, New York, 1976.

[3] H.]J. Bortolossi: Calculo Diferencial a Varias Variaveis, Editora PUC-Rio, Rio de Janeiro,
2002.

[4] M. P. do Carmo: Differential Forms and Applications, Springer, Berlin, 1994.
[5] H. Cartan: Cours de Calcul Différentiel, Hermann, Paris, 1985.
[6] K. Deimling: Nonlinear Functional Analysis, Springer-Verlag, Berlin, 1985.
[7] J. Dieudonné: Foundations of Modern Analysis, Academic Press, New York, 1960.
[8] S. Lang: Real and Functional Analysis, 3rd. Edition, Springer-Verlag, New York, 1993.
[9] E. L. Lima: Variedades Diferencidveis, IMPA, Rio de Janeiro, 1973.
[10] E. L. Lima: Espagos métricos, IMPA, Rio de Janeiro, 1977.
[11] E. L. Lima: Curso de Analise, volume 2, IMPA, Rio de Janeiro, 1981.
[12] E. L. Lima: Andlise Real, volume 2, IMPA, Rio de Janeiro, 2004.
[13] E. L. Lima: Andlise no Espago R", IMPA, Rio de Janeiro, 2002.
[14] J. T. Schwartz: Nonlinear Functional Analysis, Gordon and Breach, New York, 1969.
[15] M. Spivak: Calculus on Manifolds, W.A. Benjamin, New York, 1965.

[16] F. Warner: Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups, Springer, Berlin,
1983.

128



Indice Remissivo

adjunta de uma aplicagdo linear, 29
aplicacao
aberta, 49
bilinear, 12
de classe C9, 75
de classe C*, 75
de classe C", 75
diferenciavel, 14
uniformemente, 37
k-homogénea, 86
uniformemente diferencidvel, 37
aplicagdo analitica, 94
aplicacdo diferenciavel, 14
definida num semiespaco, 113
entre superficies, 81
posto, 66
aplicagdo linear
adjunta de uma, 29
atlas, 108
coerente, 108
maximo, 121
atlas coerente
em superficies com bordo, 117

base positiva, 88
bordo, 112

de um aberto num semiespaco, 113

de uma superficie, 115

caminho, 17

diferenciavel, 18
campo de vetores normais, 109
carta, 76
codimensao de uma superficie, 77
conjunto

verticalmente convexo, 67
contracao, 7
coordenadas

de uma fungéo, 16
curva, 17

derivada
de aplicagdes
n-lineares, 16
bilineares, 15
constantes, 15
dadas por coordenadas, 16
doR"em R, 18
do R" em R™, 17
lineares, 15
de caminhos, 17
de funcgodes reais, 18
de uma aplicagdo definida num semies-
paco, 113
interpretacdo geométrica, 21, 32
derivada de f, 15
desigualdade
de Cauchy-Schwarz, 2
do valor médio, 35
difeomorfismo, 49
de aplicagdes definidas em semiespagos,
113
entre superficies, 82
global, 49
local, 49
distancia, 10
geodésica, 46

equacgdes de Cauchy-Riemann, 29
espaco métrico, 10
espaco dual, 18
espaco tangente, 28
a uma superficie com bordo, 117
ao grafico de uma funcgdo, 22
espaco vetorial
com produto interno, 1

129



130 INDICE REMISSIVO

de Banach, 2 hessiana, 98
euclidiano, 1 matriz jacobiana, 17
normado, 1, 2 maximo
completo, 2 absoluto, 97
espagos vetoriais estrito, 97
linearmente homeomorfos, 4 local, 97
normados estrito, 97
homeomorfismo de, 4 minimo
absoluto, 97
térmula de Taylor estrito, 97
com resto de Lagrange, 96 local, 97
com resto %nﬁnitesimal, 93 estrito, 97
com resto integral, 95 mudanca de parametrizagdo, 80

fibrado
normal, 120
tangente, 120
forma local norma, 1
das imersoes, 65 de uma aplicacdo linear, 6
das submersoes, 61
forma quadratica

mudangca de sinal de uma parametrizagdao, 109
multiplicadores de Lagrange, 103

ortogonalidade, 1

indefinida, 99 parametro, 76

negativa definida, 99 parametrizacdo, 76

positiva definida, 99 definida em semiespaco, 114

positiva semidefinida, 99 positiva, 108
funcéo parametrizagdes compativeis, 108

;:lorlwexa,flog9 ponto crciicico |

olomorfa, nao-degenerado, 102
funcionais lineares, 18 ponto fixo, 7
posto

grafico de uma fungdo, 28 de uma aplicacdo diferenciavel, 66

gradiente, 45 teorema do, 67
hessiana da fungéo f, 98 produto
homeomorfismo, 4 escalar, 1
interno, 1
identidade canonico, 1
de polarizagéo, 3 identidade de polarizagéo, 3
do paralelogramo, 3 produto interno
imersdo, 64 em L(R",R™), 30
isométrica, 46 produto vetorial, 13
imersoes

regra da cadeia, 31

para aplica¢Oes definidas em semiespacos,
lema 113

da contragéo, 7 regras de derivacao, 32

forma local das, 65

matriz semiespaco, 112



INDICE REMISSIVO

bordo de um, 112
sistema de coordenadas, 76
submersao, 60
superficie

com bordo, 114

de nivel, 45

orientavel, 108

orientada, 108

produto, 78
superficie com bordo

orientavel, 117
superficies

produto cartesiano de, 78

teorema
da aplicagdo aberta, 54
da aplicagao injetora, 52
da aplicagdo inversa, 55
da aplicagdo sobrejetora, 54
de mudanga de parametrizacdo, 80
de mudancga de variaveis, 124
de Pitdgoras, 2
de representacdo de Riesz, 10
de Schwarz, 90
de Taylor com resto de Lagrange, 96
de Taylor com resto infinitesimal, 93
de Taylor com resto integral, 95
do ponto fixo
de Banach-Cacciopoli, 7
de Brouwer, 9
do posto, 67
do valor médio, 34
dos multiplicadores de Lagrange, 103
forma local das imersoes, 65
forma local das submersoes, 61

valor regular, 84
verticalmente convexo
conjunto, 67
vetor
unitario, 2
vetores
ortogonais, 1
perpendiculares, 1

131



