Introducao

Leis de conservacao

Equacdes diferenciais parciais muitas vezes resultam de leis de conservagdo. Essas leis
geralmente sdo expressas por meio de equacdes integraisﬁl e garantem que certa grandeza
fisica (energia, calor, massa etc) € preservada ou mesmo transformada durante um determinado

processo.
Consideraremos aqui um principio basico, chamado lei de conservagdo da massa. Sejam
x = (xy,...,x,) € R" um ponto e u(x,7) € R a densidade de massa no ponto x € no tempo

t de uma determinada substancia distribuida num dominio Q C R", que também pode ser
escolhido arbitrariamente. Quer dizer, fixado o ponto x € €, permitimos que a densidade
de massa neste ponto varie com o tempo. Integrando u(x,?) com relacdo a x no dominio €2,
obtemos
massa totalﬁ (no instante ) contida em € = / u(x,t)dx.
Q

Pode ser que massa esteja sendo produzida (ou destruida) dentro de €2 (por exemplo, por
meio de uma reacdo quimica). Vamos denotar por f(x,?,u) a densidade de massa u que é
produzida (ou destruida) no instante ¢ no ponto x € €. Assim,

massa total (no instante ¢) produzida em Q = / f(x,t,u)dx.
Q

(Claro, ao invés de massa produzida, podemos ter massa destruida em €2.) Estamos pensando
na massa contida em £ como um processo dindmico, em que a massa total em € esta levando
em conta a massa que esta sendo produzida ou destruida nesse conjunto.

Seja @(x, ) um campo vetorial que rege o deslocamento da massa para fora (ou para dentro)
de Q. Se v denota o vetor normal exterior unitirio de dQ2 (assim, em geral, v depende de x),
entdo

ﬂuxoﬁ através de Q = / D(x,1)-vdS,
oQ

em que d.S denota o elemento de 4rea em 0€2.

"Derivando essas equacdes integrais, obtemos equagdes diferenciais.

2Se x € R? , essa integral € denotada por ff o u(x,t)dV emum curso de célculo, sendo que dV = dx;dx,dx;
em coordenadas cartesianas. A mesma observacdo também se aplica a proxima integral.

3Se x € R?, em um curso de cilculo essa integral é denotada por ffS ®-7dS ou //s ®-dS,emque S =9U.



O Principio de conservacdo para u(x,t) é¢ dado por

i/udx:_/dD-vdS+/fdx. (1
dt Jq 00 Q

Quer dizer, a taxa de variacdo da massa total de Q € igual ao total de massa produzida
(destruida) em € menos o fluxo da massa através de d€2. Para justificar o sinal negativo na
integral do fluxo, suponha que f seja nulo, de modo que nenhuma massa esteja sendo criada
ou destruida em €; devido a orienta¢do da normal v, o fluxo € positivo quando a massa estiver
saindo de €. Assim, o fluxo diminui a taxa em que ¥ aumenta em .

De acordo com o Teorema da Divergéncial temos

/diVCDdxz/ D-vdS
Q aQ

e supondo que (d/dt) /Q udx = / o 4 dx (que hipGteses sobre u permitem a derivagdo sob o
sinal de integracao?), chegamos a forma

/u,dx=—/divq)dx+/fdx,
Q Q Q

/(ut+divd>—f)dx=0, 2)
Q

em que div® = div, ® denota o divergente de ® com respeito a varidvel espacial x.

Chamamos essa igualdade de forma integral do principio de conservacdo. Nela, tanto u
como o fluxo ® sdo incognitas, enquanto se supde que a expressdo de f tenha sido estabelecida
experimentalmente. Note que, nessa dedugdo, temos liberdade de escolha do dominio .

Comparando () com (), vemos que a primeira permite que u, ® e f sejam descontinuas,
enquanto a continuidade de ® foi utilizada para a obtencdo da segunda equacio.

Uma vez que o dominio Q pode ser escolhido arbitrariamente (e, portanto, concentrando
em torno de cada ponto x), a forma integral do principio de conservacao produz a equagao
diferencial parcial

ou seja,

U +divd = f. 3)

Na deducdo acima, denotamos o fluxo dependendo apenas de (x,7). Em situacdes mais
complexas, o fluxo também pode depender de u (® = P(x,,u)) ou mesmo de derivadas de
u, mas o raciocinio anterior permanece valido. O termo f € chamado de termo de reagcdo. A
escolha de diferentes expressdes para f modela fendmenos diferentes.

No caso de termos f = 0, a equagdo (H) ¢ chamada lei de conservacdo, enquanto () é
chamada lei de conservagcdo em forma integral.

Hipoteses sobre o fluxo @ sdo chamadas de equacdes de estado e sao feitas com base em
observacdes empiricas de determinados fendmenos naturais. Diferentes equagdes de estado

4Que hipoteses permitem a aplicagdo do Teorema da Divergéncia? Note que o divergente esta sendo tomado
na variavel espacial x e por isso, algumas vezes é denotado por div, P.



conduzem a diferentes equagdes diferenciais parciais; quanto mais complexas as equagdes de
estado, mais complexos os fendmenos descritos.

Exercicio 1 Considere a equacdo de Korteweg-deVries (abreviada KdV), dada por
u, +uu, +u,, =0,

com x € R. Escreva essa equagdo na forma de lei de conservagao e identifique a equagdo de
estado utilizada.

Exercicio 2 Deduza a equagdo diferencial parcial obtida de (H) utilizando a equagdo de
estado ® = —KVu(x,t) (chamada de Lei de Fick), em que K é uma constante e V. = V,
denota o gradiente de u com respeito a varidvel x. Com o termo [ presente, a equacdo obtida
é chamada equacdo de reacdo e difusdo. Se f = 0, trata-se de uma equagdo de difusdo.

A equacao do transporte

De todas as equacdes diferenciais parciais lineares importantes, a mais simples € a equacdo
do transporte com coeficientes constantes. Ela € dada por

u,+c-Vu=0 in R"X[0, o0), 4)
emque ¢ = (¢, ...,c,) € R" éum vetor fixo e u = u(x, t) (com x = (x4, ...,x,) €ER"et >0).
Estamos denotando por Vu =V u = (ux1 ,...,U, ) o gradiente de u com respeito a x, de modo
que ¢ - Vu descreve o produto interno usual dos vetores ¢ € Vu no R".

Essa edp resulta da lei de conservacao (H) ao se supor ® = cu = (ucy,...,uc,), ¢ =

(cys...,c,) € R" fixo. (Verifique!)
Para obter a solu¢do de (CE]I), basta interpretarmos seu significado. Com a notacdo Du =
(Vu,u,), a equagdo € dada por

Du-(c,1)=(Vu,u,) (c,1) =0,
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em que - denota o produto interno usual no R"*!'. (Note que, assim, estamos denotando por
tanto o produto interno usual em R" como o produto interno usual em R™! = R” x R.) Em
outras palavras, ela nos diz que a derivada Du de u(x, t) na direcdo do vetor (c,1) € R" xR é
nula. Assim, fixado um ponto (x, ) € R" X (0, co) arbitrario, consideremos a reta partindo de
(x,1) na direcdo de (c, 1). Ela é dada por (x, ) + s(c, 1) = (x + sc,t + 5). Se definirmos, para
seER,

z(s) = u(x + sc,t + ),

temos z(0) = u(x, t) e vemos que (H) implica
z2'(s)=Du-(c,1) =c- Vu(x + sc,t +5) +u,(x + sc,t+s)=0.

Isso quer dizer que z(s) é constante. (Note que z'(s) é a derivada direcional de u na diregdo
do vetor v = (¢, 1).) Ao obtermos o valor de z em qualquer ponto, teremos, em particular, a
solucdo da equacao do transporte no ponto (x, t).

SA rigor, devemos ter ¢ + s > 0.



O problema de valor inicial
Consideremos o problema de valor inicial

{u,+c-Vu = 0 emR"Xx(0,c)

u(x,()) = MO(X)’ x € R". (5)

Tanto ¢ € R" como u,: R" — R sdo conhecidos. O problema consiste em determinar u,
conhecendo seu valor no hiperplano R" x {t = 0} ¢ R"".

De acordo com o que ja vimos, basta determinar o valor de z em um ponto arbitrério s.
Uma vez que z(s) = u(x + sc,t + s), para interceptarmos o hiperplano I := R" X {t = 0}
basta fazer s = —t. Assim, z(—t) = u(x — tc,0) = uy(x — tc). Como a solucdo da equagdo do
transporte € o valor de z(s) em qualquer ponto, concluimos que

u(x,t) = uy(x —tc), paratodo (x,t) € R" X [0, 00). (6)

Portanto, se o problema (H) possui uma solugdo suficientemente regular, essa solu¢io é dada
por (6). Reciprocamente, é facil verificar que u definida por (H) € uma solucdo de (H) se
uy € C".

T (x,7)

Figura 1: Se x € R, resolvemos o problema de valor inicial ao encontrarmos o ponto x,,, em
que u(x,,0) = u(x — tc,0) = uy(x — tc). O dado inicial no ponto x,, determina os valores de
u(x,t) emtodaareta x = x,+ct e todos os pontos dessa reta tem seu valor determinado apenas
pelo valor do dado inicial no ponto x,.

Exercicio 3 Mostre que (H) ¢ uma solucdo de (H), se uy € C'.

Observacio Se u, nio for de classe C', o problema () nio possui solugdo de classe C'. Mas,
mesmo assim, a expressado (ff) representa o unico candidato razoavel a solucdo de (H). Nesse
caso, u: R" X [0, 00) = R dada por u(x, 1) = uy(x — tc) é chamada solucdo fraca, mesmo se
u, (e, portanto, u) for descontinua.

O problema nao homogéneo

Consideremos a versao nao homogénea de (H):

u,+c-Vu f em R" X (0, 00) 7
u(x,0) = uy(x), xeR". @)



Q=(Xo+Cto,to,U(Xo+Cto,to))

Z) /\
/o

X0 X
Figura 2: A figura, feita para x € R, justifica a denominagdo de equacio do transporte: o dado
inicial € transportado na dire¢do das retas x = & + ¢t com o passar do tempo, em que & € R.
E natural tentarmos relacionar a solucdo do problema homogéneo com a solucio procurada.
Exercicio 4 Porque é natural essa tentativa?
Logo, consideremos z(s) := u(x + sc,t + s) para s € R. Entdo temos (verifique!)
Z'(s)=c - Vulx+sc,t+s)+u,(x +sc,t+5s)= f(x+ sc,t+ ).

Isso quer dizer que z pode ser facilmente obtido. Como z(0) = u(x, t) e z(—f) sdo conhecidos,

vem
u(x, 1) — ug(x — ct) = z(0) — z(=1) = / "2 (s)ds
= /Of(x+sc,t+s)ds
- /Ot f(x + (s = De, s)ds.
Assim,

u(x,t) = ug(x —tc) + /l f(x+(s—1c,s)ds (xe€R", t>0) (8)
0
resolve o problema (ﬁ).

Exercicio 5 Mostre que

0 t
/ f(X+sc,t+S)ds=/ f(x+(s=1)c,s)ds.
= 0
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Exercicio 6 Mostre que (H) ¢ uma solucdo de (E]).

Observacao 0.1 Ao analisarmos a solucdo apresentada para os problemas (H) e (H), nossa
primeira impressdo € que andlise geométrica que permitiu resolvé-los s6 excepcionalmente
podera ser aplicada. Veremos, ao estudar equagdes quase lineares de primeira ordem,
que consideragdes geométricas nos fornecerdo um método muito importante na solucao de
problemas de equacdes diferenciais parciais: o método das caracteristicas. <

Uma edp raramente € estudada por si sé; em geral, é estudada juntamente com condi¢des
iniciais — como u(x,0) = u,(x) — e/ou condi¢des de fronteira — como u(0,7) = 0. Uma vez
que equacoes diferenciais parciais resultam do estudo de fendOmenos naturais ou geométricos,
o objetivo dessas condi¢des € permitir a obtencdo de uma solu¢do que descreva o fendmeno
considerado. Em geral, isso leva as seguintes questoes:

(a) O problema possui solu¢do? Essa solugdo esta definida em todo o dominio considerado?
Por exemplo, se estivermos estudando um problema de evolugdo (isto €, dependente
do tempo ?), a solucdo estd definida para todo + > 0? (Nesse caso, dizemos que a
solucdo encontrada € uma solugdo global.) Se temos uma solugdo global, qual o tipo de
solugdo obtida para ¢ suficientemente grande? (Quer dizer, estudamos o comportamento
assintotico de uma solugdo global.)

(b) A solugdo encontrada € tnica? Em grande parte dos fendmenos naturais estudados
constata-se empiricamente a existéncia de uma tunica solugdo; se acreditamos que o
problema de edp considerado modela bem o fendmeno natural estudado, essa unicidade
deve ser obtida matematicamente.

(c) uma vez que muitas vezes dados iniciais ou de fronteira sdo aproximacdes ou
simplificagdes de situacdes reais, queremos que pequenas variacdes nesses dados
provoquem pequenas variagdes na solucdo obtida. Quando isso ocorre, dizemos que
o problema & bem posto.

O tipo de uma equagdo quase sempre define quais condi¢des sdo necessarias para que o
problema seja bem posto. Por exemplo, como veremos, problemas elipticos raramente sdo
bem postos utilizando condig¢des iniciais. (Afinal, muitos deles resultam do comportamento
assintético de problemas de evolugdo e o efeito de dados iniciais ndo deve perdurar nessa
situag¢do.) Por outro lado, problemas como ([/) possuem solu¢do Gnica determinada apenas
pelos dados iniciais.



Capitulo 1

Conceitos Elementares

1.1 Definicoes basicas

Uma equacdo diferencial parcial (edp) de segunda ordem em duas variaveis (x, ) € uma
expressao da forma
F(x,t,u,uu,u, ., u,,u.,) =0, (1.1)

em que F é uma fungio e as varidveis independentes (x, #) pertencem a um dominio Q C R?.
(A ordem de uma edp € dada pela derivada de maior ordem que ocorre na equacio que a
define. Assim, a definicdo dada é facilmente estendida para equagdes de qualquer ordem
e para qualquer nimero de varidveis independentes. Também podemos considerar funcdes
complexas u: Q C R*> —» C (que raramente serdo abordadas neste texto) ou mesmo fungdes
u: QccC*-cC (que ndo serdo abordadas neste texto).

Observacao 1.1 Utilizaremos diversas notacdes para as derivadas de uma fung¢ao

y- QCR" - R
(X, x,) Pou(xg, .., X,).

Por exemplo, denotaremos as derivadas de u com relacdo a varidvel x, indiferentemente

por
u

ox,

enquanto a fun¢do obtida ao se derivar u primeiro com relacdo a x, e depois com relagdo a x,
sera denotada por

» Uy, O u, dju ou Diu

X1

o’u

0x,x,

, u 0,0, u, 0,0,u ou D,Du.

Xy X2

<

Uma solucio cldssica dessa edp é uma funcdo u: Q C R?* — R de classe C* (pois
a equacdo dada é de segunda ordem) que, substituida na equacdo (), a transforma em
uma identidade. (Também essa definicao pode ser facilmente estendida. Mais adiante, neste

7



8 CAPITULO 1. CONCEITOS ELEMENTARES

texto, teremos a oportunidade de estender o conceito de solucdo.) O grafico de uma solugdo
u: Q c R? - R descreve uma superficie no sistema de coordenadas xtu do R°.

Estamos assumindo que x seja uma variavel espacial e t uma variavel temporal. Equagdes
desse tipo sdo chamadas de equagdes de evolucdo. Se as variaveis forem todas espaciais,
dizemos que € uma equacdo de equilibrio. Nesse caso, € usual denotar as varidveis
independentes por x € y (ou x,,...,Xx, no caso de existirem » varidveis independentes).
Equacgdes de evolucdo descrevem fendmenos que dependem do tempo, enquanto equagdes
de equilibrio governam fendmenos depois que efeitos transientes sdo despreziveis ou nao mais
existem.

Podemos estudar equacdes diferenciais parciais utilizando a linguagem de operadores.
Assim, uma edp de segunda ordem em duas variaveis € linear se o operador que ela define
for linear na varidvel dependente u e ndo-linear caso contrario. Sendo mais preciso, a edp
linear de segunda ordem mais geral no dominio Q c R? é dada por

a(x, Yy, + 2b(x, yu,, + c(x, yyu,, + d(x, y)u, + e(x, u, + f(x, pu = g(x,y), (1.2
pois é linear o operador de segunda ordem L : C*(Q) — C(Q) definido porﬁl
Lu = a(x, y)u,, + 2b(x, y)u,, + c(x, yu,, + d(x, yu, + e(x, y)u, + f(x, y)u.

(Estamos assumindo que algum dos coeficientes a, b ou ¢ ndo seja identicamente nulo pois,
caso contrario, a equacao nao seria de segunda ordem. A utilizagao do coeficiente 2b ao invés
de simplesmente b serd justificada posteriormente.) Assim, a equacao () pode ser descrita
por Lu = g.

Essa equacdo é homogénea se g(x,y) = 0. Dada uma equagdo nao-homogénea Lu = g,
dizemos que Lu = 0 € sua equacdo homogénea associada. Note que combinacdes lineares de
solucdes de uma edp linear homogénea sao também solucdes dessa equacao. Essa propriedade
basica de equagOes lineares algumas vezes pode ser generalizada ao considerarmos uma
sequéncia infinita de solugdes de uma edp:

Proposicao 1.2 (Principio da Superposicao)

Seja L. C 2(Q) - C(Q) um operador linear de segunda ordem e (u,) uma sequéncia de
solugoes classicas da edp homogénea Lu = 0. Se (a,) for uma sequéncia de escalares e a
série

Jfor convergente em € e suas derivadas parciais forem obtidas por derivagdo termo a termo,
entdo

também é solugdo de Lu = 0.

"Note que os espacos envolvidos estdo sendo definidos devido ao conceito de solucio que estamos assumindo;
com um conceito de solu¢cdo mais amplo, esses espacos podem ser alterados.
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Demonstracao: Por hipotese temos, para i, j € {1,2},

D;v(x) = Z a,Du,
n=1

D,D;u(x)= ) a,D,Dju,

n=1

Portanto,

Lo(x) = a(x,y) (Z a,D,Du,(x, y)) + 2b(x,y) (Z a,D,D,u,(x, y))

n=1 n=1

+c(x, ) <Z @, D, Dyu,(x, y)> + d(x,y) (Z @, D,u,(x, y))
n=1 n=1

+ e(x, ) (Z o, Dy, (x, y)) +f(x, ) <Z o, (x, y))
n=1 n=1

[o0]

= Z a, (a(x, y)D,Du,(x) + 2b(x, y)D, D,u,(x,y) + c(x, y) D, D,u,(x, y)

n=1

+ d(x,y)Du,(x,y) + e(x, ) Dou,(x,y) + f(x, y)u,(x,y))
= Z a,Lu,(x,y)
n=1
= 0. O

E claro que a Proposi¢cao pode ser estendida para operadores lineares de ordem k
em qualquer nimero de variaveis independentes. Existem resultados que garantem que as
derivadas de v(x) sdo obtidas por derivacdo termo a termo: veja [[7], p. 270.

Exercicio 7 Mostre que a edp u, + uu, = 0 ndo é uma equagdo linear.

A relacdo entre uma edp linear Lu = g e a edp homogénea associada Lu = 0 segue de
acordo com a Algebra Linear: as solugdes de Lu = g sdo dadas por v = u,, + u,, em que u, €
uma solug¢do particular de Lu = g e u;, uma solugdo de Lu = 0.

Exercicio 8 Prove essa afirmacdo.

A parte de uma edp constituida por seus termos de maior ordem & chamada parte principal
da equacdo. Por exemplo, a edp de equilibrio dada por

uu U, + yuu, =0
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¢ uma equagdo de segunda ordem cuja parte principal ¢ dada por uuu, . Estamos dando
exemplo de uma equagio de equilibrio, mas ndo existe qualquer alteragdo nessa denominagao
se tivermos a variavel ¢ ao invés de y. Em muitos casos, a parte principal de uma edp determina
as principais propriedades de suas solugdes.

Dentre as equagOes nao-lineares, uma classe importante € constituida pelas equacoes
semilineares, isto €, por aquelas cuja parte principal € linear. Assim, por exemplo, para
(x,1) € Q C R?, é semilinear a equaciio de Kortweg-deVries (abreviada KdV)

u, +uu, +u,,, =0,

pois € linear em seu termo de terceira ordem. A equacdo semilinear de segunda ordem mais
geral no dominio Q C R? é dada por

a(x7 y)uxx + zb(x7 y)u_xy + C(x’ y)uyy = f(x7 y’ u’ ux7 uy)'
Como antes, essa denominagdo também se aplica a uma edp de evolucdo.
Se uma edp de segunda ordem em duas variaveis nao for semilinear, ela é chamada quase
lineard se sua parte principal tiver a forma

alx,t,u,u u)u, +2bCx, t,u,u,u)u,, +c(x, t,u,u,,u)u,.

Em outras palavras, a edp € quase linear se ela for linear com respeito as derivadas da ordem
da equacdo. Assim, uma edp quase linear em duas variaveis pode ser escrita como

a(x,t,u,u,u)u,, +2b(x, t,u,u u)u, +c(x,t,u,u,u)u, +dx, t,u,u,u)=0.
Por exemplo, a edp de equilibrio dada por
uu U, + yuu, =0
€ quase linear, pois sua parte principal € dada por uu u, . Uma edp que ndo € quase linear €

chamada de totalmente ndo linear. Por exemplo, a edp ?)(u,)2 +u, = f(x,1) é totalmente ndo
linear.

Exercicio 9 Qual é a forma geral de uma edp quase linear de quarta ordem em duas
varidveis?

Exercicio 10 Escreva a forma geral de uma equacdo quase linear de primeira ordem em duas
variaveis.

Frequentemente essa tipo de edp é chamada quasilinear, mas ndo h4 justificativa para a utilizagdo do prefixo
latino guasi ao invés de quase.
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1.2 Solucao geral e condicoes auxiliares

Como sabemos, a solu¢do geral de uma equacgdo diferencial ordinaria de ordem k € uma
combinacao linear de k funcdes linearmente independentes. Em geral, obtida a solugdo geral

pela resolug¢do de um problema algébrico.

Exemplo 1.3 Consideremos, no dominio Q C R?, a equacio linear homogénea

u,, =0.
Fixando a variavel x e integrando com relacdo a y, obtemos u, = h(x), em que h € C Q) é
uma func¢do arbitraria que depende unicamente da varidvel x. Uma nova integracdo produz

u(x,y) = f(x) +g),

em que f é uma primitiva de h e g € C*(Q) é uma fungio arbitraria. Note que o fato
de procurarmos solugdes classicas implica que tanto f quanto g sdo funcdes de classe C2.
Podemos entdo dizer que, para (x, y) € Q a solucdo geral da equacdo dada é o conjunto

{ute,y) = f(x) +g() : f.g €C?

conjunto esse que envolve duas fungdes arbitrdrias de classe C*. Escolhendo f(x) = x" (por
exemplo) e n € N, notamos imediatamente que o conjunto de solugdes da equagdo dada tem
dimensao infinita. <

Assim, sem tentarmos ser precisos, podemos dizer que a solucdo geral de uma edp de
primeira ordem deve envolver uma funcdo arbitraria, a de uma edp de segunda ordem deve
envolver duas fun¢des arbitrarias e assim por diante. Contudo, a obten¢do da solucao geral de
uma edp ndo implica na solu¢do de um problema especifico:

Exemplo 1.4 Procuremos a solucdo da edp
u,=0 em R?

satisfazendo a condi¢ao auxiliar
u(0,y) = y’.

Integrando a equagdo dada, encontramos u(x,y) = f(x),em que f € C '(R) é uma funcao
arbitraria. Substituindo u(0, y) = y°, chegamos a igualdade absurda f(0) = ¥,

Observe que podemos trocar o dado u(0, y) = y* por u(0, y) = g(y), em que g é qualquer
funcdo ndo constante e o problema continuara nao possuindo solucdo. Por outro lado, se g(y)
for constante, o problema possuira uma infinidade de solugdes. <
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A inexisténcia de solu¢des de uma edp pode acontecer sob situagdo mais geral: existem
equacoes lineares ndo homogéneas de primeira ordem que nao possuem solu¢ao, mesmo sem
a prescricao de qualquer condicao auxiliar! (Veja [9].)

O fato da solugdo geral de uma edp envolver funcdes arbitrarias sugere que o dado inicial
deve ser dado na forma

u(0,y) = h(y) (1.3)
ou, mais geralmente,

u(a(s), B(s)) = h(s), (1.4)

emque s — (a(s), f(s)) € Q C R? & a parametrizagdo de uma curvay : 1 C R — Q, em que
I é um intervalo ndo degenerado. No caso de equacdes de segunda ordem, devemos prescrever
ndo apenas o comportamento de u na curva y, como também o de uma de suas derivadas nessa
mesma curva y. Assim, por exemplo, sdo usuais condi¢des auxiliares como

ux,0)=f(x) e u(x,00=gx), xel, (1.5)
emque f € C>(I)e g € C'(I) sdo dadas. Condi¢des auxiliares como (), () ou () sdo

chamadas de condicdes iniciais.

Encontrar a solucdo de uma edp de primeira ordem satisfazendo uma condicao inicial do
tipo () € chamado problema de Cauchy; se a condi¢ao inicial for do tipo (), o problema
€ chamado problema de valor inicial

No caso de uma edp linear de primeira ordem com coeficientes constantes, o problema de
valor inicial

{ au, +bu, +cu = f(x,y) (1.6)

u(x,0) = uy(x)

possui solucdo unica, como no caso de um problema de valor inicial para uma equacgdo
diferencial linear ordinaria de primeira ordem. Eo que agora mostraremos.

A obtencdo da solucdo desse problema € feita com a introducdo de novas variaveis (s, t),
de modo que, nessas novas variaveis, () assuma a forma

w, + kw = ¢(s,1),
em que k € uma constante. Consideremos um exemplo simples:
Exemplo 1.5 Consideremos o problema linear de primeira ordem
u +2u,—2u=1 u(x,0) = uy(x). (1.7)
Consideremos entdo a mudancga de variavel linear
x=As+ Bt, y=Cs+ Dt,
em que as constantes A, B,C e D serdo determinadas. Definimos entdao u(x,y) = w(s,1).

Entao

ox dy
w, = s + uy=o = Au, + Cu,,.
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Comparando com a equagdo dada, chegaremos a forma w, — 2w = 1 se tomarmos A = 1
e C = 2. Note que a Gnica hipdtese sobre os coeficientes B e D que faremos serd de modo a
garantir que a aplicagdo (x, y) — (s, ) seja uma bijecdo. Esse € o caso se tivermos

A B
det < C D> #0.

Consideremos agora o problema homogéneo associado. Para satisfazer a condig¢do
u(x,0) = u,, vamos escolher B e D de modo que a reta y = 0 corresponda a reta s = 0.
Observe que y = 0 € a reta na qual foi definida a condi¢ao inicial do problema dado. Em
outras palavras, teremos y = 2s se escolhermos D = 0. Escolheremos entao B = 1, pois
essa escolha torna invertivel a aplicac¢do (x,y) — (s,7). Assim, a mudanga de variavel que

escolhemos é
x=s+t, y=2s,

cuja inversa € dada por

s = l I=x- l
2)’, 2)’-
Agora resolvemos a equacdo nao-homogénea w, — 2w = 1, o que pode ser feito

multiplicando essa equagio pelo fator integrante e™**. Entdo a equagio w, — 2w = 1 pode

ser escrita como 3
_(e—2s LU) — e—2s’
s

de onde vem

e Sw= —%e‘zs + g(1),

ou seja,

ld&0=—%+g@¥5

em que g € C? & arbitraria. Voltando s varidveis x e y, obtivemos a solugdo geral da equagio
uy+2u,—2u=1:
w(s. 1) = u(x, y) = —%+g<x— %y) e (1.8)
Nao ¢ dificil verificar que () ¢ uma solugdo de u, + 2u, — 2u = 1, qualquer que seja a
funcdo g.
Agora vamos impor que essa solucdo geral satisfaca ao dado inicial u(x,0) = uy(x).
Substituindo essa igualdade em (), obtemos

me=—%+am,

de onde vem g(x) = 1 + uy(x).
Isso significa que a soluc¢do do problema () ¢ dada por

1 y 1 1
u(x,y)——§+e [u0<x—§y>+§]. 4
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Analisando a solu¢do apresentada no Exemplo , vemos que a aplicacdo (x,y) — (s,1)
¢ invertivel pois o coeficiente C = 2 # 0. No caso da edp au, + bu, + cu = g, esse
coeficiente corresponde ao valor de b. Supondo b # 0, a solu¢dao do Exemplo [1.5 generaliza-se
imediatamente de modo a resolver () em exemplos concretos.

Exercicio 11 Ache a solucdo do problema de Cauchy
U, —u,+u= 1, u(x,0)=senx.
Exercicio 12 Ache a solucdo geral da edp
au, + buy +cu =0,

emque a, b e c sdo constantes, com b # 0. Em seguida, resolva o problema de Cauchy formado
por essa edp e pela condigdo inicial u(x,0) = uy(x).

Mas o que acontece se tivermos b = 0? E o que veremos no préximo exemplo.

Exemplo 1.6 Consideremos o problema de Cauchy
u, +2u=0, u(x,0)=uyx).
Uma vez que u, /u = —2, integrando essa equagdo com relacdo a variavel x, obtemos
Inu(x,y) = -2x+g(») = ulx,y)=eVe

Uma vez que uy(x) = u(x,0) = et ©e™2 = ke™* com k = ¢¥© > 0, o problema s6 tem
solucdo se uy(x) = ke >, k > 0. Nesse caso, toda funcdo g tal que e” = k é solugdo do
problema.

Assim, ou o problema dado ndo tem solucao, ou possui uma infinidade delas. <

Um estudo detalhado de equagdes de primeira ordem sera feita no proximo capitulo. De
qualquer modo, € bom ressaltar que a exigéncia b # 0 esta associada ao dado inicial u(x, 0).
Como veremos, com dados iniciais do tipo u(a(s), f(s)) = u,(s), serdo outras as condi¢des que
asseguram a existéncia de solucdo para o problema de Cauchy.



Capitulo 2

Equacoes de Primeira Ordem

Este capitulo sera devotado ao estudo de problemas envolvendo equacdes diferenciais
parciais de primeira ordem. Daremos énfase ao estudo de equacdes quase lineares, mas
também apresentaremos resultados sobre problemas gerais de primeira ordem.

2.1 Equacoes quase lineares

Comecaremos estudando equagdes quase lineares em duas varidveis. Escreveremos essas
equagdes na forma
a(x, y,uu, + b(x, y,uyu, = c(x, y, u).

Estamos supondo que (x,y) € Q C R?, que as funcdes a, b e ¢ sejam de classe C' (em
Q X R) e que a, b ndo sejam simultaneamente nulos em Q X R.

Supondo conhecida uma solugdo u : € — R dessa edp, o grafico z = u(x, y) (no espago
tridimensional xyz) define uma superficie, chamada superficie solu¢do), parametrizada por
(x,y) = (x,y,u(x,y)), de forma que seu vetor normal pode ser tomado como

v=v(x,y) = (u,u,—1).

Exercicio 1 Mostre que o vetor (u,,u,, —1) é normal a superficie parametrizada por (x, y) —
(x, y, u(x, ).

Escrevendo a edp na forma au, + bu, — ¢ = 0, temos uma interpretagéo geométrica para
essa equagao:

au, +bu,—c=0 < (a,b,¢) (u,u,—1)=0,

em que - denota o produto interno usual do R>.

As fungoes dadas a(x, y, z), b(x, y, z) e c(x, y, z) definem o campo vetorial ® : Q C R3 -
R? (U é determinado pelo dominio das fungdes a, b e c)

O(x,y,z) = (a(x, ¥, 2),b(x,y, 2), c(x, y, z)).

Assim, procuramos uma superficie S no espaco tridimensional xyz que seja o grafico de uma
funcdo u e cujo vetor normal seja perpendicular ao campo ®. Dito de outra forma, o campo ®
¢ tangente a superficie solucdo .S, dada como grafico de funcdo, em cada ponto de S.

15
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Um problema classico do estudo de equagdes ordindrias esti diretamente associado a
situacd@o descrita: dado um campo vetorial @, encontre uma curva ['(r) = (x(t), (1), z(t)) tal

que I''(r) = (a(x(t), y(1), z(t)), b(x(t), y(1), z(2)), c(x(2), y(¢), z(t))). No contexto de equagdes
ordindrias, essa curva I'(7) € chamada curva integral do campo ®. NGs chamaremos essa curva
de curva caracteristica da edp quase linear au, + bu, = c.

Definicao 2.1 Uma curva I'(t) = (x(t), y(¢), z(t)) dada como solugdo de
X'(1) = a(x@),y®),z()),
V(@) b(x(0), (1), z(1)),
z'(t) ¢(x(0), y(0), z(1))

¢ chamada curva caracteristica da edp quase linear au, + bu, = c.

A ligacdo entre curvas caracteristicas e solugdes de au, + bu, = ¢ € clara: seja u uma
solucdo dessa edp e consideremos uma curva caracteristica ['(r) = (x(t), ¥(1), z(t)) e sua
projecdo y(t) = (x(2), y(?)) € R2. Restringindo a solug@o u a curva y(¢) (isto €, considerando
u(x(t), y(t)), entdo acurva t — (x(t), y(t), u(x(t), y(t))) estd inteiramente contida da superficie
solucdo {z = u(x,y)}.

Exercicio 2 Verifique esse fato.

Fixemos entdo um ponto P de uma superficie solu¢do z = u(x, y). Considerando o sistema
que define uma curva caracteristica como um problema de valor inicial, vemos que existe uma
curva caracteristica passando por P.

Consideremos agora um problema de Cauchy quase linear

au, + buy = c,
{ uCxo()3p(s) = u(s). @D

em que a = a(x,y,u), b = b(x,y,u), c = c(x,y,u) e as fungdes a, f e u, sdo de classe
C'e (x¢(8), yo(s)) € Q para todo s em certo intervalo I C R. E claro, vamos supor
que os coeficientes a € b ndo sejam simultaneamente nulos em €. Vamos denotar r(s) =
(x(8), yo(5)) € R%e R(s) = (xp(8), ¥o(5), up(s)) € R? as curvas definidas pelo dado inicial.
Vamos supor que a curva r(s) seja regular, isto €, que r'(s) = (x((s), y,(s)) # (0,0) para todo
sel.

Observe que () nos da uma informagao importante: a curva R(s) deve pertencer a
superficie solu¢do procurada!

Antes de interpretarmos geometricamente o problema de Cauchy quase linear, consi-
deremos uma solug@o classica da edp au, + bu, = c. Nesse caso, a igualdade

u(x()(s)’ yO(S)) = uo(S)
pode ser derivada com respeito a s € I, o que nos da
X0 ()i (xo(5), o (8)) + Yo (), (x0(5), o(s)) = uy(s), (2.2)

chamada condicdo da faixa em s € 1. Ao abordarmos equagdes totalmente nao lineares, essa
condicdo serd estudada detalhadamente.
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Exercicio 3 Interprete geometricamente a condicdo da faixa ().

Note que, fixado o pardmetro s, € I, essa € uma equagdo linear ndo homogénea nas
incognitas u, = u, (xo(sy), Yo(so)) € u, = u,(xo(50), ¥o(50))- Uma segunda equagio linear nessas
mesmas incognitas nos € dada pela edp au, + bu, = ¢ se tomarmos (x, y) = (x((S¢), Yo(5o)) €
u(xy(8g), ¥o(80)) = uy(sy). Assim, temos o sistema linear

a b u\ _(c
¢ 2E)-()

!/ !/
em que a = a(xy(Sq), Yo(So) Up(sg)), @" = x,(s¢) etc.
Passando para a matriz aumentada
temos os seguintes casos a considerar:

al
determinamos unicamente os valores de u, e u, no ponto (xy(sy), Yo(S9));

(1) det < a ﬁb,> # 0, o que implica que o sistema (@) possui solucdo tnica. Quer dizer,

(i) (a,b,c) = A(a’, f’,u}) para uma constante 4 € R, caso em que o sistema (@) possui
infinitas solu¢des no ponto (x,(sy), ¥o(S0));

(iil) (a,b) = A(a’, f’), mas ¢ # Auy, caso em que O sistema (@) nao possui solugao.

Uma conclusao € imediata: o problema () nao possui solu¢do no caso em que (iii) ocorre:
ha um conflito entre o dado inicial e a propria edp nesse problema.

Vamos mostrar que o caso (i) corresponde aquele em que o problema () possui solucdo
Unica.

Agora estamos em condi¢des de interpretar geometricamente o problema de Cauchy quase
linear. Suponhamos que o caso (i) ocorra em todo ponto s € I. Nesse caso, procuramos uma
superficie .S que contenha inteiramente a curva R(s) dada, que seja perpendicular ao vetor
v = (u,,u,,—1) em todos os pontos de R(s) (note que, de acordo com a hipétese (i), esse vetor
¢ conhecido) e que seja dada como gréfico da funcdo z = u(x, y).

Defini¢ao 2.2 Sejam r;: I, C R - R"er,: I, € R — R" duas curvas tais que
r(sg) = r,(ty). Dizemos que r, e r, interceptam-se transversalmente (ou que sdo transversais)
no ponto r(sy) = ry(ty), se os vetores r\(s,) e ry(t,) forem linearmente independentes.

Definicao 2.3 Para cada ponto s, € I (o intervalo de definicao do dado inicial) a curva
I': JCcR - R TG = (x(7), y1), z(t)) em que I" é a solucdo do problema de valor inicial

X' = a(x®),y(0),201), x(0) = xy(s0)
Y@ = b(x(),y(0),2(1), ¥0) = yy(sy) (2.4)
20 = e(x@),y1),2(1)), 200) = uy(sy)
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¢ chamada curva caracteristica no ponto (xy(s,), ¥o(Sy), Uy(sy)) da equagdo parcial quase
linear au, + bu, = ¢, enquanto a curva y(t) = (x(1), y(t)) é chamada curva caracteristica
plana no ponto (x,(s,), y,(5,)) dessa mesma equagdo.

O sistema (@) pode ser denotado por I'' () = I(?)), I'(0) = R(s).

Exercicio 4 Utilizando os conceitos de transversalidade e equacdo caracteristica, rein-
terprete os resultados obtidos sobre o problema linear (@).

Ao variarmos o ponto s = s, € I, obteremos uma familia de curvas dependendo desse
ponto s. Para salientarmos essa dependéncia, denotaremos I'(s,t) = (x(s, 1), y(x, 1), z(s, 1)) e
y(s, 1) = (x(s,1), y(x, 1)) em que x(s, 1), y(s, ) e z(s, t) sdo dados pela solugdo do sistema

L) = a(xO.50,20), 3(5,0) = x,(9),

0

a—f(s,t) = b(x(0), (1), z(1)), ¥(s,0) = yy(s), (2.5)
%(s,t) = ¢(x(@),y(0),z®0)), 2(s,0) = uy(s).

Intuitivamente, a solucdo desse sistema na variavel 7 (tendo s como parametro) nos fornece
uma superficie nos parametros s e t: (s,t) — I['(s,?). Essa superficie é chamada superficie
integral da edp au, + bu, — ¢ = 0, pois ela € obtida por integragdo do campo @. Note que uma
superficie integral ndo é necessariamente uma superficie solu¢io, pois ndo sabemos se essa
superficie integral é dada como grafico de uma func¢ao (x, y) — u(x, y). O método de solugcao
da edp quase linear em duas varidveis au, + bu, = ¢ utilizando o sistema () ¢ chamado
método das caracteristicas. Como veremos na Se¢ao @, esse método pode ser generalizado.

Observacao 2.4 A obtencdo da superficie integral depende de conseguirmos resolver o
sistema (2.5), o que muitas vezes sé € possivel numericamente. De qualquer forma, o método
das caracteristicas tem a vantagem de reduzir um problema de Cauchy para uma edp quase
linear de primeira ordem em um problema de valor inicial para uma equacio diferencial de
primeira ordem. <

Compare o proximo resultado com a discussdo logo apds a Defini¢ao . Veja a Figura

Lema 2.5 Suponhamos que P = (xy, ¥y, 2)) = (xo(so), Vo(S¢), ”0(50)) seja um ponto da
superficie solugdo S da edp au, + bu, = ¢, com S dada como o grdfico da fun¢do u(x, y).
Se uma curva caracteristica I'(t) for tal que I'(0) = P, entdo essa curva estd inteiramente
contida em S.

Demonstragdo: Seja I'(t) = (x(2), y(1), z(f)) uma solugdo de I''(r) = ®(I'(1)), ['(0) = P =
(xg> Yo Z¢)- Defina w(t) = z(t) — u(x(t), y(¢)). Queremos mostrar que w(¢) = 0. Como P € §,
temos que u(x,, y,) = z,. Por outro lado, temos que z(0) = z,. Logo, w(0) = 0.
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De acordo
w'(t) = z'(@) —u (x@®), yO)x' (1) — u,(x(@), y(©)y'(?)
= c(x(®), (1), 2(t)) = a(x(@), y(1), 2(8) )u (x(@), y(1)) — b(x(1), y(1), 2() )u,(x (1), ¥(1)).

Note que ndo podemos escrever que w'(f) = 0, pois ndo sabemos se a igualdade z(t) =
u(x(t), y(t)) é verdadeira. Contudo, escrevendo z(¢) = w(t) + u(x(z), y(t)), obtemos

w' @) = c(x@), y(0), w() + u(x(®), y©)) — a(x@), (1), w(t) + u(x(), y©))u, (x(1), y(1))
—b(x(1), (1), w(2) + u(x(1), y(t)) )u, (x(1), y(1)).
Em suma, provamos que w € solucdo do problema de valor inicial

w' (1) = c(x@), y@), w) + u(x(®), (1)) — a(x@), y@), wt) + u(x (@), (1)) )u, (x(@), 9(1))
—b(x(1), y(0), w(t) + u(x(t), (1)) )u,(x(1), y(1)),
w0) = 0.

Como w = 0 € uma solugdo desse sistema, podemos concluir que necessariamente temos

w = 0, pois a solugdo desse sistema € Unica. U
u(x,y) 4
"y
v(s.1)
r(s)
X

Figura 2.1: Uma curva caracteristica que cruza um dado inicial permanece sempre dentro da
superficie solucdo. Assim, a figura ilustra uma situagcdo que ndo ocorre.

Exercicio 5 Compare a observagao feita logo apos a Definicdo 2.1 com o Lema @ Discuta.

Exemplo 2.6 Consideremos novamente o problema nao homogéneo da equacdo do
transporte:
{uy+cux = f em R X (0,0)
u(x,0) = uy(x), xeR.

Ipara compatibilizar a nota¢do, estamos denotando uy, ao invés de u;.
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Com a notacdo introduzida nessa secdo, as duas primeiras equacdes do sistema de
caracteristica que deve ser resolvido sdo dadas por

¢ x(s,0)=s

~~
[}

-
~

N—"
Il

—(s,1) = 1 y(s5,0)=0,
enquanto a terceira equacio € dada por

0z
5 &0 = S0, (1), z(s,0) = uy(s).
Resolvendo o sistema formado pelas duas primeiras equagdes, encontramos

x(s,t) = ct+s
{ Wt = ‘ (2.6)

de modo que a terceira equagdo do sistema caracteristico é dada por
0z
E(Sa t) = f(Ct + S, t) Z(Sa O) = uO(S)’

cuja solugdo é
t
Z(S’ t) = MO(S) + / f(cé + S, é)dé
0
De acordo com o que vimos, (s,) + (ct+s,t,uy(s)+ ) f(c&+s,E)dE) é uma
superficie integral da edp dada. Para obter uma solucdo do problema, definimos u(x,y) =

z(s(x, ), t(x, y)), € para isso precisamos escrever s € ¢ em termos de x e y. Uma vez que a
segunda equacdo em (2.6) nos d4 t = y, a primeira nos informa que s = x — cy. Assim,

y
2(s,1) = u(x, y) = up(x —cy) + / f(x+c(€—y),8)de,
0
que € justamente a soluc@o encontrada anteriormente. <

Exemplo 2.7 Antes de passarmos ao caso geral, consideremos o problema semilinear

C(x’ y’ u)’

au, + bu,
{u(xo(s),yo(s)) = uy(s), (2.7)

em que a = a(x, y) etc.
O sistema de equacdes caracteristicas € dado por

%(s,1) = a, x(s,0) = xy(s),
(s, 1) b, y(s,0) = yy(s),
E(s,0) = ¢, z(5,0) = uy(s),
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Consideremos inicialmente a versdao homogénea dessa equacao, quer dizer, suponhamos
¢ = 0. Uma vez que as duas primeiras equacdes independem da terceira, podemos resolve-
lasﬁ e obter a familia de curvas caracteristica planas y(s, t): se considerarmos entao z(s,t) =
u(y(s,t)) no caso homogéneo, chegamos a

%(S, 1) = a(y(s, D)u(y(s, 1)) + b(y (s, Du(y(s, 1) = 0.

Essa igualdade nos diz que a solugdo u(x, y) procurada é constante ao longo de cada curva
caracteristica plana:

d
—u(y(s,1)) = 0.
R (r(s,1))
No caso geral do problema (E?I), a obtencao da familia de curvas caracteristicas planas nao
determina se esse problema tem solucdo. A solucdo I['(s, ) € obtida ao se resolver a equacao

%(S, t) =c, Z(S,O) = MO(S),

e, como vimos, o dado inicial pode estar em desacordo com a informacao fornecida pela propria
equacgdo. <

Para resolvermos o problema () (e, com isso, mostrarmos sua relacdo com o problema
linear (@)), iniciaremos nosso estudo com o caso em que a curva caracteristica plana y (s, t) =
(x(s¢, 1), (s, 1)) intercepta transversalmente a curva r(s) = (x,(s), y,(s)) no ponto s, € 1.

Teorema 2.8 Sejam R(s) = (x,(5), yo(5), uy(s)) o dado inicial de Cauchy do problema ()

e r(s) = (xy(5),¥(8). Suponhamos que a curva caracteristica plana y(s,,t) intercepte
transversalmente r(s) em seu ponto de intersecdo, isto é,
xo(s9)  a(R(sy))
det [ 70270 0 0. 2.8
(yo(so) b(R(sp) ) T 5

Entdo existe uma vizinhanga aberta do ponto (x,(s), o(S,)) na qual o problema () possui
solucdo unica. Por outro lado, se (2.8) ndo for vdlido, o problema apenas pode ter solucdo
C' se os vetores I'(R(sy)) e R(s,) forem linearmente dependentes.

Demonstracao: Como sabemos de um curso de equacdes diferenciais ordinarias, a solugdo
I'(s,t) do sistema () depende diferenciavelmentell de s. A familia de curvas I['(s,1) €
tal que (dI/07) no ponto (x(s), ¥y(s), uy(s)) € justamente o valor do campo ®P(x,y,z) =
(a(x,y, z), b(x,y, z), c(x, y, z)) neste mesmo ponto. Ou seja, (dI'/dt) é um vetor tangente da
superficie solucdo e, com a linguagem utilizada em equagdes ordindrias, ¢ — I'(s,7) € uma
curva integral do campo ®.

Se o dado inicial r(s,) € a curva caracteristica y(s,,?) forem transversais quando
t = 0, obtemos uma parametrizacdo da superficie integral numa vizinhanca do ponto

2 Ao menos numericamente.
3Veja o Capitulo II, Secdo 3, do livro [10] de Sotomayor.
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(xo(80)s ¥o(8p)) = r(sy) em termos dos parametros s e ¢ do plano xy: a superficie integral é
parametrizada por (s, t) — I'(s, f) numa vizinhanga desse ponto. Nosso objetivo € mostrar que
essa superficie parametrizada pode ser escrita como o grafico de uma funcao u(x, y) definida
em uma vizinhang¢a do ponto r(s,): veja a Figura .

y4
R(s0)
R(s)
F(So, t)
"y
r(s)
X W(SOa t)

Figura 2.2: As curvas transversais r(s) € y(s,, ) no ponto r(s,) fornecem uma parametriza¢io
da superficie solug@o.

A transversalidade da intersec@o de r(s) e y(s,,?) no ponto r(s,) implica que podemos
escrever os parametros s € f em termos de x € y em uma vizinhanca de (s, 0). De fato, como

% (5,,0) %@mm> (ﬁ@& dR@”)
as ot — 0
det(%@o,m 55000 ) =9\ yise) B(RGs) ) TV

para cada (s, f) suficientemente proximo de (s, 0) teremos

ox,y), K(s, 1) Z(s,1)
M&ﬂ“”_dm<%m0 %mn>¢0

Logo, o Teorema da Aplicacdo Inversa garante a existéncia de uma vizinhanga V" do ponto
(89> 0) na qual podemos resolver

x =x(s,1), y=y(s,t)

em termos de s € t e obter
s=s(x,y), t=1tx,y)

4Observe que este determinante tem o mesmo valor daquele da equacio (@).
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satisfazendo

s(x(59,0), (59, 0)) = xo(s9) e 1(x(50,0), ¥(50,0)) = yo(s0).

Definimos entdo u(x, y) = z(s,t) em V. Vamos mostrar que u € solu¢do do problema ()
em V. De fato, derivando a igualdade anterior, temos
z,(s, 1) = u (x, Y)x, (s, 1) + u (X, )y, (s, 1)
= u(x, y)a(x(1), y(@), 2(x(®), ¥(1))) + u,(x, Y)b(x(1), y(1), 2(x(1), ¥(1)))
= a(x, y,u(x, y)u,(x, y) + b(x, y, u(x, y)u,(x, y)

e, por outro lado, de (@) temos que

z,(s,1) = c(x(s,1), ¥(s,1), 2(s, 1)) = c(x, y, u(x, ),

0 que garante que

a(x, y,wu,(x, y) + u,(x, y)b(x, y, u) = c(x, y, u(x, y)),

mostrando que u satisfaz a edp em ().
Além disso,

u(xo(s)’ yO(S)) = M(X(S, O)’ y(Sa 0)) = Z(Sa 0) = u()(s)'
Portanto, u(x, y) € solu¢dao do problema de Cauchy () em uma vizinhanca do ponto

(x0(50)s Yo(50))-
A unicidade da solugdo de () ¢ consequéncia da unicidade de solugdo de (%e do Lema

@. (Veja a discussdo logo ap6s a Defini¢ao ). De fato, se v for solugdo de (2.1f), defina a
curva (X (¢), Y(¢)) como sendo a solucdo do sistema

X'() = a(X®),Y(®),0(X@), Y1), X(0)=xy(s),

Y'@®) = bX®,Y®),0(X(®,Y(®), Y(0)=yyso)

Entdo, como ja vimos, v(t) € uma curva caracteristica que passa pelo ponto

(XO(SO), yO(sO)’ u()(s())) .

Como a solucdo de (@) ¢ Unica, essa curva coincide com a curva caracteristica utilizada na
construcao de u.
Finalmente, a afirmagdo sobre a inexisténcia de solucdo foi provada anteriormente. U

Exercicio 6 O problema de Cauchy dado no Exemplo @ sempre tem solucdo local tinica? E
no caso de um problema de valor inicial, isto é, quando x,(s) = s, y,(s) =07

Observacao 2.9 Observe que o carater local do Teorema @ ¢ dado pelo Teorema da
Aplicacdo Inversa. Se tivermos uma inversao global, o resultado valera globalmente. <
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Exercicio 7 Considere o problema de Cauchy linear

{ a(x, yu, + b(x, yu, = c(x,y)
u(xy(s), yo(s)) = uy(s),

em que r(s) = (x,(s), yy(s)) e r'(s) # 0 para todo s € I.
Suponha que

xo(s) a(r(s))

det <yg(s> b(r(5))

Mostre entdo que o problema dado tem solucdo tinica (de classe C') em uma vizinhanca da
curva r(s). Obtenha a expressdo dessa solucdo.

>7é0 Vsel.

Exemplo 2.10 Consideremos o problema linear

xu,+(x+yu, = u+l,
u(x,0) = x°

Observe que ndo temos uma edp no ponto (x,x + y) = (0,0). Isto é, esse problema sé esta
definido para x # 0.
Comegamos parametrizando os dados iniciais utilizando o pardmetro s:

Xo(8) =35, yo(s) =0, uys)= 2.

Eles definem a curva plana r(s) = (s,0) e também a curva R(s) = (s,0, ) pertencente ao
grafico da solucdo u que procuramos. Dai obtemos a(R(s)) = s, b(R(s)) = s e c(R(s)) = s*+1.
A condicdo de transversalidade € verificada para todo s # 0, pois

1 s
det (O S) = .

(Note que ndao podemos ter s = 0, pois isso corresponde a x = (0.) Assim, devemos ter
unicidade de solug¢do local para todo ponto (x, y) com x # 0.
O sistema de caracteristicas é dado por

(3—): = Xx, x(s,0) = s,
0

a—f = (x+y). ¥50)=0,
% = z+4+1, z(s,0) = s>

Resolvendo o problema
0x
’t = b ’0 = b
o (s,)=x, x(s5,0)=s

encontramos, para cada s fixo, x(s, 1) = se’.
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Levando a expressdo de x(s, ) na segunda equagdo, chegamos ao problema

0
a—); —y=usée, y(s,0)=0.

t

Multiplicando pelo fator integrante e™’, obtemos sua solugio: y(s, ) = ste'.

Finalmente, resolvemos
0z

2
5 z=1, 2z(s,0)=5s",
cuja solucdo é dada por z(s, ) = (s* + 1)e’ — 1.

A superficie (s,t) — (x(s, 1), y(s, 1), z(s, t)) ¢ a superficie integral associada ao campo
F =(a,b,c).

Agora precisamos expressar essa superficie integral como grafico da fungao u, isto €, obter
u(x,t) = z(s(x, ), t(x, y)), que significa resolver (s, 7) tem termos de (x, y). Faremos isso para
todo x = 5 # 0, 0 que garante a existéncia de uma solucdo global para o problema considerado.

Vemos que ¢ = y/x, o que implica s = xe™*. Assim, concluimos que

ux,y) = (x*e@* £ e’ —1=xre 4~ 1
€ a solugd@o do problema, definida para todo x # 0. <

Exemplo 2.11 Ao resolver o problema

2yu,+u, = (2y° +x)sen(2xy),
u(x,e™>) = cos’(xe ),

vamos proceder de modo um pouco diferente do exemplo anterior: ao invés de resolver o
problema de valor inicial associado as curvas caracteristicas, vamos encontrar a solu¢ao geral
do sistema de caracteristicas. (Esse procedimento muitas vezes € vantajoso quando temos
equagoes lineares.)

Seja y(t) = (x(r), ¥(t)) a familia de curvas caracteristicas planas que procuramos. Elas
devem entdo satisfazer

X' =2yt e y@=1.

A segunda equacdo nos da y(t) = t + ¢,. Substituindo na primeira, obtemos x'(¢) = 2 + 2¢,;
integrando, vem x(f) = 1* + 2tc, + ¢, = (t + ¢;,)* + ¢, — clz. Quer dizer, as caracteristicas sdo
dadas pela familia de paribolas

x=)y +ec.

Agora vamos ver como essa familia de parabolas intercepta o dado inicial. Um esbogo
rapido das duas curvas indica que essa intersec¢do € transversal. Mas podemos verificar isso
analiticamente: a reta tangente a parabola no ponto (x,, y,) tem inclinag¢do 1/(2y,), enquanto
a reta tangente a curva inicial tem inclinacdo —2y, (verifique!). Portanto, a retas tangentes
sdo ortogonais nos pontos dados, mostrando que podemos aplicar o Teorema @ Seja
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(x,,y;) € R? arbitrério. Esse ponto pertence a pardbola x = y* + x; — y;. Essa parabola
intercepta a curva inicial no ponto (x,, y,) tal que

Xp = Yo+ X =
yo = e
FIGURA.

Parametrizando entdo a parabola por 7 — (* + x; — y3, ), obtemos

V1 d
u(x;,y,) = / Eu(t2 +x, — yf, Ndt + u(xy, y,)

Yo

Y1
- / (3r* + x; — yp) sen (26 + 2t(x; — y}))dt + cos*(x,y,)
Yo
y
= / B2+ x, — y)2sen (£ +2(x, — ) cos (26 + 21(x, — y3))d1 + cos (x,¥)
Yo

)’1()’%+x1—y%) )
= 2senrcosrdr+ cos“(xyy,)
yo(Y§+x1—yf)
r=x1¥
= cos’r + cos*(x,y,)
r=x0y0

= cos*(x,y,).

Quer dizer, encontramos a solu¢do do problema dado:

u(x, y) = cos’(xy). 4

Podemos também obter a solucdo geral de certos problemas utilizando o método de
caracteristicas:

Exemplo 2.12 Vamos obter uma soluciio nio identicamente nula para a equagio 2u, — x*u, +
x*tu = 0.
O sistema de caracteristicas é dado por

dt 2 dt 2
Resolvendo a primeira equacdo, encontramos dx/x> = —dt/2 = —x"' = —t2+c=>x = HLC

Levando esse resultado na segunda equagao, encontramos

du 1< 2 )2 du 2t 2

di 2\ryc/) ™ P IR TR e )
du ) 2C L, 2C

= = + = Inu=ht+C)?- " +ec.

" (+C (102 nu=lIn@t+ €)= =mm +e
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Assim,
2C 1 5 -2C
= Int+C)> - —— + >=—C <—>
y eXp<n( ) r+C ¢ (t+ C)? Py
Encontramos o valor de C utilizando a primeira equagao:
C = 2— xt.
X
Assim,
. x2
u(x,t) = CZ exp(xt —2).
Escolhendo C # 0, encontramos a solugio procurada. <

Exemplo 2.13 Consideremos, para (x,y) € R X (0, o), o problema quase linear

uux+xuy = ),
u(0, y) = -y

O sistema de caracteristicas € dado por

f)—’t‘(s,z) =z x(s,0) = O,

0
a—f(s,t) = x, y(s,0) = s,
%(s,t) =y z(s5,00 = -s.

Esse sistema pode ser escrito na forma matricial

X' =AX,
em que
X, 0 01 X 0
X' =ly|, A=]|1 0 0|, X=[|y| e XO0)=]| s]|.
z, 010 z —S

Como sabemos da teoria de sistemas de equagdes diferenciais ordinérias,ﬁ a solucao do
sistema z’ = Az é obtida ao encontrarmos a matriz exponencial e*’. Para isso, obtemos o
polindmio caracteristico da matriz A:

p2)=2-1=zZ-DEZ+z+1),

cujas raizes sdo z, = 1, z, = (=1 + i\/g)/Z ezy=(—1- i\/g)/Z. Note que z% =2z5€ z§ = Z,.

SVeja [l1].
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Consideramos entio as fungdes f (1) = e* e o polindmio r(z) = a(t)z*>+ b(t)z+c(t). Como
sabemos,ﬁ vale e’ = r(A), se igualarmos f(z) = r(z) em cada uma das raizes do polindmio
caracteristico. Ao fazé-lo, encontramos os valores de a(¢), b(¢) e ¢(t). Como

r(l)=e¢,

temos que resolver o sistemall

1 1 1 e
Z; z; 1 | -
7z, zZ; 1 |

mostrando que

a(t) =

b(r) =

c(t) =

Assim, o fluxo € dado por

M = a@)

o = O

1 1 1|
i3 -iv3 0 ‘ —2ie™gen L3
-1 -1 2 ‘Ze_’ﬁcos 23'
1 11 |e’
_1 | 0 28—;/23; 23r .
' 26712 cos V3L
0 0 1 % + 3 0
¢ 267’/2003 3t
11 0 |%- —
01 0 33—' —e? <sen 3 _cos @)
r 22 cos VI
0 0 1 % + 3
1 0 O "’3—’ —e? <sen@ —cos @)
01 0 33—' —e <sen \/25’ —cos %
r 22 cos VI
0 0 1 |g+2 3
¢ ol 3 3t
— e sen—— — COS —
3 2 2
t
¢ ol 3 3t
— —¢e sen—— — COS —
3 2 2
o 2e"cos @
— +
3 3
2
0 1 0 01
O O]l +b(® 1 0 O |+c()
1 0 010

c(t) a(t) b()

b(®) c(@) a(r)

a(t) b() c(t)

6Veja [2], Capitulo 6.

r(z,) = e®,

r(z;) = %' = &,

"Veremos que ndo é necessario resolver esse sistema!

S O =
o = O
- o O
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e a solugdo do sistema de caracteristicas é dada por

x(s, 1) c(®) a() b(1) 0 (a(t) = b(¥))s
y(s,t) [=] b@®) c(®) a?) s |=] (@) —a@®)s
u(s, 1) a(t) b() c() —S (b(@) — c(2))s

Notamos entdo que u(s,t) = —x(s,1) — y(s,1) = (—x — y)(s,t). Como essa igualdade é
vélida para quaisquer pontos (s, ¢), concluimos que

u(x,y) = —x—y.

E facil verificar que essa expressao realmente resolve o problema dado e fornece uma solugao
global para o mesmo. <

Exercicio 8 No Exemplo verifique que x,,, = x, y,, = y e u,, = u. Resolva entdo o
sistema

X, =x, x(5,00=0, y,=y ¥s50=s u,=u, u(s,0)=-—s

e obtenha a solug¢do u(x,y) = —(x+y). (Esse método é muito mais dificil de ser aplicado, mas
em alguns casos resolve problemas em que o sistema de equagoes ordindrias definido pelas
caracteristicas ndo é linear.)

Exercicio 9 Resolva o problema

—yu, +xu, = 4xy,
u(x’ O) uO(y)’

em que x > 0.

2.2 Inexisténcia e multiplicidade de solucoes

Agora consideraremos situa¢des em que ndo podemos aplicar o Teorema . Também
discutiremos o carater local desse teorema. Seguindo V. I6rio [5], apresentamos quatro
exemplos fundamentais:

Exemplo 2.14 Consideremos o problema

{ u, = 0,
u(l=y%y) = uyy),

Claramente a solugdo geral da equagdo dada € u(x, y) = f(x), em que f € uma fun¢do de
classe C'. As caracteristicas planas sdo as retas verticais. Como u(x, y) é constante ao longo
das curvas caracteristicas, vemos que, para todo x, < 1, areta x = x, intercepta a curva inicial
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em exatamente dois pontos: (x,, ¥,) € (X, —¥,)- Isso implica que devemos ter u,(y,) = uy(—y,)
para que o problema tenha solugio.

Suponhamos, portanto, que o dado inicial seja uma funcdo par. Nesse caso, esperamos
que o problema possua infinitas solucdes, pois u, ndo estd determinada para x > 1. Mas como
deve ser a solucdo para x < 1? Ja vimos que a solucdo deve ser funcdo de x. Resolvendo

x = 1 — y*, encontramos y = \/1 — x. Assim, de acordo com o que vimos sobre a solucdo
geral da equacdo, ela deve ter a forma u(x, y) = u, <\/ 1 - x). Uma vez que a solugdo deve

ser de classe C', precisamos também que exista
d J1—»
—uy (V1I—x
dx
Supondo também essa condi¢do satisfeita, a solu¢do do problema deve ser

u(x,y):{ ”0(\/:> se x <1

x=1

g(x) se x> 1,

em que g € C'([1, 00)) satisfaz

s = (VI=1)=w® e g0)=-tu(Vi-x)

x=1' <

Exercicio 10 No exemplo anterior, considere x, < 1 arbitrdrio. Verifique que o Teorema

pode ser aplicado. Isso ndo contradiz a andlise apresentada no exemplo, que garante a
existéncia de solugdo apenas se u, for uma fungdo par? Responda a mesma questdo para
x, =1L

Exemplo 2.15 Consideremos o problema linear

u (x,y) = 2x,
u(x,0) = uy(x),

E claro que a solucdo geral de u, = 2x é dada por u(x, y) = x* + u,(y), em que u, € C'. Mas

o dado inicial nos diz que u(x, 0) = u,(x), de modo que devemos ter uy(x) = x? + u,(0).
Esquecamos essas consideracdes e analisemos o sistema de equacdes caracteristicas, dado

por

& =1 x(s,0)=s,

0 y(s,0)0=0,

92 = 2x z(s,0) = uy(s),

e que implica que a familia de caracteristicas planas € y(s, 1) = (s+7,0). (Observe: isso garante
que as caracteristicas planas sdo retas horizontais, ja que o parametro s corresponde ao €ixo Xx.
Mas isso a edp nos da diretamente!)
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Como R(s) = (s,0, u,(s)), a condi¢do de transversalidade ndo € vilida em qualquer ponto

r(s). De fato, temos
xo(s) a(R(s)\ _ 11y _
det <y(’)(s) b(R(s))) = det (0 O) =0.

Logo, o problema s6 podera ter solug@o para qualquer s se a curva R(s) for uma caracteristica,
isto é, se os vetores R'(s) = (1,0,uy(s)) e ®(R(s)) = (1,0,2s) forem paralelos para todo s.
Portanto, devemos ter uy(s) = 2s, o que implica que u(s) = s* + ¢, em que ¢ é uma constante.

Voltando a utilizar a variavel ¢ para descrever a trajetéria em uma curva caracteristica,
temos uy(t) = t* + c. Como ja temos uma curva caracteristica, para obtermos uma solugio
local basta considerarmos o mesmo problema com um novo dado inicial: por exemplo,
R,(s) = (0,s,u,(s)). A escolha de r,(s) = (0,s) assegura a transversalidade da interse¢ao
com (¢,0) e além disso, garante que a inversdo (s,?) — (x,y) € global. Para escolhermos
R(s) vamos apenas impor que essas curvas se interceptem: ja que ¢ corresponde ao €ixo x
e s ao eixo y, vamos fazer com que a intersecao ocorra em (0, 0). Ou seja, vamos impor que
u;(0) = uy(0) = c. (Observe que estamos usando a mesma estratégia utilizada na determinagao
das caracteristicas, apenas invertendo os papéis: u,(f) como a curva inicial, R(s) como a
caracteristica que intercepta a curva inicial em s = 0.)

O novo problema
u(x,y) = 2x,
u@©,y) = u(y),

tem solucdo dada por (verifique!)

u(x,y) = u,(y) + x%,

em que u, € C' satisfaz u,(0) = c. Em outras palavras, o problema possui infinitas solu¢des.

Sintetizando: se o dado inicial for uma curva caracteristica, esse dado inicial ja esta
incorporado a solucdo do problema; trocamos entdo o dado inicial por qualquer curva que
seja transversal a caracteristica plana e que intercepte a caracteristica em s = 0. Isso garante a
multiplicidade de solugdes para o problema. <

A situagdo apresentada no exemplo anterior € extrema: o dado inicial coincide com uma
caracteristica plana. Mais comum € a situacdo em que o dado inicial r(s) seja tangente a uma
caracteristica plana y(s, ) em um determinado ponto.

Exemplo 2.16 Consideremos o problema

{ux(x,y) = x*

u(x, x°) Uo(x)

Como no Exemplo , temos que as caracteristicas sdo as retas horizontais. E facil ver
que o dado inicial é tangente as curvas caracteristicas apenas na origem. E também que o



32 CAPITULO 2. EQ UACOES DE PRIMEIRA ORDEM

dado inicial intercepta as caracteristicas uma Unica vez. Assim, podemos integrar ao longo
das caracteristicas planas e obter a solu¢do do problema, definida globalmente:

x 5 x3 y

u(x,y) = t°dt + ug(x) = — — = + uy(x).

Y 3 3
FIGURA

<

Exercicio 11 Utilizando o sistema de caracteristicas (@), resolva o problema considerado
no exemplo anterior.

Exemplo 2.17 Agora consideremos uma pequena variagdo sobre o problema discutido no
exemplo anterior:
{ u(x,y) = x

u(x,x3) = uy(x)

Procedendo como naquele exemplo, encontramos a solu¢ao

2
u(x, y) = "3 — VY + uy().

Assim, a solu¢do encontrada ndo € diferencidvel em x = 0, isto €, na reta vertical (0, y), y € R.
Note que a reta x = 0 corresponde ao ponto s em que a curva caracteristica e o dado inicial
nao sao transversais. <

Sintetizando a situagc@o apresentada nos exemplos anteriores, vemos que a perda da
condi¢do de transversalidade pode conduzir a: a) ndo existéncia ou multiplicidade de
solucdes (Exemplos refntl) e ); b) unicidade de solucdes (Exemplo ); c) perda de
diferenciabilidade da solu¢do (Exemplo ). No proximo capitulo veremos que outras
dificuldades que podem ocorrer.

Exercicio 12 Resolva o problema

2yu, + u, = 2xyu, (x,y) € R?,
u(x,0) = Xx.

Exercicio 13 Encontre a solucdo do problema de Cauchy

x%+ UL
{ 0x yay ’

u(x, 1) = f(x),

em que k é uma constante. A solucdo estd definida em qualquer ponto (x,y)? Existem escolhas
de f que permitem que isso aconteca? Nesse caso, o que acontece se k > 0e k <0?



2.2. INEXISTENCIA E MULTIPLICIDADE DE SOLU COES 33

Exercicio 14 No exercicio anterior, considere k = 1. Escreva a equagdo para a familia de
caracteristicas planas na forma Z—’y‘ =3 e a equagdo em z como j—i = Z ¢ obtenha as solugoes
X =ayeu=z =y Parametrize o dado inicial como x = s, y = sla e uy, = (f/a)s. Discuta
existéncia e unicidade de solugbes para esse problema.

Exercicio 15 Mostre que o problema de Cauchy linear VERIFICAR!

{ a(x, yJu, + b(x, yu, = c(x, pu+ f(x,y)

u(x(8), yo(8)) = uy(1), (2.9)

possui uma Unica solugdo local, dada pela féormula :
t
u(x,y) = uy(s)exp </ c(x(s,8), ¥(s, 5))d€>
0

t t
+/ exp </ C(X(S,f),y(s,f))dr§> f(x(s,0), y(s,0))do,
0 0
em que s e t sdo fungodes de (x,y) em uma vizinhanga V do ponto (xy(s,), ¥y(Sy), no qual a
intersecdo de y e (xy(s), yy(s)) € transversal.

Exercicio 16 Seja a(x,t) uma fungdo de classe C' em uma vizinhanca V' de (x,,1,), com
a(xy,t,) # 0. Mostre que existe uma aplicagdo (x,t) = &(x, 1) definida em uma vizinhanga
W C V tal que
{ é:t + a(x, t)fx =0,
&i(x, 1) #0,

para todo (x,t) € W.

Exercicio 17 Mostre que o problema de Cauchy da forma

u, +alx, t,uu, =c(x,t,u),
u(x,0) = uy(x),

(chamado problema de valor inicial, uma vez que t normalmente representa a varidvel
temporal) sempre possui solugcdo em uma vizinhanga do dado inicial uy(x).
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2.3 Equacoes Totalmente Nao Lineares

SUBSTITUIR POR TEXTO DO ESTUDO DIRIGIDO, MANTENDO EXEMPLOS.
Nesta secao consideraremos o problema de Cauchy para equacdes de primeira ordem que
ndo sdo lineares ou quase lineares. A forma mais geral dessas equacdes € dada por

F(x, u(x), Vu(x)) =0,

em que x = (x,..., X,) € Q (aberto), u(x) € R e Vu(x) = (u,, (x),...,u, (x)) €R".
Trataremos também essa equacdo utilizando o método de -caracteristicas, mas
restringiremos nossa atencdo ao caso bidimensional. Assim, vamos considerar o problema

F(x,y,u(x, y),u(x,p),u,(x,y) = 0, (x,»)€Q (2.10)

u(r(s)) = uy(s), sel, ’
em que sdo conhecidos r(s) = (xo(s), yo(s)) e uy(s), sendo r(s) uma curva regular.
Denotaremos, como antes, R(s) = (xo(s), yo(s),uo(s)). Vamos assumir que F e u sejam

fungdes de classe C*.
Vamos denotar nossa equacdo por

F(x,y,z,p,q) =0, (2.11)

com (x,y) € Q c R%, z = u(x,y) € Re (p,q) = (uxl(x,y),uXZ(x, y)) e R Para que
F(x,y,z,p,q) = 0 realmente represente uma equacgao diferencial parcial precisamos assumir
que (F,(x,y), F,(x,y)) # (0,0) para todo (x,y) € Q C R*.

Exercicio 18 Escreva F em termos de (x, y, z, p, q) nos casos em que:
(a) F é uma equagdo linear;
(b) F é uma equacdo quase linear.

Como nao temos um campo vetorial definido pela prépria edp (), nao temos direcoes
preferenciais para definir as curvas caracteristicas ao longo das quais a equacgao seja reduzida a
um sistema de equacdes diferenciais ordinarias. Assim, temos que utilizar uma nova estratégia
para obter essas curvas caracteristicas. Seja y(¢) = (x(¢), y(t)) a parametrizacao de uma curva
de classe C? definida em QE Entdo podemos derivar z(f) = u(y(¢)):

2'(1) = u X' (1) + u,y' (1) = px'(1) + qy' (1), (2.12)

em que u, = u,(y(#)) e da mesma forma para u,, p e g. Como estamos supondo que u seja de
classe C?, calculamos

@)= %ux(y(t)) = U X' (1) +uy,y' (1) (2.13)

8Como estamos assumindo que u seja de classe C2, para garantir que u(r(s)) seja de classe C2, podemos
precisar que r seja de classe C2.
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40 = S, (1) =, ¥ (0 + 1,5 O, (2.14)

em que, como antes, u,, = u,, (y(1)) etc.
Por outro lado, se u for uma solu¢do da equagdo diferencial parcial F(x, y,u,u,, uy) =0,
derivando essa igualdade com relagdo a x e y obtemos

F.+Fu,+Fu, +Fu, =0 (2.15)
e
F,+ Fu,+ Fu,+ Fu, =0. (2.16)

Comparando as igualdades (2.13) — (2.14) com (2.15) — (2.16)), parece razoavel escolher
p
x'(t) = Fp e V(@)= Fq.

(Essa escolha parece especialmente sensata pois, no caso quase linear corresponde a escolha
x'(t) = ae y'(t) = b. Verifique!)
Com essas escolhas, a igualdade () assume a forma

z' = pF,+qF,
enquanto decorre de (2.15) e (2.16) que (2.13) e (R.14)) sdo escritas, respectivamente, como
q q p
p=-F —-pF, ¢ q =-F,—qF,

de modo que obtemos o sistema

x' = F,

y = F,

z' = pF,+qF, (2.17)
p = —F,—pF,

qg = —F,—qF,

Em outras palavras, as curvas caracteristicas do problema de Cauchy () sdo definidas
pelo campo ®(x,y,z,p,q) = (F, F,,pF, + qF,,—F, — pF,,—F, — qF,) € R, em que
Fp = Fp(x, ¥, Z, D, q) etc.

E claro, temos dados iniciais para as trés primeiras equagdes, em analogia ao caso quase
linear:

x(5,0) = xp(s),  ¥(s5,0) = yo(s) e z(s,0) = uy(s).
Mas como proceder com relacao as duas tltimas equagdes?

Comecamos nosso tratamento do caso quase linear examinando a relacdo entre R(s) e
a informacdo contida na propria equacdo. Essa andlise nos possibilitou, inclusive, obter um
critério de ndo existéncia para a solucao do problema de valor de inicial no caso quase linear.
Assim, parece natural examinar a relag@o entre

F (x0(5), yo(5), tp(5), p(s,0),4(5,0)) =0 e x(s)p(s,0) + yy(s)g(s, 0) = uy(s),

a segunda igualdade obtida mediante derivacdo do dado inicial.
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Para cada s fixo, essas equagdes estabelecem um sistema (ndo diferencial)

{ F<x0(s)9 yo(S),uo(S),P(S,O)’ CI(S,O)> 0’
xo()p(s,0) + y(s)g(s, 0) = uy(s)

nas variaveis p(s, 0) e q(s, 0), pois o dado inicial R(s) = (xo(s), Yo($), uo(s)) ¢ conhecido, bem
como R’(s). Nao podemos garantir a existéncia de solug¢ao para esse sistema, pois sua primeira
equacdo nao € linear. Se essa solucdo existir, ela nos fornece os dados iniciais para as equacoes
em p’ e q’', como veremos logo a seguir. Contudo, salientamos que pode ndo haver unicidade
para esses dados iniciais: veja o Exemplo , abaixo.

Assim, ao sistema (2.17) estdo associadas as condic¢des iniciais dadas por

x(s,0) = xy(5)

y(s,0) = Yo(s)

z(s,0) = uy(s) (2.18)
F(x(5), o(8), ug(s), p(s,0),q(5,0)) = 0

x4(s)p(s, 0) + y(s)q(s, 0) = u)(s)

Em geral, a obtencdo de uma solugdo explicita para o sistema (-) - (-) ¢ impossivel.
Note que as trés primeiras equacdes de (2.18) correspondem ao sistema de caracteristica

utilizado na solugdo de problemas quase lineares. Mostraremos indiretamente que, no caso de

problemas quase lineares, as duas equagdes restantes sao supérfluas: veja a Observagao .

Exercicio 19 Considere o problema quase linear

u +u, = u,
u(x,0) = uyx).
Monte o sistema de caracteristicas () com os dados iniciais (). Escreva as condigcoes

iniciais das equagoes diferenciais em p e q como um sistema linear e relacione esse sistema
com (

O préximo exemplo mostra que nem sempre podemos obter dados iniciais para as equacoes
em p’ e ¢’ de maneira tnica:

Exemplo 2.18 Consideremos o problema

u§—3u§ = u, (x,y)€RXR,
u(x,0) = x°.

Temos
F(x,y,2,p,q) = p* — 3q* — 2

e o dado inicial pode ser parametrizado como

xXo(8) =5, yy(s) =0, 2z(s,0)= 52,



2.3. EQUACOES TOTALMENTE NAO LINEARES 37

enquanto a igualdade F(u(s), yy(s), zo(s), p(s, 0), g(s, 0) = O garante que
[p(s,0)]* = 3[g(s, 0) = 5°
e x,(s)p(s, 0) — y;(s)q(s, 0) = u)(s) garante que
p(s,0) = 2s.

Assim, p(s,0) = 2s e q(s,0) = +s, 0 que ndo permite determinar g(s,0) de maneira Unica.
Cada escolha de ¢(s, 0) conduz a um sistema linear distinto. <

Exemplo 2.19 Considere o problema de valor inicial

u,+u; = 0, (x,y) €RX(0,00),
u(x,0) = x.

Nesse caso temos

F(x,y,2,p.9) =p* +q.
O dado inicial é parametrizado por x(s, 0) = x,(s) = s, y(s,0) = y,(s) = 0e z(s,0) = uy(s) =
s. Substituindo esses dados na expressdo de F encontramos

F(s,0,s, p(s,0),4(s,0)) = p*(s,0) + q(s,0) = 0,

enquanto a derivagdo do dado inicial u(x(s), yy(s)) = s produz x,(s)p(s, 0) + y;(s)q(s,0) = 1,
ou seja,

p(s,0)=1.
Assim, temos que resolver o sistema de caracteristicas dado por

( ‘;—f(s, ) = 2p=F, x(s,0) = s,
dy
E(Sat) =1 :an y(S,O):O,
0z

1 5,0 = 2 +a=pF,+qF, (50 =5,
0
SHs.0) = 0==F,—pF. p(s,0) =1
dq

| E(S’t) = 0=-F,—qF, q(s,0) = —1.

A segunda, quarta e quinta equacdes sao faceis de resolver:

y(s,t) =1, p(S, t) = 1, Q(S, t) = —1.

Substituindo essas igualdades na primeira equagdo, encontramos x(s, ) = 2t + s, enquanto a
substitui¢do na terceira equagao produz z(s, ) = f +u,(s). Assim, a solu¢do do sistema € dada
por

x(s,)=2t+s, y(s, )=t z(s,t)=t+s, p@s,H)=1 e q(s,t)=-1.
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Note que, para cada s fixo, as caracteristicas sdo retas. Da primeira equagdo vem s = x — 21,
enquanto a segunda mostra que y = t. Assim,

u(x,y) = z(s(x, ), t(x, ) = y+x -2y =x—y.

Exercicio 20 Resolva o problema

U, u, (x,y)€0,0)xXR,
u©0,y) = .

Teorema 2.20 Sejam Q C R? um aberto e r(s) = (xo(s), yo(s)) C Q uma curva regular de
classe C* definida em um intervalo aberto I C R. Suponha que F: QXRXRXR — R seja
uma fungdo de classe C* e considere o problema de Cauchy

F(x,y,z,p,q) = 0, (x,y) € &
{ u(r(s)) = uy(s), sel. (2.19)
Se o problema
{ F(x6(8), yo(5). ug(s), p(s. 0), 4(5,0)) = 0, 2.20)
x4(8)p(s, 0) + y;(s)q(s, 0) = u)(s) '
tiver solugdo para s, € 1 tal que
X(’)(SO) F (xo(so), yo(so)a uo(so)’ p(So, 0), Q(So, 0)))
det <yg(so) F. (xo(50)s y0(50): to(50), P50, 0), (50, 0)) ) 7 (221)

entdo o problema de Cauchy () possui ao menos uma solugdo u de classe C* em uma
vizinhanga do ponto r(sy) = (xy(8y), Yo(So)) €

Se as condigcoes (2.20) e () forem vdlidas para todo s € I, entdo o problema (2.19)
possui uma solugdo de classe C* em uma vizinhanga de y(s) C Q.

Demonstracao: Suponhamos determinados p(s,,0), g(s,,0), solugdes do sistema ).
Considerando entdo o sistema de caracteristicas (2.17) com as condig¢des iniciais () no

ponto s,, temos um sistema de equacgdes diferenciais ordindrias com dados iniciais. Assim,
esse sistema possui solugdo tnica (x(s, 1), y(s, 1), z(s, 1), p(s, 1), ¢(s,1)) de classe C> em uma
vizinhanga de r(s,).

O teorema da funcdo inversa garante que podemos resolver (s, ) em fun¢do de (x, y) em
uma vizinhanca de r(s,), pois

a(x, ) L (E(50,0) 250, 0)
oG S0 = det <%(s§, 0 s, 0)>

det <X6(S0) Fp(xo(so)a yo(so)a uo(so), P(So’ 0), CI(So, 0)) > £0

y(’)(so) Fq (xo(so)» yo(so)’ uo(so)’ P(So» 0), Q(So» 0)) ’
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Assim, s = s(x,y), 1 = 1(x,y) com s (x0(s9), ¥o(50)) = o €t (x,(50), ¥o(s9)) = 0. Logo, as
func¢des z, p e g sdo funcgdes de (x, y) em uma vizinhanca V' de y(s,).
Definimos, nessa vizinhanca V', u(x, y) = z(s(x, y), t(x, y)). Temos entdo que

u(xo(5), o)) = 2(5,0) = uy(s),

mostrando que u satisfaz o dado inicial em V. Para mostrar que u satisfaz a equacgao diferencial
em (), para (s,t) € V calculamos

%F(x(s, 1), y(s,1), 2(s, 1), p(s, 1), q(s, 1)) =

= F.x + Fyy, + F,z, + Fppt + qut
Fpr + Fqu + Fz(pr + qu) + Fp(—Fx - pF,)+ Fq(—Fy —qF))
= 0.

Portanto, em V vale

F(x(s,1), y(s,1), 2(s, 1), p(s,1), 4(s, 1))
F(x(s,0), y(s,0), z(s, 0), p(s, 0, 4(s, 0))

F(XO(S), yO(S), ZO(S)7 P(S’ O)a Q(S’ O))
= 0.

F(x, y,u(x, ), p(x, ), 4(x, y))

Para completar a prova basta verificar que

px,y) =ulx,y) e qx,y) =u/x,y).

Pela regra da cadeia, temos que u, e u, satisfazem o sistema linear

xS yS ux — uS
X,V u, u,
Por hipoétese, o determinante da matriz

det <);S y5> = det <x(’)(s) yé(s)) #0 em V,

r i F, F,

de modo que esse sistema possui solugdo inica. Assim, para obter o resultado, basta mostrar
que p e g satisfazem

u(s,t) = p(s,0)x,(s,1) + q(s, 1)y,(s, 1) (2.22)

u,(s,t) = p(s,0)x,(s,t) + q(s, )y, (s, 1). (2.23)
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A equagdo () decorre imediatamente da equagdo que define z; no sistema
caracteristico. Para obter (), definimos

H(s,1) = u/(s,1) = (p(s, )x,(s,1) + q(s, )y (5,1)) .
Derivando essa igualdade com relacdo a ¢ no ponto (s, ?), vem

0
EH =u, — (p,xs +px,+qy,+ qu,) . (2.24)

Por outro lado, derivando () com relagdo a s, temos

Uy = (pyx, + pX, + 4,3, + qv,,) -

Substituindo essa expressao em () e utilizando (), vemos que

—H = (px, +px,+q,y,+aqy,) — (px, +px, +4,y, +qy,)
= —pX;—qy,+pXx, +4y,
= x,F,+pF,)+ ys(Fy +qF,) + pSFp + quq

= %F(x, ».z2,0.q) — F,z,+ x,pF, + y.qF,

= (x,p+yq—z)F,=—-H(s,1)F,,

pois F(x(s, 1), y(s, 1), z(s, 1), p(s, 1), ¢(s,1)) = 0 em V, de acordo com (2.22). Assim, H (s, 1)
satisfaz a equacao diferencial

%H(s, t)=—H(s,1)F, => H(s,t) = H(s,0)exp <— /t der> .
0

Como H(s,0) = uy(0) — x,(s)p(s,0) — y,(s)q(s,0) = 0, concluimos que H(s,?) = O e
provamos (| ).

No caso de termos a condig¢ao () valida em todo ponto s € I, por continuidade teremos
a solucdo definida em uma vizinhanca de r(s). U

Observacao 2.21 No caso de equacdes guase lineares, uma vez que ja temos um resultado
de existéncia e unicidade demonstrado, podemos deduzir que as equagdes em p, € g, presentes
em () serdo supérfluas nesse caso. <

Nao podemos, no Teorema , garantir a unicidade da solu¢do do problema de Cauchy:
cada solugdo distinta do sistema () produz, em principio, uma solugdo distinta do problema
de Cauchy. E o que veremos no préximo exemplo:




2.3. EQUACOES TOTALMENTE NAO LINEARES 41

Exemplo 2.22 (Continuacido do Exemplo ) Consideremos novamente o problema
ui—3u§ = u, (x,y) €ERXR,

u(x,0) = x>

Como ja vimos, os dados iniciais nas equagdes em p € g nos fornecem p(s,0) = 2s e
q(s,0) = +s, o que ndo permite determinar g(s, 0) de maneira Gnica.

A escolha ¢g(s) = s conduz ao sistema
((9x(s,t) = 2p(=F), x(s,0)=s
2y(s,t) = —6q (= F), ¥(s,0)=s
§ 2z(s,t) = 2z(=pF,+qF,), z(s,0)=¢
2p(s,t) = p(=—F,—pF,), p(s,0)=2s
[ 24(s,1) = q(=—F,—qF,), q(s,0)=s,

Resolvendo as trés dltimas equagdes e entdo levando o resultado nas duas primeiras, obtemos

x(s, 1) =4s(e = 1) +s, y(s,1)=—6s(c" —1), z(s,1) = s’

p(s, 1) =2se" e q(s,t)=se.

Comoe' —1= 1 (§ - 1) = —Z, substituindo na primeira equagdo obtemos
s=Xx+ Z y
3
e, assim,
d=-241 = e’=ﬂ,
0s 2(x+3y)

de modo que

2
— 22 2 2 2x+y _ r\?
u(x,y) = z(s,t) = s“e —<x+3y> <—2(x+%y)> —<x+2>.

Por outro lado, tomando ¢g(s) = —s e procedendo analogamente, chegariamos a
y )2
ux,y)=(x—-=) .
= (x-3
Note que as solugdes estdo definidas em todo o plano e todas as funcdes envolvidas sdo de
classe C*. <

Exercicio 21 Com as mesmas hipoteses do Teorema mostre que, se o sistema

{F<x0<s>,y0<s>,u0<s),p(s>,q(s>) =0
x4()p + Yp($)a = u(s)

possuir solugdo unica (p(s), q(s)), entdo o problema () possuird solugcdo tinica em uma
vizinhanga do dado inicial; se existirem diversas solugées (p(s), q(s)) para esse sistema, entdo
o problema () ossuird diversas solucoes. Finalmente, se esse sistema ndo tiver solucdo,
entdo o problema ( ) ndo possuird solugdo.
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Exercicio 22 Mostre que o problema de valor inicial

u,+ F(x,t,u,u,) = 0,
u(x,0) = uy(x),

sempre possui uma solugdo em uma vizinhanga de (x, 0).

2.4 Exercicios
1. Resolva o problema de valor inicial

u,+2u, = 0, (x,1) € R % (0, ),
u(x,0) = Tlx2
Faga um esboco da solucdo parat =0,t =1et = 4.

2. Considere a equacdo da onda

Fu_

a2~ ¢ ox?
com condig¢des iniciais
u(x,0) = f(x), u,(x,0) = g(x).
(a) Escreva o operador de onda como o produto de dois operadores de primeira ordem:

(02 — ¢*0P)u = (9, + ¢d,)(9, — cd )u = 0;

(b) Defina v = (0, — cd, )u e obtenha o sistema de primeira ordem

Jdu Jdu
——c— = v,
ot ox
v + c@ =0
ot 0x ’

(c) Utilizando o método de caracteristicas, resolva a segunda equacdo e substitua sua
solu¢d@o na primeira

3. Resolva o problema de valor inicial

u +uu, = —ku*, (x,1) € Rx(0,0),
u(x,0) = 1,

em que k é uma constante positiva. Esboce também as curvas caracteristicas do
problema.
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4. Resolva o problema de valor inicial

u, +uu, = —ku, (x,1)€RX(0,00),
u(x9 0) = UO(X),

em que k € uma constante positiva. Estabeleca condi¢des sobre u, de modo que exista
uma solugdo paratodof > 0e x € R.

5. Ache a solugdo do problema de valor inicial

u+cu, = —xu, (x,1)€RX(0,00),
u(x7 O) = MO(X),

em que ¢ € uma constante positiva. Esboce as caracteristicas.
6. Resolva o problema de valor inicial

u, — xtu, = X, (x,1) € Rx (0, 00),
u(x,0) = uy(x).

7. Encontre a soluc@o do problema de valor inicial

u,+u, = ', (x,1)€(0,0) xR,
u(0,1) uy(1).

8. Resolva o problema de valor inicial

{ u+u, = 0, (x,1) €Rx(0,),
u(x,0) = —x%

Existe uma solugao para todo ¢t > 07?
9. Encontre o sistema de equagdes caracteristicas associado a equacao de Hamilton-Jacobi

u,+ h(, x,u,)=0

em que A € conhecida (chamada hamiltoniana).

10. Determine o sistema de caracteristicas associado a equacao
u,+cwu, =0
e mostre que o resultado coincide com o estudo anteriormente feito dessa equacao.

11. Utilize o método de caracteristicas para encontrar duas solucdes distintas do problema

de valor inicial
u = u (x,1) € R X (0, ),

X2

t
u(x,0) = 2x72.



Capitulo 3

Choques

3.1 Tempo de Quebra

Uma caracteristica de equagdes que ndo sao lineares € o fato de ser comum solucdes que
existem apenas em um intervalo finito de tempo:

Exemplo 3.1 (A equacio cinematica da onda) Consideremos o problema

u, +k@wu, = 0,
u(x,0) = uy(x),

em que ¢t > 0, k(u) e uy(x) sdo fungdes suaves de u.
Suponhamos inicialmente que exista uma solucdo u(x,?) para t > 0. As equagdes
caracteristicas sao

L — k@, 0=
dy
- = 1’ ’0 = 0,
o y(s,0)
g—f =0, z(s,0) =uy(s).

A ultima equacdo nos diz que z ndo depende de ¢, de modo que z(s,?) = uy(s). A segunda
equacao tem solugdo y(s, r) = t. Lembramos que se (x(s, 1), ) € aequagdo de uma caracteristica
plana,tl entdo temos

u(x(s,t),t) =0.

Derivando essa equagdo, obtemos

du
d1

o que implica que u € constante ao longo das caracteristicas.

= u,(x(s,1),1) + u, (x(s,1), t)(;—)tC =0,

134 vimos que y(s,t) =t.

44
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Ora, derivando a equagdo

0x
o kW)
com relagdo a ¢, obtemos
0*x du
— =x'(u)— =0.
or? W dt

Isso quer dizer que as curvas caracteristicas planas sdo retas. Fixemos um ponto (£, 0) no eixo
x. A equacdo da reta caracteristica passando por esse ponto é

x =& = Kk(uy(&)r. (3.1)

Note que a inclinacdo dessa reta € [K(uo(é))]‘l. Assim, se (x,t) € um ponto dessa reta,
chegamos a solu¢do da equagao

u(x, 1) = u(g, 0) = uy($).

Conclusdo: a solucdo procurada deve satisfazer essa igualdade, em que & é dado
implicitamente pela equagao ().
Vamos substituir a expressdo da solucao na edp original. Entdo temos

U= u)(OE e u, = uy(E,.
Calculamos as derivadas &, e £, ao derivar implicitamente ():

& = k" wy(Eup(E)ét + x(uy(£))

1 =&, =" Wo(E)uy(&)E, 1,

o que implica que

i (up(E)ug(&) uy(§)
Uy=—————— € U, = ,
D D
em que
D =1+ x"(uy(&))uy (&)t (3.2)

Dai decorre que u, + k(u)u, = 0.

Vemos que uma solucdo sé pode existir para todo ¢ > 0 se o0 denominador D nao se anular.
Para que isso ocorra, devemos ter que os sinais k’ € u; sejam 0s mesmos.

Existe um outro método para calcular o tempo de quebra. Consideremos a equacgao da reta
caracteristica, dada por ():

x = & = k().

A ideia € resolver essa equagdo para & e entdo substituir na equacao u(x, t) = u,(&). Para
isso0, definimos a equacao

F(x,1,8) = x = & = x(uy(&)t = 0.
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A condig@o que permite obter £ dessa equagdo € que F; # 0. Isso €,

—1 = " (uy(E)uy (&)t # 0.

(Essa € a mesma condi¢do D # 0 obtida anteriormente.)
Se essa condi¢do for cumprida (o que garante que u, # oo0), podemos partir de (x,?) e
encontrar a caracteristica no instante ¢ = 0, o que corresponde ao valor de &. <

Exemplo 3.2 Considere o problema

u,+uu, = 0,

u(x,0) = exp(—x?).
Vamos encontrar o tempo de quebra. Note que, nesse caso, temos «’(s) = 1 > 0. Portanto, o
tempo de quebra ocorre quando D = 0 (com D definido por ()). Como uy(s) < 0, o tempo
de quebra ocorrera. Se denotarmos F (&) = k(uy(£)), vemos que F'(§) = K’(uo(f))ué(é) e o

tempo de quebra acontecerd quando |F'(&)| for maximo. Se &, denotar esse ponto, entdo
o ponto de quebra é dado por

1

0 < t ebra - — .
& F /(équebra)

Denotando F(s) = exp(—s?), temos F’(s) = —2sexp(—s?) e
F’(s) = —(4s* — 2) exp(—s>).
Portanto, F"(s) = 0 quando s = ++/1/2. Portanto, o tempo de quebra ocorre quando

t = 0.

1
quebra — — —_ — >
Fr(\/172)

(O valor de ¢ € negativo para s = —4/1/2. E facil verificar que F'(s) atinge um ponto de
maximo quando s = /1/2.) <

O EXEMPLO A SEGUIR ESTA REPETINDO MUITO DO QUE FOI FEITO NA
EQUACAO CINEMATICA DA ONDA. TALVEZ FORMULAR COMO EXERCICIO.

Exemplo 3.3 (A equacao de Burgers) E interessante comparar a solu¢do da equacao (linear)
do transporte, resolvida no Exemplo @, com uma variagdo quase linear daquela equacao,
conhecida como equacdo de Burgers: u, + uu, = 0. (Ja vimos que a equacio de Burgers pode
ser interpretada como uma lei de conservagao.)

Adequando a notacdo aquela utilizada neste capitulo, vamos considerar o problema

u,+uu, = 0,
{ u(x,0) = uy(x), (3.3)
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mas manteremos a interpretacdo de y representar o tempo. Comparando com a equacio
do transporte, estamos permitindo que a velocidade ¢ dependa de u(x,y). Aqui apenas
faremos consideragdes gerais sobre o problema (@). Depois, examinaremos varias escolhas
particulares de u,(x).

O sistema caracteristico ¢ dado por

E(s,) = z, x(5,0)=s,
(s, 1) . ¥(5,0)=0,
L0 = 0, 2(5,0) = uy(s),

I
—

A tultima equacao pode ser resolvida diretamente:

z(s,1) = uy(s).

Assim, se pudermos encontrar as caracteristicas planas e escrever (s, ) em termos de (x, y),
encontraremos a solugdo u(x, y) = z(s(x, y), t(x, y)) = uy(s(x, y)).

A qltima equacdo do sistema também nos indica que z ndo depende de 7, de modo que
podemos integrar a primeira equacao e obter

x(s,t) = s+ zt.

transversalidade do Teorema é satisfeita:

1 z
det (O 1) +0,

0 que assegura existéncia e unicidade /ocal para a solu¢do do problema. Das expressdes de
x(s, 1), ¥(s,1) e z(s, 1) encontramos as caracteristicas planas: as retas x — s = [u,(s)]y. (Note
que a inclinagdo da reta caracteristica 1/u,(s) varia com s.)

A integragdo da segunda equgo nos dé y(s,1) = t. E imediato verificar que a condigdo de

Yi

s S S s S "X

| @ oo (b) | .
Figura 3.1: (a) Dados iniciais distintos nos pontos s, € s, produzem diferentes velocidades
de propagacdo da onda. (b) Curvas caracteristicas com pontos iniciais distintos podem

interceptar-se em um tempo finito.
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Certamente acontecerdo problemas se essas retas caracteristicas se interceptarem:ﬁ o valor
da solucdo nos pontos de interse¢do das retas caracteristicas serd determinado por valores
uo(s,) # uy(s,), com s; # s,. Veja a Figura . Nesse caso, o problema ndo possuira solug@o.

S6 poderemos evitar essa interse¢@o das retas caracteristicas se supusermos que u,, seja uma
fungdo crescente. De fato, se tivermos s, < s, € uy(s,) < uy(s;), entdo as retas caracteristicas
x =58, + [uy(s)]y e x = s, + [uy(s,)]y interceptar-se-ao.

Podemos resolver (s, t) em termos de (x, y):

=y, S=X-—uy.

Desse modo, como a solu¢@o do problema é dada por u(x, y) = z(s(x, ), #(x, y)), obtemos
a solucdo do problema como uma equacao implicita:
u(x,y) = uy(x — uy). (3.4)

Queremos investigar a existéncia de uma solu¢do definida para todo valor de y (ou,
considerando que a variavel y corresponde ao tempo, para todo y > 0). Derivando ((3.4)
com relagdo a x, encontramos u, = uy(x — uy)(1 — yu,), o que nos da

ou _ uy(x — uy)
ox 1+ yug(x —uy)’

Uma vez que s = x — uy, o menor valor de s para o qual temos 1 + yu;(s) = 0 é chamado
tempo de quebra, o que equivale a dizer que a inclina¢do u, torna-se infinita. Assim, o tempo
de quebra € dado por

)= 1
=——.
()
Note que, se tivermos uy(s) > 0, entdo o denominador nunca se anula e o tempo de quebra nio
ocorrera, o que esta de acordo com as consideracdes feitas anteriormente. <

3.2 Descontinuidades e consequéncias

Em muitas condicdes reais, os dados iniciais de um problema ndo sio estabelecidos por
uma func¢do continua u,(x). Contudo, se observa na prética que isso ndo impede a existéncia
de uma dnica solugdo para o problema considerado.

Ao considerarmos o método de caracteristicas, a descontinuidade do dado inicial u(s) pode
implicar na inexisténcia de curvas caracteristicas em parte do dominio ou mesmo na interse¢ao
dessas, o que implica que o método das caracteristicas ndo resultard em uma solucdo bem
definida.

Neste capitulo consideraremos apenas equacgOes de primeira ordem na forma u, =
f(x,u,u,), mas questdes como as que serdo aqui abordadas perpassam todo o estudo de
equacoes diferenciais parciais.

2Com a linguagem de edp, dizemos “se essas retas chocarem-se”.
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Exemplo 3.4 Considere o problema

u, +uu, = 0, (x,t) € R X% (0, ),
u(x, O) = UO(X),
em que
(x) = 0 se x<0,
YX)=Y 1 se x> 0.

Verifique que as caracteristicas desse problema sdo dadas por

=1 o se x, <0
o xp+1 se x> 0.

Sabemos que a soluc¢do u € constante ao longo das curvas caracteristicas. Como uy(x) = 0 se
x < 0, vemos que as caracteristicas sdo retas verticais nesse caso. Por outro lado, se x > 0, as
caracteristicas sdo dadas por x —t = £, em que £ > 0.

figura

A constancia de u ao longo das caracteristicas implica u(x,t) = 0 se x < 0 e u(x,t) = 1, se
x>t

Nesse caso, a inexisténcia de caracteristicas entre o €ixo t € a reta x = f nos permite
a construgdo de uma solucdo continua u(x,?) definida em todo o dominio. Como as
caracteristicas encontradas sdo retas, vamos definir uma familia de retas, todas passando pelo
ponto (0, 0), variando entre o eixo ¢ e a reta caracteristica x = ¢t. Ou seja, vamos definir as
retas x = ct,em que 0 < ¢ < 1. O caso ¢ = 0 corresponde ao eixo ¢ enquanto o caso ¢ = 1
corresponde a reta caracteristica x = t. Consideraremos u constante em cada uma dessas retas,
com u = ¢ nareta x = ct. Em outras palavras, vamos considerar

0, se x<0,
u(x,t)=4 % se 0<x<i,
1, se x>t
Uma solucdo dessa forma é chamada de onda de rarefagdo. <
Exemplo 3.5 Consideremos o problema
u,+uu, = 0, (x,1) € Rx (0, ),
M(x’ 0) = Mo(X),
em que
(x) = 1, se x<0,
N 0, se x> 0.

Como uy(x) = 0 se x > 0, vemos que as caracteristicas sdo retas verticais nesse caso. Por
outro lado, se x < 0, as caracteristicas sdo retas paralelas areta x —t = 0.

figura
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Percebemos imediatamente que as caracteristicas se interceptam. Como devemos ter u(x, t) =
Isex <0eu(x,t) =0sex > 0, chegamos a uma contradi¢do no ponto em que ocorrer a
intersecdo das respectivas caracteristicas.

Diante desse impasse, podemos ou desistir de obter unicidade na solucdo desse problema
ou tentar preservar a unicidade evitando a intersec¢ao das retas caracteristicas. Uma maneira de
fazer isso consiste em definir uma reta x = mt (com m > 0) ao longo da qual a descontinuidade
do dado inicial em x = 0 se propague. Sendo mais preciso, a solugdo sera dada por u = 0
quando x > mt e por u = 1 se x < mt. Dessa maneira, obteremos solucio tnica para o
problema.

Essa solucdo parece ser artificial, mas pode ser fundamentada. Descontinuidades
propagam-se por meio de caminhos de choque que, em geral, ndo pertencem a familia de
caracteristicas. Um caminho de choque também é chamado, simplesmente, choque. <

O exame do Exemplo @ causa uma certa perplexidade: se as equagdes diferenciais foram
deduzidas a partir de leis de conservacdo e se esperamos que os problemas de valor inicial
modelem fendmenos do mundo real, ndo deveriamos obter dificuldades no tratamento de
dados iniciais descontinuos, uma vez que esses sdo comuns na natureza. Ja que, em geral,
continuamos a observar unicidade de soluc@o nesses problemas, a anélise do Exemplo
conduz a percepcdo de que a teoria ndo foi desenvolvida de maneira adequada. Mas o que
originou essa inadequagao?

Examinando a lei de conservacdo que origina a edp, notamos que a passagem da forma
integral dessa lei para a edp estd em desacordo com o tratamento de solu¢des descontinuas.
(Veja as equagdes () e (3).) Assim, é natural supor que solu¢des descontinuas de uma edp
possam ser satisfatoriamente tratadas ao examinar a forma integral da lei de conservagdo que
a originou...

3.3 Solucoes Fracas

Vamos considerar solu¢des descontinuas (que serdo chamadas solugdes fracas) sob duas
abordagens. A primeira delas é mais intuitiva, a segunda delas corresponde a um conceito que
podera ser generalizado a diversas outras situacoes.

3.3.1 Condicao de Salto

Consideremos a equacao () no caso de uma tnica variavel espacial, o fluxo dependendo
de (x,t,u) e f = 0, isto é, o caso em que ndo ha producdo ou destruicdo de massa dentro de
Q, que serd tomado como o intervalo (a, b) C R. Nesse caso, a equagdo () ¢ escrita como

b
% / u(x,t)dt = @ (a,t,u(x,1) — ®(b, 1,u(x,1)), (3.5)

Exercicio 1 Sob as hipoteses mencionadas, deduza (@) de ().
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Suponha a existéncia de uma curva regular x = r(¢) de classe C' ao longo da qual u(x, 1)
possui uma descontinuidade de primeira espéciet! (isto €, os limites laterais e derivadas parciais
de primeira ordem existem e sdo finitos quando x — r(#)* e x — r(?)”) e que u(x, 1) seja de
classe C! para x > r(t) e x < r(t). Nesse caso, a equacdo integral (3.5) € escrita como

() b
4 / u(x, ndt + L / u(x,tdt = @ (a,t,u(x,1) — ®(b, 1,u(x,1)).
dt J, dt J,q

Aplicando a regra de Leibniz, obtemos

<D(a, t,u(x, t)) — CI)(b, t, u(x, t)) =

r(t) b
= / u,(x,t)dt + / u,(x, )dt + [u(r@®)~, 1) — u(r@®)", H]r' ).
a r(t)

Para perceber mais claramente o que esta acontecendo em r(f), tomamos o limite quando
a— r(t)” e b — r(t)*. Como as integrais tornam-se nulas, obtemos

[u(r@)™, 1) —u(r@®*, D]’ 1) = ®(r@®) ", 1,u(r(®)™, 1)) = @(r()*, 1, u(r()*,1)). (3.6)
Introduzimos a notagao:

ut =u(rH*, 0, u =ulr@)",1)

[Wl=u"—u", [®Ww)]=>r®", t,u")—OF0@) ,t,u).

Com essa notacdo, a equagao (@) € escrita como

[ulr' (1) = [P, 3.7

que € conhecida como condi¢do de salto ou condicdo de Rankine-Hugoniot.

A descontinuidade de u que se propaga em r(t) é chamada onda de choque. O termo r'(¢)
€ a velocidade do choque, enquanto [u] € a forca do choque

Em muitos caso, o caminho de choque () € obtido ao se resolver a equacao (E?I). Eo que
veremos no proximo exemplo.

Exemplo 3.6 (Continuacio do Exemplo @) Consideremos o problema

u,+uu, = 0, (x,1) € R % (0, ),

1 se x<0,
wx,0) = {0 se x> 0.

A equagdo u, + uu, = 0 vem da lei de conservagio com fluxo dado por ®(u) = u?*/2.
(Justifique!) Assim, a condigdo de salto [u]r'(f) = [®(u)] é escrita como
ut+u”

<u+—u->r'(r>=%[(u+>2—<u-)2] > Fi)=

3 Assim, x = r(t) € um choque.
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Quer dizer, a velocidade do salto é a média entre os valores de u a direita e a esquerda do salto.
Vamos escrever a equacao da velocidade do salto mais detalhadamente:
u(r(™, 1) + u(r(®)”, 1)

r(t) = 3 . (3.8)

Ja que, quando ¢ = 0 temos u(0)” = 1 e u(0)™ = 0, podemos concluir que

:1+0

r'(0) 5

Notamos que se tomarmos r'(t) = 5, obtemos um choque consistente com o problema, ao

encontrarmos a solugdo r(f) = 5 e o choque x = /2. Esse choque produz a solug@o (tnica)

u(x, 1) = 1, se x<t/2,
T 0, se x> /2,

correspondente ao choque de velocidade constante 1/2.
Contudo, ndo é ébvio que o choque x = #/2 seja a Gnica solu¢do da equacio (@). <

Exemplo 3.7 (Continuacao do Exemplo @) Ja vimos que o problema

u,+uu, = 0, (x,1) € R % (0, ),

0, se x<0,
ux,0) = {1, se x>0

possui solucdo continuall dada por

0, se x<0,
u(x,t)=9 ¥ se 0<x<i,
1, se x>1t.

figura parat fixo

Como no exemplo anterior, a equacdo u, + uu, = 0 vem da lei de conservagdo com fluxo
®(u) = u?/2 e, portanto, a condigdo de salto é dada por

ut +u
2

Podemos criar uma familia a um parametro de solucdes descontinuas — satisfazendo a
condic¢do de salto — ao definir, para y € [0, 1),

F(t) =

0, se x<0,

X se 0<x <yt
w,(x,0) =9 ! L y+1

Y, se yt <x < L=t

1, se x>t

“Portanto, ndo existe onda de choque.
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figura parat fixo
A solucdo continua obtida anteriormente corresponde a escolhay = 1. Para0 <y < 1,0
choque é dado por r(t) = %lt. Note que a condi¢do de salto € satisfeita, pois

ur@*, ) +u(r@®™,0) _ 1+y _
2 2

r'(1).
<

O Exemplo @ nos coloca novamente em uma posi¢ao desconfortavel: se tantas solucdes
distintas sdo possiveis, como esperar unicidade?

3.3.2 Formalizando o conceito de solucao fraca

A abordagem que conduziu a condi¢ao de salto tem duas desvantagens: em primeiro lugar,
solucgdo fraca foi definida de maneira muito “solta”: uma solucao continua a direita e a esquerda
do choque, sendo descontinua no mesmo. Em segundo lugar, ndo temos indicacdo de como
generalizé-la para o R".

Assim, comecamos nosso tratamento justamente pelo R". Consideraremos o problema

u, +divd(x,t,u) = 0, (x,1) e R" x (0, ),
u(x,0) = uy(x).

Note que a equacdo nada mais € do que a edp que exprime nossa lei de conservacdo basica (H)
no caso de ndo haver criagdo (ou destrui¢do) de massa no interior de €. Seja ¢ € C;° (Q X
[0, oo)): quer dizer, @ € uma funcdo de classe C* cujo suporte € K X [0, T] C Q X [0, ).
Assim, em particular, ¢(x,f) =0se x € dQouset =T.

Suponhamos que u seja uma solugdo classica de (@). Multiplicando a edp por ¢ e
integrando em R" X [0, c0), obtemos

/ [u, + div ®(x, t,u)]p = 0.
R"x[0,00)

Consideremos a primeira integral. De acordo com o Teorema de Fubini e integracio por partes

T
/ u,Q / / u,pdtdx
R"x(0,00) R Jo
T
/((u(p)|g—/ u(ptdt> dx
Q 0
T
/(—uo(x)(p(x,O)—/ u(ptdt> dx
Q 0
T
—/uo(x)(p(x,O)dx—// up, dtdx.
Q eJo

3Observe que ndo podemos exigir que @(x,7) = 0set = 0.
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Na segunda integral, aplicando os Teoremas de Fubini e da Divergéncia, obtemosf

T
/ divd(x,t,u)p = / / div®(x,t,u)p dxdt
R7X[0,00) 0o Jo
T

/ </ D(x,t,u)p dS—/q)(x,t,u) -V dx> dt
0 Q

oQ
T

= —/ O(x,t,u) - Vo dxdt
0o Ja

Chegamos entdo a nossa definigao:

Definicdo 3.8 Suponha que uy(x) € L}OC(R”). Uma funcdo u € L}DC(R” x [0, oo)) tal que
O(x,1,u) € L, (R" % [0,00) X R) é uma solugdo fraca do problema

loc

0, (x,1) e R" x (0, ),
Ug(x).

(3.9

u, + div®(x,t,u)
u(x,0)

se ela satisfizer

/ U, + q)(x’ t, u) . V(P = _/ UO(X)(p(X, 0)
R”x[0,00)

Rﬂ

para toda ¢ € C5° ([R" X [0, oo)).

Agora vamos mostrar que a condi¢d@o de salto pode ser deduzida dessa defini¢ao de solucao
fraca.

Teorema 3.9 (Rankine-Hugoniot)

Seja V- C R X (0,00) um aberto. Suponha que uma curva C, parametrizada por
t € [a,b] = (r(t),t), divida V em duas regives, V* e V™, a esquerda e a direita de C,
respectivamente. Seja u uma solucdo fraca de

{ u, + (®(x,t,u)), = 0, (x,1) € R % (0, o), (3.10)

u(x,0) = uy(x).
tal que
(i) u é uma solugédo classicaem V* e V~;
(ii) u sofre um salto [u] em C;
(iii) o salto [u] é continuo ao longo de C.

Entdo, para qualquer t vale a relagdo de Rankine-Hugoniot

[ulr' (1) = [PW)].

®Note que div (@) = pdiv® + @ - V.
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Demonstracdo: Suponhamos que ¢ € Cg° (IR x (0, oo)) tenha suporte contido em V. Em
particular, ¢(x,0) = 0, de modo que

0 = /uo(x)qo(x 0)dx = // up, + O(x, 1, u)(px]
= // luep, + ®(x, 1, u)p, | dA+// lup, + ®(x, 1, u)p, | dA (3.11)

Mas, como u € uma solugdo classica de () em V7, temos

/ [u,0 + @, (x,1,u)p| dA =0
V+

€, assim,
// [(u(p), + (CI)(x, t, u)(p)x] dA = / [u(p, + O(x, 1, u)(px] dA.
v+ v+

Aplicando o Teorema de Green (estamos no plano!), obtemos
/ [(CD(x, t,u)(p)x — (—ug@), +] dA = / —updx + O(x,t,u)pdt
v+ v+

e os mesmos célculos sdo vélidos para V™.

figura

Uma vez que ¢ = 0 em dV/, decorre entdo de () queﬁ

0 = /—u_godx+/d)(x,t,u_)(pdt+/ —u+g0dx+/ O(x, t,u)pdt
c c -c -c

b b
= / [u* —ulor (Hdt + / [DCx, 1,u™) — D(x, 1,u™)| @dt

b b
/ [u]r' () pdt + / [@Cx, 1,u7) — D(x,1,u™)]| @dr.

Como essa igualdade vale para qualquer ¢ € C° ([R X (0, oo)) com suporte compacto contido
em V', concluimos a condi¢dao de Rankine-Hugoniot. 0

"Observe que a integral em ¥ é uma integral dupla em um subconjunto do R? e d A o elemento de érea.
8Note que a curva C é percorrida no sentido positivo em ¥~ e no sentido negativo em V' * e a parametrizagio
de C é x = r(1).
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3.4 Unicidade da Solucao Fraca

O Exemplo E?l mostrou que a condicdo de Rankine-Hugoniot ndo € suficiente para
assegurar a existéncia de uma iinica solucao fraca para um problema de valor inicial. Em geral,
sd0 necessarias novas condi¢des para obter unicidade de solu¢do. Duas dessas condicdes sao
a condigdo de entropia e a condi¢cdo de viscosidade. Aqui apenas apresentaremos um desses
esses Ecritérios: a condi¢do de entropia, cuja prova de unicidade esta além do escopo deste
texto.

3.4.1 Entropia

De acordo com a segunda lei da termodindmica, a entropia de um sistema deve crescer
com o tempo. Em outras palavras, um sistema termodindmico isolado deve sofrer mudancas
irreversiveis com o decorrer do tempo.

Definicao 3.10 Uma fungcdo u: Q — R satisfaz a condi¢do de entropia se existir uma
constante E > 0 tal que, para todos x € R, t € (0,00) e h > 0 vale
ux+ h,t) —u(x, 1) < %h.
A condigdo de entropia implica que a fung¢do x — u(x,t) — £x ndo é crescente. De fato,
<u(x + h,t) — %(x + h)) - <u(x, H— %x) =u(x+ h,t) —u(x, h) — %h <0.

Como consequéncia,

(D) u(x,t) — %x possui limites laterais em cada ponto x, o que implica que x +— u(x,t)
também tem limites laterais u~ € u* em cada ponto x;

@) u= > ut.
Exercicio 2 Verifiqgue que u™ > u*.
A relagdo u~ > u* significa que, quando uma onda atravessa um choque (um processo
basicamente irreversivel), o salto deve ser sempre negativo.

Suponhamos que o fluxo ®(u) : Q — R seja convexo. Em particular, @' é crescente. A
condi¢@o de Rankine-Hugoniot e o Teorema do Valor Médio implicam entdo que

dut) — dw)
=

ut —

r'(t) = = ®'(§),

com ut < & < u”. Isso quer dizer que a velocidade da onda de choque é intermediéria entre
as velocidades das caracteristicas antes e depois do choque:

D' () >r'@) > ®wh).

Veja Smoller ou Evans.
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Exercicio 3 Verifique essa desigualdade.
Um critério facil para verificar a condi¢do de entropia é dado pelo seguinte resultado:

Teorema 3.11 Considere a lei de conservagdo

u,+ [dw)], = 0O,
u(x,0) = uy(x) > 0.

Suponha que ®',®" > 0 > 0 (em que 6 é uma constante) e u, > 0. Entdo existe uma constante
E tal que u, < Elt para todo t > 0.

Demonstracao: Temos que [®(u)], = ®'(u)u,, que nos leva a equacdo cinematica da onda
com x(u) = @' (u). Quer dizer,
uy
ux = T .
I+ ®"uyt

Se tivermos u, = 0, entdo u, = 0. Se for u) > 0, entdo

u, < = <
Soni T ot

w, 1 E
t’

emque E = 1/u e u = inf ®”, ja que esse infimo existe. OJ

Veremos que essa condi¢do impede multiplas interse¢des das caracteristicas com a onda
de choque.

Exemplo 3.12 (Continuacido do Exemplo @) Ja vimos que o problema

u,+uu, = 0, (x,1) € R % (0, ),

0, se x<0,
ux0) = {1, se x>0

possui uma familia a um parametro de solugdes descontinuas — satisfazendo a condicdo de
salto — ao definir, para y € [0, 1),

, se x<0,

, se 0<x<yt,
y+1

, se yt <x < -t

, se x>y

u,(x,1) =

— R ~x O

Se tomarmos y = 1, obtemos uma solu¢do continua. Como ja vimos, a equagao u,+uu, =0
vem da lei de conservacdo com fluxo ®(u) = u?/2.
Assim, para 0 < y < 1, a condic¢ao de salto € satisfeita, pois

ur®*, ) +u(r(™,1)  1+y
2 o2

r' (1),
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o que produz o choque r(t) = £z,
Agora consideremos a condi¢do de entropia. Como ®(u) = u?/2, temos @' (u) = u > 0, de
modo que
Ouw)=u"=y e ®WH)=u"=1.

Assim, ndo vale

1
@mv=y>1§—>1=®wﬂ.

Como consequéncia, nenhuma das solugdes descontinuas satisfaz a condicao de entropia. Por
outro lado, a solucdo continua satisfaz a condi¢ao de entropia. <

Pode-se mostrar que a existéncia e unicidade da solu¢do fraca satisfazendo a condicdo de
entropia. Veja, por exemplo, o texto de Smoller.

Exemplo 3.13 Consideremos o problema de valor inicial
u,+uu, =0, xeR, >0

com a condi¢do inicial dada por

1 se x<0,
ux,0) =<1 -1 se 0<x<1,
0 se x> 1.

Nesse caso, o fluxo é dado por u?/2. E facil verificar que as caracteristicas para esse
problema sdo dadas por
Xo+1t, se x,<0
x=4 xg—1t se 0<x,<1
Xo se x> 1.

A condig¢ao de salto € dada por

ut —u~

Tr’(o:%[(w)z—(u—f] P L

2
Figura

Assim, as caracteristicas apresentam choques em diversas instancias. Vamos comecar a andlise
com o primeiro choque, que ocorre em ¢ = 0 e propagar até t = 1. Sua velocidade é dada por
-1+1

r(t) = > =0.

Continuando com a anélise, precisamos determinar como esse choque continua depois de
t = 1. Note que foi criada (na verdade, aumentada) uma regido sem caracteristicas para
t<x+1,0 < x < 1. Assim, precisamos introduzir uma onda de rarefacdo continua nessa
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regido. Para isso, notamos que as retas saindo de x = 1, = 0 tem equagdo x = —kt + 1 (com
k constante), o que nos da (x — 1)/t = k. Assim, definimos

nessa regiao.
Essa onda de rarefacdo toma o valor —1 antes de sua criacdo e varia até o valor 0, depois
da onda. Assim, o choque em 7 = 1 devera ter velocidade
x—1
5+l
2

Uma vez que ' = dx/dt, chegamos a equagio diferencial

~I—

dx x 1-

dr 2 2

que € uma equagao linear com condi¢do inicial x = 0 em # = 1. (Essa € a posi¢dao em que esse
choque comega.) Resolvendo essa equacdo, obtemos

x=r)=t+1-2/t

e devemos limitar essa soluc@o ao intervalo 1 < ¢ < 4, pois essa solugdo se choca com as

caracteristicas verticais em x = 1. Resolvendo essa equagdo, obtemos t — 2\/; = 0, que nos
da a solucdo = 4. Note que essa solugdo € compativel com a condi¢do de entropia.

Figura

Agora precisamos considerar o choque das caracteristicas vindas da regido x < 0 com as
caracteristicas verticais, para t > 4. A condi¢do de salto é dada por

, _0+1 1
r'=——=—-.
2 2

Portanto, o choque € uma reta com velocidade 1/2 para t > 4. Sua equacdo &, portanto,
x—1= l(t —-4)
2 9
o que produz uma reta de inclina¢c@o 2 no plano xt. Note que esses dois ultimos choques sao
continuos em (x, ) = (1,4) e que a condi¢@o de entropia foi respeitada em toda essa solucao.

Escreva a solucao final encontrada nesse exemplo.

Figura
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3.5 Exercicios

1. Considere o problema de valor inicial

u, +uu, = 0,
ux,0) =

1+x2°
Encontre o tempo de quebra e escreva a solugdo em forma implicita.

2. Considere a lei de conservacao

u +[Pw)], = 0,
u(x,0) uy(x) > 0.

Suponha que @', ®" > 6 > 0 (em que 6 € uma constante) e u, > 0. Mostre que existe
uma constante E tal que u, < E/t para todo ¢ > 0.

3. Mostre que o problema de valor inicial

u +[d®w)], = 0O,
u(x,0) Uo(x)

em que ® € C? satisfaz

(i) ®0)=0ed®" > 0;

(ii) f éintegravel em R,

possui no maximo uma solucdo fraca, integravel e C! por partes,l@ satisfazendo tanto o
condicdo de Rankine-Hugoniot e a condi¢ao de entropia.

4. Considere o problema de valor inicial

{ u, +uu, = 0,

ux,0) = uyx)
em que
1 se x <0,
Uy(x) =4 1—x se 0<x<1
0 se x> 1.

Mostre que existe uma solugc@o continua para t < 1. Encontre a solugdo para r > 1.
Esboce a solugdo parat =0, =1et = 3/2.

1OUma funcdo f € C ! por partes se, em todo intervalo [a, b] C R, existir um nimero finito de pontos x, ..., x,,
tais que f é de classe C! em (x;, x; +1)> as derivadas laterais existindo em ambos os extremos.
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A Equacao de Laplace

Duas das mais importantes equacdes diferenciais parciais sdo a equagdo de Laplace
Au=0 4.1)
e a sua versdo nao homogénea, a equagdo de Poisson
—Au=f. 4.2)
Nas equacdes () e (), procura-se a funcdo u: Q — R de classe C* que satisfaca a

respectiva equagdo no aberto Q C R". Em (), f € — R éuma fungdo continua conhecida.

Definiciio 4.1 Uma funcdo u: @ C R" — R de classe C* que satisfaz () é chamada
harmonica.

Exercicio 1 Mostre que a equacdo de Laplace Au = 0 é invariante por translacdo e por
rotagdo. Isto é, se T . R" — R" for uma translagdo e P uma matriz ortogonal n X n, entdo as
fungoesv: R" - Rew: R" - R definidas por

v(x) =u(tx) e w(x)=u(Px)

também satisfazem a equagdo de Laplace. Também vale A, f(x — y) = A, f(x — y) para toda
fungdo f duas vezes diferencidvel.

Solugdo: A funcdes v = yorew = ue P : R" — R satisfazem Duv(x) = Du(rx) (pois Dz = 1)
e Dw(x) = Du(Px)O. Desse modo, D*v(x) = D*u(rx) e D*w(x) = D*u(Px)(0,0) =
O" H,(0x)0, H, denotando a matriz hessiana de u. Logo,

Av(x) = tr (D*w(x)) = Au(zx) =0

Aw(x)=tr (D*w(x))=tr (0" H (0Ox)0) =tr (H,(0Ox)00") =tr (H,(Ox)) = Au(Ox) =0.

61
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Note que a equagdo de Laplace € invariante por rotacao se u estiver definida numa bola B C R".
Denotando Df = (D, f,...,D,f) e analogamente para a derivada segunda, seja v(y) =

f(x — ). Entdo Du(y) = Df(x — y)(—1) e v"(y) = D*f(x — y)I. Se w(x) = f(x — y),
entdo w”(x) = D*f(x — y). Isso implica que D> f(x — y) = Dif(x — y), donde segue que

Afx=y)=4A,f(x-y.

4.1 Interpretacao Fisica

Escrever

4.2 As Identidades de Green

Definicdo 4.2 Uma funcdo u: Q C R" — R pertence a CX(Q) se u € CHQ) e todas as
derivadas de u até a ordem k tiverem extensdo continua para .

Relembramos o Teorema da Divergéncia: sejam V' C R” um aberto limitadoe ® € C'(V).

Entdo, se dV for de classe C!,
/divdDdx = / d-vdS
y v

em que v denota a normal exterior da superficie V.
Em particular, seja Q C R” uma aberto limitado com 0Q de classe C'. Entdo, se u €
C'(Q), o Teorema da Divergéncia aplicado ao campo ®(x) = (0, ...,0,u(x),0,...,0) € R"

(com u(x) na posicao i) nos da
/ux_dx = / uv,dS 4.3)
Q o0

paratodo 1 <i < n,emque v = (v, ...,v,) € anormal exterior de dQ2. Dai decorre que, se

u,v € CY(Q), entio
/ux,udx=—/uvx,dx+/ uvv,dS,
Q Q Q

chamada formula de integragdo por partes.
Exercicio 2 Mostre essa tltima afirmagdo.

Suponhamos agora que u € C*(Q). Ao tomar ® = Vu, decorre do Teorema da Divergéncia
(ou da equagdo (#.3), como acima) que

u

/Audxz/ Vu-vdS = a—dS, 4.4)
Q Q o0 OV

igualdade algumas vezes chamada formula de Green. (A tultima igualdade € a definicdo da
derivada de u na direcdo v.)
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Vamos aplicar esse resultado ao fluxo definido por ® = vVu, em que u € C*Q) e
v € CY(Q). Entio obtemos a Primeira Identidade de Green:

/(UAu + Vu-Vo)dx = / (wVu-v)dS = / u@dS. 4.5)
Q 0Q oo OV
De fato,

div (vVu) = div <aa—;lv, e ;—;nu> = ; dix, <aa—f:lv> = vAu+ Vu- Vu.

Observe que, se tomarmos v = 1 nesta igualdade, obtemos a férmula de Green.
E claro que se aplicarmos o Teorema da Divergéncia a ® = uVv —comu € C'(Q) e
v € C*(Q) — obteremos

/(uAU + Vv - Vudx = / u@dS. (4.6)
Q o OV
Se u, v € C*(Q), subtraindo (@) de (), obtemos a Segunda Identidade de Green:
/(UAu — uAv)dx = / (u@ - u@) ds 4.7)
a 9o \ 0V ov

O estudo das equacdes de Laplace e Poisson esta relacionado com problemas fundamentais:
o problema de Dirichlet para a equacio de Laplace consiste em encontrar u € C*(Q)NC (Q)
tal que, dada f € C(0Q2), tenhamos

Au = 0, em Q,
u = f, em 0Q,

enquanto o problema de Neumann consiste em encontrar u € C*(Q) n CY(Q) tal que, dada
g € C(0Q), tenhamos

Au = 0, em Q,

ou = g, em 0Q.

ov

Analogamente, o problema de Dirichlet para a equacdo de Poisson consiste em encontrar
u € C*(Q) N C () tal que, dadas f € C(0Q) e g € C(0Q), tenhamos

Au = f, em Q,
u = g, em 0Q,

enquanto o problema de Neumann consiste em encontrar u € C*(Q) N C'(Q) tal que, dadas
f € C(0Q)e g e C(0Q), tenhamos

Au = f, em Q,
% = g, em 0Q.
dv

NOS EXERCICIOS ABAIXO, CONFERIR HIPOTESES.
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Exercicio 3 Mostre que uma condicdo necessdria para que o problema de Neumann para a
equacdo de Poisson tenha solucdo é que tenhamos

/fdx=/ gds.
Q oQ

Exercicio 4 Mostre que, se o problema de Dirichlet para a equacdo de Poisson tiver solugdo
u € C*(Q) N CY(Q), entdo essa solucdo é linica.

Exercicio 5 Mostre que, se o problema de Neumann para a equacdo de Poisson tiver solugdo
u € C*(Q) N CY(Q), entdo essa solucdo é iinica a menos de uma constante.

Exercicio 6 Seja u: Q — R uma fungdo harménica. Mostre que
My,
90 OV

Exercicio 7 Seja u: Q — R uma fungdo harménica. Mostre que

/qu|2=l/ iuZ.
a 2 Js0 0V

4.3 Teoremas do Valor Médio

Sejau € C(2) uma funcdo qualquer e tomemos B,(x) € Q. Pelo Teorema da Valor Médio
para integrais, temos

. . 1
u(x) = lim udx = lim — u(é)dé
=0 | B,(x)| Jp (x =0 w,r" Jp (x
= lim; udS = lim ! - / udsS
=0 |0B,(X)| Jog v r=0 nw, r"=" J B (x)

Uma propriedade fundamental das fun¢des harmonicas - que, na verdade, caracteriza tais
funcdes - sdo as Propriedades do Valor Médio, que garantem que, dada uma fun¢ao harmonica
u em um aberto €2, entdo u(x) € igual a média de u tanto sobre a esfera 0 B,(x) quanto sobre
a bola B,(x), desde que B,(x) C Q.0 Essas propriedades tém consequéncias notaveis, como
veremos posteriormente.

Lema 4.3 Sejau € C'(B,(x,)). Se

Pr) = —— / uds,
nw,r"=" JoB (xy)

&) = — / My
0

n—1
hw,r B,(x,) \Y

entdo

em que v denota a normal exterior da bola B,(x).

!Quer dizer, niio precisamos tomar o limite nas expressoes do Teorema do Valor Médio para integrais.
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Demonstracao: Fazendo a mudanga de variavel z = (y — x)/r na defini¢cdo de ¢, introduzimos
r no integrando:

1

n—1
nw,r

1

P(r) = [0B,(0)| /a5,

P! / u(x +rz)dS(z) = u(x + rz)d S(z).
0B,(0)

Derivando sob o sinal de integracdo e voltando a variavel inicial, obtemos

y—Xx

) = — Vu(x +rz) - 2d S(z) = — / Vu(y)-<
0B,(x)

dS(y).
|0B,(0)| /55,0 nw,r"! ) v

Como o vetor normal unitario exterior a 0 B,(x) ¢ justamente (y — x)/r, concluimos que

$'(r) = — / Ny,

-1
nw, "' Jyp ) OV

mostrando o afirmado. [l

Denotaremos V' € Q quando tivermos V C V' C Qe V' for um compacto.

Teorema 4.4 (Propriedade do Valor Médio) Se u € C*(Q) for harmonica, entdo

1 1
ux) = u= u
|Br(x0)| B,.(x) a)nrn B,(x()

1 1 /
—_— u= — u
|0B,(x)] 0B,(x) hw,r 0B,(x)

para toda bola B,(x) € L.

Demonstracdo: Para x € Q e B,(x) € Q e ¢ definida no Lema @, temos

&) = — / Mys.
7]

-1
nw,r" B,(x) ov

Uma vez que u € C*(B,(x)), podemos aplicar a férmula integral de Cauchy e obter
$'(r) = / Audy =0,
B, (x)

0 que mostra que ¢ € constante. Aplicando o Teorema do Valor Médio para integrais,
concluimos que

¢(r) = lim (1) = lim

t—0 na)nt"—l

/ u(y)dS(y) = u(x).
0B, (x)
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Assim, se B,(x) € €, vale

na)nr”'lu(x) = / udsS.
0B, (x)

Logo, utilizando coordenadas polares

/ udy = / </ udS) dt = u(x)/ new,t"'dt = w,r"u(x),
B,(x) 0 \JoB,w 0

mostrando a primeira igualdade. 0

Observacao 4.5 A hipétese B,(x) € € possibilita a aplicacdo do Teorema da Divergéncia.
Note que a Propriedade do Valor Médio implica que a funcdo ¢ € constante. <

Exercicio 8 Mostre que se u € C*(Q) satisfizer u(x) = er / B(x) u(y)dy para toda bola
B.(x) € Q, entdo u(x) = —L 1y o Uy <

Utilizando convolugdo com fungdes regularizadoras, obtemos que uma fun¢do harmonica
u € C*(Q) é de classe C™ em Q. Note que nada é dito sobre o comportamento de u em 0.

Teorema 4.6 (Regularidade Interior) Se u € C*(Q) satisfizer a Propriedade da Média para
toda bola B,(x) € Q, entdo u € C*(Q).

Demonstracido: Seja 7, a 0

Teorema 4.7 (Reciproca da Propriedade do Valor Médio)
Se u € C*(Q) satisfizer

u(x) = L udS = 1 1/ udsS
|0B,(x)| 9B, (x) nw,r" =" Jsp (x)

para toda bola B,(x) € Q, entdo € é harmonica.

Demonstracao: Considere ¢ definida no Lema @

Supondo que Au # 0, podemos supor que exista uma bola Bg(x,) C € tal que, digamos,
Au > 0 em Bg(x,), isto €, Au(x) > 0 para todo x € Bg(x,). Por hipédtese, u(x,) = ¢(r) para
todo 0 < r < R, de modo que ¢'(r) = 0se 0 < r < R. Decorre entdo do Lema e da
férmula de Green que

1 audS 1

0=0/(r) = w95 = oo
|0B,(x)] 0B,(xg) ov 10B,(xo)] B,(x¢)

Au(y)dy > 0,

uma contradicdo. O
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4.4 Propriedades de Fun¢oes Harmonicas

Definicao 4.8 Seja u: Q — R uma funcdo continua. Dizemos que u é sub-harménica, se

1

ux) £ ———
|0B.(x)] dB,(x)

u, VB.(x)eU

e super-harmonica, se

1

ux) > ————
|0B,(x)| 0B, (x)

u, VB.(x)eU.

Exercicio 9 Mostre que u € C*(Q) é sub-harmonica se, e somente se, Au > 0 em Q.

Exercicio 10 Mostre que u € C*(Q) é super-harménica se, e somente se, Au < 0 em Q.

4.4.1 Principio do Maximo

Teorema 4.9 (Principio do Maximo — Forma Forte)

Seja Q C R" conexo. Suponhamos que a func¢do continua u : Q — R seja sub-harmonica
(respectivamente, super-harmoénica). Se u assumir um mdximo (respectivamente, minimo) em
um ponto x, € L, entdo u é constante.

Demonstraciao: Suponhamos que €2 seja conexo € que ¥ assuma Seu maximo em um ponto
Xy € Q. Defina/ = {x € Q : u(x) =u(x,) = M}. Como x, € Qe u é continua, temos que
& € um conjunto fechado ndo vazio. Vamos provar que &/ € aberto. Como € é conexo, isso
implica que &/ = Q.

Suponhamos que u seja sub-harmonica. Para z € &, considere entdo B,(z) € €. Como
u(z) — M é sub-harmonica, temos

0=u(z)—M§L/ (u(x)— M)dx <0,
B,.(z)

n

o que implica que u(x) = M em B,(z).
Ao considerar —u ao invés de u obtemos o resultado para fungdes super-harmonicas. [

Exercicio 11 (Principio do Maximo — Forma Fraca) Sejam Q um aberto limitado e
u: Q — R continua. Mostre que

(i) maxu = maxu, se u for sub-harmoénica;
xXEQ 0Q

(ii) minu = minu, se u for super-harmoénica.
XEQ 0Q

Conclua, em particular, que se u for harménica, entdo miny, u < u < max, U.
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Exemplo 4.10 A hipdtese de Q ser limitado ndo pode ser removida no Exercicio . De fato,
considere o dominio convexo

Q={(x,y) eR* : y>|x|}.
A fungdo u(x, y) = y* — x* satisfaz Au = 0 e u = 0 em 9Q. Contudo, sup, u = co. <

No caso de fungdes u € C*(Q) n C(Q), podemos dar uma demonstragcdo alternativa da
forma fraca do Principio do Maximo: DETALHAR ALGEBRA LINEAR ENVOLVIDA.

Teorema 4.11 (Principio do Maximo — Forma Fraca)
Suponha que u € C*(QNCQ) seja sub-harmonica em Q (isto é, Au > 0) e Q um aberto
limitado. Entdo vale a forma fraca do Principio do Maximo:

max u = maxu.
Q oQ
Respectivamente, se u for super-harmoénica em € (isto é, Au < 0) e Q um aberto limitado,
entdo
minu = minu.
o oQ

Demonstracao: Para e > 0, defina
u,(x) =u(x)+ e|x|?.

Entdo
0u€ _ u 42 82u azu
ox;,  0x, i © ox>  ox>

Supondo u sub-harmonica, concluimos que
Au (x) = Au(x) + 2ne > 2ne > 0.

Se existisse x, € Q tal que maxg u (x) = u(x,), entdo teriamos Dzu(xo).(v, v) < 0 para
todo v € R". Quer dizer, Dzu(xo) ¢ negativa-definida e simétrica. Diagonalizando Dzu(xo) (o
que corresponde a uma mudanca de base ortogonal), a invariancia de Au, sob essas mudangas
de base implica que Au, < 0, o que contradiz Au, > 0. Assim,

max u, < maxu,.
Q 0Q

Como

maxu < maxu, < maxu+ Me
Q Q 0Q

(qual o significado de M?) e € > 0 ¢ arbitrario, concluimos que

max u < max u.
Q 0Q O
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Observacao 4.12 O Principio do Méaximo garante, em particular, que se € for um aberto
limitado e u € C*(Q) N C(Q) satisfizer

Au=0 em U
u=g em 0L,

com g > 0, entdo u ndo assume valores negativos em €, pois minu = rglsizn u>0.
Q

Se, além disso, Q for conexo e g positiva em algum ponto de 0L, entdo u € positiva em
todos os pontos de Q. De fato, se existisse x, € Q tal que u(x,) = 0, entdo u assumiria um
minimo em um ponto interior e, portanto, u seria constante, o que contradiz a existéncia de
um ponto em que g € positiva. <

Uma importante aplicacdo do Principio do Maximo € a unicidade da solu¢do do problema
de Dirichlet para a equagdo de Poisson:

Teorema 4.13 (Unicidade no problema de Dirichlet para a equacao de Poisson)
Seja Q um aberto limitado. Suponhamos que g € C(0Q) e f € C(Q). Entdo existe no
mdximo uma solu¢do u € C 2Q) N CQ) para o problema de valor de fronteira

—Au=f em U
{ u=g em 0Q. (4.8)

Demonstracdo: Se tanto u quanto v satisfizerem (@), aplicando o Principio do Méaximo a
funcdo w = u — v, obtemos que Aw = 0em Q e w = 0 em dQ2. Pelo Principio do Méaximo,
w=0. U

Teorema 4.14 (Dependéncia continua dos dados de fronteira)
Seja Q um aberto limitado. Suponha que u, v sejam solucoes de

Au = [ em Q, . Av = f em Q,
u = g em 0Q v = g em 09,

comu,v € C((QNCIQ), f e CQ)e 81,8, € C(0Q). Entdo

lu = vl < llgr = &l

As normas |lu — vl|, € |lg, — &Il sd0 as normas em Q e 0L, respectivamente.
Demonstracao: Definindo w = u — v, vemos que w satisfaz

Aw = 0 em 2,
w = g —§g em JdQ

A afirmagao decorre entdo do Principio do Maximo (Teorema ). 0
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Exercicio 12 Mostre que o problema de Neumann para a equagcdo de Poisson possui no
mdximo uma solu¢do, a menos de uma constante.

Exercicio 13 Sejam u,,u,: Q@ — R, com u, harmonica e u, sub-harmonica, ambas
coincidindo em 0Q. Mostre que u; < u, em Q. O que acontece se u, for super-harmonica
ao invés de sub-harmonica?

4.4.2 Desigualdade de Harnack

Funcdes harmodnicas ndo negativas possuem uma propriedade especial: o maximo e o
minimo de u em qualquer conjunto compacto contido em €2 sdo comparaveis € a constante
que permite essa comparacdo independe de u:

Teorema 4.15 (Desigualdade de Harnack)
Para qualquer aberto conexo V' € Q, existe uma constante C = C (n, V,dist(V, OQ)) tal
que

éu(y) <ulx) < Cu(y), Vx,yeV => supu < Cirl}f u. 4.9)
%

para toda funcdo harmoénica u ndo negativa em Q.

Note que, como u > 0 em €, pelo Principio do Maximo seu minimo € atingido em 0€Q2. Se
u ndo for constante, entdo miny u > 0.

Demonstraciio: Seja r = &9 Tome x,y € V tais que |x — y| < r. Entdo, pela
propriedade da Média,
u(x) = 1 u> 1 u= lu(y).
,(2r)" By (x) ,(2r)" B, 2n

Trocando x por y, encontramos

u(y) > %u(xx

mostrando que
1 n
EU(J’) < u(x) < 2"u(y)

para quaisquer x,y € V com |x — y| <r.

Como V é compacto e conexo, podemos cobri-lo por um nimero finito de bolas By, ... By,
todas com raio r/2, satisfazendo B, N B;,_; # @ parai € {2,...,N}.

Consideremos o caso de N = 2 e que queremos comparar um ponto x; € B, com um
ponto x, em B,. Consideremos um ponto z € B; N B,. Entdo temos

%u(xl) <u(z) <2"u(x)) e %u(z) < u(x,) < 2"u(z).

2Quer dizer, quaisquer duas solugdes diferem por uma constante.
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Logo

ﬁu(xl) < %u(z) < u(x,) < 2"u(z) < 2%u(x,).

Generalizando esse procedimento, vemos que

() < u() < 2Vu(x)

para quaisquer x, y € V. Dai decorre o afirmado. 0

(Uma redacao distinta para o final dessa demonstracao pode ser encontrado em Peral, p.
260.)

4.5 A Solucao Fundamental

4.5.1 Solucio Fundamental e Estimativas

Uma boa estratégia ao se investigar qualquer equacdo diferencial parcial consiste em
identificar algumas solucdes explicitas e, se a equagdo for linear, gerar solucdes mais
complicadas a partir daquelas mais simples obtidas anteriormente.

Ao obter solugdes explicitas, € aconselhdvel focar a atencao em classes de funcdes que
possuem propriedades de simetria. Uma vez que a equagdo de Laplace € invariante por rotagdes
(veja o Exercicio ), € natural procurar por solucdes radiais, isto €, funcdes de r = |x|.

Vamos, portanto, procurar solu¢des da equacao de Laplace (), no caso de Q = R", tendo
a forma

u(x) = v(r),

emque r = |x| = (x% +...+ xﬁ)l/2 e v é escolhida de modo que Au = 0 se verifique (se
possivel). Notamos inicialmente que

or _1,, 2\-172 X;

— == (xf+...+x 2x, = — (x#0

0x; 2( ! ") o (x#0)
parai =1,...,n. Decorre entdo, parai = 1,...,n, que

2 2
o X . X ' 1 xi
U, =0 (r)T, U, =0+ -——=

i
r ror

e, assim,
n —_—

Au=0"(r)+ 1v’(r).

r
Desse modo, Au = 0 se, e somente se,

n-l,_o (4.10)

v+
r
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Se v" # 0, deduzimos que

o] =2 = 127 = Inv' =(1 —n)lnr
U/

’
e, portanto, v'(r) = —%; para alguma constante a. Consequentemente, se r > 0, temos

_f alnr+b (n=2)
Y=Y 4 +b (23

n=2

em que b € uma constante.
Essas consideragdes levam a

Definicao 4.16 Seja w, o volume da bola unitdria no R". A fungdo

Inlx| (n=2)

D(x) = O(|x]) = { ; L (n>3),

n(n—=2)w, |x|—2
definida para todo 0 # x € R" é a solugdo fundamental da equacdo de Laplace.

A escolha das constantes na defini¢do da solu¢dao fundamental ficard clara na sequéncia.
Note que, se n = 2, 27 = nw,,.
Notamos que as seguintes estimativas

C

C
VORI < o D000 <

|x]"

(4.11)

decorrem imediatamente de v'(r) = a/r""! e, entdlo, da equacdo ().

Exercicio 14 Mostre que

oD 1 X R 1 (6 nxx
) =-— () = - -—
0x, nw, |x|" 0x,;0x; nw, \ |x|* |x|"
e deduza dai que
VO] € ———— ¢ [D'O(x)]| € — .
nw, |x|"1 w, |x|"

Observacao 4.17 Seja f(|x|) = f(r) uma fun¢do radial. Entdo, pelo Teorema de Fubini,

R R
f(|lxhdx = / / f(r)derzna)n/ f(r)r”'ldr,
BR(0) 0 JaBRo) 0

pois |0B,(0)| = nw,r"".
Em particular, se f(|x|) = ®(x), entdo

R 201 _
—/ rlnrdr:LzlnR) se n=2,
0

R )
/ d(|x|)dx = na)n/ d(r)rdr = R ) 4
Br©® 0 1 / rdr = R
n=2J, 2(n—2)

se n> 3.
<
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Lema 4.18 Seja © a solucdo fundamental da equagdo de Laplace. Entdo

(i) lim O(y)dy =0;
e—0 B.(0)

(ii) lim Dd(y)dy =0;
e—0 9B,(0)

(iii) lirrol @(y)f(x — »)dS(y) = —f(x) para toda fungcdo f € C(B.(0)) para algum
€> 06]1;3?2.

Demonstracao: Decorre imediatamente da Observacao que

Ce*(1 +2|lnel), se n=2,
<
/B‘(O) |®(y)|dy < { ce, se n> 3,

o que implica a afirmacao (i).
Também temos que

Ce|lnel, se n=2
Ce* " = Ce, se n>3,

/ |®(y)|dy = |D(e)] dS(y) = nw,e""|®(e)| < {
0B,(0)

9B, (0)

e a afirmacao (i) decorre desta estimativa.
Finalmente, se y # 0 e n > 2, decorre do Exercicio E] que VO(y) = % | yyl Comov = I_;I
é a normal exterior unitéria da bola B,(0), temos 22(y) = V®(y)-v = ﬁ em dB.(0). Segue

n—1

entdo do Teorema de Mudancga de Variavel que

/ LDfx-ndSm) = ——— [ fx=pdse)
0B,(0) OV hw,€ 0B,(0)
1

= - f(2)dS(2).

-
nw,e"" Jyp_(x)

Tomando o limite quando € — 0, o Teorema do Valor Médio para integrais garante que

lim %(y)f(x — )ASG) = —f(x).

=0 JoB,(0)

O resultado decorre. O
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4.5.2 A equacao de Poisson no R"

Por construcio, a fungdo x — ®(x) € harmonica para x # 0. Deslocando a origem para o
ponto y, a equagdo de Laplace ndo se altera (veja o Exercicio ); assim, x — ®(x — y) é uma
func@o harmonica, para x # y. Consideremos agora uma fun¢do f : R" — R e a aplicacdo
x> O(x—y)f(y), para x # y, com y fixo. Essa aplicacao é harmodnica para qualquer escolha
de y € R", assim como a soma de um nimero finito de tais expressdes, tomadas para diferentes
pontos y.

Esse raciocinio sugere

-%,5 JeeInlx =yl f()dy (n=2)

f»)
nn—2w, JR" Tx—y|"—2 dy (n>3)

u(x) = / O(x —y)f(Wdy = { (4.12)
RI’!

seja uma solu¢do da equacgdo de Laplace. Entretanto, isso € falso: ndo é verdade que
Au(x) = / AD(x—y) f(ydy=0.
Rl‘l

(Na verdade, a estimativa () mostra que D>*®(x — y) ndo é integravel proximo de y = x e,
assim, a diferenciacao sob o sinal de integracdo nao procede).
Vamos supor, por simplicidade, que f € Cg(R”).

Teorema 4.19 (Soluciao da equacio de Poisson no R")
Suponhamos que f € Cg(R") e considere u definida por (). Entdo:

(i) ue CHR");
(ii) —Au= femR".

Demonstracao: Definaz : R" — R” por 7(y) = x — y. Entdo z(R") = R" e |det Dz| = 1.
Assim, de acordo com o teorema de mudanga de variveis,

u(x) = / O(x—y)f(ydy = / ®(x — 7(y)) f(z(y))| det Dz|dy
7(R")

RV!

= / D(y)f(x—y)dy.
Rn

Portanto,

u(x+he;;-)—u(X)=/(D(y)[f(X+hei—Z)—f(x—y) dy.
Rr

em que 0 # A € R. Tomando o limite quando 2 — 0, a convergéncia uniformel

f(X+he,-—y)—f(x—y)_)ﬂ(x_ )
n ox, 7

3Veja o Corolario 4, p. 266 em [[1]. O mesmo resultado pode ser obtido sem apelar para essa convergéncia
uniforme, desde que apliquemos o Teorema da Convergéncia Dominada (note que @ € integravel).
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garante que, parai € {1,...,n},
ou of
a—(X) = / D(y)—(x —y).
X; RY 0x;

Analogamente, para i, j € {1,...,n},

0’u _ o’ f
ox,0%, (x) = /Rn O(y) o ax.(x - ). (4.13)

i [l
Uma vez que o lado direito da igualdade () € continuo, vemos que u € C%(R"), mostrando
().
Como @ tem uma singularidade em y = 0, isolaremos essa singularidade em uma pequena
bola de raio € > 0 fixo:

Au(x) = / B, f(x — y)dy + / DA, f(x - y)dy
B,(0) R\ B, (0) 4.14)
=: I.+J,

Afirmamos que I, — 0 quando € — 0. De fato, temos

L1 < 1D Fllay / o()|dy,
B.(0)

e o afirmacao resulta do Lema E (D).
Quanto ao termo J,, notamos inicialmente que A f(x—y) = A f(x —y) (veja o Exercicio
.). Assim, a Primeira Identidade de Green aplicada ao termo J, produz

Jo = / O(y)A, f(x—y)dy = / O(y)A, f(x = y)dy
R\ B, (0)

R"\B,(0)
0
= —/ VO(y) -V, f(x = ydy - / <I>(y)—f(x —»dS(y)
R"\ B, (0) 9B.(0) v
=: K. +L,

em que v denota o vetor unitario normal apontando para o exterior de B,(0).
O termo L, tende a zero quando € — 0. De fato, essa afirmacdo decorre do Lema (i),
pois
IL.| < IIVfllsup/ O(y)dy.
0B, (0)
Para estimar K_, aplicamos novamente a Primeira Identidade de Green:

K., = / AD(y) f(x — y)dy + / %E(y)f (x —»dS(y)
R\ B,(0) v

0B, (0)

- / 9 (1) f(x - dSO).
0

B.(0) OV
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pois @(y) € harmonica se y # 0. (Note que v denota a normal exterior a B,(0).)
Decorre do Lema @ (iii) que K, = —f(x) quando € — 0.
Assim,

Au(x) = —f(x),

mostrando que u € uma solugdo da equagdo de Poisson. |

Observacao 4.20 1. Algumas vezes denotamos
-A® =4, em R",

em que 6, denota a distribui¢do de Dirac. Com essa nota¢do, podemos calcular formalmente,
para x € R”,

—Au(x) = / —AP(x = yf(dy = / o.f(Wdy = f(x),
Rn Rn

o que estd de acordo com o teorema .

2. Na verdade, o Teorema € valido sob hipdteses muito mais gerais sobre a fungdo f.
Veja [4].

3. A demonstracdo de que K, = —f(x) quando ¢ — 0 decorre de um resultado conhecido
da Teoria de Integragdo. De fato, se f for uma funcio localmente integravel e E = B,(x,),
sabemos que

L/ | f(x) = f(xy)ldy = 0 quando u(E) — 0 para quase todo x,,.
u(E) Jg

4.6 A Funcao de Green

Dada uma funcio u € C? (Q) gostariamos de obter uma representacao integral para u em
termos da solug@o fundamental ®(y — x), sendo x € £ um ponto arbitrario. Nao podemos
simplesmente substituir v por ®(y — x) na Segunda Identidade de Green (E?l), pois O(y — x)
tem uma singularidade em x. Contornaremos essa dificuldade da mesma maneira que fizemos
antes: consideraremos  \ B.(x) e depois faremos ¢ — 0.

Teorema 4.21 Seja u € C*(Q) uma fungdo qualquer. Entdo, para todo x € Q vale

u(x) = / (00 =020 - u) Sy = %)) dS) - / Oy - )Au()dy.  (4.15)
oQ v v Q
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Demonstracio: Fixe x € Qe tome € > 0 tal que B,(x) C Q. Aplicando a Segunda Identidade
de Green (4.7) as fungdes u(y) e ®(x — y) no conjunto V, := Q \ B,(x), obtemos

[ (12002 = 00y - 0800}y
’

€

= [ (10520 -0 - 0= 0% a0,

0

€

em que v denota o normal exterior a V,. De acordo com o Lema (i) temos

/ Oy - x)S—“(y)dS(y)
0B, (x) v

< C/ Oy —x)dS(y) -0
0B, (x)
quando € — 0. Além disso, pelo Lema (iii),
0D
/ u(y)—(y — x)dS(y) - u(x) quando € — 0.
0B, (x) ov

Como A®(y — x) = 0 para y # x, concluimos o resultado ao fazer ¢ — 0. O

Corolario 4.22 Seja u € C*(Q) uma fungdo harménica. Entdo, para todo x € Q temos
0 0P
w0 = [ (0= 050 -1 52- ) as0).
90 Y ov

Exercicio 15 Deduza da expressdo anterior que toda funcdo harmoénicau € C*(Q) é de classe
C> em Q. Mostre também que todas as derivadas parciais® de u também sdo harmonicas.
(Note que nada estamos dizendo sobre o comportamento de u em 052.)

O Teorema nos permitiria encontrar u se soubéssemos os valores de Au em € e os
valoresde u e % em 0Q. Se tivermos condi¢des de fronteira de Dirichlet, os valores de % nio
sdo conhecidos, o que nos leva ao desejo de alterar o resultado de modo a eliminar esse termo.
E o que faremos.

Defini¢ao 4.23 Para cada x € Q, suponha que h, € C*(Q) seja a solugdo do problema

{ Ah (y) = 0 em Q,

h(y) = ®(y—x) em 0Q. (4.16)

Definimos a funcdo de Green G(x,y) da regido € por

G(X, Y) = (I)(y - X) - hx(y)

em que x,y € Q, com x # y.

4Quer dizer, de qualquer ordem.



78 CAPITULO 4. A EQUACAO DE LAPLACE

De acordo com a Segunda Identidade de Green (E?l), temos

0
/ (@(y =~ )220 — u(y)
oQ v
Subtraindo () de (), obtemos

w0 = [ (00-0%0 w5 -0)dse) - [ o= naumay
00 1% ov Q

oh
ax(y)> dS(y) = / h.(»)Au(y)dy. (4.17)
Q

1%

du ()hx
- / <d>(y—x)a—(y)—u(y) (y)> dS(y) — / h (y)Au(y)dy
90 v ov Q
- - / u‘Z—G(x,y)dS(y)— / G(x, ) Au()dy, 4.18)
Q v Q

em que

oh
%(x,y) = V,G(x.y) - v(y) = %(y -0 - S2).

Teorema 4.24 Seja Q C R" um aberto limitado. Entdo toda solugdo u € C*(Q) do problema

{—Au = f em Q,

u = g em 0.
satisfaz
oG
ux)=— [ gW——0,ndSy + [ Gx,»f(ydy (4.19)
0Q dv Q
Demonstracao: Decorre imediatamente de (). U

Observacao 4.25 De acordo com o Teorema , a fun¢do de Green para o espaco R" € dada
por G(x,y) = ®(x — y). <

O Teorema fornece a solugdo do problema de Dirichlet para a equacdo de Poisson,
se pudermos obter a fung¢ao de Green. Contudo, a construcdo da funcdo de Green sé pode ser
feita se a geometria de € for simples. Passaremos a estudar situacdes em que essa construg¢ao
€ possivel.

Antes provaremos uma propriedade bésica da funcdo de Green.

Teorema 4.26 Suponhamos a existéncia de h,(y) € C*(Q), solugdo do problema ().
Entdo a funcdo de Green é simétrica, isto é, G(x,y) = G(y,x) para x # y.
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Demonstracao: Fixe x,y € Q, com x # y. Defina, para z € Q,
v(z) = G(x, 2) e w(z) = G(y, 2).

Vamos mostrar que v(y) = w(x).
Temos, para x # z,

Av(z) = AG(x,z) = AD(z — x) — Ah,(2) =0,
pois tanto @ como A sdo fungdes harmodnicas de z. Da mesma forma, para y # z obtemos
Aw(z) = AG(y,z) = P(z—y) — h(2) = 0.
Além disso, para todo z € 0Q2, temos
V(z2)=G(x,2)=P(z=x)—h (2)=DP(z—x)—P(z—x)=0

e, analogamente,
w(z)=0 se z € 0Qd.

Vamos aplicar a Segunda Identidade de Green (E?l) avewnoabertoV =U \ (B,(x)U
B.(y)), em que ¢ > 0 € suficientemente pequeno. (Quais restricdes e deve satisfazer?
Responda ao considerar os célculos feitos na sequéncia.) Assim,

/ <va—w - w@> dS(z) = / (VAw — wAv)dz = 0.
oy \ 0V ov v

Uma vez que dV = dQ U dB.(x) U dB,(y), temos que

0 = / (a‘)—w _ w@> dS(z) + / (va—w _ w@> dS(z)
90 \ 0V ov 0B,(x) OV ov

+/ (Ua—w—w%>dS(z).
9B, () ov odv

Como tanto v como w se anulam em 02, a primeira integral € nula e, assim, temos

/ <Ua—w—w@>d5(z)=/ (w@—va—w>d5(z),
B, OV av 0B,y © OV ov

em que v denota o vetor unitario normal interior as bolas B,.(x) e B.(y).

Observe entdo que a singularidade de v estd em B,(x), enquanto a singularidade de w
estd em B, (y). De acordo com o Lema , precisamos prestar especial atencao as derivadas
normais de v e w. Na integral mais a esquerda temos

2l sup ol [ dSa),
v

IB.(x) 9B.(x)

/ U(z)a—w(z)dS(Z)
0By OV

< / 0 | 22(2)| d5(2) < sup
0B, (x) ov

0B, (x)
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pois w € C' e v € C° em 0B(x). Como [, 0 dS(2) = nw, "', esse termo tende a zero
quando € tende a zero.
Similarmente, obtemos que

1%

/ w@ — 0 quando € — 0.
0B.(y)
Por outro lado, decorre do Lema queﬁ

/ w(z)@(z)dS(z) = / w(z)@(z —-x)dS(z) + / w(z)h (2)dS(z) = w(x)
0B, (x) ov 0B, (x) ov 0B, (x)
quando € — 0, pois w, h, € C’em 0B,(x). Analogamente,

/ Ua—wdS(z) — v(y) quando € — 0.
9B.(y) v

4.6.1 Funcao de Green para a bola
SejaT : R" — R" a aplicagao definida por

Tx=%=R-2, x#0.
x|?
Note que, se x € dBg(0), entdo Tx = x e que T' € um difeomorfismo que leva o interior da
bola B(0) em seu exterior, e vice-versa. (Verifique!) Além disso, T~' = T. Essa aplicagdo é
chamada inversdo com relagdo a esfera 0 Bg(0).
Fixado x € Bg(0), para encontrarmos a fungdo de Green da bola Bg(0), precisamos
encontrar uma solugdo h, € C*(B z(0)) do problema

h.(y) ®(y —x) em 9dBg(0).

Se fosse x = 0, bastaria tomar A (y) = ®(R). Se x # 0, a singularidade de ®(x — y) em x nos
impede de tomar essa fungdo. Propriedades de fun¢des harmonicas nos permitem escolher A,
adequadamente. De fato,

{ Ah (y) = 0 em Bg(0),

R"? R’x R"? 8

h(y)=——0(y- 3 | = ——0(y-5) (4.20)
|x]" | x| |x]"

€ uma funca@o harmonica, ja que ela € uma translacdo da fun¢do harmonica ®(y) multiplicada

por uma constante. Essa fun¢@o deixa de ser harmonica justamente em X, que € um ponto fora
da bola Bg(0).

>Note que v é a normal interior a 0 B_(x).
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Lema 4.27 A fungdo harmonica h, definida por () pode ser escrita na forma

| x| R? | x| N
hx(y)=®l? <y—ﬁ>] =<I)[?(y—x)] ,

de modo que
oy -x) - [ (y-5)], se x#0
G(x’y)‘{ () — DR, se x=0

é a fungdo de Green da bola Bg(0).

Demonstracao: Vamos considerar apenas o caso n > 3. Entao, por definicao,

|| - 1 1
% l— y-x| = p=
R n(n = 2), by — -2
_ R™? 1 1
|x|"=2 n(n = 2)w, |y — %"
Rn—z
= ——®(y—x).
x| (y=—3%

Se y € 0Bg(0), entdo

1

1
| x| R>x |x|? Rx|*12  [Ix*], » ,y-x  RY|?
— (y—— = |—=|yr—-— =|— -2RP—+ —
R\ IE R 2 U TR e
= (IxP=-2y-x+yP)?
= [x—=l (4.21)
provando que
[x] R*x
h =0 |— [x—-—=
<) [R X~
€ solucdo do problema
Ah (y) = 0 em By(0),
h(y) = ®(y—x) em dBg(0). O

Exercicio 16 Verifiqgue o Lema no cason = 2.

Lema 4.28 Para y € 0B(0) e x € Bg(0), a fungdo de Green G(x,y) da bola Bg(0) satisfaz

1 RZ_ |x|2

na)nR |X - yln ‘

G
E(X’ y) - =
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Demonstracdo: O vetor unitirio normal exterior a Bg(0) € y/R. Assim,

oG y 1w 0G
2T (x, =VG,.—=—§.—_
(x, ) ,G(x, ) R-RL Vi o, (x,)

ov(y)
1 X 9 o - (Ixl
= E;yl‘ la_yiq)(y_x)_a_yiq) <F(y—x)>] :

De acordo com o Exercicio E] temos

0 1 yvi—x;
=y x) = ——— :
ayi na)n |y - xln
e, portanto,
Ix| = 2 _ Ry
0 |x] 5 1 7O —X) |x]| 1 |xI” Vi—fp
a—CI) ?(y_x) - _na) [x] X "?=_EF 25\ |"
Vi n|T(y_x)| n %(y—fi—é)‘
B2y — %
1 R2 yt i

nw, |x—yl|"

de acordo com a igualdade (), valida se y € 0 Bx(0).
Assim, como |y| = R, temos

oG B 1 c |x|?

_ 1 S
- nw,R|x — y|" Z (yi R? Vi

i=1
1 RZ _ |x|2
no, R |x—y|"’

como queriamos provar. U

Decorre do Corolario que seu € C*(B z(0)) for harmonica, entdo

RZ _ 2
u(x) = - / w28 (x, pyasey) = T =10 / “O)_ysp), 4.22)
0BR(0) ov(y) nw,R /5.0 1% = yI"

chamada formula integral de Poisson. A fungao

R2_|x|2

Kix,y) = ——
(x.) nw, R|x — y|"

¢ chamada niicleo de Poisson para a bola Bg(0).
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Lema 4.29 Para todo x € Bg(0) vale
1= / K(x,y)dS(y).
dBR(0)
Demonstracao: Decorre imediatamente de () ao tomarmos u = 1. [

Teorema 4.30 Seja g € C(0B(0)). A solugdo do problema

Au = 0 em Bg(0),
u(x) = g(x) em 0Bg(0)

é dada por

2 2
ux) = B =X / W15, (4.23)
0

nw, R By |X = yI"
Demonstracao: Para cada x € Q fixo, a aplicacdo y — G(x, y) € harmonica, exceto para
x = y. Como a fun¢cdo de Green é simétrica (Teorema ), a funcdo x — G(x,y) é
harmonica, exceto para x = y. Em particular, x — %(x, y) é harmonica. (Alternativamente:
a expressdo de K(x,y) garante que essa funcdo € harmoOnica, x # y.) Assim, temos que
Au(x) =0, se x € Br(0) e y € 0B(0).
Queremos mostrar que as condi¢des de fronteira sdo satisfeitas. Consideremos, portanto,
X, € 0Bg(0). Devemos verificar que, se x € Bg(0), entdo
lim u(x) = u(x,) = g(x,).

X=X

Como g € continua, dado € > 0 existe 6, > 0 tal que, se y € dBz(0) e |y — x| < §,, entdo
lg(y) — g(xy)| < €. Pelo Lema temos

8(xy) = / g(xo)K(x, y)dS(y).
9BR(0)

Seja M = max,p_  &(y). Entdo temos

lu(x) — g(xy)| = / K(x,y)g(y) — g(xx)]1dS(y)
9B(0)
< / K »)g0) — g(xp)ldS()
9BR(0)
= / K(x,»)|g(y) — g(x|dS(y)
[y—x¢| <69
+ / K(x. 918 — g(xp)ldS ()
|y=xo|>6¢
< e/ K(x,y)dS(y)+2M K(x,y)dS(y)
0BR(0)

[y—x¢|>6¢

R2 _ 2
= e+ ZMA / 1 dS(y)
[y=2x0]>8

nw, R |x — y|"
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Se tomarmos |x — x| < §y/2, entdo |x — y| > /2 e |x—y|" < &
0

figura
lu(x) — g(xy)| < e+ ZMAZ—MBR(ON — ¢4 2" pf R |x| _
nw,R & 8t

Como R* — |x|* = 0 quando x — x,,, vemos que |u(x) — g(x,)| pode ser feito arbitrariamente
pequeno.
Note que a unicidade da solugdo u € garantida pelo Teorema . U

Exercicio 17 Seja G a funcdo de Green de um aberto Q e x # y. Mostre que %(x, y) =
V,G(x,y) - v(y) é uma fun¢do harménica.

Exercicio 18 Sejam u: Q — R uma fungdo continua e B,(x) € Q. Mostre que toda fungdo
harménica continua v: B,(x,) — R tal que u < v em 0B, (x,), satisfaz u < v em B,(x,).

Mostre que, se u for super-harmonica, entdo toda fungdo harménica continua v : B,(x,) —
R com u > v em dB,(x,), satisfazu > v em B,(x,).

4.7 Regularidade

Nos proximos resultados estamos supondo B,(x) € £ para evitar dB,(x) N 0Q # .

Teorema 4.31 (Suavidade das funcoes harmonicas)

Uma funcdo u € C(Q) é harménica em Q se, e somente se, satisfizer a Propriedade do
Valor Médio

1

_ ds
9B, o u(y)dS(y)

u(x) = —— / u(y)dS(y) =
9B,(x)

nw,

para toda bola B,(x) € Q.

Demonstracao: Suponha que u € C(£2) satisfaca a Propriedade do Valor Médio em B,(x) €
Q. De acordo com o Teorema .30, existe uma fun¢do harmonica 2 € Cz(Br(x)) nC (B,(x))
tal que

Ah = 0 em B,(x),

h(x) = u(x) em 0B,(x)

Tomemos entdo w = h — u. Como B,(x) € Q € arbitraria e A € harmonica, temos
que w satisfaz a Propriedade do Valor Médio em toda bola B,(x) € €. Decorre dai que
w satisfaz a forma forte do Principio do Maximo. De acordo com o Principio do Méximo,
temos maxy () = 0 = ming (,, e, portanto, w = 0 em B,(x), ou seja, u = h em B,(x). Quer
dizer, u € C2(B,,(x)). Como B,(x) € Q ¢ arbitraria, concluimos que u € C*(Q). O

Note que, em virtude do Corolario , toda fungdo harmonica em Q é C* nesse aberto.
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Corolario 4.32 Seja (u,) uma sequéncia de fungdes harménicas. Se u, — u uniformemente,
entdo u é harmonica.

Demonstracdo: Seja B,(x) € Q. Como u, ¢ harmonica, ela satisfaz a Propriedade do Valor
Médio:

u,(x) u(y)dS(y).

|aBr| 0B,.(x)

Uma vez que u é continua (como limite uniforme de fungdes continuas) e

. . 1 i
u(x) = limu,(x)= lim u,(»)dS(y) = lim u,(y)d S(y)
n— oo n— oo |aBr| 0B, (x) |aBr| 0B.(x) n=eo
1
= u(y)dS(y),
10B,| Jop v

vemos que u satisfaz a Propriedade do Valor Médio em cada bola B,.(x) € Q. Decorre do
Teorema que u € harmonica. 0

Relembramos - veja a equagao (@):

/ aa_udx: / (v, ()dS().
o 0X; 0Q

E 1til introduzir uma notagao para derivadas parciais.

Definicdo 4.33 Um multi-indice é um vetor a = (ay,...,qa,), coma; € N = {0,1,2,...}.
Definimos a ordem de a por |a| = a; + ... + a,. Também definimos a! = a;! a,! ...a,!

Teorema 4.34 (Estimativas nas derivadas) Seja u uma funcdo harménica em Q. Entdo

rn+k

C
| D%u(x,)| < — / |u(x)|dx (4.24)
B, (xy)
para toda bola B,(x,) C Q e todo multi-indice a de ordem |a| = k.

Aqui, parak € N =1{0,1,2,...},

2n+1 kk
S LT
w w

n n

Demonstracao: Faremos inducido em k = |a|. Se k = 0, pela Propriedade do Valor Médio,

1
|u(xo)| = ‘ . / u(x)dx
nw, 1" J g (x,)

<

1
n
w,r

1 / [u(x)|dx. 4.25)
B,(x,)
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Uma vez que u, € harmonica (pelo Exercicio E].), temos

2n n
e, o)l = | / u, ()dx| < 2 / LV )IdS )
Onl™ J B,y(x0) n 0B,5(xo)
n n—1
< L (2) sup |u| (na)n (£> ) =n <2> sup |u| (4.26)
W, NI/ 0B,5(x)) 2 ¥ 7 0B,(xo)

Se y € o ponto em que sup, |u| € atingido, aplicando () para a bola B, ,(y) concluimos

112(X0)

12y 12y
sup |u|$—<—>/ |u|dx§—<—)/ luldx,
9B, (xo) @p N7 S B @y N7 T B (xy)

n

de modo que, substituindo em (), obtemos

n n+1
el <n(3) 2 (2) [ wax =20k [
r/w, \r B,(x,) w, "t B,(x,)

n

0 que mostra () nocasok =1.

Assuma, por indugdo, que () seja valida para todas bolas B,(x;) C £ e todos os multi-
indices a de ordem menor do que ou igual a k — 1, com k > 2. Fixe B,(x,) C Q e considere
um multi-indice @ com || = k. Entdo

Du = (Dﬂu)xi

para algum multi-indice § de ordem k — 1 e algum i € {1, ...,n}. Calculos analogos aqueles
que levaram a estimativa () mostram que

a nk
|D*uCxy)| = [(Dw), (xo)l < "X sup | DIul.
0B, (xo)

| D’u| pela hipétese de inducio, obtemos

2n+1 k—1 k—1
sup |Du| < (27 n( ) / lu|dx.
B.(xg)

— +k—1
0B, (x)) w, (&Lr)"

Estimando sup, (%)

Combinando essas duas dltimas desigualdades, obtemos
2n+1 k k
|Dou(xy)| < S L / Juldx,
wn

confirmando (). [

Sabemos da Analise Complexa que uma funcdo analitica limitada em todo o plano
complexo é necessariamente constante. Vamos estender este resultado.
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Teorema 4.35 (Liouville)
Suponha que u: R" — R seja uma funcdo harménica limitada. Entdo u é constante.

Demonstracao: De acordo com o Teorema temos

Rn

Cl Cla)n
| Du(x,)| < — luldx < sup |ul - 0
r B,(xo) r

quando r — oo. Isso implica que Du = 0 e, portanto, u € constante.

Teorema 4.36 Seja f € Cg(R”), com n > 3. Entdo qualquer solugdo limitada de
—Au=f em R"

é dada por
u@%=/nﬁy—@fwmy+C-
Rn

Demonstracao: Seja & outra solucdo limitada de —Au = f no R". Entdo w = u — @
harmonica, limitada e definida em todo R". Pelo Teorema de Liouville, w é constante.

resultado decorre entao do Teorema .

Observacao 4.37 Esse resultado nao vale paran = 2.
Lema 4.38 Seja a um multi-indice no R". Entdo
la]'®! < e"a|! < Cel|al! .

Demonstraciao: Afirmamos que
la|! < nl¥la!

De fato, pelo Teorema Multinomial temos

X +x,+...+x)" = Z —"x“.
a!
lal=k
(Prove por indugdo.)
Escolhendo x; = x, = ... = x, = 1 e m = |a|, concluimos que
|o!
Y
o !

provando nossa afirmagao.

87

0O o

A

Uma vez que n* < ™ para todo x > 0 (o que pode ser visto tomando o logaritmo em

ambos os lados da desigualdade), a primeira desigualdade do Lema resulta ao combinarmos

essas duas desigualdades. A segunda desigualdade ¢ imediata.

O
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Teorema 4.39 (Analiticidade)
Seja u uma fungcdo harmonica no aberto Q. Entdo u é analitica em Q.

Demonstracdo: A expansido em série de Taylor de u em torno de x,, € dada por

Da(xo)(x ) Z Du(x, + t(x — x,)) (x = x,)",

a! a!

la|l<N-1 la|=N

em que os termos de ordem superior foram estimados aplicando o Teorema do Valor Médio.
Assim, precisamos cotar

Du(xy + t(x — x,)) . D*u(¢) .
Ry = Z p (x —xp)" = Z o (x = x¢)%,
la|=N la|=N
em que & = x,, + 1(x — x) € B,(x,) depende de x,, em que y = |x — x| serd determinado.
Definimos

r:ldist(xo,ag) e M= ! / |uldx.
4 By, (xg)

n
w,r

De acordo com o Teorema e o Lema , temos

n+l 0\ lal n+l2 0\ lal
sup |D"‘u|$M<2 n) |oc||"‘|§CM<2 ne) al
r

B,(xg) r

(Na primeira desigualdade aplicamos () separando os termos presentes em M dos termos
restantes, para k = |a|.)

Tomamos agora
r

X — x| < g

Entao

22\ N r N 1\V
R < M ) =CcMm —
IRyl < Z ¢ < r (2"+2n3e> ¢ MEN <2n>

CMnY (211)1\’ = (;—f\vl — 0 quando N — co. -

4.8 Introducao aos Métodos Variacionais

[lustraremos a aplicacdo de métodos variacionais ao considerar o problema

—Au = f, em Q,
{ u = g, em 0Q. (4.27)
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Consideremos ¢ € C;°(£2). Multiplicando a equagdo por ¢ e integrando, obtemos

- / Augpdx = / fpdx. (4.28)
Q Q

Se u € C*(Q) satisfizer essa equacio, decorre da Primeira Identidade de Green que

—/Au¢dx=/Vu-V¢dx—/ (l)@dS:/Vu-Vd)dx
Q Q o OV Q

(pois ¢ € C;°(L2)), de modo que () ¢ escrita como

/Vu-ngdx=/fqbdx.
Q Q

Note que essa equagio faz sentido mesmo que u nio seja de classe C2.
O funcional
I(u) = / <1|Vu|2 - fu) dx
o \2
€ chamado agdo.ﬁ

Uma vez que estamos interessados em resolver o problema (), vamos considerar esse

funcional definido no conjunto
d={weC*(Q) : w=gem 0Q},
chamado conjunto das fun¢des admissiveis.
Teorema 4.40 Suponha que u € C*(Q) seja solucdo de (). Entdo
I(u) = min I (w). (4.29)
wed
Reciprocamente, se u € < satisfizer (), entdo u é uma solugdo de ().

Demonstracao: Suponhamos que u seja solu¢do de —Au = f em Q, isto €, —Au — f =0 em
Q. Multiplicando essa igualdade por u — w (com w € <) e integrando, obtemos

/—Au(u —w)dx — / f(u—w)ydx =0.
Q Q

Aplicando a Primeira Identidade de Green obtemos (como antes)
0= /[Vu -Vu—-w)— fu—-w)ldx,

poisem dQ temosu —w =g —g =0.

®Esse funcional é chamado erroneamente de funcional energia.
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Portanto,

(Vu-Vw - fw)dx

l|Vu|2dx+/1|Vw|2dx—/fwdx,
2 92 Q

com a desigualdade sendo obtida ao aplicar as estimativas!

/(IVMI2 — fwdx =

Q

<

S 5

Vi V| < |Vul [Vw| < %qu|2 + %Ilez.

Assim, mostramos que

/Q<%|Vu|2—fu>dxs/g(%lelz—fw>dx > Iw<Iw), Ywed.

Como u € &, concluimos a validade de ().
Reciprocamente, para todo ¢ € C;°(Q) fixo, definimos

iy=1u+1tp), teR.

Comou+1t¢p € &/, afuncdoi: R — R possui um minimo no ponto 0. Ou seja,

=i'(0) =0,

t=0

d .
El(t)

se pudermos mostrar a existéncia de i’ (0).
Uma vez que

. 1 2
1) = =|Vu+1tVe|* - +1p) ) d
i) /Q(2| ut VPP = f(u+19)) dx

= / <1|Vu|2 +1Vu-V + ﬁIquIz - f(u+f¢)> dx,

vemos que

0=i'0)= /(Vu Vo — fp)dx = /(—Au - f)pdx
Q Q
e o fato de C;°(Q) ser denso em C*(Q) garante que —Au — f =0 em Q. ]

O resultado acima € uma aplica¢@o do calculo de varia¢des ao problema de Dirichlet para
a equacdo de Poisson.

A primeira é a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a segunda decorre de ab < (a*/2) + (b*/2), vélida para
a,b € R e que decorre imediatamente de 0 < (a — b)2 =a® = 2ab + b*.
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Observacao 4.41 A existéncia de minimo para funcionais definidos em espacgos de funcdes
depende da existéncia de subsequéncia convergente para uma sequéncia minimizante. Como
essa subsequéncia pode nao existir, esse o infimo pode nao ser atingido. Consideremos, por
exemplo, o funcional

1
J(f)=/ [1+ 1 0F1"dx,
0
definido no conjunto de fun¢des admissiveis
d={feC(0,1,R) : f(0)=1, f(1)=0}.

Note que se |f| — oo, entdo J(f) — oo. Além disso, J(f) > 1. Se 1 for o infimo
desse funcional, ele ndo pode ser atingido, ja que deveriamos ter | f'| = 0, o que gera uma
descontinuidade em f.

Mas o infimo é 1. De fato, consideremos

1-% se 0<x<e<]1
f(x)_{O, se e<x<1

Figura

Temos f € A e f'(x) = —€',s5e0<x<e,ef'(x)=0,see <x <1 (Noteque f é
continua, mas nio é C'.)
Calculando J(f'), obtemos

€ 1
J(f) = / (1 +e )" dx + / ldx =e(l1+e )" + (1 —e).
0 €

Além disso, eV 1 + €72 = Vet + €2 = €"*(1+¢)"*, de modo que, para e > 0 suficientemente
pequeno, temos
J(f)=eA+eH"+ (1 -e),

que pode ser feito arbitrariamente proximo de 1. Assim, o funcional J ndo tem minimo. <

4.9 Exercicios

1. Sejam Q um aberto limitadode R" eu € C(L2). Paracada k € Nsejau, € CZ(Q)OC(Q)
harménica em Q. Considere a sequéncia de funcdes em Q:

N
Sy =Y au, NEN,
k=1

[o0]

em que Y, a, ¢ uma série numérica absolutamente convergente.
k=1
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Prove que, se a sequéncia (u,) for uniformente limitada em QQ, entdo S, converge
uniformemente para uma fungfo harménica u € C*(Q) N C(Q).

Solugdo: Existe C > 0 tal que |u,(x)| < C para todo k € N e todo x € Q. Como

o0 o0
Z lau,(x)| < C Z la,| < oo,
k=1 k=1

decorre do M-teste de Weierstral que S, converge uniformemente. Seja u =
lim,_ . Sy. Ja provamos que u € harmonica (Corolario ).

. Sejam ¢ € C*(R) e u € C*(Q).

(a) Mostre que Agu) = ¢”" () |Vul|* + ¢’ () Au;

(b) se ¢ for convexa e u harmonica em €2, mostre que v(x) := ¢(u(x)) é sub-harmodnica
em Q;

(c) conclua que se u for harmonica em €2, entdo |Vu|? é sub-harmonica em Q.

Solugdo: (a) v = ¢(u) implica v, = ¢'(Wu, e, assim, v, , = ¢"(Wu, u, + §'Wu, , .
Portanto, Av = Ap(u) = X7, (¢" il + ¢'w)Au) = ¢'W)||Vull, + ¢’ (w)Au.

- 1 . 1 _
(b) Consideremos T /, 5.0 @S (x). Uma vez que ¢ € convexa e —L /, oo =

n—1
It

1, podemos aplicar a desigualdade de Jensen:

1
-1
na)n r' 0B,.(x)

$dS() = ¢ (nw — / udS(x)) = p(w),
n 0B,.(x)

mostrando que ¢(u) € sub-harmonica.

(c) Considere a funcio convexa ¢(x) = x*/2. De acordo com (b), ¢p(u) é sub-harmonica;
de acordo com (a), Ap(u) = |Vu|* + uAu. Como Au = 0, ¢p(u) = |Vul>.

. Mostrequese A <Oeu € C*(Q)n C(Q) satisfizer —Au = Au em Q entdo

max |u| = max |u|.
Q x€0Q

(Sugestio: use ¢(u) = u* no item (a) do Exercicio .)

Solugdo: Como ¢(x) = x* é convexa, temos que Ag(u) = 2|Vul*+2ulu = |Vul|*=21u°.
Como 4 < 0 temos que A¢(u) > 0 em Q, mostrando que Ag(u) € sub-harmonica em Q.
Logo, podemos aplicar a forma fraca do Principio do Méaximo e concluir que

max ¢(u) = max ¢(u),
Q X€E0Q

ou seja,

max u® = maxu® = max |u| = max |u].
Q x€0Q Q x€0Q
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4. Mostre que, se 4 < 0, entdo o problema de Dirichlet
—Au = Au em Q,
u = g emodQ

tem solucdo uUnica. Solugdo: Se u,v fossem solugdes desse problema, aplique o
Exercicio H aw =u—v. Como w = 0 em 0L, concluimos que w = 0 em Q.

5. Mostre que existe uma constante positiva C,, dependendo apenas de n, tal que

max |u| < C,(max |g| + max | f])
B,(0) 0B( B, (0)

se u € C*(B,(0)) N C(B,(0)) for uma solugio de

—Au f em B,(0),
u = g em 0B,(0).

(Sugestao: para M = max |f|em = gg%() |g| mostre que as fungdes %lez + u(x) sao
B,(0) 1

sub-harmonicas e limitadas em 0 B, (0) por % + m.)
6. Modifique a prova dos teoremas sobre a propriedade da média para mostrar que

1 1 1 1
u(0)=—/ gydS, + ——— <———> fdy
nw, R /o5 ) ' onw,(n—2) B0 \ ¥ |"=2  R"—2

n

sen >3 eu € C*Bg(0)) N C(B(0)) for uma solugdo

—Au f em Bg(0),
u = g em JdBg(0).

7. Seja u uma solugdo de

—Au = 1 em Q,
u = 0 em 0Q.
Mostre que se x, € £, entdo

1 . 1
5, i |y = xo|* < u(xo) < 5, hax |y = x>

8. Seja R > 0Oe, paracadaa € [0, 1], sejam R, = (1 —a)Re U, = B, (0). Verifique que,
seu € C(Q,) N C*(U,) for harmdnica em U, entdo:

ny/n
max |Vu| £ —— max |u|, paratodo a € (0, 1).
R, 9

o
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10.

11.
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Conclua, utilizando o Exercicio @, que se u, for uma sequéncia uniformemente limitada
de fungdes harmonicas em By(0) e continuas em Bg(0), entdo existe uma subsequéncia
de u, que converge uniformemente em cada bola B,(0) C Bg(0) para uma funcio u que
€ harmoOnica em By(0).

(Sugestao: use o teorema de Arzela-Ascoli.)
Suponha €2 conexo e seja u, uma sequéncia de fungdes harmonicas em  satisfazendo

a propriedade
u(x) <u,(x) se k<m paracada x € U.

Seja V aberto de Q tal que V' € Q e considere x, € V. Use a desigualdade de Harnack,
para mostrar que:

(a) se (u,(x,)) convergir, entdo u, converge uniformemente em V' para uma fungao u
que € harmonica em V;
(b) caso contrério, se limu,(x,) = oo, entdo u, — oo uniformemente em qualquer

compacto contido em V.

Mostre que a fungdo continua u : € — R € sub-harmonica se, e somente se, para toda
bola B,.(x,) € Q e toda fun¢cdo harmonica continua v: B,(x,) - Rcomu < vem
0B,(x,), tivermos u < v em B,(x,).

Observagédo: Nos exercicios seguintes, o conjunto o e as fungdes u, e u, , sdo definidos,
respectivamente, por:

o ={u€ C(Q) : uésub-harmoénicaem U eu < gem 0Q}

em que g € C(0€2) é uma funcdo que suporemos fixada;

u,(x) :=sup{u(x) : u€ o} paracadaxe;

) _f ux), se xeQ\ B,
g (x) 1= { Vg, (x), se x € B,(§)

em que u € uma fungéo fixada e v, € a Gnica solugdo de

Av,, = 0 em B,(&)
Ve = u emadB,.(&)

)

para cada B.(§) € Q. A fungdo 4., € chamada levantamento harmonico de u em Q
com respeito a bola B,(&).

Mostre que, se m < m})g g(x), entdo a funcdo constante e igual a m € um elemento de o.
xXe
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Mostre que se u € 6 e v € C*Q) n C(Q) for uma funciio harmdnica tal que
v(x) > g(x) para todo x € 0L, entdo u(x) < v(x) para todo x € Q. Em particular,
ux) <M := max g(y).

ye

Conclua do Exercicio |13 que a fung@o u, esta bem definida.

Mostre que, para cada fungdo u fixada, a fungdo v, , € C?(B,(&)) estd bem definida.
Para cadau € 6 ¢ B,(£) C €2, mostre que u < i, em Qe iz, €0.

Mostre que, se u; € o parai =1, ..., k entdo

u(x) = max {u;(x), ..., u, (x)} €.

O proximo exercicio ¢ um guia para a demonstracio de que u, é uma fungio
harmonica (método de Perron).

Sejam y € Q e v, uma sequéncia de fungdes em o tais que v, (y) — u,(y). Para cada
x € Q, defina a sequéncia

VE(x) = max {v,(x), ..., 0(x) } .

(Note que a existéncia da sequéncia v, € garantida pela defini¢do de u,. Observe que,
do Exercicio |17 decorre que V* € ¢.)

(a) Verifique que V*(x) é uma sequéncia niio decrescente para cada x € Q e que
VE(Y) = u,(y).
Observacdo: Para cada y € Q fixo, é facil definir uma sequéncia ndo decrescente
vy, talque v (¥) = u,(y). A definigéo de V¥ permite que isso seja feito para todo
x € Q.

(b) Considere r > 0 e B,(y) € Q. Seja I7y", o levantamento harménico de V* com
respeito a bola B,(y). Mostre que I7y’fr(x) ¢ uma sequéncia ndo decrescente para
cada x € Qe que V,5.(y) - u ().

(¢) Aplique o Exercicio [I( para concluir que 175", converge uniformemente em Q para
uma fung@o z que € harmonica em B,(y) e tal que z(y) = u, ().

(d) Mostre que z = u, em B,(y) e conclua que u, ¢ harmonica em Q. (Sugestéo:
para cada X € B,(y) repita os arg}lmentos acima e construa um sequéncia Wf'fr(x)
uniformemente convergente em €2 para uma fun¢@o z que € harmonica em B, (&)
e tal que z(y) = u,(y). Faga a construgé@o de forma que I/T{fkr > 17;, para garantir
que z < Z em B,(y) e aplique o principio do maximo a fun¢do harmonica z — z,
observando que u,(y) = z(y) < 2(y) < u,(y).)
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Definicao 4.42 Seja Q C R" um aberto limitado. Uma barreira no ponto X € 0Q é uma
fungdo p € C(Q) satisfazendo:

(i) p é super-harmonica em €;

(ii) pX)=0ep>0emQ\ {&).

Um ponto % € 0Q é regular, se existir uma barreira f € C(Q) em X.

Definicao 4.43 Um aberto limitado Q C R" satisfaz a condigdo da bola exterior se, para todo
ponto X € 0Q, existirem R > 0 e uma bola Bg(x,) C R" \ Q tal que 0 Bg(x,) N 0Q = {X}.

O exercicio seguinte é um guia para a demonstragéo de que u, — g em 0Q.

19. Sejam X € 0Q e uma bola By(x,) exterior a Q que toca d€2 somente em X. Defina a
funcdo H(x), positiva e harmonica em R" — {x,}, por:

1 1
Heoy=4 ®7 e €123
ln@ se n=2.

Agora, tome € > 0 e, supondo g € C(9L), escolha 6 > 0 tal que | glx) — g(x0)| < € se
x € Bs(xy) N0oQ.

(a) Mostre que
|g(x) — g(x,)| < € + C.H(x) para todo x € 0%,

emqueC€=%eH5=min{H(x) P x€0Qe |x—x0|25}>0;

(b) Conclua do item anterior que
g(xg) — e — C,H(x) < u,(x) < g(xo) + € + C_H(x), paratodo x € Q;

(Observe que g(x,) + (¢ + C,H(x)) ¢ harmOnica em Q)

(c) Observando que H(x,) = 0, conclua do exercicio anterior que
lim [u, (x) — g(xp)| < €

para todo € > 0, ou seja, lim u,(x) = g(x).
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4.10 O Método de Perron

Seja Q C R" um aberto limitado. O objetivo dessa secao é estudar a existéncia de solucdo
para o problema

Au = 0 em Q,
u = g em 0Q

(Lembramos que, se a solu¢do desse problema existir, entdo ela € dnica, pelo Principio do
Maximo.)

Lema 4.44 Uma fungdo continua u . Q — R é sub-harménica se, e somente se, para toda
bola B,.(x,) € Q e toda fungcdo harmonica continua v : Br(xo) — R comu < vem dB,(x,),
tivermos u < v em B,(x).

Demonstracdo: Seja w = u — v. Entdo w satisfaz a desigualdade da média em B,(x,) (pois
tanto u quando v satisfazem essa desigualdade) e prova que w € sub-harmonica. Como w < 0
em 092, o Principio do Maximo garante que w < 0 em . Assim, u < v em B,(x,).
Reciprocamente, consideremos uma fun¢do harmonica continua v em B,(x,), talque u = v
em 0B,(x,). (A existéncia dessa funcdo é garantida pelo Teorema ‘) Entao, por hipdtese,

ux,) < u(xo)=W /a SO

B 1
= et /a . u(y)dS(y),

provando que u € sub-harmonica. 0

A rigor, a utilizagdo do Lema no sentido direto sempre pode ser substituida pela
aplica¢do do Principio do Méaximo para func¢des sub-harmonicas.

Lema 4.45 Seu; (i =1, ..., k) for sub-harménica em U, entdo
u(x) = max {ul(x), e uk(x)} Eo.

Demonstracio: Notamos inicialmente que u(x) é continua em Q. De fato, é facil ver que

U () + uy(x) + |uy (x) — uy(x)|
7 .

Como u,, u, e |u,(x)—u,(x)| sdo continuas, concluimos que max {u,(x), u,(x)} é continua. Dai
decorre que u(x) € continua, pois

max{u,(x),u,(x)} =

max {ul(x), ,uk(x)} = max {max {ul(x), ,uk_l(x)} ,uk(x)} .

Como u; < g em 092, temos u < g em d2. Consideremos uma bola B € € e uma fun¢do
harmonica continuav: B - R, comu < vem 0B. Em particular, u; < v em dB. Como cada
fungdo u, € sub-harmonica, resulta que #; < v em B. Isso implica que u < v em B e, de acordo
com o Lema , isso prova que u € sub-harmonica. 0
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Observacao 4.46 Uma demonstracdo alternativa de que u € harmonica € simples: se B,(x) €
Q, temos

1 1
— / u(y)dS(y) 2 ——— / 1 ()d.S() > u (x))
na(n)r 9B, (xy) na(n)r 0B, (xy)
paratodo 1 < i < k, de onde concluimos o afirmado. <

Lema 4.47 Seja u, uma sequéncia de fungdes harmonicas no conexo S satisfazendo a
propriedade
u,(x) <u,(x) se k<m paracada x € Q.

Seja V aberto de Q tal que V' € Q. Se, para algum x, € V, (u,(x,)) convergir, entio u,
converge uniformemente em V' para uma funcdo u que é harmonica em V.

Demonstracao: Suponhamos que (u,(x,)) convirja. Temos que, u, — u, € harmoénica em Q e
ndo negativa, se £ > k. Entdo, de acordo com a desigualdade de Harnack temos

|uk(J’) - ”f(Y)| < C|”k(xo) - uf(x0)|7 VyeV.

Como consequéncia, vemos que (#,(y)) € uma sequéncia de Cauchy para todo y € V.
Definimos u(y) = lim,_  u,(y) para todo y € V. Passando ao limite com £ — oo na
desigualdade anterior, obtemos |u,(y) — u(y)| < Clu,(x,) — u(x,)|. Dado € > 0 existe n,
tal que k > n, implica |u,(xy) — u(x,)| < €/C. Assim, |u,(y) — u(y)| < e paratodoy € V,
mostrando que a convergéncia € uniforme. Uma vez que cada fun¢do u, € harmonica, u €
harmodnica como consequéncia do Corolario .

A continuidade uniforme em todo V' é obtida ao se considerar um aberto V', com V €
V'eU. O

Definicao 4.48 Seja u: Q — R uma fungdo continua. Considere uma bola B,(§) € Q. O
levantamento harmonico de u em Q com respeito a bola B,(&) é a fungdo

_ . Joux), se xe Q\ B.(&)
g (x) 1= { Ve, (X), se x € B,(§)

em que U, , € a unica solugdo de

Av,, = 0 em B.(§)
Ve = u emdB, ().

S

A existéncia do levantamento harmonico u# em € com respeito a bola B,(£) € garantida
pelo Teorema , enquanto sua unicidade é dada pelo Teorema .

Lema 4.49 Seja u uma fungdo sub-harmonica. Entdo ., € o e satisfaz u < i, em Qe
u =i, em 0Q. Além disso, i, € o.
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Demonstragio: Comegamos mostrando que u < i, em Q. Como u = i, em Q\ B.(©6),
basta considerar a desigualdade em B,(§). Como v, € harmdnica e igual a u em dB,(§),
temos u < v, em B,(£), como consequéncia do Lema .

Agora vamos mostrar que i, , € 0. Como v, , € continua, temos que i, , € continua. Como
Ug . € harmonica em B,(¢) e subharmonica em € \ B, (&), concluimos que é sub-harmonica em
Q e, portanto, seu maximo € atingido em 0Q2. Como consequéncia, i, < g em 9.

Figura O

Exercicio 19 Mostre que ii., é sub-harmonica aplicando o Lema .

Exercicio 20 Mostre o ii., é sub-harménica utilizando diretamente a Desigualdade da Média,

como na Observagdo @

Definicao 4.50 Seja g € C(0QQ) uma funcdo. Definimos
o= {u € C(Q) : ué sub-harménicaem Qeu < gem 09}

e, para todo x € Q,
ug(x) =supf{u(x) : ueo}.

Teorema 4.51 A fungdo u, esta bem definida e é harménica em Q.

Demonstracdo: Para mostrar que u, esta bem definida, note que m = min,, g € sub-harmonica
(pois m € C*(Q) e Am = 0 > 0), de modo que 6 # @. Além disso, se u € o, entio
u < max, g, de forma que o supremo esté bem definido em cada ponto x € Q.

Seja £ € Q arbitrario. A defini¢cdo de u, garante a existéncia de uma sequéncia ndo
decrescente (v,) C o tal que v,(£) — u,(&). Defina, para cada x € Q,

V*(x) = max {vl(x), e vk(x)} .

Pelo Lema , temos V* € o. E claro que VEx) < VH(x) para todo x € Qe
VEE) — u (&), pois V(&) = v, (£). (Observe que se existir k tal que v, (&) > u, (£), entdo
V(&) 2 v, (&) > u, (&) paratodo j > k.)

Considere r > 0 tal que B,.(¢) € Q. Seja ngr o levantamento harmonico de V* com

respeito a bola B,(£). Entdo I7§'fr(x) é uma sequéncia ndo decrescente para cada x € Q, como
consequéncia da aplica¢c@o do Principio do Maximo as fungdes harmonicas v'g’r e Uf;l em B.(y),
ja que vf, < vft' em 0B,(&). De acordo com Lema , temos que V* < V/, < u, em Q.
Passando ao limite em k, concluimos que V%, — u,(&). Assim, 17,;",(5) — u,(&).

De acordo com o Lema , concluimos que Vékr converge uniformemente em B, (&) para
uma fung@o z que € harmonica em B, () e satisfaz z(£) = u (&).
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Para completar a prova, vamos mostrar que z = u, em B,(§). Da defini¢do de u, decorre
que z < u,. Se existir x’ € B,(£) tal que z(x') < u,(x"), como u, = sup v, existe uma fungao

vED
sub-harménica & tal que z(x') < B(x") < u,(x'). Defina W* = max{V*,5}. Se W denota o
levantamento harmonico de W* com respeito 4 bola B, (&), entdo esse levantamento harmonico
converge para uma fung¢do Z, harmonica em B,(§) e satisfazendo z < Z < u,, 0 que implica
z($) = u (&) = z(£). Considere entdo, em B,(£), a func@o harmonica z — z > 0. Como essa
funcdo atinge o minimo 0 no ponto interior &, devemos ter z = z em B,(£), o que contradiz
z(x") < u (x"), pois z(x") < O(x") < u (x). O

De maneira analoga obtemos:
Lema 4.52 Sejam
Y= {u € C(Q) : u é super-harménica em Qeu> gem OQ}

e, para todo x € Q,
Ug(x) =inf {u(x) : u€o}.

Entdo a fung¢do U, estd bem definida e é super-harmonica em €.

Definicao 4.53 Seja Q C R" um aberto limitado. Uma barreira no ponto X € 0 é uma
fungdo p € C(Q) satisfazendo:

(i) p é super-harmonica em €;
(i) pX)=0ef>0emQ\ {X}).
Um ponto X € 0 é regular, se existir uma barreira p € C(Q) em X.

Uma barreira em X pode ser definida como a existéncia de uma fun¢ao «, continua em Q,
sub-harmonica em Q, satisfazendo a(X) = 0e a < 0 em Q \ {X}. E claro que essas defini¢des
sdo equivalentes.

Lema 4.54 Se X for um ponto regular de Q, entdo
limu,(x) = g(%).

Demonstracao: Sejam f uma barreira em X.
Para € > 0 qualquer e k > 0 a ser determinado, defina as fungdes

s()=g(X)—e—-kp(x) e  SKx)=gRX) +e+kpx).

Como f > 0, claramente temos s(x) < g(X) — e e s(X) = g(X) — e. Da mesma forma,
Sx)>gx)+ee S =g(X) +e.
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E claro que, em €, s(x) € sub-harmonica e S(x) é super-harmonica. (Note que g(X) + €
sdo constantes.)

Vamos mostrar que podemos escolher k > Otalque s € oce S € 2.

A continuidade de g em 0€2 garante a existéncia de 6 > 0 tal que

xX€NQ, |x—X<dé6 = |gx)—gX)|<e,
o que implica g(X) — € < g(x). Ou seja,
s(x) < g(x), se x € By(X)NoQ.

Como f(x) possui um minimo positivo em 0Q \ By(X), podemos escolher k, > 0
suficientemente grande tal que

s(x)<m= rglgizn g(x), se x € 0Q\ Bs(X),

mostrando que s € o. A prova de que S(x) € X € andloga. (Encontraremos k, > 0 tal que
S(x) € X. Tomando o maximo entre k, e k,, encontramos uma constante k tal que s € o e
Sex)

Como s € o e S € X, temos, para x € Q,

g(%) — e = kf(x) S uy(x) < g(X) + e+ kpf(x),

ou seja,
lu,(x) — g(X)| < €+ kf(x).

Como f(x) - 0 quando x — X, concluimos que u,(x) — g(X) quando x — X. ]

Teorema 4.55 Seja Q C R" um aberto limitado. O problema de Dirichlet para a equagdo de
Laplace
Au = 0 em Q,
{ u = g em 0Q

possui solugdo para toda g € C(0L2) se, e somente se, todos os pontos de 0U forem regulares.

Demonstracao: A existéncia de solucdo no caso dos pontos de fronteira serem regulares foi
provada no Teorema e no Lema . Para mostrar a reciproca, consideramos uma fungao
g tal que g(X) = 0 e g(x) > 0 para todo x € dU. A solugdo u, do problema de Dirichlet para
a equacao de Laplace para esses dados de fronteira é uma barreira, de acordo com o Principio
do Méaximo. 0

Definicao 4.56 Um aberto limitado Q C R" satisfaz a condig¢do da bola exterior se, para todo
ponto X € 0Q, existirem R > 0 e uma bola By(x,) C R" \ U tal que 0 Bg(x,) N 0Q = {X}.
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Nesse caso, a fungcdo H : Q - R, dada por:

H(x) = X%l
n

sen =2.
constitui uma barreira em X.

Exercicio 21 Verifique esse fato.



Capitulo 5

Equacao do Calor

A equagdo do calor
u,—Au=20 (5.1)
e sua versao nao homogénea
u,— Au= f(x,1) (5.2)
s30 0 nosso proximo objetivo de estudo.

Em geral, como veremos, toda afirmativa sobre fun¢des harmonicas encontra uma versao
correspondente para a equagdo do calor. Assim, o desenvolvimento da teoria sera feito de
maneira semelhante aquela utilizada no estudo da equagdo de Laplace.

E importante notar que se u(x, t) for solucao da equacgado do calor, entdo v(x, t) = u(x, —t)
ndo € solugcdo da equagdo do calor, pois satisfaz v, + Av = 0. Isso quer dizer que a equacio
do calor distingue o passado do futuro e governa um processo irreversivel.

5.1 Interpretacio Fisica

Escrever

5.2 O Nucleo do Calor

Nossa primeira providéncia do estudo da equagdo do calor () sera obtermos uma solu¢ao
fundamental, aniloga aquela obtida para fun¢des harmonicas. A linearidade de () indica
que, para 4 € R e u(x,t) uma solugdo do calor, entdo v(x,t) = u(Ax, /lzt) também € solucao
do calor. Esse fato sugere que a razao

Pkl
t t
desempenhe um papel importante na solucao dessa equacdo. De fato, observe que chamando
%=Axef= At entio [X]*> = Ax - Ax = A*|x|* e
5P _ AP P

f A%t t

103
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Exercicio 1 Verifique que, considerando “coordenadas polares” centradas em um ponto a, a
~ 2, . . ~ ~
razdo - é invariante com relag¢do a translagdo y = x — a.

Ao invés de procurarmos solugdes tendo a forma

u(x,t)=v <7> ,

€ mais facil procurarmos solugdes com a forma

2
u(x,t) = w()v <§> = w(t)v <%> ,

em que w, v sdo fungdes a serem determinadas. Temos

w2 =i (2
u,—w(t)v<t> tzw(t)u <t)’

Ix|* 2x;
= w(t —
u, = w(t)' ( . .
(P& X 2
= w(t — )=+ (=)=
Uy w()lu < " " v " ;

w'(t)u(’;)—:—zw(t)v< > ZW(’)[ < ) t <§> %l
won(7) —wo | (7) + 5o (5) + () 7

Neste ponto a analise é baseada em conhecimentos anteriores. Vamos denotar & = r?/t e
separar essa equagao como

Portanto,

u, — Au

!/ !/ 2 14
uWM@ﬂww@$=(nlv@H wd (5.3)
Ao igualarmos a zero o lado direito dessa igualdade, temos que resolver
4r o,
[t—zv &)+ v (df)l =0,

isto €,
40" +v' =0.
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Ao anular o lado direito da equagao (@), somos levados a equagdo

2nv’
w' w=0

e, portanto, como as variaveis ¢ e £ sdo independentes, devemos ter

/

w v
t— =2n— = —o,
w v
em que o é uma constante. Resolvendo 40" 4+ v’ = 0 obtemos v = Ce™*"*. Levando v = Ce™*
— 1,64 5
ev' =—;Ce ¢ na equacdo
2nv" +ov =0

obtemos o = g

Substituindo esse valor na equacdo tw’ + cw = 0, encontramos

!
w n —n/2

Y- S hw=-2It+D = w=At
w 2t 2

de modo que nossa soluc¢do fundamental é dada por

u(x, 1) = wt)v() = Bt—n/2e—r2/4t — Bt—n/2e—|x|2/4t’
sendo uma solug¢do radial.
Definicao 5.1 A funcdo

1 —|x|?/4 n
O(x, 1) = G ® , xeR", t>0, (5.4)
0 xeR" t<0

¢ chamada solugdo fundamental da equacdo do calor ou niicleo do calor.

Exercicio 2 Fixe0 < s <tey € R". Mostre que ®(x—y,t—s) também é solugdo da equagdo
do calor.

Decorre imediatamente da defini¢do que a solu¢do fundamental é C*, se t > 0. Mas
®(x, t) tem uma singularidade em (0, 0).

Lema 5.2 Para cada t > 0 vale
D(x,t)dx = 1.

Rn

Demonstracao: Temos, ao fazer a mudanca de variavel z = x/v/4t,

1 2 1 2
D(x,1)d —IxIP/4t g — _/ -lzl? g
/Rn (ndx = / ,¢ Y= )¢ 0F

= n-n/ZH/ Tz = 1.
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e 2
/ e “dx.
—00

Para isso, calcule o quadrado dessa integral utilizando diferentes varidveis de integracdo e
entdo utilize coordenadas polares.

Exercicio 3 Se x € R, calcule

Figura : grafico da solucao fundamental no caso x € R, > 0 fixo

Observacdes sobre o grafico: ®(x,t) € uma distribui¢do de probabilidade para ¢+ > 0; para

cada x fixo, lim,_, , ®(x,#) = 0. Quando t — 0 0 miximo tende a infinito como \/;; se x # 0,
®D(x,t) —» 0 quando t — 0.

Exercicio 4 Seja u(x, t) uma solugdo da equagdo do calor () no caso x € R. Suponha que,
para todo t > 0, tenhamos

lim wu(x,?) = lim u/(x,7) =0.

X—+00

(Note que essa propriedade é satisfeita pela solucdo fundamental.)

Mostre que
% ([oo u(x, t)dt> =0.

Essa propriedade vale também para x € R"?

5.3 Equacao do Calor: o Problema de Valor Inicial

5.3.1 O Problema Homogéneo no R"

Vamos considerar o problema de valor inicial homogéneo no R"

{u,—Au = 0, R"X(0,00)

u(x,0) = gkx), xeR", (53)

Teorema 5.3 Seja g € C(R") n L°(R"). Defina

u(x, ) = /R B = 080Ny = 47;)”,2 /R gy
parat > 0. Entdo u(-,1) < ||g|| powm para todot > 0 e
(i) ue C*(R" x (0, ©));
(i) u,(x,t) — Au(x,t) = 0 para todo x € R" e t > 0;

(@)  lim  u(x,t) = g(x,) para todo x, € R".
(x,H)—(x0,0)
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~ —_ —_ 2 pd ~
Demonstracio: Como ®(x — y,1) = —L_e ™17 & yma fungio C™ com todas as suas

derivadas uniformememente limitadas em R" X [§, o0) €

Du(x,1) = / D*®(x — y,1)g(y)dy,
Rn
provamos (i). Além disso,

u(x,y) — Au(x,y) = / [®,(x =y, 1) — A, D(x — y,1)]g(y)dy =0,

RVI

pois ®(x — y,1) é uma solugdo da equagdo do calor.
Para provar (iii), fixemos x, € R" e € > 0. Escolha 6 > 0 tal que

ly—x0l <6 = |g(y)—g(xy)| <e.

Tome x € R" tal que |x — x| < 6/2. Decorre do Lema p.2 que

|u(x, 1) — g(xp)l / O(x -y, )[gy) - g(xo)]dy‘
RV!

IA

/ O(x —y,1)|g(y) — gx)|dy

Rn

- / Bx — 3,0)lg() — glxg)ldy
Bé(xo)

+ / D(x —y,0)|g(y) — glxy)ldy
R\ B;(xg)

IA

e +2llgll / O(x — y,0dy (5.6)
R\ Bs(xg)

Uma vez que |x — x| < 6/2, para y € R" \ B;(x,) temos

o) |y = X,
y=xol <y =x[+x=x[ <ly—x|+ 3 <|x=yl+———
(pois |y — x| > 6), o que implica

|x — Xl
—

Figura: a mesma feita para o Laplaciano serve.

|x —y| >

Assim, a tltima integral em (@) ¢ limitada por

C y—vl2 C o 12
~ exp |x—y|“/4t dy S exp |y—xq|~/16t dy
tn/2 tn/2
R\ B;(x() R"™\ B;(x)
Cna(n ®
( ) e’ /16trn—ldr.

tn/2
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Fazendo a mudancga de variavel s = s/4 \/;, obtemos que a dltima integral vale

Cna(n © ©
/2( ) e N6l = Cna(n)4”/ e 5" lds > 0 quando ¢t — 0%,
" 5 514N/t
pois
/ e s lds = \/; < o0
0

e 5/4\/t - .

Dai concluimos (iii). A afirmagdo sobre a limitacdo de u(-,7) decorre imediatamente da
férmula de representacdo da solucao. 0

Observacao 5.4 O Principio do Méaximo para a equagdo do calor implicard que a solugao
obtida u(x, t) € a éinica solugdo limitada e C® dessa equagdo. Na verdade, a solu¢d@o obtida €
€ analitica, veja John [f]. <

Exercicio 5 Mostre que, para cada s fixo tal que 0 < s < t, entdo

u(x,t;s) = / D(x — y, 1t —5)g(y,s)dy
Rn

é solugdo do problema

u(x,t;s) — Au(x,t;s) = 0, se xeR" e t>s,
u(x,s;s) = g(x,s) se x eR",

que é um problema de valor inicial que se inicia emt = s ao invés de t = Q.

5.3.2 O Problema Nao Homogéneo no R"

Agora consideraremos o problema nao homogéneo no R"

{u,—Au = f, R"x(0,00)

ux,00 = 0, xeR", 5.7

. ;|4 ~
Como vimos no Exercicio , ndo podemos tentar resolver o problema (@) tentando uma
solucdo com a forma

u(x,t;s) = / D(x —y,t = 5)f(y,s)dy.
R

O Principio de Duhamel — estabelecido inicialmente para a equacdo da onda, mas valido
para uma larga classe de equagdes diferenciais parciais — afirma que podemos obter uma
solugdo para o problema (5.7) ao integrar as solucdes Q,(x, 7; s) com respeito a s, isto €,

u(x,t) = /tu(x,t;s)ds
0
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€ solucdo de (E?l). Assim, o Principio de Duhamel é um anilogo ao método de varia¢do dos
parametros para equacgdes diferenciais ordindrias: a solucdo do problema ndo homogéneo é
obtida a partir de solu¢des do problema homogéneo.

Denotaremos Cg’l ([R” X [0, oo)) as fungoes f : R" X [0, co0) de classe C? na variével x, de
classe C! na varidvel # e com suporte compacto.

Teorema 5.5 Seja f € C;' (R" X [0, 0)) e defina

u(x,t) = /t/ Ox—y,t—95)f(y,s)dyds
0 JRre
! 1

_ —|x—y|?/4]t—s|
= A w/Rne Y f(y,s)dyds
Entdo u € C*! (R" X (0, oo)) N CO(R” X [0, oo)) é uma solucdo de (@).

Demonstracao: Nao podemos derivar sob o sinal de integracdo, pois ®(x — y,# — s) tem uma
singularidade em ¢t = 5. Assim, procederemos como na prova do Teorema
Inicialmente mudamos variaveis e escrevemos

u(x,t)=/t/ Oy, 5)f(x—y,t —s)dyds,
0 Jrn

de modo que ® € integravel em R" X [0, 7) para todo ¢ > 0 e u(x, t) diferencidvel para todo .
Assim, podemos derivar sob o sinal de integracdot e obter

u(x,t) = /t/ Oy, s)f(x—y,t—s)dyds + / Dy, s)f(x—y,0)dyds
0 R~ Rn

0’u

0x;x;

(x,1) = /t/ d(y, s)fxixj(x —y,t—s)dyds.
0 n

Essas expressdes garantem que u € C>' (R" X (0, 0)) N C°(R" X [0, 0)). Além disso ]
t
W, — Au)(x, 1) = / / O(y,5) (2 = 8,) S0 = y,1 = S)dyds
O Rn at

+ / D(y,s)f(x—y,0)dy

= /Oe/an)(y’S)(%_Ax>f(X—y,l—s)dyds

+‘/6I/an)(y’s) (—%—Ay)f(x—y,t—S)dde

+/ D(y, s)f(x — y,0)dy
= I.+J.+K.

2Veja o Exercicio [], na sequéncia.

1Veja o Exercicio f, na sequéncia.
3Veja o Exercicio 8, na sequéncia.
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Comecamos cotando a integral I,:
10 (1o + 1D Fee) | [ @9ntyas < ce
0o JRre

Para cotar J, integramos por partes:H

J = /;[(%—Ay>d>(y,s)] F(x =y, —s)dyds

+/ Dy, e)f(x —y,t—e)dy— / D(y,1)f(x—y,0)dy
R7 R
= / Dy, e)f(x—y,t—e)dy—

Rn

pois @ é solucdo da equacdo do calor.
Assim

u,(x, 1) — Au(x,t) = lin(}/ Dy, e)f(x—y,t—e)dy = f(x,1),
€— R”

o que pode ser verificado procedendo de maneira semelhante a da prova do Teorema @H
Finalmente, como

t
u(x,t) = / / O(x — y, t — s)dydt
< 1l o) / / O(x = y.t — s)dsdt
= 1N e o)
quando t — 0%, verificamos que Q satisfaz a condic@o inicial. 0

Exercicio 6 Verifique a mudanga de varidvel realizada na prova do Teorema @, isto é, mostre
que

u(x,t):/t/ Dy, s)f(x —y,t—s)dyds.
0 n

Exercicio 7 Justifique as derivacdes sob sinal de integragdo, utilizadas na prova do Teorema

Exercicio 8 Justifique a mudanga de varidvel que conduziu as expressoes das integrais 1,, J.
e K, na demonstracdo do Teorema

4Veja o Exercicio [, na sequéncia.
5Vejal o Exercicio [1(, na sequéncia.
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Exercicio 9 Verifique a integracdo por partes realizada na estimativa da integral J, na prova
do Teorema 5.5,

Exercicio 10 Mostre que

lirrol/ O(y.e)f(x —y,t —€e)dy = f(x,1).
€= R
Observacao 5.6 Combinando os Teoremas @ e @ chegamos a solucdo do problema

u—Au = f, R"X(0,00)
ux,0) = g, xeR"

cuja solugdo € dada por

u(x,t)z/t/ CI)(x—y,t—s)f(x,t)dyds+/ D(x —y,)g(y)dy
0 n n

desde que f e g satisfacam as hipdteses dos respectivos teoremas. <

5.4 Formula do Valor Médio

Sejam Q C R" um aberto limitado e T > 0. O problema de valor inicial para a equacao do
calor em € ¢ dado por

{ u,—Au=0, Qx(0,T]=:Q; 5.8)

u(x,0) = g(x), x € 09,
em que g € C(0Q2). Chamaremos € de cilindro parabélico. Note que €, inclui a “tampa
superior” do cilindro s6lido, mas ndo inclui a “tampa inferior”.

Denotaremos Q = QX [0,T]e [, = QX [0,T) = Q; \ ;. O conjunto I, € chamado
fronteira parabdlica e tem especial importancia no estudo da equagdo do calor, pois uma
solugdo atinge seu maximo e seu minimo nesse conjunto. Note que I, inclui as laterais do
cilindro sélido e também a “tampa inferior”, mas ndo inclui a “tampa superior”.

figura
Definicao 5.7 Para cada x €R",t > 0 e r > 0 definimos a bola do calor E(x,t,r) por:

2
E(x,t,r)= {(y,s)elR”“ D ly—x| <R(,s,r) e t—;—SSSI}
V4

em que

r2 rZ
B A, - - —X
R(t, s, r) — 21’1(2‘ S) <1n 47[ hl(t S)), se t 47[ < s < [’

0, se s =1.

E facil ver que R(t, s, r) esta bem definido e, com isso, E(x,t,r). Note que (x, t) corresponde
ao centro do topo de E(x,t,r).
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r [ n
X |[t—-—,t| =B —7r| X
4r ] lx 2me

em que B[x, s] denota a bola fechada de centro x e raio s em R".

Exercicio 11 Mostre que

2
E(x,t,r)C B lx,R <t,t — 4r—,r>

e

t—r—zt
47’

Exercicio 12 Mostre que R(s) = R(t, s,r) é uma funcdo concava de s, isto é,
éR(t’ sl’ "') + (1 - é)R(t’ S2, r) S R(t9 (XSl + ﬁsz’ r)’

para() <& < 1.

2
Sugestdo: mostre que R"(s) <0, para todo s € lt - i—, tl.
r

Exercicio 13 Mostre que E(x,t,r) é um conjunto convexo, isto é, se (¥;,5,),(¥,,5,) €
E(x,t,r) entdo (§y, + (1 = &)y,, s + (1 = &)s,) € E(x,1,r) para0 <& < 1.

Exercicio 14 Mostre que E(x,t,r) é o fecho em R" X R do conjunto
n+l . 1
={(y,s)€[R .CI)(x—y,t—s)Z—,s<t,},
rn

em que ® é a solucdo fundamental da equagdo do calor. Em particular, mostre que se
(y, 5) € A, entdo [t — r*l(4x)] < s.

Exercicio 15 Mostre que a funcdo

2 yl®
Y(y,s) := | A
(5 :=71n <4n(—s)> " s

para (y,s) € R" X (—0,0) se anula em dE(0, 0, r).

Exercicio 16 Sejam x € R" et > 0. Mostre que, para cada (x,,t;) € R" x (0,1), existe
r = r(x;,t;) > 0 suficientemente pequeno tal que a reta L que liga (x,,t,) a (x,t) intercepta
E(x,t,r) em um iinico ponto.

Lema 5.8 Seja F : R"XR — R continua e denote E(0,0, r) por E(r) para cadar > 0. Entdo:

2 2
l// F(y, )ﬁdyds_// F(ry,r2s)%dyds.
M Ew E(1) §

Demonstracao: Denotando R(0, s, r) por R(s,r), temos

yI? _ 0 yI?
— F(y, 5)=5dyds = —n F(y, S)—dyds
E(r) -2 JBO.R(s.r)
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Fazendo a substituicio y = rz e s = r>o na segunda integral acima encontramos

2
l// F(y, )%dyds——/ / F(y, l r'dzrido
r W Ew B(0,RG)) (o)
=/ / F(rz,rza)%dzd
-2 J BO.R(.1) o
2 |Z|2
= F(rz,r a)—zdzda,
E(1) o

uma vez que dy = r'dz, ds = r’do e

2
2] < Iyl < R(s,r) _ R0, 1) _ l\/Zn(—rza) <1ni _ ln(—r20)>
r 4

r r r

2n(—o) <ln r2+1In 1 Inrz — ln(—0)>
4
= R(o, 1). O

2
// ﬁd ds = 4.
E0,0,1) 52

Teorema 5.9 Sejam Q C R" um aberto. Suponha que Q. contenha (0,0) e que u € C*'(Q;)
seja uma solugdo da equagdo do calor em Q.. Entdo,

yI?
u(0,0) = u(y, s)—dyds
4" E(0,0,r)

para todo r > 0 tal que E(0,0,r) C Q.

Exercicio 17 Mostre que

Demonstracao: Denotando E(0,0,r) por E(r) e a integral acima por ¢(r), temos, conforme

o Lema
2 2
1// u(y,s)ﬁdyds— // u(ry,r%)%dyds.
4 I ey E(1) §

¢'(r) = // [Vu(ry,r s)-y+2rsury,r s)] —dyds
E(1)

¢(r) =

Portanto,

// Vu(ry,r S) - ry + 2rsu Sry,r s)] —dyd
E(1)

2
= T // Vu(y, s)-y+2suy, s)] %a’yd
r E(r)
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onde usamos novamente o Lema ﬁ na passagem da segunda igualdade para a terceira.
Assim, ¢'(r) = A+ B, em que

1 |y|2
= //E(r) [Vu(y,s) -yl — dyds,

2
y
‘= M// u(y,s)u dyds.
r E(r)

Agora, definindo

2
\P(y,s):zgln< r >+|Z| (3. 5) € R" X (=0, 0)

temos

2 2
Y= l+ﬁ vy =2 y.v\p=%
2s 2s

Mas

u(y-V¥) = Z uy,¥, = (2 usy,.‘P) - Z(usyi)yi‘l’
y =L

i=1 i=1

= div(Pu,y; 0) =¥ ) (u, + (), »,)

i=1

= div(¥u,y: 0) =¥ Y u, — ¥ Y ().,
i=1 i=1

=div(Pu,y; 0) — nPu, — ¥ (Z y,.uyi>
i=1 s

= div(Yu,y; 0) — nYu, — P(y - Vu),,

—P(y-Vu),=-W(»- Vu), + ¥ (y- Vu)

e IyI2
=div(0 ; —=¥(y - Vu)) — E s (y- Vu).
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Portanto,

u(y-V¥) =div(Wu,y; 0) — n%Yu, — ¥Y(y - Vu),

2
= div(Pu,y; 0) — n®Pu, + div(0 ; =¥(y - Vu)) — (2— + l:—|2> (y-Vu
. |yI?
=div (‘I’(usy; —(y- Vu))) —nWYu, — <2— + F) (y-Vu)

B = d1v ‘I‘(u v, —(y- Vu) dyds — Yu dyds
rn+1 jad +1
E(r) E(r)
.V 2
. // v-Vu) 3 // |yl (- V) dyds
rn Er 28 o En 4
= 1 // ‘P(uy;—y-Vu)-vdyds——// Yu dyds
i+l s n+1 s
0E(r) E(r)
n b-Vu |yI?
- n+1 / 2 4 n+1 // (y VL{) dyds
r E(r) § r E(r)

\Y
= - ”1// Yu dyds — "1/ - ”) dyds — A,
it E(r) it E) 2s

onde, v € R" X R € o vetor unitario e normal exterior a d E(r). Na ultima igualdade, usamos
que'¥|;g(, = 0, resultado que decorre do Exercicio .
Concluimos até aqui que

&' (r) = A+B——T// l ”)l dyds (5.9)
_ "1// [‘I‘Au+(y Vu)] dyds,
" Ew 2s

uma vez que € satisfaz a equacgdo do calor. (Veja também o Exercicio @).
Observando que

YAu = Z Pu, | Z(‘I’u )y, = DLW u, = div(¥Vu; 0) = V- Vu
i=1

e que

y (¥ Vu)
V¥ -Vu=—-——-Vu=- ,
“ 2s “ 2s

P'(r) = div(YVu ; 0)dyds
r+1 o)

=— 1// (WVu; 0)-vdyds =0,
" Jaew

temos
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mais uma vez como consequéncia do Exercicio .
Portanto, ¢ € uma fun¢ao constante e, como

|yI? yI?
hm o(r) = hm u(ry,r s) dyds = u(0, 0)—dyds
E1)™ E()

_ // yI? ~
d(r) = u(0,0)— —dyds u(0,0),
E(1)

temos que

conforme o Exercicio , € assim
lyI?
u(0,0) = u(y, s)—dyds.
E(0,0,r) O

Corolario 5.10 Sejam Q € R" aberto e u € C*'(Q;) uma solugcdo da equagdo do calor em

Q, =Qx(0,T]. Entdo,
2
// Py
E(xtr) - S)

para todo r > 0 tal que E(x,t,r) C ; e para todo (x,t) € Q.

u(x,t) =

Exercicio 18 Prove o Coroldrio . (Sugestdo: fixe (x,,t,) € & e use o teorema anterior
para a fungdo v(x,t) = u(x + x,t + t,)).

Exercicio 19 Seja Q c R” X R um aberto contendo (0,0) e u € C*'(Q) uma solucdo da
equacdo do calor em €. Entdo,

y?
M(O, 0) ”(y, )_dyds
E(0,0,r)

para todo r > 0 tal que E(0,0,r) C Q

Exercicio 20 Seja u € C*(Q;)Nn C (Q_T) uma sub-solucdo da equacdo do calor, isto é, tal
que u, — Au < 0 em Q. Mostre que:

_ 2
u(x, t)<—// u(y s) y'
E(x,t;r)

para cada E(x,t;r) C Q.
(Sugestdo: adapte a passagem em (| @ ) na demonstragdo do teorema anterior.)

(@)
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(b) se(xy,t)) € Qp € tal que u(x,,t,) = maxu, entdo u(x,,t) = maxu para todo t € [0, 1,].
Qr Qr

(Sugestdo: mostre que O = min {s € [0,7,] : u(xy,t) =M, t € [s, to]}.)

(¢c) maxu = maxu, em que I = Q — Q.
o T,
Qr T

(d) se Q é conexo e se (xy,t,) € Q é tal que u(x,t,) = maxu, entdo u(x,t) = maxu para
Q, Q,

todo (x,t) € m
5.5 O Principio do Maximo

Nesta secdo apresentaremos a demonstragdo do Principio do Méiximo para a equagdo do
calor, com uma prova independente daquela sugerida no Exercicio 20.

Teorema 5.11 (Forma Fraca do Principio do Maximo)
Sejau € CZ’I(QT) N CO(QT). Se u satisfizer u, — Au < 0, entdo

max ¥ = max u. (5.10)
Qp Ir
Se Q satisfizer u, — Au > 0, entdo
minu = min Lu. (5.11)
QT

Em particular, se u satisfizer u, — Au = 0, entdo

||u||L°°(QT) = ||u||L°°(rT)~
Demonstracao: Claramente temos que

max u < max u.
Iy Qr

Basta, portanto, mostrar queﬁ
max u < maxu.
Qr Iy

Suponhamos inicialmente que u, — Au < 0 em Q.

Dado 0 < € < T, como u é continua em Q,__, ela atinge seu maximo em Q,__.

Seja (x,, 7,) 0 ponto de méximo de u em Q,_.. Como u ¢ derivével nesse conjunto, temos
Du(x,,t,) = 0, em que Du a derivada (total) de u com relacdo as variaveis x e ¢. Além disso,
temos Au(x,,t,) < 0 e, portanto, [u, — Au](x,,?,) > 0, uma contradi¢do. Da mesma forma,
ndo podemos ter (x,, f,) na “tampa superior’.

®Observe que basta mostrar que maxg u < Maxp, u.
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Assim, concluimos que
max u = maxu < maxu.
QT—e Ir. Ir
Como ¢ > 0 ¢ arbitrario, a continuidade de u em Q. garante a conclusio desejada.

Assim, supondo u, — Au < 0, nossa primeira afirmacio esta provada.

Por outro lado, se fosse u, — Au < 0, defina v(x,t) = u(x,t) + e|x|>. Entdo v, = u,e
Av = Au+ 2en, de modo que v, — Av < 0. Aplicando o resultado ja provado para a fungao v,
concluimos que

max v = max v = max u + € max |x|?

Qr Iy T T

e dai concluimos (fazendo € — 0) que

max v < maxu.
Qr Iy

Como temos maxg u < maxg_ v, a primeira afirmagdo esta provada.
As outras afirmacdes sdo imediatas: para (ii), basta considerar v = —u. U

Corolario 5.12 O problema

u—Au = f em Qf,
u = g em I,
com f € C*(Q;) e g € C'I}) possui no mdximo uma solugdo u € C*'(Q;) N C*(Q;).

Demonstracao: Se u, v fossem solugdes do problema dado, entdo w = u — v satisfaria

w,—Aw = 0 em €,
w = 0 em I;.

Da Forma Fraca do Principio do Maximo concluimos que w = 0. U

Exercicio 21 Suponha que u € Cz’l(QT) N CO(QT) seja uma solugdo de

u,—Au = 0 em Qf,
u = 0 em 0Qx][0,T]
u = g em Qx{t=0},

sendo g > 0. Mostre que se g for positiva em algum ponto, entdo € é positiva em todos os
pontos de Q.
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Teorema 5.13 (Principio do Maximo para Q = R") Suponha que u € C*'(R" x (0,T)) N
C%R" x [0, T1) seja solugdo de

u—Au < 0 em R"X(0,7),

u = g em R"x{t=0}
e satisfaca a estimativa

u(x, 1) < Ae™ (x,1) € R" X [0,T], (5.12)
em que A e a sdo constantes positivas.
Entdo
sup u =supg.
R#X[0,T] R

(Naturalmente, esse resultado sé € interessante se g for uma fungao limitada no R".)
Demonstracao: Dividindo o intervalo [0, T'] em subintervalos de comprimento menor do que
1/(4a) e aplicando o argumento sucessivamente a esses subintervalos, podemos assumir que
T < 1/(4a), pois
u(x,t) < sup u(y, kT) < sup u(y, 0),
yER" yeR”

para kT <t < (k+ DT.

Assim, existe € > 0 tal que a < ﬁ (isto é, 4a(T +¢€¢) < 1). Fixadoy € R"e u > 0,
definimos

M P
(T +¢e—1)?
= Ll(x, t)_ﬂq)(l(x_y)’T+€_t)’

v(x,t) = u(x,t)—

emque 0 <t < T e ® ¢asolucido fundamental da equacdo do calor. Entdo v, — Av < 0. (Veja
o Exercicio ).
Vamos mostrar que v(x, ) < Supg. g € entdo fazer y — 0.
Defina o cilindro circular C = B,(y) X (0, T). Pelo Principio do Maximo para dominios
limitados temos
v(y,t) < max.
rT

Na “tampa inferior” temos

v(x,0) < u(x,0) <supg,
Rn

pois ul” > 0.
Na superficie lateral temos |x — y| =pe
v(x,1) < Aed — M MTen) ¢ gpalxl? _ M AT
a (T +e—1)" - (T + e)n2

= AW _ yld(a + y)]"Pel P



120 CAPITULO 5. EQUACAO DO CALOR

em que y > 0 é definido por

Tomando p suficientemente grande, temos que o lado direito tende a menos infinito quando p
tende a infinito. Assim,
v(x,t) <supg.
Rn

Fazendo u — 0, concluimos a prova. O

Exercicio 22 Mostre que a fungdo v(x, t) definida na prova do Teorema 5.13 satisfaz v,—Av <
0.

Exercicio 23 Mostre que existe no mdximo uma solugdo u € C*'(R"x(0, T))NC°(R"x[0, T])
para o problema

u—Au = f em R"x(0,T),
u = g em R"x{t=0},

sendo f € CO(R" % (0,T)) e g € CO(R"), se Q satisfizer a estimativa

lu(x,t) < Ae“'xlz, xeR", 0Lt<T.

5.6 Regularidade

Teorema 5.14 Sejau € C*'(Q;) uma solugdo de u, — Au = 0 em Q. Se Q tiver fronteira de
classe C' entdou € C Q).

Demonstrac¢io: Seja v € C*'(Q,) uma funcio qualquer. Integrando por partes, obtemos

T T T
0 = / (u,—Au)vz/ /(ut—Au)vdxdtz// utvdtdx—/ /Auvdxdt
=T du
= /uudx //uv dxdt — l/ /uAva’xdt—// dS a’tl
=0 90 0\/ 8v
= —/ u(v, — Av) — // U%—u— dsS. dt
oo \ OV 0v

+ / u(x, Tyv(x, T)dx — / u(x, 0)v(x, 0)dx
Q

Q

Fixe y e R"e e > 0. Para v(x,t) = ®(x — y,T + € —t) temos v, + Av = 0 (note o sinal de v,),
de modo que

/ u(x, T)Y®(x — y,e)dx — / u(x,0)d(x —y, T +e)dx =
Q Q
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r 0d(x —y, T —t
:// (cp(x—y,TJre—z)@—u =yT+e )>a’Sxdt.
o Joo ov ov

Fazendo € — 0 verificamos, de maneira andloga a prova do Teorema @, que

/u(x, TI'(x —y,e)dx - u(y,T)
Q

e também
/ u(x,0)d(x —y, T +¢e)dx = / u(x,0)d(x — y, T)dx.
Q

Q

Concluimos que

u(y, T) = u(x,00®(x—y,T)dx

r 0d(x —y, T —t
+// <cp(x—y,T+e—z)@—u x—yTte )>dedt.
0o Joo dv

ov

Como ®(x — y, s) € C*, concluimos dai o afirmado. ]

Observacdo 5.15 Se 0 for de classe C', pode-se mostrar que u é analitica, veja F. John [6].
Por outro lado, mesmo retirando a hipotese de 92 ser de classe C ! ¢ verdade queu € C%,
veja Evans [3]. <

5.7 Meétodos Variacionais

Podemos mostrar a unicidade de solug¢do para problemas do calor utilizando métodos de
“energia”. Consideremos o problema

u = g em 0Qx|[0,T],

u—Au = f em Q,=Qx(0,T],
g em QX {r=0},

em que f e g sdo continuas em seus respectivos dominios.
De fato, se u e v fossem solucao deste problema (ambas em CZ(QT)), definindow =u—v
obtemos que w € solucdo do problema

w,—Aw = 0 em Q,=Qx(0,T],
w = 0 em I;.

Definindo
¢(t)=/w2(x,t)dx, 0<t<T
Q
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e aplicando a Primeira Identidade de Green, obtemos

iq’)(t) = /2w(x,t)wt(x,t)dx=/2w(x,t)Aw(x,t)dx
dt Q Q

= —2/|Vw|2dx+2/ wo¥as
Q oo OV

= —2/|Vw|2dx§0,
Q
pois w = 0 em 0€Q2. Assim,
) <Pp0)=0, 0Lt<T

e, portanto, w = 0.
A unicidade que trataremos a seguir € mais sutil.

Teorema 5.16 Suponhamos que u, v € C*(Q;) sejam solugées do problema

u—Au = 0 em Q. =Qx(0,T],
u = g em 0QXx|[0,T].

Suponha que u(x, T) = v(x,T) para todo x € €, entdo
u=v em Q.
Demonstracao: Defina, como antes, w =u—ve

o) = / w(x,dx, 0<t<T.
Q

Obtemos entido (como antes)
P = —2/ |IVw|*dx = —2/Vw~dex. (5.13)
Q Q
Uma nova derivagdo produz
@"'(1) = —4/ Vw - Vw,dx
Q
e, aplicando a Primeira Identidade de Green,

¢>”(t)=4/Aww,dx+/ w,a—wds=4/Aww,dx,
Q oo OV Q

pois, para x fixo, temos w = u—v = g — g = 0 em dQ X [0, 1] e, portanto w, = 0 em 0Q2.
Como w, = Aw, temos que

P'(H)=4 / (Aw)’dx. (5.14)
Q
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Por outro lado, como w = 0 em 0Q2, temos

12 12
/lelzdx = —/wAwdx < </ wzdx> </(Aw)2dx> .
Q Q Q Q

Combinando esta desigualdade com () e (), obtemos

2
@O = 4< / |vM|2dx>
Q

< < / wzdx> <4 / (Aw)zdx>
Q Q
= ¢M)d" (),
mostrando que
") = (p'(1)*, VO<i<T. (5.15)

Se tivermos ¢(t) = 0 para todo 0 <t < T, chegamos ao nosso resultado. Caso contrério,
existe um intervalo [¢,¢,] C [0,T] tal que

PN >0 Vielnt,) e ¢@,)=0.

(Note que o fato de ¢(¥) se anular no ponto final de algum intervalo € consequéncia da hipotese
u(x, T)=uv(x,T).)
Defina a funcao

f@)=ng@), telt,1,).
Entdo
@' (1) " Op) —[9' O _ ¢"(1) [’
" — — _ >0
(1) A [(1)]? @)  [pM]* ~

de acordo com (). Isso mostra que f € convexa no intervalo (¢,,7,). Assim,se 0 <& <1,
temos, para qualquer ¢ tal que 1, <t <t,,

f'®=

9

fA =61 +&) <A =) +1f(@).

Como ¢(t) > 0 para todo ¢ € [?,,1,), temos qb((l -t + rft) > (. Portanto,

0<g((l-On+&) < (1-&ng(t,) + &)
= Ingp(t)" +In p(r)°
= In[(t,) D p(r)].

Tomando a exponencial, concluimos que

0<¢((1 =80 +&) <) ).
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Fazendo t — t,, obtemos
0 < @((1 =&, + &) < P21,
Como ¢(t,) = 0, concluimos que
P((1 =&, +&1,) =0,

o que contradiz a hipdtese ¢(r) > 0. Portanto temos ¢(¢) = 0 e obtemos o resultado. [

5.8 Exercicios

1. Seja u solugdo do problema de Cauchy homogéneo para a equagdo do calor com dado
inicial continuo u,.

(a) Prove que se u,, tiver suporte compacto entao,

lim u(x,t) = 0,

=00

uniformemente em R”".

b) Prove que se u, for uma funcao limitada em R" entdo existe uma constante C, que
q 0 ¢ q
depende apenas de u, e de n, tal que

|Vu(x,1)| < E, paratodo (x,t) € R" X (0, o).
t

Solugdo: (a) Como u, tem suporte compacto (e, portanto, € limitada), a solucdo do
problema de Cauchy é dada por

u(x, 1) = / D(x — y, Duy(y)dy.
Rn

Tome R > 0 suficientemente grande de modo que B(0) contenha o suporte de u,. Entdo

1
lu(x,1)| < / D(x — y, t)uo(y)dy‘ < / e~ |y ()| dy.
R~» B

w0 (470"

Mas
2
e XTITED < Vx,y e R", t >0,

de modo que
1

C
D < —— dy < ——.
|u(x, 1) ani) /B R(O)Iuo(y)l VS G

Dai decorre o resultado.



5.8. EXERCICIOS 125
(b) O fato de u ser limitada garante que
u(x,t) = /n DO(x =y, Huy(y)dy.
Dai decorre que

V. u(x,t) = /de)(x—y,t)uo(y)dy
Rn

_ L hslranX =Y

dy,
rn (4mt)n? 2t 5 o)y

. — 1 —lx=yP40 25—y
pois (Dx,.(X— y,1)= el x=y 2w,

Portanto,

V ulx.t) < lx—ylPran X — V1 d
|V au(x, 1) < (4 t)”/z/ oy |u0(y)| y

M /e—lx yPran 1X = Y1 | dy
@r™ [, 2t

M _ / / e—’2’<4’>id5dr
(471'1)" B,(0)

/ (na(n)r" He™" /(4’)2"dr

IA

Fazendo r = |x — y|,

|V u(x, 1)

IA

(4 t)n/Z

Fazendo a mudanca da varidvel £ = -~ (que implica r*/(4t) = &% e r" = 2"t"?) temos

24/t
2\/;d§ = dr, de modo que

2Mnar(n)2”'1t("'l)/2 o,
|V u(x, )] < Ene ¢ déE
(4rtyn'2 0
2"AM na(n) 1

(47[)n/2 \/- = \/—

A

emque A = [* gre € de.

2. Seja ©Q uma fun¢do suave e limitada em R" X [0, T7], satisfazendo u, — Au < 0 em
R" x (0, T).

Para cada t € [0, T'], defina

M(t) :=sup {u(x,t) : x e R"}.



126

CAPITULO 5. EQUACAO DO CALOR

Mostre que
M(t) < M(0) paratodot € [0, T].

L2
Sugestdo: Considere a funcdo ¢(x,t) = (a — 1), que é solugdo da equacdo do
calor em R" X [0, @) para qualquer a > 0. Considere a sequéncia de funcoes

v.(x, 1) = u(x,1t) — ep(x,1)

e aplique o principio do mdximo em dominios limitados €, com a« > T para mostrar
que v (x,t) < M(0) (uniformemente em t).



Capitulo 6

Equacao da Onda

Neste capitulo estudaremos a equacdo da onda
u,—Au=0
e a equacao da onda ndo homogénea,

u,—Au=f,

ambas sujeitas a condi¢des iniciais e de fronteira apropriadas. Elas serdo estudadas no aberto
U c R" parat > 0. E usual representar o operador u,, — Au por [J. Assim, a equagdo da onda

algumas vezes € escrita como
Uu = 0.
6.1 Interpretacao Fisica

Escrever

6.2 Método da Reflexao

Ja vimos que, no caso unidimensional, o problema

0 em R X (0,00),
g em R X {t=0},
h em R X {t=0}

——
&= =
I
<
&
!
T

possui solucdo tnica

X+t

u(x, 1) = % [g(x +1) + g(x — )] + % / h(y)dy

para g e h dados, expressdo conhecida como formula de d’Alembert.

127

6.1)

(6.2)
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Verifica-se facilmente que se g € C*(R) e h € C'(R), entio a igualdade () define uma
fungio u € C* ([R{ X [0, oo)) que satisfaz a equagao da onda no caso unidimensional e satisfaz
as condigdes iniciais e de fronteira dadas, isto €,

Iim u(x,t) = g(x e lim  w(x,t) = h(x
(,1)=(x0,0) ( ) g( O) (.0)=(%0,0) t( ) ( 0)

para todo ponto x, € R.
Utilizaremos a férmula de d’Alembert para resolver o problema

u,—u, = 0 em R, X (0, 00),

u = g em R, X {r=0},

u, = h em R,_X{t=0}, 6.3)
u = 0 em {x=0}X(0,c0),

em que R, = (0, o), g € h sdo funcdes dadas satisfazendo g(0) = h(0) = 0.
Figura

Transformaremos o problema (@) no problema () ao definirmos uma extensao impar
das funcdes envolvidas; definimos:

a(x,t) = —u(—x,t), x<0, a(x,t)=u(x,1), x>0,

gx)=—g(-x), x<0, gx)=gkx), x>0

h(x) = —h(=x), x<0, h(x)=h(x), x>O0.

Com essa transformacao, o problema (@) escreve-se como

)

i,—u, = em R X (0, ),
i g em R X {r=0},
i, = h em Rx {t =0}

e sua solugdo € dada por

A(x, 1) = % [E(x+1) + §x — D] + % / h(y)dy.

x—t
Escrevendo essa solucdo para x > 0, obtemos

X+t
%[g(x+t)+g(x—t)]+%/ h(y)dy, sex>1t>0,
u(x,t) = : | T (6.4)
—[g<x+r)—g(t—x)]+—/ hOo)dy, se0<x <1,
2 2 —x+t

No caso i = 0, podemos entender essa solu¢do como indicando que o deslocamento inicial
g divide-se em duas partes, um movendo para a direita com velocidade igual a 1 e outro para a
esquerda, com a mesma velocidade. O tultimo reflete-se no ponto x = 0, onde a corda vibrante
¢ mantida fixa.
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6.3 Meédias Esféricas

Suponhamos que u € C" (IR" X [0, oo)) seja uma solugdo do problema

u g em R"x{tr=0}, (6.5)
u, = h em R"Xx{r=0},

{u,,—Au = 0 em R"X(0,00),

em que m > 2.

Definicao 6.1 Seja x € R". Para r,t > 0, definimos

(i)
U r) = —— / u(y, DA S();
na(m)r=! Jop
(i)
Glxir) = ——— / cASO);
na(m)r'=' Jop
(iii)
Hxr = —— / (A S ().
na(m)r'=! Jop (v

Exercicio 24 Encontre a expressdo para as solucoes radiais de Au = 0.

Lema 6.2 (Euler-Poisson-Darboux) Para x € R" fixo e u solucdo de (), temos que
U € C"([0, 0) X [0, 00)) satisfaz

U,-U,-=U = 0 em R, X(0,c0),

U = G em R, x{t=0}, (6.6)
U, = H em R, x{t=0},

Demonstracao: Note que, como u satisfaz (), tomando as médias esféricas verificamos que
U satisfaz as expressoes da posicao inicial e da velocidade inicial.

Fazendo a mudanga de variavel y = x 4+ rz na expressdo que define U, encontramos (como
antes, veja o Teorema@.4) dy = r"'dze

Ux;r,t) = %r"‘l / u(x +rz,t)dS(z).
na(n)r'- 9B,(0)
Portanto,
1

U.(x;r,t) = Vu(x +rz,t)-zdS(z)

na(n) 9B,(0)
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e, como z = (y — x)/r € o vetor normal unitério exterior de B,(x), voltando para a variavel y
temos

_ 1
na(n)r'-!

S / Au(y,z)dy=5< I / Au(y,t)dy), 6.7)
na(mr=! Jp n\amrt fp

de acordo com o Teorema da Divergéncia.
Em particular, para cada ¢t > 0 fixo, vemos que, fazendo r — 0, temos

U,.(x;r,1) / Vu(y) - vdS(y)
0B, (x)

lin& U, (x;r,1)=0.
Derivando (E?l), obtemos

—(n—-1 d
v, = 2D [ nunay+ —L 2 / / Au(y, 1)d S(ds
B.(x) I’l(X( 0 0B(x)

na(n)r" n)rn-1 dr

- (Ao / Au(y,t)dy+;l/ Au(y. 1) dS()
n a(mr" Jg na(m)r'=' Jap (v

Dai decorre que@

lim U, (x; r,1) = LA (6.8)
r— n

e também que U € C", se u € C". (Note que estamos aplicando o teorema da média para
integrais a funcao Au(x,t).)
Como u,, = Au, decorre de (6.7) que

. 1 1 r
U, = u,(y,t)dy = —— / / u,(y,)dS(y)ds.
na(n) B,(x) na(n) Jo 0B, (x)
Assim,
d , . 1
— ("0, = u,(y,)dS(y),
dr na(n) J, B,(x)
e, portanto,
d n—1 n—1 1 n—1
—(" ) =r —_— u,(y,)dS(y) | =r""U,,
dr na(n)r=1 J, B,x)
de onde decorre que U satisfaz a equagdo diferencial dada. 0

Observaciio 6.3 Note que o termo U,, + LU, é a expressao do Laplaciano em coordenadas
polares. <

Exercicio 25 Mostre a igualdade (@). Justifique também que U € C", se u € C". (Para
isso, obtenha as expressoes de U, etc.)

"Veja o Exercicio @
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6.4 Dois Casos Paradigmaticos

A solucdo do problema (@) depende da dimensdo do espaco ambiente. Sendo mais
especifico, a solugdo é obtida por métodos distintos se, no espaco R", tivermos n > 1 impar
ou par.

Comecaremos considerando » > 1 impar em sua versdo mais simples: n = 3.

6.4.1 A formula de Kirchhoff

Consideremos o caso n = 3 e suponhamos que u € CZ([R3 X [0, oo)) seja uma solugdo de
(). Utilizaremos as defini¢des anteriores para U, G, H.
Vamos fazer a mudanca de variavel

U=rU,
quenosda U, =rU,, U, =U +rU,eU,, =2U, +rU,,.
Definindo
G(x;r) = rG(x;r) e H=rH, (6.9)
afirmamos que U satisfaz
U,-U0, = 0 em R, X(0,0),
U = G em R, x{t=0},
U, = H em R, X {t=0}, (6.10)
U = 0 em {r=0}x(0,).
De fato, temos
U,=rU,=r[U,+@QNU]=rU,+2U,=U,,.
Assim, no caso n = 3, o resultado decorre imediatamente de (@).H
De acordo com (@), a solucgdo de () ¢ dada, para0 <r <t, por
1+r
U(x;r,t) = % G(r+1) -Gt —r)] + %/ H(y)dy.
1—r
Como, pela Definicdo p.1| e pelo teorema da média para integrais temos
u(x,t) = lin& U(x,t;r),
concluimos que
u(x,t) = lim UG
r—0* r
. [Gr+-Ga-r) 1 [ -
= 1 — H(y)d
lim > +5 - (»dy
= G'+ H@=G(x;t)+ H(x; 1), (6.11)

20bserve que a mudanca de varidvel U = rU ndo conduz i equacio do calor unidimensional no caso de n = 2.
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pois, chamando y, =r+tey, =t—r,y, — y, = 2rer — 0" implica y,, y, — t; o valor da
segunda integral decorre da aplicacao do teorema da média para integrais.

Como G(x;r) = rG(x,r) e H(x;r) = rH(x;r), temos que G(x;1) = tG(x;t) e H(x;t) =
tH(x;t). Substituindo essas expressoes em (), encontramos

0 1 t
==\t das + h(y)dS(y).
u(x, 1) at( 3inr /0 Bt(x)g(y) (y)> 3inr /a b (»dS(y)

Masﬁ

1
— g»dS(y) = — / g(x +12)d S(z),
4rt* Jop ) 47 /o, 0)

de modo que

0 1
E <m /()B,(x) g(y)dS(y))

<i / Vg(x+1tz)- zdS(z)>
47 Jo,0)

1 y—X
= Ve(n)2—2dS®).
el A g(y) . ()
Assim
u(x, 1) = L/ MdSG) ) +1 L/ V()X —2ds(y)
t
LIS h(y)d S
el (»NdS(y)
1
= — [th(y)+g(y)+ Vg(y) - (y —x)1dS(y), (6.12)
47[t 0B,(X)

expressao que € conhecida como férmula de Kirchhoff para a solucdo do problema () no
caso tridimensional.

6.4.2 O Método da Descida

Agora consideramos o caso n = 2. Naio existe qualquer mudanca de varidvel como a
empregada no caso n = 3 que seja capaz de transformar a equacdo de Euler-Poisson-Darboux
(6.2) em um problema unidimensional.

O que faremos é considerar o R* como o subespaco de pontos (x,,x,,0) do espaco
tridimensional. Obteremos a solugio em R* e entdio anularemos a terceira coordenada espacial
do ponto (x;, x,, x3). Esse € o método da descida.

Assim, definimos

i(xy, x5, X5, 1) = u(x;, x5, 1).

3Veja a demonstracio do Lema .



6.4. DOIS CASOS PARADIGMATICOS 133

Escrevendo o problema () em termos de iz, encontramos

i,—Ai = 0 em R’x(0,c0),

i = g em R>x{t=0)}, (6.13)
i, = h em R*x{r=0},
em que
(X1, X, Xx3) = g(x1, X)) e h(xy, Xy, x3) = h(x;, X,),
poisu, , =0.

Com a notacdo

x =(x;,x,) € R? e X = (x),x,,0) € R’

a solucdo do problema () ¢ dada, de acordo com (), por

u(x,t) = a(x,t1)
= 9 (L 2 (0. 1 o
= = <t s /a Bt(x)g(y)dS(y)>+t gy aBr(y)h(y)dS(y) (6.14)

em que B,(x) denota a bola no R* com centro e raio t > 0 e d.S a medida de superficie de
0B,(x). Parametrizamos a esfera (y, — x1)2 +(y, — x2)2 +(y; — 0)*> = t* ao parametrizar seus
hemisférios norte e sul como gréafico de fun¢do, o dominio dessa parametrizagdo coincidindo
com a bola B,(x) C R%. Assim, para cada uma dessas parametrizagdes temos

] N2 [y \2
dSG) =11+ <ﬁ> + <ﬁ> dy.
oy, 0y,

9y; _ Yi— X
9y, \/tz_(yl —x1)? = (3, — x,)?

Como

vemos que

Ve () () ’ f
l+({—) +|=—=) = = :
0y, 0 V= —x)* = —x)* = |x—yP

Para derivarmos a primeira integral, fazemos a mudanga de varidvel y = x + tz (isto &,
Y, = X, +12,, ¥, = X, + t2,, temos dy = t*dz (pois dy = dy,dy, = (tdz,)(tdz,) = *dz)
e \/ P2—|x—-y* = t\/ 1 — |z|?, e obtemos (o fator 2 multiplicando cada integral surge ao
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parametrizar os hemisférios norte e sul da esfera)

u(x,t) =

9 22— 1
ot Axt?
_ 9 L
B,(0)

ot
_ ( g(x+1z2)

1—1z|?

g(x + tz)

1—|z[?

27 B,(0)

L
2rt

1 _tgdy

2\ 72

l
ﬂ-t B(x)

+

gydy

B(x)1/ |x_ |2) ( 47ft

) (5,

1 h(y)

B,(x) \/1? — |x — y|2)
B(x) V12— |x — |2 B,(0)

1“h(y)

m)

h(y)dy
B,(x) \/ t2 - |x - y|2

> ( 1’ h(y) >
271 g /12 = |x — y|?
Vg(x+1z)- Zdz)

1-— |z|2

1 tVg(y)- (y—x)dy

_ [ L /
2\ zt? B.(x)

2h(y) + tg(y) + V8 - (y x)dy)

Ve —Ix—yP?

expressao conhecida como férmula de Poisson para a solucao do problema () nocason = 2.

Observacao 6.4 As solu¢des do problema () para dimensdes maiores que 3 segue 0s
métodos aqui apresentados. Veja Evans [3] para detalhes. <

6.5 O Problema Nao Homogéneo

Agora vamos abordar o problema nio homogéneo

u,—Au =
u =
u, =

g em R" x (0, 00),
0 em R"x {t=0},
0 em R" x {r =0},

(6.15)

Nosso tratamento deste problema utilizara o Principio de Duhamel, ja utilizado na solucao
do problema nao homogéneo da onda. Assim, definimos u = u(x,t;s) como a solucdo da

familia de problemas no parametro s:

u,(x,t;8) —
u(x,t,s)
u,(x,1;s)

Au(x,t;s)

0 em R" X (s, 00),
0 em R" X {t =0},
= f(x,t;5) em R" X {r=s}.

(6.16)
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Definindo .
u(x,t) = / u(x,t;8)ds, xeR", t>0, (6.17)
0
o Principio de Duhamel garante que essa € a solugdo de ().

Teorema 6.5 Suponhamos que n > 2. Seja f: R" X [0,00) — R suficientemente regular.H
Entdo u(x,t) dado por () satisfaz:

(i) u € C*(R" X [0, 0));
(ii) u, — Au= f emR" X (0, 0),

(iii)  lim 0 ux,t)=0 e lim )u,(x, 1) =0 paratodo x, € R".

()= (xp, (x,1)—=(x,0

Demonstracao: Nao provaremos (i) — veja Evans [3].
Decorre da regra de Leibiniz que

t t
u,(x,t) = u(x,t; t)+/ u,(x,t;s)ds =/ u,(x,t;s)ds.
0 0
Assim . )
u,(x,1) =u,(x,t;t) +/ u,(x,t;8)ds = f(x,1) +/ u,(x,t;s)ds.
0 0
Uma vez que
t
Au(x,t) = / Au(x,t;s)ds,
0

vemos que

u, —Au= f(x,1)+ /t[un(x, t;8) — Au(x,t;8)|ds = f(x,¢t).
0

As afirmacOes em (iii) decorrem imediatamente das expressoes de u e u,. UJ

6.6 Meétodos de Energia

Teorema 6.6 (Unicidade para a equacao da onda)
Seja U C R" um conjunto aberto e limitado, com oU suave. Entdo o problema

u,—Au = f, em Up,
u = g, em I} (6.18)
u, = h, em UXt=0

. L. ~ 27
possui no mdximo uma solugdo u € C<(Uy).

A regularidade de f depende da dimensdo n. Veja Evans [3].
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Demonstraciio: Suponhamos que u,v € C*(U;) sejam solugdes do problema. Considere
w = u — v, que € solugdo do problema

w,—Aw = 0, em U,
w = 0, em I}
w, = 0, em U X {r=0}.
Defina entdo a “energia”
e(t):%/(wtz(x,t)+|Vw(x,t)|2) dx.
Q

Derivando, obtemos
e'r) = / (w,w, + Vw - Vw,) dx
Q

= / w,(w, — Aw)dx =0,
Q

/ w,d—w =0,
ou dv

uma vez que w = 0 em oU X [0, T] e, portanto, w, = 0 em oU X [0, T1].
Assim, temos que e(?) € constante, ou seja, e(f) = e(0) = 0. Isso implica que w, = 0 e
Vw = 0. Concluimos que w € constante e s6 podemos ter w = 0, pois w = 0 em I7. 0

pois

Agora passemos a examinar o dominio de dependéncia das solu¢des da equacao da onda
em todo o R”. Assim, suponhamos que u € C? seja solucio de

u,—Au=0 em R" X (0,c0).
Fixe x, € R" e 1, > 0 e considere o cone

e também a bola B, _,(x).
Figura

Teorema 6.7 Seu=u,=0em B, _(x,), entdiou=0emC, , .

Demonstracao: Considere

e(t) = / (u;(x, 1) + |Vu(x,0)|*) dx, 0<t<1,,
Byy_i(x0)

D= =

/ " / (12Cx, ) + [Vu(x, $)|?) dS()ds
0 9B, (x,)
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Entao temos

e'(t) = — / (u,2+|Vu|2)dS(x)+%/ (uu, + Vu - Vu,) dx
9By, (xp)

By (xo)

D= N =

/ (4] + | Vul®) dS(x) + / w,(w, — Aw)dx
aBtoft(XO)

Btoft(x())
d
+ / u, Z2dS(x)
0Bt0—t(x0) dv

du 1 2 1 2
- LI S )dS(x)
/aBtO_t(x0)< av 2" T2

Mas, de acordo com a desigualdade de Cauchy—SchwarzE

1,

" = |uz(Vu . v)| < lu|Vul < Eut + %|Vu|2.

ut
dv

Assim, concluimos que
e'(t) <0.

Em particular, e(f) < e(0) = 0 para todo 0 < ¢ < 1,. Portanto, u, = 0 e Vu = 0. Assimu é
constante no cone C, , . Como u =0 em B, _(x,), temosu =0emC, , . [

6.7 Exercicios

1. Deduza, do Principio de Duhamel, as férmulas

1 t X+s
u(x9t)=§/ / f(y,t—S)dde
0 xX—s

1 SO t—1y=x] ,

u(x, 1) =
4r B(x.,t) ly — x|

para as solugdes do problema de Cauchy para a equacdo da onda ndo homogénea com
dados iniciais nulos em R e R?, respectivamente.

2. Seja u(x, t) a solucdo do problema de Cauchy para a equagio da onda em R® com dados
iniciais suaves € com suportes compactos. Mostre que existe uma constante C tal que

lu(x, t)| S%, VxeR*e t>0.

Veja a demonstragdo do Teorema .



138 CAPITULO 6. EQUACAO DA ONDA

3. Sejau € Cz(lR x [0, oo)) a solu¢do do problema de Cauchy para a equacdo da onda
unidimensional com posi¢do inicial u(x,0) = 0 e u,(x,0) = A(x),em que h € C R) ¢
uma fun¢do que se anula somente em a, com —1 < a < 1.

(i) Mostre que u ndo possui pontos criticos em R X (0, o0);

(ii) mostre que o maximo de u no tridngulo caracteristico
T={ulx,1) :t-1<x<1-t, 0<t<1}

é¢ um dos valores

1 / hds: L / “ndx; / h(xdx
2 -1 ’ 2 -1 ’ 2 a .

Solugdo: Sabemos que

u(x,t) = %/XH h(s)ds.

—t
(a) Suponha que (x,, f,) com #, > 0 seja um ponto critico de u. Entdo,

2 =

0

u,(xy, 1) =

h(xy + 1)) — h(x, — ;)

2
Concluimos que A(x, + t;) = h(x, —t,) = 0 e, como a ¢ a Unica raiz de h devemos ter
Xy +1t, =0=x,—1, ouseja, t, = 0 0 que € uma contradi¢do. Portanto, u ndo possui
pontos criticos em (—oo0, 00) X (0, 00).

=0.

u (xg,ty) =

(b) Do item anterior segue que o miximo de u em € € assumido na fronteira d€2,
constituida de trés retas:

L:@-10n 0<t<lI
L:(-tn 0<t<I
T, : (x,0) 0<x<LI.

Uma vez que sobre I} temos Zu(t — 1,1) = 43 /fi'l h(s)ds = h(2t — 1), segue que o
Unico ponto criticos de u sobre I} ocorre se 2t —1 = a, ou seja, se t = “—erl Nesse caso, 0

valor de u sera u(%l, % = % f_al h(s)ds. Assim, 0 maximo da fung¢do u restrita I} sera

o maior entre os valores 1 [ h(s)ds, u(—=1,0) =0 e u(0,1) = } f_ll h(s)ds.
Analogamente, o unico ponto critico de u sobre I, ocorre se 1 — 2t = a e o valor de
u nesse ponto é u(14e, 1-¢) =1 /al h(s)dsh. Portanto, o méximo da fungdo u restrita I,
serd o maior entre os valores 1 fal h(s)ds,u(1,0) =0eu(0,1) = %f_ll h(s)ds.

Por ultimo, como u = 0 sobre I, segue que o valor maximo u em Q € um dos valores
L[ h(xydx, L [@ h(x)dx, L [T h(x)dx e 0.
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4. Sejau € C*R x [0, 0)) solucdo do problema de Cauchy para a equagdo da onda
unidimensional u,, = u,, com u(x,0) = g(x) e u,(x,0) = h(x). Suponha que f e g
tenham suportes compactos. Defina as energias cinética e potencial por

K(t) = % / ) ur(x,t)dx e P(t) = % / ) u(x,t)dx,

[ee] (o]
respectivamente.
(a) Mostre que a energia total E(¢) = K() + P(t) ¢ uma funcao constante;

(b) Mostre que K(t) = P(t) para todo ¢ suficientemente grande.

5. (Falta a velocidade inicial! u(x,0) = ? e u,(x,0) = u'(x,0) = ?.) Utiliza o método da
energia para mostrar a unicidade de solucdes suaves do problema

u,—h(t)Au = f(x,t), em (x,7) € U,
u(x,t) = g/x,71) em I,
u,(x,1) = g(x,1), em UX{t=0}

sendo g,, g, uma func¢des suaves em seus dominios e 4 uma fungdo diferenciavel em U
tal que, paratodot € [0,T], h(t) > k > 0e |h' (1) < M.

Solugdo: Se u, v forem solugdes do problema, entdo w = u — v satisfaz a equagao dada
comf=0,g=0e0=w=uw,emI;. Seja

E(t)=%/ [w} + h()|Vw|?] dx.
Q

Entao

h(t
( )|Vw|2dx.

E’(t)=/(w,w,,+h(t)th-dex)+/
Q Q

Aplicando a identidade de Green,

E’(t):/w,w,,dx+h(t) l/ w,a—wdS—/w,Awl +/w|w|2.
Q ou OV Q o 2

Como w, = 0 em dU, temos

E'(:):/w,(w,,—h(z)Aw)dx+/h,(’)wwﬁ
Q Q 2
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Como w,, — h(t)Aw = 0, concluimos que

E'() = ”'2(’)/|w|2
U

o 2
< ‘ > /UIVLvl
_ POl (h@®) 5
0 ( 2 /Q'W'>
_ Pl |1 2 NP | 2
= o l /(w, + h(t)|Vw|*)dx 2/thdxl
_ Ih’(t)l Ih(t)l/| dx
- h(t) 2h(1) Wi
|A'(1)]
< 7o E()
< ME@).

k
Integrando essa desiugaldade obtemos, para0 < s < ¢
E(1) < E(s)eM ™

e, como E(0) =0, vem E(t) < 0.

Isso implica que w, = 0 e Vw = 0. Concluimos que w € constante € s6 podemos ter
w =0, poisw=0emI;.
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