
Caṕıtulo 1

Estruturas

Este caṕıtulo fornecerá as definições de espaços métricos e normados. Tais estruturas, que funda-
mentam o estudo da Análise Funcional, não serão o objeto principal de nosso estudo. As definições
apresentadas serão aquelas que serão utilizadas no decorrer deste livro. Alguns conceitos não de-
finidos poderão aparecer nos exerćıcios. Dando um exemplo: o conceito de conjunto conexo não
está definido no texto, mas aparece em exerćıcios.

Como resultado fundamental deste caṕıtulo ressaltamos a idéia de completamento de um espaço
métrico. Construiremos a teoria de integração a partir deste resultado .

1.1 Espaços Métricos

Definição 1.1.1 Métrica
Um espaço métrico é um par (X, d) onde X é um conjunto e d é uma métrica, isto é, d : X×X → IR
satisfaz às seguintes propriedades:

(i) d(x, y) ≥ 0 e d(x, y) = 0⇔ x = y.

(ii) d(x, y) = d(y, x).

(iii) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Muitas vezes cometemos um abuso de linguagem e chamamos X de espaço métrico, ficando suben-
tendida a métrica d nele definida. Se A ⊂ X, podemos considerar A um espaço métrico, com a
métrica de X; quando isto ocorre, dizemos que A está munido da métrica induzida pela métrica de
X.

Notamos também que se (X, dX) e (Y, dY ) forem espaços métricos, então

X × Y := {{x, y};x ∈ X, y ∈ Y }

torna-se um espaço métrico se definirmos

d({x1, y1}, {x2, y2}) := dX(x1, x2) + dY (y1, y2).

Outras métricas também são usuais no espaço X × Y (veja exerćıcio 4).
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Definição 1.1.2 Distância entre dois conjuntos
Seja (X, d) um espaço métrico. Dados dois subconjuntos quaisquer A1, A2, definimos a distância
entre A1 e A2 por

dist(A1, A2) := inf{d(x, y);x ∈ A1 , y ∈ A2},
com a convenção dist(A1, ∅) =∞ se A2 = ∅. Em particular, se x ∈ X, definimos

dist(x,A) := dist({x}, A), onde A ⊂ X.

Definimos também a vizinhança de raio r > 0 do subconjunto A ⊂ X por

Br(A) := {x ∈ X; dist(x,A) < r};

Br(x) := Br({x}) chama-se bola aberta de centro x e raio r > 0. O diametro do subconjunto A é
definido por

diam(A) := sup{d(x, y);x, y ∈ A}.
A é limitado quando diam(A) <∞.

Definição 1.1.3 Topologia de Espaços Métricos
Seja (X, d) um espaço métrico. Dado A ⊂ X, definimos o interior de A por

int(A) := {x ∈ X; ∃ ε > 0 : Bε(x) ⊂ A}

e o fecho de A por
A := {x ∈ X;Bε(x) ∩ A 6= ∅ ∀ε > 0}.

Um conjunto A ⊂ X é aberto se int(A) = A. Um conjunto A é fechado se A = A. A fronteira do
conjunto A é definida por

∂A := A \ int(A).

Um subconjunto A ⊂ X é denso em X caso A = X. O espaço métrico X chama-se separável se
possuir um subconjunto enumerável denso. Um subconjunto A ⊂ X é separável se o espaço métrico
(A, d) for separável (métrica induzida).

É posśıvel generalizar as noções acima e definir um espaço topológico, do qual um espaço métrico
é um caso particular. Tais estruturas, bastante gerais, não serão objeto de nosso estudo.

Lema 1.1.4 Seja X um espaço métrico separável. Então todo subconjunto de X é separável.

Demonstração:
Suponhamos que A ⊂ X não seja vazio e que {xk; k ∈ IN} seja denso em X. Escolha akj ∈ A tal
que

d(xk, akj) ≤ dist(xk, A) +
1

j
.

Dados a ∈ A e ε > 0, existe xkε tal que d(a, xkε) ≤ ε/3. Então, para j suficientemente grande, vale:

d(a, akεj) ≤ d(a, xkε) + d(xkε , akεj)

≤ 2d(xkε , akεj) +
1

j
≤ ε,

mostrando que {akj; k, j ∈ IN} é denso em A.
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Definição 1.1.5 Espaços Métricos Completos
Uma sequência de pontos (xn) num espaço métrico X é uma sequência de Cauchy caso d(xi, xj)→ 0
quando i, j →∞. Dizemos que x é o limite de (xk), denotado

lim
k→∞

xk = x,

caso d(xk, x) → 0 quando k → ∞ (observe que o limite, quando existir, é único). Um espaço
métrico (X, d) é completo se toda sequência de Cauchy em X tiver um limite x ∈ X. Um ponto de
acumulação de uma sequência (xk) é um ponto que é o limite de uma subsequência (xki) (isto é,
ki →∞ quando i→∞).

Definição 1.1.6 Funções Cont́ınuas
Sejam X, Y espaços métricos e f : X → Y uma função. Dizemos que f é limitada se f(X) for
um conjunto limitado.
Dizemos que f é cont́ınua no ponto x ∈ X se

lim
j→∞

dX(x, xj) = 0⇒ lim
j→∞

dY (f(x), f(xj)) = 0,

onde dX e dY são as métricas em X e Y , respectivamente. Dizemos que f é cont́ınua, se ela for
cont́ınua em todos os pontos de X.

Dizemos que f : X → Y é Lipschitz-cont́ınua se existir C > 0 tal que

dY (f(x), f(y)) ≤ C dX(x, y).

Definição 1.1.7 Completamento
Seja (X, d) um espaço métrico. Definimos o completamento de X como um par (X̃, φ) consistindo
de um espaço métrico completo (X̃, d̃) e uma aplicação

φ : X → X̃,

tal que φ(X) seja denso em X̃, φ seja injetiva e preserve distâncias, isto é,

d̃(φ(x), φ(y)) = d(x, y) ∀x, y ∈ X

Teorema 1.1.8 Todo espaço métrico (X, d) possui um completamento.

Heuristicamente, nada é mais natural do que pensar que o completamento de X será o próprio
espaço X unido ao conjunto dos pontos limites das sequências de Cauchy. O problema é que estes
pontos limites ainda não estão definidos! Para defińı-los, temos que considerar uma sequência
de Cauchy como algo intrinsicamente ligado ao “ponto”para o qual ela vai convergir. Mas isto
coloca um outro problema, de fácil resolução: podemos ter duas sequências convergindo para o
mesmo “ponto”!; igualamos estas sequências ao definirmos uma relação de equivalência: duas
sequências pertencem a uma mesma classe se seus elementos se aproximam arbitrariamente - isto
é, se convergem para o mesmo “ponto”. Tal procedimento permite pensar em cada “ponto”como
uma sequência de Cauchy, e vice-versa. É o que faremos na demonstração seguinte.
Demonstração:
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Defina
X∗ := {ξ = (xj); (xj) é uma sequência de Cauchy em X}.

No conjunto X∗ definimos a seguinte relação de equivalência:

(xj) ∼ (yj)⇔ lim
j→∞

d(xj, yj) = 0.

(No contexto de análise matemática é usual denotar a relação ∼ por =). Consideremos o espaço
quociente X̃ := X∗/ ∼. Em outras palavras, considere a partição de X∗ gerada por esta relação de
equivalência. Denotaremos [ξ] a classe de equivalência de ξ = (xk). Assim, se (yk) e (zk) são dois
representantes da classe [ξ], então limk→∞ d(yk, zk) = 0. O conjunto X̃ é o conjunto das classes de
equivalência (disjuntas) de X∗.
Definimos

d̃([(xj)], [(yj)]) := lim
j→∞

d(xj, yj).

Temos que d̃ está bem definido e que (X̃, d̃) é um espaço métrico. (Mostre !). Seja φ : X → X̃
definida por φ(x) = [ξ], onde [ξ] = [(x)], a sequência com todos os termos iguais a x. É claro que
φ preserva distâncias. Além disto, se [ξ] é a classe de equivalência de ξ = (xk), então

[ξ] = lim
n→∞

φ(xn).

Isto mostra que φ(X) é denso em X̃.
Resta provar que X̃ é completo. Para isto, considere uma sequência de Cauchy ([ξ]n) de elementos
de X̃. (Cada elemento [ξ]n é representado por uma sequencia de Cauchy (xni ) de elementos de X).
Para cada n existe xn ∈ X tal que d̃([ξ]n, φ(xn)) < 1/n, pois φ(X) é denso em X̃. Afirmamos que
a sequência (xn) assim formada é uma sequência de Cauchy em X. De fato, temos

d(xn, xm) = d̃(φ(xn), φ(xm))

≤ d̃(φ(xn), [ξ]n) + d̃([ξ]n, [ξ]m) + d̃([ξ]m, φ(xm)),

provando que (xn) é uma sequência de Cauchy em X. Seja ξ = (xn). Afirmamos que ([ξ]n) converge
a [ξ]. De fato, dado ε > 0, temos

d̃([ξ]n, [ξ]) ≤ d̃([ξ]n, φ(xn)) + d̃(φ(xn), [ξ]) < 2ε

para n suficientemente grande. Isto mostra que X̃ é completo. 2

1.2 Espaços Normados

Até o momento, nenhuma hipótese sobre o conjuntoX foi feita. Qualquer conjuntoX pode se tornar
um espaço métrico, nele definindo-se, por exemplo, a métrica: d(x, y) = 1 se x 6= y, d(x, x) = 0.
Entretanto, exemplos importantes são aqueles em que o conjunto considerado é um espaço vetorial.
A estrutura que definiremos a seguir é de importância fundamental:

Definição 1.2.1 Espaços Normados
Seja X um espaço vetorial sobre o corpo IK, onde consideraremos apenas os casos IK = IR ou lC.
Uma função ‖ · ‖ : X → IR chama-se uma norma em X se satisfizer às seguintes propriedades:
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(i) ‖x‖ ≥ 0 e ‖x‖ = 0⇔ x = 0.

(ii) Para todo α ∈ IK, ‖αx‖ = |α| ‖x‖.

(iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Cada norma induz uma métrica em X ao se definir

d(x, y) := ‖x− y‖.

Um espaço normado que for completo com relação à métrica induzida por sua norma chama-se
espaço de Banach.

Note que a definição acima estabelece um v́ınculo entre as operações do espaço vetorial e a estrutura
topológica do espaço métrico: decorre imediatamente dos axiomas (ii) e (iii) de uma norma que a
soma e a multiplicação por escalar são funções cont́ınuas. Podemos generalizar a noção acima:

Definição 1.2.2 Um espaço vetorial métrico é um espaço vetorial no qual está definida uma
métrica d de modo que as operações de soma e multiplicação por escalar são cont́ınuas.

Observe que a continuidade das operações de soma e multiplicação por escalar não são automáticas,
como no caso de um espaço vetorial normado. Para a definição de um espaço vetorial topológico,
veja [6].

Definição 1.2.3 Sejam X, Z espaços vetoriais sobre o corpo IK. Uma aplicação φ : X → Z é
linear se φ(αx+ y) = αφ(x) + φ(y), ∀ α ∈ IK, ∀ x, y ∈ X.

Definição 1.2.4 Seja X um espaço vetorial sobre o corpo IK. Uma função (·, ·) : X ×X → IK é
uma forma sesquilinear se satisfizer:

(i) Para cada y fixo, (αx1 + x2, y) = α(x1, y) + (x2, y)

(ii) Para cada x fixo, (x, αy1 + y2) = α(x, y1) + (x, y2)

Uma forma sesquilinear chama-se hermitiana (ou simétrica) caso

(iii) (x, y) = (y, x).

Uma forma hermitiana chama-se positiva semidefinida se

(iv) (x, x) ≥ 0 para todo x ∈ X,

e positiva definida se, adicionalmente,

(v) (x, x) = 0⇔ x = 0.

Uma forma hermitiana positiva definida chama-se produto escalar e o par

(X, (·, ·))

um espaço pré-Hilbert. Todo espaço pré-Hilbert é um espaço normado ao se definir

‖x‖ := (x, x)1/2.

Se X for completo com relação à sua métrica, então ele se chama espaço de Hilbert.
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Teorema 1.2.5 Seja (·, ·) uma forma hermitiana positiva semidefinida em X e ‖x‖ := (x, x)1/2.
Então vale

(i) Desigualdade de Cauchy-Schwarz: |(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖.

(ii) Desigualdade Triangular: ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

(iii) Regra do Paralelograma: ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2).

Demonstração:
(i) A demonstração que daremos é bem geométrica. Interprete! Se x = λy, então |(x, y)| =
|λ| (y, y) = |λ| ‖y‖2 = ‖x‖ ‖y‖. Se x 6= λy, existe α ∈ IK tal que |(y − αx, x)| = 0 (α :=
(y, x)/‖x‖2; ‖x‖ = 0 está inclúıdo no caso anterior). Então

0 ≤ ‖y − αx‖2 = ‖y‖2 − |α|2 ‖x‖2 = ‖y‖2 − |(y, x)|2

‖x‖2
,

donde obtemos a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
(ii) e (iii): exerćıcios.

2

1.3 Exerćıcios

1. Seja A ⊂ X, onde X é um espaço métrico. Então Br(A) é um conjunto aberto, ∀ r > 0;
Br1(Br2(A)) ⊂ Br1+r2(A). Se X for um espaço normado, é válida a igualdade. A função dist(·, A) :
X → IR é Lipschitz-cont́ınua com constante C ≤ 1. Se X \ A 6= ∅, então C = 1.
2. Seja X um espaço métrico e A ⊂ X. Então ∂Br(0) = {x ∈ X; d(x, 0) = r} ? ∂Bε(A) = {x ∈
X; d(x,A) = ε} ?
3. Considere um par (X, d) que satisfaz às duas últimas propriedades de um espaço métrico e
também que d(x, y) ≥ 0. Neste caso, dizemos que d é uma semi-métrica. Defina

x ∼ y :⇔ d(x, y) = 0.

Esta é uma relação de equivalência em X e X̃ := X/ ∼ é tal que (X̃, d) é um espaço métrico
4. Mostre que se (X, dX) e (Y, dY ) forem espaços métricos, então X × Y é um espaço métrico se
definirmos:

(a) d({x1, y1}, {x2, y2}) := max{dX(x1, x2), dY (y1, y2)};

(b) d({x1, y1}, {x2, y2}) := [d2
X(x1, x2) + d2

Y (y1, y2)]1/2.

5. Um subconjunto A de um espaço métrico (X, d) é limitado, se e somente se, existe c > 0 tal que
A ⊂ Bc(x), onde x ∈ X.
6. Se A ⊂ X, onde X é um espaço métrico, então x ∈ A⇔ dist(x,A) = 0.
7. Num espaço métrico vale A ⊂ X é aberto ⇔ Ac := X \ A for fechado.
8. Se (X, d) for um espaço métrico e A ⊂ X, então X = int(A) ∪ ∂A ∪ int(Ac)
9. Seja X um espaço vetorial. Uma função ρ : X → IR chama-se métrica de Fréchet se satisfizer:
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(i) ρ(x) ≥ 0 e ρ(x) = 0⇔ x = 0.

(ii) ρ(x) = ρ(−x).

(iii) ρ(x+ y) ≤ ρ(x) + ρ(y)

Cada métrica de Fréchet induz uma métrica ao se definir d(x, y) = ρ(x − y). Cada norma é uma
métrica de Fréchet.

Seja φ : [0,∞)→ [0,∞) uma função diferenciável com derivada cont́ınua. Assuma que φ(0) = 0
e que φ seja estritamente monótona, com derivada não crescente. Então vale:

d é métrica em X ⇔ φ ◦ d é métrica em X.

Assim,

α→ |α|
1 + |α|

é uma métrica de Fréchet sobre IR.
10. Defina IK∞ := {x = (xi);xi ∈ IK ∀ i}. Mostre que IK∞ é um espaço métrico se definirmos a
métrica de Fréchet

ρ(x) :=
∑
i∈IN

2−i
|xi|

1 + |xi|
.

Mostre que IK∞ é completo.
11. Para x ∈ IK∞ defina

‖x‖lp :=

(∑
i∈IN

|xi|p
)1/p

, caso 1 ≤ p <∞

e
‖x‖l∞ := sup

i∈IN
|xi|.

Considere então, para 1 ≤ p ≤ ∞, os conjuntos

lp(IK) : {x ∈ IK∞; ‖x‖lp <∞}.

Mostre que eles são espaços de Banach. lp(IK) é separável?
12. (i) Se (X, d) for completo e Y ⊂ X for fechado, então (Y, d) também é completo.
(ii) Se Y ⊂ X for tal que (Y, d) é completo, então Y é um subconjunto fechado de (X, d).
13. Considere IR∞. Dê exemplo de uma aplicação linear injetiva, com imagem um subespaço
próprio de IR∞.
14. Seja D ⊂ IR2 um conjunto aberto conexo. Mostre que existe uma sequência de pontos xn ∈ D
que não possui pontos de acumulação emD, mas tal que todo ponto de ∂D seja ponto de acumulação
desta sequência.
15. Suponha que X seja um espaço normado. Mostre que X̃ é um espaço vetorial normado. Mostre
que o completamento de um espaço normado é dado por uma (única) aplicação linear φ. Qual o
sentido de único nesta frase? Com isto se pode concluir que IR é único? O mesmo pode ser dito a
respeito do completamento de um espaço métrico qualquer?
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Caṕıtulo 2

Medida Positiva e Medida Exterior

2.1 Álgebras e Medidas

Definição 2.1.1 Álgebra
Seja X um conjunto não vazio. Uma álgebra em X é uma coleção de subconjuntos A de X
satisfazendo às seguintes condições:

(A1) X ∈ A;

(A2) A, B ∈ A ⇒ A ∪B ∈ A;

(A3) A ∈ A ⇒ Ac := X \ A ∈ A.

Decorre imediatamente da definição:

(A4) A, B ∈ A ⇒ A ∩B ∈ A;

(A5) A, B ∈ A ⇒ A \B ∈ A.

De fato, A ∩B = (Ac ∪Bc)c e A \B = A ∩Bc.
Definiremos agora medidas positivas. Como queremos que alguns conjuntos tenham medida infinita
(por exemplo, a medida de IR deve ser infinita), introduziremos o śımbolo ∞ e trabalharemos com
o conjunto ordenado [0,∞], que chamaremos também de intervalo. Definimos:

(i) a <∞, ∀a ∈ IR;

(ii) ∞+ a = a+∞ =∞, ∀a ∈ [0,∞];

(iii) 0.∞ =∞.0 = 0

(iv) a.∞ =∞.a =∞, ∀a ∈ (0,∞].

Note que, assim, a soma de uma sequência de elementos em [0,∞] sempre converge em [0,∞].

Definição 2.1.2 Medida Positiva numa Álgebra
Uma medida positiva numa álgebra A é uma função

µ : A → [0,∞]

satisfazendo às seguintes condições:

9
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(m1) µ(∅) = 0;

(m2) Dados Ai ∈ A, disjuntos dois a dois, então

µ
( n⋃
i=1

Ai
)

=
n∑
i=1

µ(Ai).

Dizemos que µ : A → [0,∞] é σ-subaditiva se, adicionalmente,

(m3) Se A e Ai estão em A e A ⊂
∞⋃
i=1

Ai, então

µ(A) ≤
∞∑
i=1

µ(Ai).

Como consequência obtemos

Lema 2.1.3 Seja µ uma medida numa álgebra A. Então vale:

(m4) Monotonicidade: A, B ∈ A com A ⊂ B, então µ(A) ≤ µ(B);

Se, adicionalmente, µ for σ-subaditiva, então

(m5) σ-aditividade: Ai ∈ A, dois a dois disjuntos tais que
∞⋃
i=1

Ai ∈ A, então

µ(
∞⋃
i=1

Ai) =
∞∑
i=1

µ(Ai);

(m6) Se A :=
∞⋃
i=1

Ai ∈ A, então

µ(A) =
∞∑
i=1

µ(A′i),

em que os conjuntos A′i estão em A e são dois a dois disjuntos.

Demonstração:
(m4) Como B \ A ∈ A, temos

µ(B) = µ(A) + µ(B \ A) ≥ µ(A).

(m5) A relação ≤ decorre de (M3). De acordo com (m4), temos

µ

(
∞⋃
i=1

Ai

)
≥ µ

(
n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

µ(Ai) para todo n.



2.2. UM EXEMPLO FUNDAMENTAL 11

Fazendo n→∞, conclúımos a demonstração.
(m6) Basta notar que

A = A1 ∪ (A2 \ A1) ∪ (A3 \ (A1 ∪ A2)) ∪ · · · ∪ (An+1 \
n⋃
i=1

Ai) ∪ · · · .

(Prove esta igualdade!) Sendo A′1 := A1 e Ai := Ai+1 \
i⋃

j=1

Aj para i > 1, temos A′i ∈ A. Como os

A′i são disjuntos (prove!), o resultado decorre de (m5).
2

2.2 Um exemplo fundamental

Seja X = IRn. Um retângulo elementar R ⊂ IRn é um conjunto da forma

R := {x ∈ IRn; ai ≤ xi < bi para i = 1, . . . , n},

em que −∞ ≤ ai < bi ≤ ∞. Assim, no caso particular n = 1, [a, b) é um retângulo (intervalo)
elementar. Defina A consistindo do conjunto ∅ e de todas uniões finitas de retângulos elementares
R disjuntos. Então A é uma álgebra de subconjuntos do IRn (mostre!), que chamaremos álgebra
de Lebesgue em IRn.
Defina µ(∅) := 0 e

µ(R) :=
n∏
i=1

(bi − ai),

em que µ(R) =∞ caso algum ai = −∞ ou algum bi =∞.
Se A ∈ A, então A é a união finita de retângulos elementares disjuntos Ri (1 ≤ i ≤ m); definimos

µ(A) :=
m∑
i=1

µ(Ri).

É fácil ver que se Ai ∈ A forem disjuntos dois a dois (1 ≤ i ≤ l), então

µ

(
l⋃

i=1

Ai

)
=

l∑
i=1

µ(Ai).

(Mostre!) Assim, µ é uma medida em A.
Afirmação: µ é uma medida σ-aditiva na álgebra A.
O método da demonstração será bastante empregado em medida e integração. Ele consiste em redu-
zir o problema dado a um problema bem mais simples, cuja demonstração resulta na demonstração
do resultado. Numa primeira leitura da demonstração abaixo talvez seja recomendável considerá-la
apenas no caso IRn = IR, quer dizer, n = 1.
Demonstração (von Neumann):
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Para provar o afirmado basta mostrarmos, de acordo com o Lema 2.1.3, que µ é σ-subaditiva. Seja
A ∈ A. Então

A =
m⋃
j=1

Qj,

em que cada Qj = [αj, βj) é um retângulo semiaberto.

Consideremos conjuntos Ak ∈ A tais que

A ⊂
∞⋃
k=1

Ak.

De acordo com o Lema 2.1.3, podemos supor os conjuntos Ak disjuntos; também, sem perda de
generalidade, podemos supor cada Ak como sendo igual a um retângulo semiaberto Rk = [ak, bk) ⊂
IRn (justifique!).

Suponhamos que algum dos Qj tenha medida infinita. Então µ(A) =∞. Por outro lado, como os
Ai cobrem A, devemos ter

∑
µ(Ri) =∞ (veja exerćıcio 2, abaixo). Podemos, portanto, supor que

cada Qj é limitado.

Para δ > 0 escolhido adequadamente, definimos o conjunto

A(δ) :=
m⋃
j=1

Qj(δ) ⊂ A,

em que

Qj(δ) = [αj + δ, βj − δ) := {x ∈ IRn;αji + δ ≤ xi < βji − δ (1 ≤ i ≤ n)}.

Considere então o compacto A(δ). Para ε > 0 escolhido adequadamente (quais as restrições sobre
a escolha de ε ?), a união dos conjuntos

IRn ⊃ (akε , b
k
ε ) := {x ∈ IRn; aki − ε(bki − aki ) < xi < aki + ε(bki − aki )}

forma uma cobertura aberta do compacto A(δ). Passando a uma subcobertura finita, temos, de
acordo com o Lema 2.1.3 ,

µ(A(δ)) ≤
l∑

k=1

µ([akε , b
k
ε ))

≤
l∑

k=1

(1 + 2ε)nµ(Rk)

≤ (1 + 2ε)n
∞∑
k=1

µ(Rk)

Tomando, sucessivamente, os limites com ε→ 0 e δ → 0, provamos o afirmado.
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2.3 Medida Exterior

Definição 2.3.1 Medida Exterior
Seja P a coleção de todos os subconjuntos de X. Uma medida exterior µ∗ em P é uma aplicação
µ∗ : P → [0,∞] tal que:

(i) µ(∅) = 0;

(ii) (Monotonicidade) Se A ⊂ B então µ∗(A) ≤ µ∗(B);

(iii) (σ-subaditividade) Se A ⊂ ∪∞i=1Ai, então

µ∗(A) ≤
∞∑
i=1

µ∗(Ai).

Definição 2.3.2 Medida Nula
Dizemos que um subconjunto N ⊂ X tem medida nula se µ∗(N) = 0. Uma afirmação vale em
quase todo ponto (qtp) se ela for válida a menos de um conjunto de medida nula.

Teorema 2.3.3 Seja µ uma medida σ-aditiva numa álgebra A em X. Para todo Y ⊂ X, defina:

µ∗(Y ) = inf
∞∑
i=1

µ(Ai),

o ı́nfimo sendo tomado sob todas as sequencias (Ai) de elementos de A cuja união contém Y . Então
µ∗ : P → [0,∞] é uma medida exterior que estende µ, chamada medida exterior induzida por µ.
Além disto,

µ∗(Y ) = inf

{
lim
i→∞

µ(Ai);Y ⊂
∞⋃
i=1

Ai;Ai ∈ A, Ai ⊂ Ai+1

}
.

Demonstração:
A subaditividade de µ nos diz que, se A e Ai (1 ≤ i <∞) estão em A, então

µ(A) ≤
∞∑
i=1

µ(Ai).

Decorre dáı que µ(A) ≤ µ∗(A). Por outro lado, A = A ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . ., donde

µ∗(A) ≤ µ(A).

Isto mostra que µ∗(A) = µ(A), para todo A ∈ A. Em particular, µ(∅) = 0.
A monotonicidade de µ∗ é clara. Para completar a demonstração de que µ∗ é uma medida exterior,
basta mostrar a σ-subaditividade de µ∗. Para fazê-lo, usaremos um recurso frequentemente empre-
gado nas demonstrações de medida. Suponhamos que Y ⊂ ∪∞i=1Ai, em que os Ai estão em A. Se
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µ∗(Ai) = ∞ para algum i, então a σ-subaditividade é trivial. Caso contrário, dado ε > 0, existe,
para cada i, uma sequência de conjuntos Aij ∈ A (1 ≤ j ≤ ∞) tais que Ai ⊂ ∪∞j=1Aij e

∞∑
j=1

µ(Aij) ≤ µ∗(Ai) +
ε

2i

(não se intimide! Estamos usando apenas a definição de inf!). Então

µ∗(Y ) ≤
∞∑

i,j=1

µ(Aij) <
∞∑
i=1

µ∗(Ai) + ε.

Como ε > 0 é arbitrário, conclúımos o afirmado.
Finalmente, a última afirmação é o enunciado do exerćıcio 1, abaixo.

2

2.4 Medidas e σ-álgebras

Definiremos agora σ-álgebras e medidas. A construção da medida de Lebesgue será feita no próximo
caṕıtulo.

Definição 2.4.1 σ-álgebra
Uma σ-álgebra M de subconjuntos de X é uma álgebra em que a seguinte propriedade adicional é
satisfeita:

(A6) Ai ∈M⇒
∞⋃
i=1

Ai ∈M.

Os elementos de uma σ-álgebra são chamados conjuntos mensuráveis. Um conjunto X com uma
σ-álgebra M chama-se espaço mensurável.

Assim, uma σ-álgebra é uma coleção de subconjuntos de X que satisfaz aos axiomas (A1), (A2)
e (A6), os demais sendo consequências destes; uma outra consequência é:

(A7) Ai ∈M⇒
∞⋂
i=1

Ai ∈ M,

pois
⋂

Ai =
(⋃

Aci
)c

.

Lema 2.4.2 Seja {Mα}α∈Γ uma famı́lia qualquer de σ-álgebras em X 6= ∅. A interseção desta
famı́lia de σ-álgebras, ⋂

α∈Γ

Mα

é uma σ-álgebra. Em particular, seja {Fβ}β∈Γ′ uma famı́lia qualquer de subconjuntos de X. Então
existe a menor σ-álgebra que contém a famı́lia {Fβ}.
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Demonstração:
A afirmativa sobre a interseção de σ-álgebras decorre de propriedades básicas de conjuntos. A
existência de uma σ-álgebra que contém uma coleção qualquer de subconjuntos dados decorre,
então, de P , o conjunto das partes de X, ser uma σ-álgebra. 2

Definição 2.4.3 Medida Positiva
Seja M uma σ-álgebra em X. Uma medida positiva em M é uma aplicação

µ :M→ [0,∞]

que satisfaz às seguintes propriedades

(M1) µ(∅) = 0;

(M2) (σ-aditividade) Se An ∈M forem dois a dois disjuntos, então

µ
( ∞⋃
n=1

An
)

=
∞∑
n=1

µ(An);

(M3) (completamento) Se A ∈M satisfaz µ(A) = 0, então

B ⊂ A ⇒ B ∈M.

Chamamos µ(A) a medida do conjunto A ∈ M, ou µ-medida, quando estivermos trabalhando com
várias medidas na σ-álgebra M.

Uma σ-álgebra M com uma medida positiva definida em M chama-se espaço de medida. De-
notaremos tal espaço por

(X,M, µ).

Entretanto, muitas vezes falaremos apenas de medida µ, ficando subentendida a σ-álgebra M de
subconjuntos de X.

Dizemos que µ é uma medida σ-finita se, adicionalmente, valer

(M4) Existem An ∈M com µ(An) <∞ para todo n tais que X =
∞⋃
n=1

An.

Observação: As condições (M1) e (M2) são as mesmas condições da definição de medida positiva em
uma álgebra A, a hipótese ∪An ∈ A tornando-se desnecessária por estarmos em uma σ-álgebra.
A condição (M3) muitas vezes não aparece na definição de uma medida. Note também que as
propriedades (m4) e (m6) decorrem imediatamente de (M2), como antes.
Demonstraremos posteriormente outras propriedades de medidas positivas. Além disto, veremos
que medidas podem ser identificadas com integrais.

Exemplo 2.4.4
1. (A medida de contagem) Seja X um conjunto com um número infinito de elementos. Consi-
dere a σ-álgebra P . Dado Y ⊂ X, definimos µ(Y ) = #(Y ), em que #(Y ) representa a cardinalidade
do conjunto Y . Se X for enumerável, µ é σ-finita.
2. (A medida de Dirac) Seja x0 ∈ X. Se A ⊂ X defina µ(A) := 1 se x0 ∈ A e µ(A) := 0 se
x0 6∈ A. Assim temos definida uma medida em P , chamada medida de Dirac em x0.
3. (σ-álgebra de Borel) Considere o conjunto de todos os subconjuntos abertos de um espaço
topológico Z. De acordo com o lema 2.4.2, existe uma menor σ-álgebra que contém todos estes
abertos. Ela é chamada σ-álgebra de Borel em Z e denotada B.
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2.5 Funções Mensuráveis

Definição 2.5.1 Função Mensurável
Seja (X,M, µ) um espaço de medida e (Y, d) um espaço métrico. Uma aplicação f : X → Y é
mensurável se

(i) Se U ⊂ Y for aberto, então f−1(U) ∈M;

(ii) Existe um conjunto de medida nula N tal que f(X \N) é separável.

Observação: Se o conjunto Y for separável (por exemplo, IRn), a condição (ii) torna-se desne-
cessária, de acordo com o Lema 1.1.4.

Consideremos em Y a σ-álgebra B de Borel, isto é, a menor σ-álgebra que contém todos os
conjuntos abertos. Dada uma função mensurável f : X → Y , sabemos que f−1(U) ∈M para todo
aberto U . É fácil concluir que o mesmo é verdadeiro para todo U ∈ B. De fato, defina N a coleção
de todos os subconjuntos S de Y tais que f−1(S) ∈M. Então N é uma σ-álgebra e B ⊂ N .

Definição 2.5.2 Função de Borel
Sejam Y, Z espaços de Banach. Uma função de Borel é uma função f : X → Y tal que a imagem
inversa de conjuntos abertos em Z são elementos de B.

Observação: Funções cont́ınuas f : Y → Z são funções de Borel.

Lema 2.5.3 melhorar demonstração

(i) Sejam fj : X → Y mensuráveis. Se f = limj→∞ fj qtp, então f é mensurável;

(ii) Se fj : X → IR forem mensuráveis, então

inf
j→∞

fj e lim inf
j→∞

fj

são mensuráveis (defina arbitrariamente a função nos conjuntos (de medida nula) onde o
valor −∞ é assumido).

(iii) Sejam Z um espaço de Banach, φ : Y → Z uma função de Borel e f : X → Y mensurável.
Então φ ◦ f é mensurável.

Demonstração:
(i) Seja f(x) = limj→∞ fj(x) para todo x ∈ X \N , onde N é um conjunto de medida nula tal que
fj(X \N) é separável para todo j. Seja U ⊂ Y aberto. Defina

Ui := {y ∈ U ;B 1
i
(y) ⊂ U}.

Para x ∈ X \N temos

f(x) ∈ U ⇔ ∃ i, k; fj(x) ∈ Ui se j ≥ k,

o que significa, usando a linguagem de conjuntos (justifique!)

f−1(U) \N =

(
∞⋃
i=1

∞⋃
k=1

∞⋂
j=k

f−1
j (Ui)

)
\N ∈M.
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Além disto,
f(X \N) ⊂ ∪∞j=1fj(X \N),

que é separável (justifique!).
(ii) Seja g(x) := infj∈IN fj(x) > −∞ para todo x ∈ X \N , onde µ(N) = 0. Então, para todo a ∈ IR
vale:

g−1([a,∞)) \N =

(
∞⋂
j=1

f−1
j ([a,∞))

)
\N ∈M,

donde deduzimos a mensurabilidade de g. Da mesma forma, temos que gk := infj≥k fj são men-
suráveis. De acordo com (i), também

lim inf
j→∞

fj = lim
k→∞

gk

é mensurável.
(iii) Seja N um conjunto de medida nula tal que f(X \N) seja separável. Então φ ◦ f(X \N) =
φ[f(X \N)] é separável. Seja U ⊂ Z aberto. Então φ−1(Z) ∈ B, donde f−1[φ−1(Z)] ∈M 2

Teorema 2.5.4 tirar?
Seja (X,M, µ) um espaço de medida. Suponhamos que µ(X) <∞. Seja

M := {f : X → Y ; f é mensurável}.

Definimos a relação de equivalência

f = g em M ⇔ f = g qtp.

Seja
M(µ, Y ) := (M/ =).

Então M(µ, Y ) é um espaço métrico se definirmos

dµ(f, g) := inf{r ≥ 0;µ({d(f, g) > r}) ≤ r},

em que
{d(f, g) > r} := {x ∈ X; d(f(x), g(x)) > r}.

Demonstração:
Como µ(X) <∞, dµ é uma função limitada em M(µ, Y ). Suponhamos que dµ(f, g) = 0. Considere
µ({d(f, g) > ε}). Afirmamos que, para todo 0 < r ≤ ε,

µ({d(f, g) > ε}) ≤ r.

Caso contrário, existiria 0 < r0 < ε tal que µ({d(f, g) > ε}) > r0. Então, em particular,
µ({d(f, g) > r0) > r0, o que contraria a definição de inf.
Obtemos então que

µ({d(f, g) > ε}) = 0,

provando que dµ(f, g) = 0 se, e somente se, f = g.
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Sejam f , g e h em M(µ, Y ), r ≥ dµ(f, h) e s ≥ dµ(h, g). Então temos

{d(f, g) > r + s} ⊂ {d(f, h) + d(h, g) > r + s}
⊂ {d(f, h) > r} ∪ {d(h, g) > s}.

Decorre dáı que

µ({d(f, g) > r + s}) ≤ µ({d(f, h) > r}) + µ({d(h, g) > s})
≤ r + s,

o que prova a desigualdade triangular. A simetria é óbvia. 2

Definição 2.5.5 Convergência em Medida
Seja (X,M, µ) um espaço de medida e Y um espaço métrico. Se (fk), f : X → Y forem men-

suráveis, dizemos que fk converge em medida para f , denotado fk
µ→ f , caso

µ({d(fk, f) > ε})→ 0 para todo ε > 0 quando k →∞.

Observação: Não estamos supondo, neste caso, µ(X) <∞. Escrevemos, entretanto,

fk
µ→ f ⇔ dµ(fk, f)→ 0.

2.6 Exerćıcios

1. Se (An) for uma sequência numa álgebra A tal que An ⊂ An+1 para todo n e se A = ∪∞n=1An ∈ A,
então

µ(A) = lim
n→∞

µ(An),

em que µ é uma medida na álgebra A. Se trocarmos a álgebra A por uma σ-álgebraM, quais são
as modificações neste resultado?
2. Seja Q um retângulo na álgebra de Lebesgue e µ a medida definida naquela álgebra (vide
seção 2.2). Mostre que se Q ⊂ ∪∞n=1Rn, em que os Rn são retângulos, e se µ(Q) = ∞, então∑∞

n=1 µ(Rn) =∞.
3. Mostre que a σ-subaditividade na definição de medida exterior µ∗ pode ser substitúıda por

µ∗

(
∞⋃
i=1

Ai

)
≤

∞∑
i=1

µ∗(Ai),

para toda sequência de conjuntos Ai disjuntos.
4. Quando uma medida exterior é uma medida? (Sugestão: Leia as duas primeiras seções do
Caṕıtulo 3 de [3]1).
5. Suponha que µ∗(A) = 0. Então µ∗(A ∪B) = µ(B).

1O leitor interessando nas conexões entre lógica matemática e teoria da medida pode consultar também Benedetto,
J.J.: Real Variable and Integration, Teubner, Stuttgart, 1976.
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6. Considere a medida exterior induzida por uma medida em uma álgebra de subconjuntos de X.
Mostre que se E ⊂ X for um conjunto enumerável, então µ∗(E) = 0. Em particular, lQ ⊂ IR tem
medida nula.
7. Sejam µ uma medida e An uma sequência de conjuntos mensuráveis tal que An+1 ⊂ An para
todo n. Mostre que se µ(A1) <∞ então

µ

(
∞⋂
N=1

An

)
= lim

n→∞
An.

O mesmo resultado vale numa álgebra? Com que hipóteses?
8. Dê um contra-exemplo para o exerćıcio anterior, retirada a hipótese µ(A1) <∞.
9. Mostre que a álgebra de Lebesgue não é uma σ-álgebra. (Sugestão: considere inicialmente
n = 1).
10. Considere o conjunto de todos os abertos do IRn. Eles formam uma álgebra? E uma σ-álgebra?
11. O lema 2.4.2 também é válido para álgebras?
12. Porque é necessário que µ(X) <∞ na definição de M(µ, Y )?
13. Dê exemplo de uma medida aditiva µ definida numa álgebra A que não gera uma medida
exterior. Isto mostra que a hipótese de µ ser σ-aditiva no Teorema 2.3.3 é essencial.
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Caṕıtulo 3

Integração

3.1 A Integral de Funções Degrau

Definição 3.1.1 Função Caracteŕıstica
A função caracteŕıstica de um conjunto E, XE, é definida por:

XE(x) = 1 se x ∈ E, XE(x) = 0 se x 6∈ E.

Definição 3.1.2 Funções degrau
Seja A uma álgebra de subconjuntos de X e µ uma medida σ-aditiva nesta álgebra. O conjunto das
funções degrau relativas a (X,A, µ) com valores no espaço de Banach (Y, ‖ · ‖) é definido por

St(µ, Y ) := {f : X → Y ; f(X) é um conjunto finito ,

f−1({y}) ∈ A ∀ y ∈ Y
µ(f−1({y})) <∞, se 0 6= y ∈ Y }.

Observação: Suponhamos que f(X) = {α1, . . . , αm} ⊂ Y . Se 0 ∈ f(X), considere f(X) \ {0}.
Definindo Ai = f−1({αi}) (1 ≤ i ≤ m), temos que Ai ∈ A, µ(Ai) <∞ e f ∈ St(µ, Y ) se, e somente
se,

f =
m∑
i=1

XAiαi,

que é chamada representação canônica de f (ela é claramente única).

Lema 3.1.3 O conjunto St(µ, Y ) é um espaço vetorial. Se f ∈ St(µ, Y ) então ‖f‖ ∈ St(µ, IR).

Demonstração: Decorre imediatamente da definição.

Definição 3.1.4 Espaço das Funções Degrau
Considere a seguinte relação de equivalência em St(µ, Y ):

f = g em St(µ, Y ) ⇔ (f − g) = 0 qtp

⇔ µ({x ∈ S; (f − g)(x) 6= 0}) = 0.

21
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Continuaremos a denotar St(µ, Y ) o espaço quociente (St(µ, Y )/ =) e f a classe de equivalência
[f ] (abuso de linguagem!).
Para f ∈ St(µ, Y ) definimos a integral de f em X (relativa a medida µ) por∫

X

f dµ : =
∑

y∈Y \{0}

µ(f−1({y})y

=
m∑
i=1

µ(Ai)αi,

sendo que na última expressão estamos usando a representação canônica f =
∑m

i=1XAiαi.

Mostre que a integral está bem definida.

Lema 3.1.5 St(µ, Y ) é um espaço normado, se definirmos

‖f‖St(µ,Y ) :=

∫
X

‖f‖dµ.

Além disso, vale, ∥∥∥∥∫
X

f dµ

∥∥∥∥ ≤ ∫
X

‖f‖dµ = ‖f‖St(µ,Y ).

Demonstração: Notamos que Int : St(µ, Y ) → Y , definida por Int(f) =
∫
X
f dµ é uma aplicação

linear. A relação de equivalência introduzida em St(µ, Y ) mostra que ‖f‖St(µ,Y ) = 0 ⇔ f = 0
em St(µ, Y ). A última desigualdade decorre imediatamente de Y ser um espaço normado. A
desigualdade triangular decorre então desta última desigualdade. 2

3.2 A construção do espaço L1(µ, Y )

Nosso objetivo é trabalharmos com o completamento S̃t(µ, Y ) do espaço vetorial St(µ, Y ). A
dificuldade é que, ao passarmos ao completamento, seus elementos não são funções. Assim, o
que faremos a seguir visa obter um isomorfismo entre S̃t(µ, Y ) e um espaço de funções. Notamos
também que estamos trabalhando com duas relações de equivalência: a primeira foi definida em
St(µ, Y ), de modo a torná-lo um espaço normado; a segunda é intŕınseca ao completamento S̃t(µ, Y )
(veja Teorema 1.1.7).

Definição 3.2.1 Integral Sobre Um Conjunto Mensurável
Para f ∈ St(µ, Y ) e A ∈ A, temos

XAf ∈ St(µ, Y ).

Definimos ∫
A

f dµ :=

∫
X

XAf dµ.

Notamos, em particular, que ∫
A

dµ = µ(A).
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Se f ∈ St(µ, IR) e α ∈ IR, denotamos

{f > α} := {x ∈ X; f(x) > α} ∈ A (justifique!),

e analogamente para outras desigualdades.

(Mostre que as definições acima independem da relação de equivalência em St(µ, Y )).
O resultado seguinte desempenhará um papel fundamental: permitirá a associação de uma função
a cada elemento de S̃t(µ, Y ). Apesar do enunciado diferente daquele de Lang [2], manteremos a
denominação de

Lema 3.2.2 (Fundamental da Integração)
Seja (fk) uma sequência de Cauchy de funções degrau. Então:

(i) Existem N ⊂ X, com µ∗(N) = 0 e uma subsequência (fki) tal que existe

f(x) := lim
i→∞

fki(x), x ∈ X \N.

(ii) Além disto,

[(fk)] = 0 em S̃t(µ, Y )⇔ f = 0 qtp.

Observações: (a) O resultado acima é o passo crucial na identificação dos elementos de S̃t(µ, Y )
com funções: o item (i) mostra que podemos associar uma função - definida a menos do conjunto de
medida nula N - a cada sequências de Cauchy em St(µ, Y ); o item (ii) mostra que esta associação
é compat́ıvel com a relação de equivalência introduzida em S̃t(µ, Y ). Isto é, dois representantes da
mesma classe de equivalência são associados (bijetivamente) à mesma função. (b) O fato de traba-
lharmos aqui com conjuntos de medida nula - definidos na σ-álgebra P de todos os subconjuntos
de X - é fundamental: não podemos garantir que o conjunto N seja um elemento da álgebra A.
Demonstração:
(i) Passando a uma subsequência, se necessário, podemos supor que

‖fk − fj‖St(µ,Y ) =

∫
X

‖fk − fj‖dµ ≤ 2−i se k, j ≥ i.

Definimos

gj(x) :=

j∑
i=1

‖fi(x)− fi+1(x)‖.

Para todo x ∈ X, a sequência (gj(x)) é uma sequência crescente; assim, existe

g(x) := lim
j→∞

gj(x) ∈ [0,∞], para todo x ∈ X.

Seja N := {x ∈ X; g(x) = ∞}. Nosso objetivo é mostrar que µ∗(N) = 0. Dáı concluiremos que
g(x) ∈ [0,∞) para todo x ∈ X \N ; para tais x, como g é definida por uma série, necessariamente
seu termo geral tenderá a zero. Mas isto implicará que (fk(x)) é uma sequência de Cauchy no
espaço de Banach Y !
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Notamos que ∫
X

gj(x) dµ =

j∑
i=1

∫
X

‖fi − fi+1‖ dµ ≤
∞∑
i=1

2−i = 1.

Assim, para todo ε > 0, temos que M j
ε := {gj > 1/ε} ∈ A e

1 ≥
∫
X

gj dµ ≥
∫
Mj
ε

gj dµ ≥
∫
Mj
ε

1

ε
dµ =

µ(M j
ε )

ε
.

Decorre dáı que
µ(M j

ε ) < ε

para todo j. Além disto, M j
ε ⊂M j+1

ε e

N ⊂ {g > 1/ε} ⊂
∞⋃
j=1

M j
ε .

De acordo com o Teorema 2.3.3, conclúımos que

µ∗(N) ≤ ε.

Como ε > 0 é arbitrário, isto mostra que N é um conjunto de medida nula, completando a demons-
tração.
(ii) “⇒ ” De acordo com o demonstrado em (i), podemos supor, passando a uma subsequência se
necessário, que

f(x) = lim
k→∞

fk(x) para todo x ∈ X \N.

Queremos mostrar que
Ñ := {f 6= 0} \N

é um conjunto de medida nula. Para isto, uma vez que [(fk)] = [0], podemos escolher uma sub-
sequência (fki) tal que ∫

X

‖fki‖dµ ≤ 2−i.

Por abuso de linguagem, continuaremos a denotar tal subsequência por (fk). Dado ε > 0, defina

Nk
ε := {‖fk‖ > ε} ∈ A e Nε := {‖f‖ > ε} \N.

Então, para todo k0 ∈ IN ,

Nε ⊂
⋃
k>k0

Nk
ε ,

donde

µ∗(Nε) ≤
∑
k>k0

µ(Nk
ε )

≤
∑
k>k0

1

ε

∫
X

‖fk‖dµ ≤
1

ε
2−k0 → 0 quando k0 →∞,
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onde fizemos uso da desigualdade∫
X

‖fk‖dµ ≥
∫
Nk
ε

‖fk‖dµ ≥ ε

∫
Nk
ε

dµ = ε µ(Nk
ε ).

Isto mostra que Nε é um conjunto de medida nula, donde também Ñ .
“⇐ ” Temos que mostrar, de acordo com a relação de equivalência definida no Teorema 1.1.7, que
‖fk‖St(µ,Y ) → 0 para uma subsequência. Como antes, (vide item (i)), podemos supor que

lim
k→∞

fk(x) = f(x) = 0

para todo x ∈ X \N . Passando a outra subsequência, podemos supor que∫
X

‖fk − fk+1‖dµ ≤ 2−k.

Defina Aj := {fj 6= 0} ∈ A. Então µ(Aj) <∞. Dado ε > 0, temos, para k > j:∫
X

‖fk‖dµ =

∫
Aj

‖fk‖dµ +

∫
X\Aj

‖fk‖dµ.

Temos que ∫
Aj

‖fk‖dµ ≤
∫
Aj∩{‖fk‖≤ε}

‖fk‖dµ+

∫
Aj∩{‖fk‖>ε}

‖fk‖dµ

≤ εµ(Aj) +

∫
{‖fk‖>ε}

‖fk‖dµ

≤ εµ(Aj) +

∫
{‖fk‖>ε

‖fj‖dµ+

∫
X

‖fk − fj‖dµ

Por outro lado, ∫
X\Aj

‖fk‖dµ =

∫
X\Aj

‖fk − fj‖dµ

≤
∫
X

‖fk − fj‖dµ

Substituindo a duas últimas desigualdades na primeira igualdade, obtemos∫
X

‖fk‖dµ ≤ εµ(Aj) + 2

∫
X

‖fk − fj‖dµ+

∫
{‖fk‖>ε}

‖fj‖dµ

O primeiro termo tende a zero quanto ε→ 0, para todo j; o segundo tende a zero, quando j →∞,
pois k > j. Resta mostrar que o último termo tende a zero quando j →∞. Claramente∫

{‖fk‖>ε}
‖fj‖dµ ≤ max

x∈X
‖fj(x)‖ µ({‖fk‖ > ε}),
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donde notamos que basta mostrar

µ({‖fk‖ > ε})→ 0 quando k →∞,

isto é, que (fk) converge em medida para 0. Para isto, defina

Akr :=

{(
r∑
i=k

‖fi − fi+1‖

)
> ε

}
∈ A.

Então vale:

εµ(Akr) ≤
∫
X

r∑
i=k

‖fi − fi+1‖dµ ≤
r∑
i=k

2−i ≤
∞∑
i=k

2−i = 2−k+1.

Além disto, Akr ⊂ Ak(r+1) e para x ∈ X \N − ∪j∈INAkr vale:

‖fk(x)‖ ≤ ‖fr+1(x)‖+
r∑
i=k

‖fi(x)− fi+1(x)‖.

Notamos que, por hipótese, o primeiro termo do lado direito tende a zero quando r → ∞ (pois
limj→∞ fj(x) = 0); o segundo é menor ou igual a ε, para todo k. Conclúımos então que

{‖fk‖ > ε} ⊂ N ∪
∞⋃
r=1

Akr.

Portanto

µ({‖fk‖ > ε}) = µ∗({‖fk‖ > ε}) ≤ µ∗(N) + µ∗

(
∞⋃
r=1

Akr

)

≤ µ∗

(
∞⋃
r=1

Akr

)
.

Tomando o limite quando k →∞ na desigualdade acima, obtemos

lim
k→∞

µ({‖fk‖ > ε}) ≤ 1

ε
lim
k→∞

2−k+1 = 0,

completando a demonstração. 2

Definição 3.2.3 Funções Lebesgue-integráveis
Definimos o espaço L(µ, Y ) das funções Lebesgue-integráveis por

L(µ, Y ) := {f : X → Y ; ∃ (fk) sequência de Cauchy em

St(µ, Y )tal que f = lim
k→∞

fk qtp}

módulo a relação de equivalência

f = g ⇔ f = g µ− qtp.

Em outras palavras, os elementos de L(µ, Y ), como, por exemplo, f , são classes de equivalência.
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Lema 3.2.4 Ao definir
J([(fk)]) := f,

onde f(x) = limk→∞fk(x) se x ∈ X \ N , N conjunto de medida nula (veja 3.2.2), temos um
isomorfismo dos espaços vetoriais S̃t(µ, Y ) e L(µ, Y ).

Demonstração: Se (fk) e (gk) forem representantes de [ξ] ∈ S̃t(µ, Y ), decorre do Lema 3.2.2(i),
que existem f e g tais que, fora de um conjunto de medida nula, f(x) = limk→∞ fk(x) e g(x) =
limk→∞ gk(x). Mas fk − gk = 0 em S̃t(µ, Y ), donde, do Lema 3.2.2(ii), temos f − g = 0 qtp, isto
é, f = g em L(µ, Y ). Isto mostra que a aplicação linear

J : S̃t(µ, Y )→ L(µ, Y )

é uma aplicação linear cont́ınua. De acordo com o Lema 3.2.2 tal aplicação é injetiva. Pela definição
de L(µ, Y ) ela é sobrejetiva. 2

Definição 3.2.5 Integral de Lebesgue
Sejam f e (fk) como na definição de L(µ, Y ). Definimos:∫

X

f dµ := lim
k→∞

∫
X

fk dµ.

Observação: A integral está bem definida pois∥∥∥∥∫
X

fk dµ−
∫
X

fj dµ

∥∥∥∥ ≤ ∫
X

‖fk − fj‖ dµ→∞ quando k, j →∞.

Isto mostra que a sequência (∫X fk dµ) é uma sequência de Cauchy em Y . Que a definição da
integral independe da sequência que aproxima f é consequência do Lema 3.2.2.

3.3 Propriedades Básicas

Relacionar agora com o completamento da medida via Teorema de Hahn

Teorema 3.3.1 A integral de Lebesgue tem as seguintes propriedades:

(i) St(µ, Y ) ⊂ L(µ, Y ). Além disto, a integral é linear em L(µ, Y ) e, se A ∈ A satisfaz µ(A) <
∞, então ∫

X

αXA dµ = αµ(A), para todo α ∈ Y ;

(ii) Se f ∈ L(µ, Y ), então ‖f‖ ∈ L(µ, IR) e∥∥∥∥∫
X

f dµ

∥∥∥∥ ≤ ∫
X

‖f‖ dµ;

(iii) Mudar enunciado! O conjunto envolvido é mensurável!

Para todo ε > 0 e todo f ∈ L(µ, Y ) vale∫
X

‖f‖ dµ ≥ εµ∗({‖f‖ ≥ ε});
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(iv) L(µ, Y ) é um espaço de Banach com a norma

‖f‖L(µ) :=

∫
X

‖f‖ dµ;

(v) St(µ, Y ) é denso em L(µ, Y ).

Demonstração:
(i) Se f ∈ St(µ, Y ), então para a sequência constante (f)k∈IN temos que J([(f)k]) = f , em que J
é o isomorfismo entre S̃t(µ, Y ) e L(µ, Y ). Para f ∈ St(µ, Y ) as definições da integral de funções
degrau e a integral de Lebesgue são idênticas; dáı decorre a segunda afirmação.
(ii) Seja J o isomorfismo entre S̃t(µ, Y ) e L(µ, Y ). Se [(fk)] ∈ S̃t(µ, Y ) e J([(fk)]) = f , decorre da
desigualdade triangular (no espaço de Banach Y ):∫

X

∣∣‖fk‖ − ‖fj‖∣∣dµ ≤ ∫
X

‖fk − fj‖dµ→ 0 para k, j →∞.

Isto mostra que [(‖fk‖)] ∈ St(µ, IR). Uma vez que para uma subsequência temos fki → f qtp,
obtemos ‖fki‖ → ‖f‖ qtp, donde J([(‖fk‖)]) = ‖f‖. A segunda afirmação é obtida ao passarmos
ao limite a desigualdade

−
∫
X

‖fk‖dµ ≤
∥∥∥∥∫

X

fk dµ

∥∥∥∥ ≤ ∫
X

‖fk‖dµ,

(que, segundo o Lema 3.1.5, é válida) e usarmos a definição da integral.
(iii) Suponhamos que J([(fk)]) = f , isto é, que existam um conjunto N com µ∗(N) = 0 e uma
subsequência (fj) tal que

lim
j→∞

fj(x) = f(x) para todo x ∈ X \N.

Passando, se necessário, a uma outra subsequência, podemos supor que∫
X

‖fj+1 − fj‖dµ ≤ 2−j.

Se x ∈ X \N e 0 < δ < ε, então

‖f(x)‖ > ε ⇒ ‖fj(x)‖ > δ ou ‖f(x)− fj(x)‖ > ε− δ.

Se a segunda possibilidade ocorrer, temos

‖f(x)− fi(x)‖ = lim
i→∞
‖fi(x)− fj(x)‖

≤
∑
i≥j

‖fi+1(x)− fi(x)‖,

isto é, ∑
i≥j

‖fi+1(x)− fi(x)‖ > ‖f(x)− fj(x)‖ > ε− δ,
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donde para m(x) = m > j temos

m∑
i=j

‖fi+1(x)− fi(x)‖ > ε− δ.

Assim,

{‖f‖ > ε} ⊂ N ∪ {‖fj‖ > δ} ∪
⋃
m>j

{
m∑
i=j

‖fi+1(x)− fi(x)‖ > ε− δ

}
.

Uma vez que os conjuntos na última união estão crescendo, decorre das propriedades da medida
exterior que

µ∗({‖f‖ > ε}) ≤ µ({‖fk‖ > δ})

+ lim
m→∞

µ

({
m∑
i=j

‖fi+1(x)− fi(x)‖ > ε− δ

})

≤ 1

δ

∫
X

‖fj‖dµ+
1

ε− δ

∞∑
i=j

∫
X

‖fi+1 − fi‖dµ

≤ 1

δ

∫
X

‖fj‖dµ+
1

ε− δ
21−j,

onde usamos a definição 3.2.1, a definição da integral de função degrau e o Lema 3.1.5.
De acordo com a prova de (ii), temos∫

X

‖f‖dµ = lim
j→∞

∫
X

‖fj‖dµ,

donde, para j →∞, temos

δ µ∗({‖f‖ > ε}) ≥
∫
X

‖f‖dµ.

Fazendo δ → ε, obtemos o afirmado.
(iv) Se J([(fk)]) = f , decorre de (ii) que

‖f‖L(µ) :=

∫
X

‖f‖dµ = lim
k→∞

∫
X

‖fk‖dµ = ‖[(fk)]‖St(µ,Y ),

o que mostra que J é isométrico. Uma vez que S̃t(µ, Y ) é um espaço de Banach, L(µ, Y ) também
é um espaço de Banach com a norma definida acima (justifique!).
(v) Se J([(fk)]) = f , então, para todo j ∈ IN fixo, J([(fk)− (fj)]) = f − fj e

‖f − fj‖L(µ) = lim
k→∞

∫
X

‖fk − fj‖dµ→ 0 quando j →∞,

o que mostra que todo f ∈ L(µ, Y ) pode ser aproximado por funções degrau na norma de L(µ, Y ).
2
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3.4 Exerćıcios

1. Considere a sequência de funções degrau

fn := (1/n)X[0,n).

Calcule
∫
IR
fndµ. Mostre, por outro lado, que limn→∞ fn(x) = 0 ∀x ≥ 0. Isto contradiz a definição

da integral de Lebesgue ?

Definição 3.4.1 Considere a álgebra de Lebesgue A com a medida definida naquela álgebra. Defina
a medida interior de um conjunto Y ⊂ IRn por

µ∗(Y ) := sup
∞∑
i=1

µ(Ai),

o supremo sendo tomado sob todas as sequencias (Ai) de elementos de A cuja união está contida
em Y .

2. Mostre que µ∗(Y ) ≤ µ∗(Y ) para todo Y ⊂ IRn.
3. Considerando a medida de Lebesgue no IRn definida através do Exerćıcio 12 do Caṕıtulo 2,
mostre: (a) Se A for mensurável, então

µ(A) = µ∗(A) = µ∗(A).

(b) Se µ∗(Y ) = µ∗(Y ) <∞, então Y é mensurável.
4. Mostre que existem conjuntos Lebesgue-mensuráveis em IRn que não estão na σ-álgebra de
Borel.
5. Considere g : IR → IR uma função estritamente crescente. Para um dos intervalos (retângulos)
elementares R da álgebra de Lebesgue, defina µg(R) = g(b) − g(a). Estenda aditivamente esta
definição a toda álgebra A. Mostre que µg define uma medida σ-aditiva na álgebra A, chamada
medida de Lebesgue-Stieltjes gerada por g.
6. Dê exemplo de uma transformação linear entre espaços de Banach que não seja cont́ınua.

Definição 3.4.2 Seja X um espaço vetorial. Um subconjunto A ⊂ X é convexo se, dados x,
y ∈ A, então tx+ (1− t)y ∈ A para todo 0 ≤ t ≤ 1. Uma função f : A→ IR é convexa se

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y).

7. Interprete geometricamente as definições de um conjunto e de uma função convexa. Mostre que
toda função convexa é cont́ınua.



Caṕıtulo 4

Propriedades da Integral

4.1 O Teorema da Convergência Monótona

Lema 4.1.1 Se fk → f em L(µ, Y ) então existe uma subsequência (fki) tal que

fki → f qtp.

Demonstração: Escolha uma subsequência tal que∫
X

‖f − fki‖dµ ≤ 2−i.

Dado ε > 0, defina

Nε := {lim sup
i→∞

‖f − fki‖ > ε} ⊂
∞⋃
i=j

{‖f − fki‖ > ε}, ∀ j.

Logo,

µ∗(Nε) ≤
∞∑
i=j

µ∗({‖f − fki‖ > ε}).

Decorre então do Teorema 3.3.1(iii) que

∞∑
i=j

µ∗({‖f − fki‖ > ε}) ≤ 1

ε

∞∑
i=j

∫
X

‖f − fki‖dµ ≤
1

ε
21−j → 0

quando j →∞. Isto mostra que Nε tem medida nula, donde também

{lim sup
i→∞

‖f − fki‖ > 0}

(justifique!). 2

Teorema 4.1.2

31
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(i) (Monotonicidade) Se f, g ∈ L(µ, IR) e f ≤ g qtp, então∫
X

fdµ ≤
∫
X

gdµ.

(ii) Se (fk) for uma sequência de Cauchy em L(µ, Y ) e fk → f qtp, então

f ∈ L(µ, Y ) e ‖f − fk‖L(µ) → 0 quando k →∞.

(iii) (Convergência Monótona) Seja fk ∈ L(µ, IR) uma sequência de funções tais que fk ↗ f qtp
(isto é, fk+1(x) ≥ fk(x) qtp). Se existir uma constante C tal que∫

X

fkdµ ≤ C <∞,

então f ∈ L(µ, IR) e fk → f em L(µ, IR). Em especial,∫
X

fdµ = lim
k→∞

∫
X

fkdµ.

Demonstração:
(i) Pelo item (i) do Teorema 3.3.1, temos a linearidade da integral, enquanto do item (ii) decorre
que ∫

X

gdµ−
∫
X

fdµ =

∫
X

|g − f |dµ ≥
∣∣∣∣∫
X

(g − f)dµ

∣∣∣∣ ≥ 0.

(ii) De acordo com o Teorema 3.3.1(iv), L(µ, Y ) é completo. Logo existe g ∈ L(µ, Y ) tal que
fk → g em L(µ, Y ). De acordo com o Lema 4.1.1, existe uma subsequência (fki) tal que

fki → g qtp,

donde deduzimos f = g qtp, isto é, f = g em L(µ, Y ).
(iii) De acordo com o provado em (i), as integrais de fk formam uma sequência monótona em IR,
que é limitada superiormente, por hipótese. Assim, existe

lim
k→∞

∫
X

fkdµ.

Além disto, para j ≥ k temos∫
X

(fj − fk)dµ =

∫
X

fjdµ−
∫
X

fkdµ→ 0,

quando j, k →∞. O resultado então decorre de (ii). 2

Corolário 4.1.3 Se (fn) for uma sequência em L(µ, IR) e se existir uma função g ∈ L(µ, IR) tal
que |fn| ≤ g qtp para todo n, então sup fn e inf fn estão em L(µ, IR) e

sup

∫
X

fndµ ≤
∫
X

sup fndµ e

∫
X

inf fndµ ≤ inf

∫
X

fndµ.
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Demonstração:
De acordo com o Teorema 3.3.1(ii), |f | ∈ L(µ, IR) quando f ∈ L(µ, IR). Uma vez que

sup{f, g} =
1

2
(f + g + |f − g|),

vemos que sup{f, g} ∈ L(µ, IR) se f, g ∈ L(µ, IR). O mesmo pode ser dito a respeito de inf{f, g},
pois

inf{f, g} =
1

2
(f + g − |f − g|).

Assim, as funções
gn := sup{f1, . . . , fn}

estão em L(µ, IR) e formam uma sequência não decrescente em n; além disto, gn ≤ g qtp para todo
n. Assim, ∫

X

gn dµ ≤
∫
X

g dµ =: C.

O resultado decorre então do teorema da convergência monótona. A afirmação sobre o inf é provada
analogamente (veja exerćıcio 4, abaixo). 2

4.2 A Construção de uma Medida Positiva

Lema 4.2.1 Seja MA a menor σ-álgebra que contém a álgebra A. Suponha que XE ∈ L(µ, IR).
Então vale:

(i) Existem conjuntos Ak ∈ A, com µ(Ak) <∞ tais que XAk → XE em L(µ, IR);

(ii) Existe E ′ ∈MA tal que XE′ = XE qtp;

(iii) Para todo D ∈MA temos XE∩D ∈ L(µ, IR).

Demonstração:
(i) De acordo com o Teorema 3.3.1(v), existe fk ∈ St(µ, Y ) tal que fk → XE em L(µ, IR) quando
k →∞. Passando a uma subsequência podemos supor que fk → XE qtp. Defina

Ak :=

{
fk >

1

2

}
∈ A

(note também que µ(Ak) <∞). Então vale

|XAk −XE| ≤ 2|fk −XE|.

(basta examinar os casos em que o lado esquerdo é não nulo).
Tomando a integral na desigualdade acima, decorre do Teorema 4.1.2(i) que XAk → XE em L(µ, IR).
(ii) Considere XAk como em (i). Então, de acordo com o Lema 3.2.2, passando a uma subsequência
se necessário, existe um conjunto de medida nula N tal que

lim
k→∞
XAk(x)→ XE(x) ∀ x ∈ X \N.
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A igualdade

E \N =
∞⋃
j=1

⋂
i≥j

(Ak \N)

pode ser verificada facilmente. Defina então

E ′ :=
∞⋃
j=1

∞⋂
i=j

Ak ∈MA.

Então
E \N = E ′ \N,

como afirmado.
(iii) Defina

M1 = {Y ⊂ X;XE∩Y ∈ L(µ, IR)}.
Afirmamos que MA ⊂ M1. Para isto, mostraremos que A ⊂ M1 e que M1 é uma σ-álgebra. O
afirmado decorre então da definição de MA.
Seja A′ ∈ A e XAk como em (i). Também como na demonstração do item (i), obtemos

|XAk∩A′ −XAj∩A′| ≤ |XAk −XAj | qtp,

donde, integrando e aplicando o Teorema 4.1.2(i), concluimos que (XAk∩A′) é uma sequência de
Cauchy em L(µ, IR). Passando a uma subsequência, uma vez que XAk → XE qtp, conclúımos que
XAk∩A′ → XE∩A′ qtp. Assim, de acordo com o Teorema 4.1.2(ii), temos que XE∩A′ ∈ L(µ, IR), e
portanto A′ ∈M1. Isto mostra que A ⊂M1.
Afirmamos agora que se Y1, Y2 ∈M1, então Y1∩Y2 ∈M1. A demonstração é inteiramente análoga
a de A ⊂M1. De fato, de acordo com o item (i), sejam Aik ∈ A tais que

XAik → XE∩Yi em L(µ, IR), i = 1, 2.

Então obtemos
|XA1k∩A2k

−XA1j∩A2j
| ≤ |XA1k

−XA1j
|+ |XA2k

−XA2j
| qtp,

donde deduzimos, como antes, que (XA1k∩A2k
)k ∈ IN é uma sequência de Cauchy em L(µ, IR). Para

uma subsequência, temos XAik → XE∩Yi qtp, i = 1, 2. Logo, XA1k∩A2k
→ XE∩Y1∩Y2 qtp, o que

prova, de acordo com o Teorema 4.1.2(ii), que XE∩Y1∩Y2 ∈ L(µ, IR), isto é, Y1 ∩ Y2 ∈M1.
Se Y ∈M1 então temos Y c ∈M1. De fato, como XE, XE∩Y ∈ L(µ, IR) temos que

XE\Y = XE −XE∩Y ∈ L(µ, IR).

Finalmente, se Yi ∈M1 satisfaz Yi ⊂ Yi+1, temos

Y :=
∞⋃
i=1

Yi ∈ M1.

De fato, XE∩Yi ↗ XE∩Y e ∫X XE∩Yidµ ≤ ∫X XEdµ. Decorre do teorema da convergência monótona
que XE∩Y ∈ L(µ, IR), o que mostra que Y ∈ M1, completando a demonstração de que M1 é uma
σ-álgebra. 2
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Conclúımos a seção mostrando como estender a medida µ definida na álgebra A a uma medida
numa σ-álgebraM. Para tornarmos a notação mais adequada, denotaremos µA a medida definida
na álgebra A.

Teorema 4.2.2 Sejam µA a medida (σ-subaditiva) definida na álgebra A eMA a menor σ-álgebra
que contém A. Defina

M := {E ⊂ X; XE = XE′ qtp (em µ∗) para algum E ′ ∈MA}

e µ :M→ [0,∞] por

µ(E) :=

{ ∫
X
XEdµA , se XE∩A ∈ L(µA, IR) ∀ A ∈M
∞ , caso contrário

Então µ é uma extensão da medida µA e (X,M, µ) é um espaço de medida. Vale:

µ∗(N) = 0⇔ N ∈M e µ(N) = 0,

onde µ∗ é a medida exterior induzida por µA.

Demonstração:
Como MA é uma σ-álgebra e a união enumerável de conjuntos de medida nula tem medida nula,
vemos que M é uma σ-álgebra e que MA ⊂M.
Seja A ∈ A. Se µA(A) = ∞, então XA 6∈ L(µ, IR). De fato, se XA ∈ L(µ, IR) teŕıamos, de acordo
com o Lema 4.2.1(i), uma sequência de conjuntos Ak ∈ A tais que XAj → XA em L(µ, IR), donde
para uma subsequência, XAj → XA qtp. Isto mostra que µ(Aj)→∞. Mas então∫

X

XAdµ = lim
k→∞

∫
X

XAkdµ = lim
k→∞

µA(Ak) =∞,

absurdo. Logo, XE 6∈ L(µ, IR e µ(A) = ∞, pois XA = XA∩X . Se µA(A) < ∞, XA ∈ St(µ, IR) e,
pelo Lema 4.2.1(iii), XA∩D ∈ L(µ, IR) ∀ D ∈MA, donde também para todo D ∈M. Segue então
das definições do do Teorema 3.3.1(i) que,

µ(A) =

∫
X

XAdµA = µA(A).

Isto mostra que µ é uma extensão de µA.
Seja N um conjunto de medida exterior nula. Então XN = X∅ = 0 qtp, donde N ∈M. Além disto,

µ(N) =

∫
X

XNdµA = 0.

Reciprocamente, se N ∈M é tal que µ(N) = 0, decorre do Teorema 3.3.1(iii) que, para todo ε > 0,

ε µ∗({XN > ε}) ≤
∫
X

XNdµA = µ(N) = 0.

Logo µ∗(N) = 0. Como subconjuntos de um conjunto de medida nula têm medida nula, mostramos
que µ é completa. Falta mostrar que µ :M→ [0,∞] é σ-aditiva.



36 CAPÍTULO 4. PROPRIEDADES DA INTEGRAL

Sejam E1, E2 ∈ M disjuntos. Como XE1∪E2 = XE1 + XE2 , temos µ(E1 ∪ E2) = ∞ ⇔ µ(Ei) =
∞ (i = 1, 2). (justifique!) Se µ(Ei) <∞ para i = 1, 2 então µ(E1 ∪E2) = µ(E1) + µ(E2) decorre
da linearidade da integral (Teorema 3.3.1(i)).
Sejam agora Ei ∈M dois a dois disjuntos e

E :=
∞⋃
i=1

Ei ∈M.

Suponhamos que
∞∑
i=1

µ(Ei) <∞.

Então, definindo

Ẽk :=
k⋃
i=1

Ei,

temos ∫
X

XẼkdµ =
k∑
i=1

µ(Ei) ≤
∞∑
i=1

µ(Ei) <∞.

Como XẼk∩D ↗ XE∩D para todo D ∈ M, segue do Teorema da Convergência Monótona que
XE∩D ∈ L(µ, IR) para todo D ∈ M. Reciprocamente, se µ(E) < ∞, então XE∩D para todo
D ∈M. Substituindo D por D ∩ Ei, conclúımos que µ(Ei) <∞, ∀ i. Logo

k∑
i=1

µ(Ei) =

∫
X

XẼkdµA ≤ C := µ(E) <∞.

Temos então que

XẼk∩D ↗ XE∩D quando k →∞, ∀ D ∈M, ∀ x ∈ X.
Decorre então do teorema da convergência monótona que XE∩D ∈ L(µ, IR) para todo D ∈M e

µ(E) =

∫
X

XEdµA = lim
k→∞

∫
X

XẼkdµA =
∞∑
i=1

µ(Ei).

2

A partir deste momento, µ designará a medida completa constrúıda no teorema anterior. Con-
sequentemente, ∫X fdµ denotará a integral ∫X fdµA.

Lema 4.2.3 Seja f ∈ L(µ, Y ). Então, para todo E ∈M, temos XEf ∈ L(µ, Y ).

Demonstração:
Considere funções degrau tais que fk → f em L(µ, Y ). Passando a uma subsequência, podemos
supor fk(x)→ f(x) qtp. Seja E ∈M. Pela definição deM, existe E ′ ∈MA tal que XE = XE′ qtp.
Decorre do item (iii) daquele Lema que XE′fk ∈ L(µ, Y ) (note que fk é uma combinação linear de
funções caracteŕısticas), donde também XEfk ∈ L(µ, Y ). Como

‖XEfk −XEfj‖ ≤ ‖fk − fj‖,
a sequência (XEfk) é uma sequência de Cauchy em L(µ, Y ). Como fk → f qtp, XEfk → XEf qtp,
seguindo então a afirmação do Teorema 4.1.2(ii). 2
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4.3 Funções Mensuráveis

Consideremos em Y a σ-álgebra B de Borel, isto é, a menor σ-álgebra que contém todos os conjuntos
abertos. Dada uma função mensurável f : X → Y , sabemos que f−1(U) ∈M para todo aberto U .
É fácil concluir que o mesmo é verdadeiro para todo U ∈ B. De fato, defina N a coleção de todos
os subconjuntos S de Y tais que f−1(S) ∈M. Então N é uma σ-álgebra e B ⊂ N .

Definição 4.3.1 Função de Borel
Sejam Y, Z espaços de Banach. Uma função de Borel é uma função f : X → Y tal que a imagem
inversa de conjuntos abertos em Z são elementos de B.

Observação: Funções cont́ınuas f : Y → Z são funções de Borel.

Lema 4.3.2 Seja X um espaço métrico separável. Então todo subconjunto de X é separável.

Demonstração:
Suponhamos que A ⊂ X não seja vazio e que {xk; k ∈ IN} seja denso em X. Escolha akj ∈ A tal
que

d(xk, akj) ≤ dist(xk, A) +
1

j
.

Dados a ∈ A e ε > 0, existe xkε tal que d(a, xkε) ≤ ε/3. Então, para j suficientemente grande, vale:

d(a, akεj) ≤ d(a, xkε) + d(xkε , akεj)

≤ 2d(xkε , akεj) +
1

j
≤ ε,

mostrando que {akj; k, j ∈ IN} é denso em A. 2

Lema 4.3.3

(i) Sejam fj : X → Y mensuráveis. Se f = limj→∞ fj qtp, então f é mensurável;

(ii) Se fj : X → IR forem mensuráveis, então

inf
j→∞

fj e lim inf
j→∞

fj

são mensuráveis (defina arbitrariamente a função nos conjuntos (de medida nula) onde o
valor −∞ é assumido).

(iii) Sejam Z um espaço de Banach, φ : Y → Z uma função de Borel e f : X → Y mensurável.
Então φ ◦ f é mensurável.

Demonstração:
(i) Seja f(x) = limj→∞ fj(x) para todo x ∈ X \N , onde N é um conjunto de medida nula tal que
fj(X \N) é separável para todo j. Seja U ⊂ Y aberto. Defina

Ui := {y ∈ U ;B 1
i
(y) ⊂ U}.
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Para x ∈ X \N temos

f(x) ∈ U ⇔ ∃ i, k; fj(x) ∈ Ui se j ≥ k,

o que significa, usando a linguagem de conjuntos (justifique!)

f−1(U) \N =

(
∞⋃
i=1

∞⋃
k=1

∞⋂
j=k

f−1
j (Ui)

)
\N ∈M.

Além disto,
f(X \N) ⊂ ∪∞j=1fj(X \N),

que é separável (mostre!).
(ii) Seja g(x) := infj∈IN fj(x) > −∞ para todo x ∈ X \N , onde µ(N) = 0. Então, para todo a ∈ IR
vale:

g−1([a,∞)) \N =

(
∞⋂
j=1

f−1
j ([a,∞))

)
\N ∈M,

donde deduzimos a mensurabilidade de g. Da mesma forma, temos que gk := infj≥k fj são men-
suráveis. De acordo com (i), também

lim inf
j→∞

fj = lim
k→∞

gk

é mensurável.
(iii) Seja N um conjunto de medida nula tal que f(X \N) seja separável. Então φ ◦ f(X \N) =
φ[f(X \N)] é separável. Seja U ⊂ Z aberto. Então φ−1(Z) ∈ B, donde f−1[φ−1(Z)] ∈M 2

Corolário 4.3.4 Se existir uma sequência de funções degrau (fk) tal que fk → f qtp, então f é
mensurável. Em particular, toda f ∈ L(µ, Y ) é mensurável.

Demonstração:
É imediato.

Teorema 4.3.5 (Egorov)
Suponha que µ(X) <∞ e que fj, f sejam mensuráveis. Então são equivalentes:

(i) fj → f qtp;

(ii) fj → f µ-uniformemente, isto é, dado ε > 0, existe Eε ∈M com µ(X \ Eε) ≤ ε tal que

fj → f uniformemente em Eε.

Demonstração:
(ii)“⇒ ”(i) Seja E := ∪∞n=1E1/n. Então µ(X \ E) = 0 e fj(x)→ f(x) para x ∈ E.
(i)“ ⇒ ”(ii) Dado ε > 0, considere E ∈ M tal que µ(X \ E) = 0 e fj(x) → f(x) se x ∈ E.
Considere

Ek,n := {x ∈ E; ‖fj(x)− f(x)‖ < 1

n
se j ≥ k} ∈ M justifique! .
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Então, para todo n,
∞⋃
k=1

Ek,n = E,

e Ek,n ⊂ Ek+1,n. Assim, existe um kn tal que

µ(E \ Ekn,n) ≤ ε2−n.

Logo, definindo

Eε :=
∞⋂
n=1

Ekn,n,

temos µ(X \ Eε) ≤ ε e fj → f uniformemente em Eε. 2

Teorema 4.3.6 Seja f : X → Y . As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) f é mensurável e se anula fora de um subconjunto σ-finito de X;

(ii) f é o limite qtp de funções degrau.

Demonstração:
(ii)“⇒ ”(i) Decorre imediatamente do Corolário 4.3.4.
(i)“ ⇒ ”(ii) Podemos supor que X seja uma união disjunta de subconjuntos Xk de medida finita

(justifique!). Se provarmos que, para cada k, existe uma sequência de funções degrau (g
(k)
j )∞j=1 tal

que
lim
j→∞

g
(k)
j = f |Xk qtp,

o resultado estará provado. De fato, se definirmos então

gn(x) := g(k)
n em Xk, se k = 1, . . . , n,

gn(x) := 0 se x 6∈ X1 ∪ . . . ∪Xk,

temos que (gn) é uma sequência de funções degrau que converge para f qtp. Isto mostra que
podemos considerar apenas o caso em que X tem medida finita.
Podemos também supor que a imagem de f contém um subconjunto denso {vk}. Para cada
n fixo, considere a cobertura aberta B1/n(vk) (1 ≤ k < ∞) da imagem de f . A partir desta
cobertura aberta, podemos obter uma cobertura disjunta: basta considerar os conjuntos B1/n(v1),

B1/n(v2)\B1/n(v1),..., B1/n(vj)\
⋃j−1
i=1 B1/n(vi),... Todos estes conjuntos estão na σ-álgebra de Borel

do conjunto Y , donde suas imagens inversas são mensuráveis. Para 1 ≤ j ≤ k, seja

Ej = f−1

(
B1/n(vj) \

j−1⋃
i=1

(B1/n(vi)

)
∈M.

Cada um dos conjuntos Ej tem medida finita, pois já nos restringimos ao caso em que X tem
medida finita. Decorre imediatamente da definição da medida em M que XEj ∈ L(µ, IR), donde,
de acordo com o Lema 4.2.1, existem conjuntos Aj ∈ A, dois a dois disjuntos, tais que Aj ⊂ Ej e
µ(Ej)− µ(Aj) é arbitrariamente pequena (justifique!). Assim, para k suficientemente grande,

A1 ∪ · · · ∪ Ak = X \ Yn,
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com µ(Yn) < 1/2n.
Defina, para x ∈ Aj (1 ≤ j ≤ k), gn(x) = vj, gn(Yn) ≡ 0. Cada gn é uma função degrau tal que

|f(x)− gn(x)| < 1/n se x 6∈ Yn.

Seja então

Zn :=
∞⋃
j=n

Yj.

Vale µ(Zn) ≤ 1/2n−1 e Zn ⊃ Zn+1 ⊃ · · · .Defina então

fn(x) :=

{
gn(x) se x ∈ X \ Zn

0 se x ∈ Zn

Cada fn converge a f exceto talvez na interseção de todos os Zn, que é um conjunto de medida
nula. 2

4.4 O Teorema da Convergência Dominada

Lema 4.4.1 Lema de Fatou
Sejam fn ∈ L(µ, IR) tais que fn ≥ 0 qtp. Suponha que

lim inf

∫
X

fndµ ∈ [0,∞)

(isto é, que o lim inf acima exista). Então existe

lim inf fn(x) qtp,

lim inf fn ∈ L(µ, IR) e ∫
X

lim inf fndµ ≤ lim inf

∫
X

fndµ = lim inf ‖fn‖L(µ).

Demonstração:
Consideramos inicialmente a sequência (gm), definida por

gm(x) := inf{fk(x), fk+1, . . . , fk+m}.

Para cada k, tal sequência é decrescente e converge pontualmente a infn≥k fn. Uma vez que∫
X

inf{fk, . . . , fk+m}dµ ≤
∫
X

fk+jdµ para j = 1, . . . ,m,

para podermos aplicar o teorema da convergência monótona (veja exerćıcio 6, abaixo) basta mostrar
que as integrais do lado direito da expressão acima são limitadas. Note que∫

X

inf
n≥k

fndµ ≤ inf
n≥k

∫
X

fndµ ≤ lim
k→∞

inf
n≥k

∫
X

fndµ
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(a primeira desigualdade decorre imediatamente da desigualdade anterior; a segunda, da definição
de lim inf).
Assim, pelo teorema da convergência monótona, infn≥k fn ∈ L(µ, IR e gm → infn≥kfn em L(µ, IR).
Seja agora hk := infn≥k fn. Então (hk) é uma sequência crescente e o resultado decorre da aplicação
do teorema monótona a esta sequência, pois

lim
k→∞

hk = lim inf fn.

2.
Observação: O Lema de Fatou usualmente é utilizado quando a sequência (fn) converge qtp e as
normas ‖fn‖L(µ) são limitadas, o que assegura que lim fn ∈ L(µ, IR).

Teorema 4.4.2 Teorema da Convergência Dominada
Seja (fn) uma sequência de funções em L(µ, Y ). Suponha que existam g ∈ L(µ, IR) e f : X → Y
tais que

‖fn‖ ≤ g ∀ n e f = lim
n→∞

fn qtp.

Então f ∈ L(µ, Y ) e ∫
X

‖fn − f‖dµ→ 0 quando n→∞.

Demonstração:
Defina

gk := sup
m,n≥k

‖fn − fm‖.

Então gk ↘ 0 qtp. De acordo com o Corolário 4.1.3, temos gk ∈ L(µ, IR), pois ‖fn− fm‖ ≤ 2g. Do
teorema da convergência monótona deduzimos que gk → 0 em L(µ, IR) e portanto que (fn) é uma
sequência de Cauchy em L(µ, Y ). O afirmado segue então do Teorema 4.1.2(ii). 2

4.5 Algumas Aplicações

Teorema 4.5.1 Critério da Majoração
Seja f : X → Y mensurável. Suponha que exista g ∈ L(µ, IR) tal que ‖f‖ ≤ g qtp. Então
f ∈ L(µ, Y ). Em particular, f ∈ L(µ, IR)⇔ ‖f‖ ∈ L(µ, IR).

Demonstração:
Como ‖f‖ ≤ g qtp, temos que f se anula fora de um conjunto σ-finito de X. Assim, decorre do
Teorema 4.3.4 que existe uma sequência (fk) de funções degrau tais que gk → f qtp. Defina a
sequência de funções degrau fk por

fk(x) :=

{
gk(x) se ‖gk(x)‖ ≤ 2g(x)

0 se ‖gk(x)‖ > 2g(x)

O conjunto Sk dos pontos x tais que 2g(x) − ‖gk(x)‖ ≥ 0 é mensurável, donde fk ∈ L(µ, Y ) ∀ k.
Além disto, fk → f qtp e ‖fk‖ ≤ 2g qtp. Decorre do teorema da convergência dominada que
f ∈ L(µ, Y ) 2
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Teorema 4.5.2 Sejam f ∈ L1(µ, Y ) e ν :M→ Y definida por

ν(E) :=

∫
E

fdµ :=

∫
X

XEfdµ.

Então ν é σ-aditiva (com valores em Y !) e

‖ν(E)‖ → 0 quando µ(E)→ 0.

Demonstração:
A aditividade de ν decorre imediatamente da aditividade da integral (teorema 3.3.1(i)). Seja
E =

⋃∞
i=1Ei, onde EI ∈M e Ei ⊂ Ei+1. Então temos

XEf = lim
i→∞
XEif qtp.

Temos que, de acordo com o lema 4.2.3, XEf ∈ L(µ, Y ), seguindo então do critério de majoração
que a sequência (XEi é uma sequência de funções em L(µ, Y ), cujas normas formam uma sequência
monótona. Assim, se i < j, temos∫

X

‖XEjf −XEif‖dµ =

∫
Ej\Ei

‖f‖dµ

=

∫
Ej

‖f‖dµ−
∫
Ei

‖f‖dµ → 0

quando j, i→∞.
Concluimos que XEi → XE em L(µ, Y ), donde se segue que ν é σ-aditiva. Escolha agora funções
degrau

fk =

nk∑
i=1

XEkiαki

tais que ‖f − fk‖L(µ) → 0 quando k →∞. Então temos

‖ν(E)‖ ≤
∫
X

‖f − fk‖dµ+

nk∑
i=1

‖αki‖µ(E ∩ Eki).

O primeiro termo tende a zero quando k cresce, enquanto µ(E ∩ Eki) tende a zero, para todo k e
todo i, quando µ(E)→ 0. 2

Teorema 4.5.3 Integral de Riemann e Integral de Lebesgue
Seja f : [a, b] ⊂ IR → IR uma função limitada definida no compacto [a, b]. Suponha que f seja
descont́ınua num conjunto de pontos de medida zero. Então f é Lebesgue-integrável e as integrais
de Riemann e Lebesgue são iguais.

Demonstração:
Como sabemos, qualquer função f com as hipóteses acima é Riemann-integrável, isto é, a integral
de Riemann existe. Considere uma partição P do intervalo [a, b]:

a = x0 ≤ x1 ≤ . . . ≤ xn = b.
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Seja mi = infx∈[xi,xi+1) f(x). Então, como sabemos,

lim
|P |→0

n∑
i=1

mi(xi+1 − xi)→
∫ b

a

f(x)dx,

onde |P | denota a norma da partição P e a integral é a integral de Riemann. Note que φP (x)→ f(x)
exceto talvez no conjunto de pontos de descontinuidade de f (justifique!). NÃO FOI DEFINIDA
φP !
Por outro lado, as funções φP são funções degrau, donde Lebesgue-integráveis. Além disto, como
f é limitada, existe C tal que |f(x)| < C ∀ x ∈ [a, b]. Assim,

|φP (x)| ≤ C.

Decorre do teorema da convergência dominada que∫
[a,b)

φPdµ =
n∑
i=1

mi(xi+1 − xi)

→
∫

[a,b)

fdµ

2

Em virtude deste resultado, é usual denotar a integral de Lebesgue por∫ b

a

dx,

entendendo que dx é a medida de Lebesgue.

4.6 Exerćıcios

1. Seja S um conjunto qualquer e Y um espaço de Banach com norma ‖ · ‖. Definimos o espaço
das funções limitadas B(S, Y ) por

B(S, Y ) := {f : S → Y ; f(S) é limitado}.

Mostre que B(S, Y ) é um espaço de Banach com a norma ‖ · ‖sup, definida por

‖f‖sup := sup
x∈S
‖f(x)‖.

2. Seja S ⊂ IRn um conjunto limitado e fechado. Defina

C0(S) := {f : S → IK; f é cont́ınua }.

Mostre que C0(S) é um subespaço fechado de B(S) := B(S, IK), donde um espaço de Banach. É
posśıvel considerar subconjuntos S de um espaço métrico qualquer ?
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Definição 4.6.1 Seja f : Ω → Y uma função qualquer. Definimos o suporte de f , denotado
supp f , por

supp f := {x ∈ Ω; f(x) 6= 0}.

3. Seja Ω ⊂ IRn um aberto. Seja (Km) uma sequência de compactos tais que

∞⋃
m=1

Km = Ω,

Km ⊂ Km+1

e, se K ⊂ Ω for uma compacto, então

K ⊂ Km para algum m.

Mostre que
C0(Ω) := {f : Ω→ IK; f é cont́ınua em Ω}

é um espaço métrico completo com a métrica de Frechet

ρ(f) :=
∞∑
m=1

2−m
‖f‖B(Km)

1 + ‖f‖B(Km)

.

Além disto, ρ(fk − f)→ 0 ⇔ fk → f uniformemente ∀ Km ⊂ Ω compacto.
Mostre também que

C0
0(Ω) := {f ∈ C0(Ω); supp f ⊂ Km para algum m}

não é um subconjunto fechado de C0(Ω).
4. Seja C0

0(IRn, Y ) o conjunto das funções cont́ınuas f : IRn → Y com suporte compacto. Mostre
que C0

0(IRn, Y ) é denso em L(µ, Y ).
5. Mostre que qualquer conjunto aberto ou fechado é mensurável na σ-álgebra de Lebesgue (isto
é, aquela gerada pela álgebra de Lebesgue no IRn).
6. Mostre a seguinte versão do teorema da convergência monótona: Seja (fn) uma sequência
monótona de funções reais em L(µ, IR). Suponha que a sequência de integrais∫

X

fndµ

seja limitada. Então (fn) é uma sequência que converge tanto em L(µ, IR) como qtp para uma
função f ∈ L(µ, IR).
7. Seja fn ∈ L(µ, Y ) tal que fn → f qtp. Suponha que ‖fn‖L(µ) ≤ C para todo n. Mostre que
f ∈ L(µ, Y ) e que ‖f‖L(µ) ≤ C. Dê um exemplo mostrando que não necessariamente temos fk → f
em L(µ). Como proceder de modo a obter convergência em L(µ, Y )?
8. Seja f ∈ L(µ, Y ) e g : X → IK uma função limitada e mensurável. Mostre que gf ∈ L(µ, Y ).
9. Seja (fk) uma sequência de funções em L(µ, Y ) tal que

∞∑
k=1

‖fk‖L(µ) <∞.
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Então a serie

f(x) =
∞∑
k=1

fk(x) converge qtp,

f ∈ L(µ, Y ) e ∫
X

fdµ =
∞∑
k=1

∫
X

fkdµ.

10. Seja f ∈ L(µ, Y ). Dado ε > 0, existe E ∈M com medida finita tal que∥∥∥∥∫
X

fdµ−
∫
E

fdµ

∥∥∥∥ < ε.

É posśıvel obter E ∈ A?
11. Seja f ∈ L(µ, Y ). Seja S um conjunto fechado de Y . Se E ⊂ X for um conjunto mensurável
de medida finita, a integral

1

µ(E)

∫
E

fdµ

pode ser vista como a média de f no conjunto E. Suponha que a média de f em E esteja sempre
no conjunto S, para todo E ∈M tal que 0 6= µ(E) <∞. Mostre que f(x) ∈ S qtp.
12. Mostre que, em IRn, considerando a σ-álgebraM gerada pela álgebra A de Lebesgue, entãoM
consiste de conjuntos na σ-álgebra de Borel B e de conjuntos de medida nula. Isto é, dado E ∈M,
existem E1, E2 ∈ B (B é a σ-álgebra de Borel em IRn) tais que E1 ⊂ E ⊂ E2 e µ(E2 \ E1) = 0.
13. Prove a desigualdade de Young generalizada: dados ai ≥ 0 e 1 ≤ pi <∞ (1 ≤ i ≤ n) tais que

n∑
i=1

1

pi
= 1,

então
n∏
i=1

ai ≤
n∑
i=1

1

pi
apii .

14. Seja g ∈ L(µ, IR) tal que g > 0. Mostre que, dado ε > 0, existe Eε ∈ M, com µ(Eε) < ∞ tal
que ∫

X\Eε
g ≤ ε.

Generalize para g ∈ L(µ, Y ).
15. Generalize para o IRn a demonstração sobre a equivalência das integrais de Riemann e de
Lebesgue.
16. Seja k ∈ IN . Mostre que, se f ∈ L(0, 1) := L((0, 1), IR) (com a medida de Lebesgue), então

xkf ∈ L(0, 1) e
∫ 1

0
xkfdx→ 0 quando k →∞.

17. Dê exemplo de uma função f que não é integrável em (0,∞), mas cuja integral imprópria de
Riemann existe e é finita.
18. Seja f cont́ınua em [a, b]. Mostre que f é integrável. Defina, para a < x < b,

F (x) :=

∫ b

a

f(t)dt.
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Mostre que F é diferenciável e F ′ = f . Mostre que, no caso de f ∈ L(a, b), então F (x) é cont́ınua
em [a, b].



Caṕıtulo 5

Os espaços Lp

5.1 Definições e Propriedades

Definição 5.1.1 Espaços Lp

Sejam (X,M, µ) um espaço de medida e f : X → Y mensurável. Para p ∈ [1,∞] definimos:

(i) Se 1 ≤ p <∞,

Lp(µ, Y ) := {f : X → Y mensurável; ‖f‖p ∈ L(µ, Y )},

(ii) Se p =∞,

L∞(µ, Y ) := {f : X → Y mensurável ; ∃ N, com

µ(N) = 0 e sup
x∈X−N

‖f(x)‖ <∞}

módulo a relação de equivalência

f = g em Lp(µ, Y ) :⇔ f = g qtp.

Nos espaços Lp(µ, Y ) definimos

‖f‖Lp :=

(∫
X

‖f‖pdµ
)1/p

.

‖f‖L∞ := sup
x∈X−N

‖f(x)‖,

(outra notação é ess supX ‖f‖) onde N é o conjunto de medida nula descrito na definição de
L∞(µ, Y ).
Para 1 ≤ p <∞, temos

‖f‖Lp ≥ δ[µ({x ∈ X; ‖f(x)‖ ≥ δ}]1/p

(justifique!). Assim, para todo p ∈ [1,∞] temos

‖f‖Lp = 0 ⇔ f = 0 qtp.

47
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Observação: Se Y = IK, denotamos Lp(µ, IK) simplesmente Lp(µ). No caso de Ω ⊂ X = IRn,
considerado com a medida de Lebesgue, é usual escrever Lp(Ω) ao invés de Lp(µ). Muitas vezes o
śımbolo dµ não é escrito, neste caso, na notação da integral. Outras vezes ele é escrito como dLn
ou dL ou mesmo dx.

Lema 5.1.2 O espaço L∞(µ, Y ) é um espaço completo.

Demonstração:
Que L∞ é um espaço vetorial e ‖ · ‖L∞ é uma norma, decorre imediatamente das definições.
Seja (fk) uma sequência de Cauchy em L∞(µ, Y ). Então existe um conjunto N de medida nula tal
que, para todo x ∈ X −N ,

‖fk(x)‖ ≤ ‖fk‖L∞ ≤ C <∞, para todo k

e
‖fk(x)− fj(x)‖ ≤ ‖fk − fj‖L∞ → 0 quando k, j →∞.

Definimos

f(x) =

{
limk→∞ fk(x) se x ∈ X −N

0 se x ∈ N

Então f é mensurável (como limite qtp de funções mensuráveis) e limitada. Para x ∈ X−N temos

‖f(x)− fk(x)‖ = lim
j→∞
‖fj(x)− fk(x)‖ ≤ ‖fj − fk‖L∞ ,

desde que k, j sejam suficientemente grandes. Isto mostra que

‖f − fk‖L∞ → 0 quando k →∞,

donde L∞(µ, Y ) é completo. 2

Lema 5.1.3 Desigualdade de Hölder
Sejam p, q ∈ [0,∞] tais que

1

p
+

1

q
= 1.

(Diz-se que q é o expoente conjugado a p)
Se f ∈ Lp(µ) e g ∈ Lq(µ), então fg ∈ L1(µ) e

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp · ‖g‖Lq .

Observação: Neste resultado e nos seguintes nos restringimos à situação de considerarmos Lp(µ).
São posśıveis generalizações: no caso de Y ser um espaço de Hilbert, veja os exerćıcios. Mas
situações mais gerais podem ser consideradas. Veja, por exemplo, [2].
Demonstração:
Como ψ : IK × IK → IK definida por ψ(x, y) = xy é cont́ınua, temos que fg é mensurável.
Consideremos inicialmente o caso p = 1, o que implica q =∞. Então temos

|(fg)(x)| ≤ ‖g‖L∞|f(x)| qtp,
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donde, pelo critério de majoração, fg ∈ L1(µ). Integrando, obtemos o afirmado. O caso p = ∞
é simétrico a este. Consideremos, assim, 1 < p, q < ∞. Notamos que se ‖f‖Lp = 0 ou ‖g‖Lq =
0, então o resultado é claro, pois uma das funções seria nula qtp, donde também o produto.
Suponhamos, portanto, as duas normas positivas. Afirmamos que, se a, b ≥ 0 então vale:

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq Desigualdade de Young.

Basta prová-la no caso a > 0 e b > 0. Usando a concavidade da função logaŕıtmo (veja exerćıcio 7
do caṕıtulo 3) obtemos

ln(ab) = ln a+ ln b =
1

p
ln ap +

1

q
ln bq ≤ ln

(
1

p
ap +

1

q
bq
)
.

A afirmação é obtida ao se tomar a exponencial em ambos os lados.
Aplique, na desigualdade de Young,

a =
|f(x)|
‖f‖Lp

e b =
|g(x)|
‖g‖Lq

e obtenha
|f(x)g(x)|
‖f‖Lp‖g‖Lq

≤ |f(x)|p

p‖f‖pLp
+
|g(x)|q

q‖g‖qLq
.

Decorre do critério de majoração que fg é integrável, pois o lado direito da desigualdade é integrável.
Integrando obtemos

∫X |f(x)g(x)|dµ
‖f‖Lp‖g‖Lq

≤ ∫X |f(x)|pdµ
p‖f‖pLp

+
∫X |g(x)|qdµ
q‖g‖qLq

=
1

p
+

1

q
.

2

Lema 5.1.4 Desigualdade de Minkowski
Sejam f, g ∈ Lp(µ). Então f + g ∈ Lp(µ) e

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lq .

Demonstração:
O caso p = 1 decorre da definição de L1(µ). O caso p =∞ já foi tratado. Para 1 < p <∞ temos,
ponto a ponto1,

|f + g|p ≤ (|f |+ |g|)p ≤ 2p−1(|f |p + |g|p) qtp,

(veja exerćıcio 1), donde f + g ∈ Lp(µ). Uma desigualdade mais precisa é

‖f + g‖p ≤ ‖f‖ ‖f + g‖p−1 + ‖g‖ ‖f + g‖p−1.

1A desigualdade pontual |f + g|p < 2p(|f |p + |g|p), que também prova que f + g ∈ Lp(µ) é trivial:|f + g| ≤
2 max{|f |, |g|}. Logo |f + g|p ≤ 2p max{|f |p, |g|p} ≤ 2p(|f |p + |g|p).
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Como ‖f‖, ‖g‖ ∈ Lp(µ), tomando q o expoente conjugado a p, notamos que ‖f + g‖p−1 ∈ Lq(Ω),
pois q(p− 1) = p. Decorre da desigualdade de Hölder que∫

X

‖f + g‖pdµ ≤ (‖f‖Lp + ‖g‖Lp)‖ ‖f + g‖p−1 ‖Lq

= (‖f‖Lp + ‖g‖Lp)
(∫

X

‖f + g‖q(p−1)

)q
Ou seja,

‖f + g‖pLp ≤ (‖f‖Lp + ‖g‖Lp)‖f + g‖p−1
Lp .

Se ‖f + g‖Lp a desigualdade de Minkowski é trivial; caso contrario, ela é obtida da desigualdade
acima por cancelamento. hfill2

Teorema 5.1.5 Riesz-Fischer
Para 1 ≤ p ≤ ∞, Lp(µ) é um espaço de Banach.

Demonstração:
Uma vez vista a desigualdade de Minkowski, basta provar que Lp(µ) é completo para 1 < p <∞.
Seja (fk) uma sequência de Cauchy em Lp(µ). Como sequências de Cauchy possuem no máximo
um ponto de acumulação, basta provar que uma subsequência converge (justifique!). Passando a
uma subsequência, que continuaremos a denotar (fk), podemos supor que

‖fk − fj‖Lp ≤ 2−i, ∀ k, j ≥ i.

Então vale
∞∑
k=1

‖fk+1 − fk‖Lp <∞.

Defina

gn(x) :=
n∑
i=1

|fi+1(x)− fi(x)| ∈ Lp(µ).

Decorre do Lema de Fatou e da desigualdade de Minkowski que∫
X

( lim
n→∞

gpn)dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

gpndµ = (lim inf
n→∞

‖gn‖Lp)p

≤

(
∞∑
i=1

‖fi+1 − fi‖Lp
)p

<∞.

Isto mostra que
lim
n→∞

gn(x) <∞ qtp.

Portanto, podemos concluir que (fk(x)) é uma sequência de Cauchy qtp (compare com a demons-
tração do lema fundamental da integração).
Aplicando novamente o lema de Fatou, obtemos∫

Ω

|f − fn|pdµ ≤ lim inf
m→∞

∫
X

|fm − fn|pdµ = (lim inf
m→∞

‖fm − fn‖Lp)p

≤

(
∞∑
i=n

‖fi+1 − fi‖Lp
)p

→∞ quando n→∞

2
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5.2 O Teorema da Convergência Dominada

Teorema 5.2.1 Teorema da Convergência de Vitali
Sejam fn ∈ Lp(µ, Y ) com 1 ≤ p <∞. Suponhamos que fn → f qtp. São equivalentes:

(i) f ∈ Lp(µ, Y ) e ‖f − fn‖Lp → 0 quando n→∞;

(ii)

sup
n

∫
E

‖fn‖pdµ→ 0 mboxquando µ(E)→ 0

e, dado ε > 0, existe Eε com µ(Eε) <∞ tal que

sup
n

∫
X−Eε

‖fn‖pdµ ≤ ε.

Demonstração:
(i)⇒ (ii) De acordo com a desigualdade de Minkowski (veja e- xerćıcio 6), temos(∫

E

‖fn‖pdµ
)1/p

≤
(∫

E

‖f‖pdµ
)1/p

+

(∫
X

‖fn − f‖pdµ
)1/p

.

De acordo com o teorema 4.4.4, a primeira integral à direita tende a zero quando µ(E) → 0,
enquanto a segunda tende a zero por hipótese. Logo, dado ε > 0, existe nε e δε tais que∫

E

‖fn‖pdµ ≤ ε se n ≥ nε e µ(E) ≤ δε.

Por outro lado, para 1 ≤ n < nε, aplicando novamente o teorema 4.4.4, temos que existe δnε > 0
tal que ∫

E

‖fn‖pdµ ≤ ε se µ(E) ≤ δnε,

conclusão que então vale para todo n ∈ IN . Isto demonstra a primeira afirmação do item (ii).
Quanto a segunda, dada g ∈ L1(µ, IR) com g ≥ 0, afirmamos que, dado ε > 0, existe Eε ∈M, com
µ(Eε) <∞ tal que ∫

X−Eε
gdµ ≤ ε

(veja exerćıcio 14 do caṕıtulo 4). De fato, para 0 < ε < 1, considere Eε := {ε ≤ g ≤ (1/ε)}. Então
vale: ∫

X

gdµ ≥
∫
Eε

gdµ ≥ εµ(Eε).

Decorre dáı que µ(Eε) <∞. Além disto, se 0 < ε2 < ε1 < 1, temos Eε1 ⊂ Eε2 . Defina

E :=
⋃

0<ε<1

Eε = {0 < g <∞}.

Escolhendo uma sequência εn → 0, temos∫
X−Eεn

gdµ→
∫
X−E

gdµ =

∫
g=0

ddµ = 0,
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donde conclúımos a prova de que (i)⇒ (ii).
(ii)⇒ (i) Considere um conjunto Eε, com µ(Eε) <∞, tal que

sup
n

∫
X−Eε

‖fn‖pdµ < ε.

De acordo com o teorema de Egorov, fn → f µ-uniformemente em Eε, isto é, existe um conjunto
Aε ⊂ Eε tal que µ(Eε − Aε) ≤ ε e fn → f uniformemente em Aε. Segue dáı que∫

X

‖fn − fm‖pdµ ≤
∫
Aε

‖fn − fm‖pdµ+

∫
X−Aε

‖fn − fm‖dµ

Temos ∫
X

‖fn − fm‖pdµ ≤ µ(Aε)ess sup
Aε

‖fn − fm‖p.

Para todo ε > 0 tal termo tende a zero desde que se tome m, n suficientemente grandes. Por outro
lado, usando a desigualdade de Minkowski,∫

X−Aε
‖fn − fm‖pdµ ≤

∫
X−Aε

(‖fn‖p + ‖fm‖p)dµ

≤ 2

[
sup
k∈IN

∫
X−Eε

‖fk‖pdµ+ sup
k∈IN

∫
Eε−Aε

‖fk‖pdµ
]

O primeiro termo é menor que 2pε, enquanto o segundo tende a zero quando µ(Eε − Aε)→ 0, isto
é, quando ε→ 0.
Isto mostra que (fk) é uma sequência de Cauchy em Lp(µ, Y ). De acordo com o teorema de Riesz-
Fischer (veja exerćıcio 6, abaixo), existe g ∈ Lp(µ, Y ) tal que fk → g em Lp(µ, Y ). Passando a uma
subsequência, obtemos fn → g qtp, o que mostra que f = g qtp. 2

Teorema 5.2.2 Teorema da Convergência Dominada
Sejam Y1 e Y2 espaços de Banach. Suponha que gn → g em Lq(µ, Y2), onde q ∈ [1,∞). Sejam
fn, f : X → Y1 funções mensuráveis satisfazendo

(i) fn → f qtp;

(ii) ‖fn‖p ≤ ‖gn‖q qtp,

onde p ∈ [1,∞). Então fn → f em Lp(µ, Y1)

Demonstração:
Pelo critério da majoração, temos fn ∈ Lp(µ, Y1). Temos também que

sup
n

∫
E

‖fn‖pdµ ≤ sup
n

∫
E

‖gn‖qdµ.

De acordo com o teorema da convergência de Vitali, a integral do lado direito da desigualdade
tende a zero quando µ(E) tende a zero. Da mesma forma se mostra a segunda afirmação naquele
teorema. Isto mostra que fn satisfaz às exigências do teorema da convergência de Vitali, donde
decorre o resultado. 2
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5.3 Aproximação em Lp

FALTA TERMINAR!
O resultado seguinte é a generalização para Lp(µ, Y ) de uma propriedade básica de L(µ, Y ).

Lema 5.3.1 Seja f ∈ Lp(µ, Y ), onde p ∈ [1,∞). Então existem funções simples fk, sobre conjun-
tos na σ-álgebra M, tais que

‖f − fk‖Lp → 0 quando k →∞.

Demonstração:
Defina, para 0 < ε < 1,

Eε := {ε < ‖f‖ ≤ 1/ε}.
Temos então ∫

X

‖f‖pdµ ≥ εpµ(Eε),

o que mostra que µ(Eε) <∞. Uma vez que Eε é mensurável, temos que XEεf é mensurável. Como

‖XEεf‖ ≤
1

ε
XEε ∈ L(µ, IR),

temos que XEεf ∈ L(µ, Y ), de acordo com o critério da majoração. Logo, existem funções salto gεk
tais que gεk → XEεf em L(µ, Y ). Considere então as seguintes funções salto:

fεk(x) :=


gεk(x) se x ∈ Eε e ‖gεk(x)‖ ≤ 2/ε,
2gεk(x)
ε‖gεk(x)‖ se x ∈ Eε e ‖gεk(x)‖ > 2/ε,

0 se x ∈ X − Eε

(interprete!).
Para x ∈ Eε com ‖gεk(x)‖ > 2/ε temos

‖fεk(x)− f(x)‖ ≤ ‖fεk(x)‖+ ‖f(x)‖

≤ 3

ε
≤ 3(‖gεk(x)‖ − ‖f(x)‖)
≤ 3‖gεk(x)− f(x)‖.

Decorre dáı que fεk → XEεf quando k →∞ em L(µ, Y ) e∫
X

‖f − fεk‖pdµ ≤
∫
X\Eε

FALTA TERMINAR
O próximio resultado é um fato básico sobre espaços Lp(IRn). Sua demonstração pode ser

encontrada, e.g., em Rudin, Real And Complex Analysis, 3rd. Edition, Thm. 3.14, p. 69.

Lema 5.3.2 Seja f ∈ Lp(IRn), em que 1 ≤ p < ∞. Então existem fk ∈ C0
o (IRn) tais que ‖f −

fk‖Lp → 0 quando k →∞.
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Observação: Este resultado não vale em L∞(IRn), pois o limite uniforme de funções cont́ınuas é
sempre uma função cont́ınua.

Teorema 5.3.3 Seja f ∈ Lp(IRn), 1 ≤ p <∞. Para todo x ∈ IRn, a aplicação

IRn 3 h 7→ f(x+ h) ∈ Lp(IRn)

é cont́ınua. Ou, dito de outra maneira,

‖f(·+ h)− f‖Lp → 0 quando |h| → 0,

em que f(·+ h) denota a função x 7→ f(x+ h).

Demonstração:
É fácil perceber que basta mostrar a continuidade da função em h = 0, que é justamente a segunda
expressão dada. Tome, de acordo com o lema anterior, fj ∈ C0

o (IRn) tal que ‖f−fj‖Lp → 0 quando
j →∞. Então vale, se denotarmos Kj o suporte de {fj(·+ h)− fj)}

‖f(·+ h)− f‖Lp ≤ ‖f(·+ h)− fj(·+ h)‖Lp + ‖fj(·+ h)− fj‖Lp
+‖fj − f‖Lp

≤ 2‖f − fj‖Lp

+ sup
x∈IRn

|fj(x+ h)− f(x)|

(∫
Kj

dx

)1/p

Uma vez que as funções fj são uniformemente cont́ınuas, o segundo termo do lado direito da
desigualdade tende a zero quando h→ 0 para todo j. O outro termo tende a zero quando j →∞.
Como j pode ser escolhido tão grande quanto se queira, o resultado decorre.

2

5.4 Exerćıcios

1. Mostre que se a, b > 0 então (
a+ b

2

)p
≤ 1

2
(ap + bp).

Utilize esta desigualdade para obter |f + g|p ≤ 2p−1(|f |p + |g|p).
2. Mostre que se (fn) for uma sequência de Cauchy em Lp(µ) e se fn → f qtp, então f ∈ Lp(µ) e
fn → f em Lp(µ).
3. Seja H um espaço de Hilbert sobre lC. Denote < ·, · > o produto interno em H. Considere
L2(µ,H). Então, se f, g ∈ L2(µ,H) mostre que

(f, g) 7→
∫
X

(f, g)dµ

define um produto interno em L2(µ, Y ) e que este espaço é completo.
4. Dê exemplos de funções que estão em Lp(µ) mas não estão em Lq(µ).
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5. Suponha que µ(X) < ∞. Mostre que Lp(µ) ⊂ Lp1(µ) se p ≥ p1. Este é um resultado
particularmente importante, pois muitas vezes lidamos com conjuntos abertos limitados Ω ⊂ IRn e
os correspondentes espaços Lp(Ω) (para notação, veja definição dos espaços Lp(µ, Y )
6. Mostre a seguinte generalização da desigualdade de Hölder:
Sejam f ∈ Lp(µ, Y ) e g ∈ Lq(µ, Y ), com p e q expoentes conjugados. Então ‖f‖ · ‖g‖ ∈ L1(µ) e

‖ ‖f‖ · ‖g‖ ‖L1 ≤ ‖f‖Lp · ‖g‖Lq .

Deduza, em seguida, a desigualdade de Minkowski em Lp(µ, Y ) e conclua que Lp(µ, Y ) é um espaço
de Banach.
7. Seja f ∈ Lp(µ), com f ≥ 0 qtp. Mostre que, para todo ε > 0 dado, existe M ∈ IR tal que
f(x) < M qtp, se x ∈ X − EM , onde µ(EM) < ∞. Enuncie este resultado em termos de L∞(µ)
e compare com o exerćıcio 5, acima. Mostre também que existe ε1 > 0 tal que f > ε1 qtp se
x ∈ X −Eε, onde µ(Eε) < ε. Compare com a demonstração do teorema de convergência de Vitali.
8. Seja f ∈ Lp(IRn), com p ∈ [1,∞). Então

‖f(·+ h)− f‖Lp → 0 quando h→ 0.

A função x 7→ f(x+ h) esta sendo denotada f(·+ h).
9. Para quais p ≥ 1 temos 1

x
∈ Lp(0, 1)? Lp(1,∞)? Lp(0,∞)? Defina também Lp(a, b) para

0 < p < 1 e responda às mesmas questões. Dê exemplo de uma função f , cont́ınua e limitada em
(0,∞), tal que limx→∞ f(x) = 0 mas f 6∈ Lp(0,∞) para todo p > 0.
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Caṕıtulo 6

O teorema de Fubini

6.1 A medida produto

Definição 6.1.1 Retângulo no produto cartesiano
Sejam A e B álgebras nos conjuntos X e Y , respectivamente. Um retângulo em X × Y é um
conjunto da forma A × B, onde A ∈ A e B ∈ B. Denotaremos C a coleção de todas as uniões
finitas de retângulos disjuntos em X × Y .

Observação: Se interpretarmos IRn como o produto cartesiano IR × · · · × IR (n vezes), a noção de
retângulo já hávia sido introduzida na definição da álgebra de Lebesgue.

Considere, como exemplo básico para tudo que abordaremos, o produto cartesiano IR× IR = IR2.

Lema 6.1.2 A coleção C é uma álgebra de subconjuntos de X × Y .

Demonstração:
Comece provando que a interseção e a diferença de dois conjuntos em C está em C. Conclua que a
união e o complementar também estão. Veja exerćıcio 1, abaixo. 2

Teorema 6.1.3 Sejam µA e νB medidas σ-aditivas nas álgebras A e B, respectivamente. Considere
a álgebra C formada pela união finita de retângulos dois a dois disjuntos A×B, com A ∈ A e B ∈ B.
Então existe uma medida σ-aditiva π na álgebra C, tal que

πC(A×B) = µA(A) · νB(B).

Observação: Se as medidas µA e νB forem σ-finitas, decorre do teorema de extensão de Hahn que
tal medida π definida na σ-álgebra gerada por C é única.
Demonstração:
Para facilitarmos a notação, denotaremos as medidas envolvidas simplesmente por µ, ν e π.
Seja E ∈ C. Então

E =
n⋃
i=1

(Ai ×Bi),
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onde os conjuntos Ai ×Bi são retângulos dois a dois disjuntos. Defi- nimos

π(E) :=
n∑
i=1

µ(Ai)ν(Bi).

Claramente π é uma medida aditiva na álgebra C. Para mostrarmos a σ-aditividade, basta provar-
mos que se um retângulo A × B for a união de uma sequência de retângulos Ai × Bi, dois a dois
disjuntos, então

π(A×B) =
∞∑
i=1

µ(Ai)ν(Bi)

(justifique!). Além disto, podemos considerar apenas o caso em que todos os conjuntos envolvidos
têm medida finita.
Claramente temos

XA×B(x, y) = XA(x)XB(y) =
∞∑
i=1

XAi(x)XBi(y),

para todo x ∈ X e y ∈ Y . Mantendo x fixo, considere a sequência crescente

n∑
i=1

XAi(x)XBi(y)↗ XAi(x)XB(y).

Decorre do teorema da convergência monótona:

XA(x)ν(B) =
∞∑
i=1

XAi(x)ν(Bi)

(veja exerćıcio 9 do caṕıtulo 4; note que ∫Y XBidν = ν(Bi), pois ν(Bi) <∞).
Aplicando novamente o teorema da convergência monótona, obtemos

µ(A)ν(B) =
∞∑
i=1

µ(Ai)ν(Bi),

completando a demonstração. 2

Decorre do teorema acima que integral de Lebesgue pode ser constrúıda à partir das álgebras C e da
medida πC, de modo a gerar um espaço de medida (X×Y,M, π). Para ressaltarmos a propriedade
que caracteriza a medida π, é usual denotá-la µ×ν. Vamos caracterizar o espaço Lp(µ×ν, Z) (onde
Z é um espaço de Banach) com respeito à transformação da integral “dupla”em integral iterada.

Lema 6.1.4 Sejam M e N σ-álgebras nos conjuntos X e Y , respectivamente.

(i) Seja Q ∈M×N . Defina

Qx := {y ∈ Y ; (x, y) ∈ Q}.

Então Qx ∈ N .
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(ii) Seja f : X × Y → Z uma aplicação mensurável no espaço de Banach Z. Então, para todo
x ∈ X, a aplicação

fx : Y → Z

definida por fx(y) := f(x, y) é mensurável.

(iii) O mesmo vale a respeito de Qy e fy.

Observação: Algumas vezes denomina-se Qx, Qy, fx e fy as seções x e y de Q e f , respectivamente.
Demonstração:
(i) Seja S a coleção de todos os subconjuntos Q ∈M×N tais que Qx ∈ N para todo x ∈ X. Então
S contém todos os retângulos E×F emX×Y . De fato, se x ∈ E, então {y ∈ F ; (x, y) ∈ E×F} = F ;
se x 6∈ E, este conjunto é vazio.
Para provarmos o afirmado, basta então provar que S é uma σ-álgebra. Claramente temos que
X × Y ∈ S. Suponhamos que Q ∈ S. Uma vez que (Qc)x = (Qx)

c, temos que Qc ∈ S. Da mesma
forma, se P, Q ∈ S, então (P ∪ Q) = Px ∪ Qx, mostrando que uniões finitas de elementos em S
estão em S. Finalmente, se Qn ∈ S, é fácil ver que(

∞⋃
n=1

Qn

)
x

=
∞⋃
n=1

(Qn)x,

donde S é uma σ-álgebra.
(ii) Seja V ⊂ Z um aberto. Como

(f−1(V ))x = f−1
x (V ),

vemos que a imagem inversa de um aberto por fx é mensurável. Seja N um conjunto de medida
nula tal que f(X × Y \N) seja separável. Como fx(X × Y \N) = f(X × Y \N)x, conclúımos que
fx é mensurável.
(iii) As demonstração é análoga a de (i) e (ii). 2

Lema 6.1.5 Suponhamos que N seja um conjunto de medida nula em X × Y . Então, para quase
todo x ∈ X,

{y ∈ Y ; (x, y) ∈ N} = Nx

é um conjunto de medida nula em Y.

Demonstração:
Dado ε > 0, existem conjuntos Ai ∈ A, Bi ∈ B tais que

N ⊂
∞⋃
i=1

Ai ×Bi e
∞∑
i=1

π(Ai ×Bi) ≤ ε.

Considere a função:

gεn(x, y) :=
n∑
i=1

XAi(x)XBi(y).
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Para todo x ∈ X fixo, (gεn)x ∈ L(ν, IR) e

Gεn(x) :=

∫
Y

(gεn)xdν =
n∑
i=1

XAi(x)ν(Bi).

Além disto, Gεn ∈ L(µ, IR) e ∫
X

Gεndµ =
n∑
i=1

µ(Ai)ν(Bi) ≤ ε.

Quando n→∞ temos

Gεn(x)↗ Gε(x) :=
∞∑
i=1

XAi(x)ν(Bi),

decorre do teorema da convergência dominada que Gε ∈ L(µ, IR) e∫
X

Gεdµ = lim
n→∞

∫
X

Gεndµ ≤ ε.

Decorre dáı que Gε → 0 in L(µ, IR) quando ε → 0, donde conclúımos que Gε(x) → 0 qtp em x.
Consideraremos a seguir apenas tais x ∈ X.

Por outro lado, quando n→∞,∫
Y

(gεn)xdν = Gεn(x)↗ Gε(x) <∞

e

(gεn)x(y)↗ (gε)x(y) :=
∞∑
i=1

XAi(x)XBi(y).

Assim, decorre do teorema da convergência monótona que (gε)x ∈ L(ν, IR) e∫
Y

(gε)xdν = (Gε)x.

Logo (gε)x → 0 em L(ν, IR), donde existe uma subsequência ε → 0 (que depende do ponto x!) tal
que (gε)x(y)→ 0 qtp em y. Como

(gε)x(y) ≥ XNx(y),

devemos ter XNx(y) = 0 qtp em y. 2

Lema 6.1.6 Sejam f ∈ L1(µ, Y ) e T ∈ L(Y, Z), o espaço das tranformações lineares cont́ınuas do
espaço de Banach Y no espaço de Banach Z. Então T ◦ f ∈ L1(µ, Z) e∫

X

T ◦ fdµ = T

(∫
X

fdµ

)
.
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Demonstração:
Aproxime f ∈ L(µ, Y ) por funções salto

fk =

nk∑
i=1

XAkiαki, αki ∈ Y, µ(Aki) ≤ ∞.

Como T é cont́ınua, temos

T

(∫
fdµ

)
← T

(∫
X

fkdµ

)
= T

(
nk∑
i=1

µ(Aki)αki

)

=

nk∑
i=1

µ(Aki)Tαki =

∫
X

T ◦ fkdµ.

Uma vez que ∫
X

‖T ◦ fk − T ◦ fj‖dµ ≤ ‖T‖
∫
X

‖fk − fj‖dµ→ 0,

vemos que (T ◦ fk) é uma sequência de Cauchy em L1(µ, Z), donde existe g ∈ L1(µ, Z) tal que

T ◦ fk → g em L1(µ, Z),

quer dizer, ∫
X

T ◦ fkdµ→
∫
X

gdµ.

Passando a uma subsequência, T ◦ fk → g qtp. Passando a outra subsequência, fk → f qtp, donde
g = T ◦ f qtp. 2

6.2 O Teorema de Fubini

Teorema 6.2.1 Fubini
Sejam Z um espaço de Banach e 1 ≤ p <∞. Então

J : Lp(µ× ν, Z)→ Lp(µ, L1(ν, Z))

definida por

(Jf)(x)(y) = f(x, y)

é um isomorfismo linear isométrico. Quer dizer, para toda função f ∈ Lp(µ × ν, Y ), a função
(Jf)(x) = fx ∈ Lp(ν, Z) para quase todo x ∈ X e

F (x) :=

∫
Y

fxdν ∈ Lp(µ, Z).

Reciprocamente, dada f : X × Y → Z mensurável, se fx ∈ Lp(ν, Z) para quase todo x ∈ X, e
F (x) ∈ Lp(µ, Z), então f ∈ Lp(µ× ν, Z).
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O mesmo resultado vale para

Ĵ : Lp(µ× ν, Z)→ Lp(ν, Lp(µ, Z)),

definida analogamente.

No caso particular em que p = 1 temos, além disto,∫
X

(∫
Y

Jfdν

)
dµ =

∫
X×Y

fd(µ× ν). (6.1)

Analogamente, ∫
Y

(∫
X

Ĵfdµ

)
dν =

∫
X×Y

fd(µ× ν). (6.2)

Observações:
1. Algumas vezes o papel da positividade é acentuado na formulação deste teorema. Na “rećıproca”,
exige-se que, para quase todo x ∈ X,∫

Y

‖fx‖pdν ∈ Lp(µ, IR).

Convença-se que tal hipótese está impĺıcita em nossa formulação.
2. Tendo em vista as equações (6.1) e (6.2), é usual, uma vez demonstrado o teorema de Fubini,
suprimir as aplicações J e Ĵ , e escrever o resultado da seguinte maneira:∫

X

(∫
Y

f(x, y)dν

)
dµ =

∫
Y

(∫
X

f(x, y)dµ

)
dν.

Dependendo do contexto, ressalta-se que µ e ν referem-se a integração na variáveis x e y respecti-
vamente, denotando-se µx ou ν(y), por exemplo.
Demonstração:
De acordo com o lema 5.2.3, dada f ∈ Lp(µ× ν, Z), existem funções simples

fk =
m∑
i=1

XCiαi, Ci ∈ C, µ(Ai) <∞, αi ∈ Z

(com m, Ai e αi dependendo de k) que convergem a f no espaço Lp(µ × ν, Z). Pela definição da
álgebra C, tais funções podem ser representadas como

fk =
n∑

i,j=1

XAi×Bjαij, Ai ∈ A, Bj ∈ B, αij ∈ Y.

onde tanto os Ai como os Bj são disjuntos e possuem medida finita (compare com a representação
usada nos teoremas anteriores). En- tão, para todo x ∈ X,

(Jfk)(x) = (fk)x =
n∑

i,j=1

XAi(x)XBjαij ∈ Lp(ν, Z)
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e

‖(Jfk)(x)‖pLp(ν) = ‖(fk)x‖pLp(ν) =
n∑

i,j=1

XAi(x)µ(Bi)‖αij‖pZ .

Temos então que Jfk ∈ Lp(µ, Lp(ν, Z)). De fato,

‖Jfk‖Lp(µ) =

∫
X

‖(Jfk)(x)‖pLp(ν)dµ

=

∫
X

‖(fk)x‖pLp(ν)dµ

=
n∑

i,j=1

µ(Ai)ν(Bi)‖αij‖pZ

= ‖fk‖pLp(µ×ν).

Uma vez que Jfk − Jfj = J(fk − fj) também é uma função simples, decorre da igualdade acima
que

‖Jfk − Jfj‖pLp(µ) = ‖fk − fj‖pLp(µ×ν) → 0

quando k, j → ∞. Isto mostra que (Jfk) é uma sequência de Cauchy no espaço completo
Lp(µ, Lp(ν, Z)). Logo

Jfk → F ∈ Lp(µ, Lp(ν, Z)).

Passando a uma subsequência, obtemos que

(Jfk)(x) = (fk)x → F (x) qtp em x.

Por outro lado, como fk → f em Lp(µ× ν, Z), passando a uma subsequência temos que

fk(x, y)→ f(x, y) qtp em (x, y).

Decorre então do lema 6.2.5 que, para quase todo x fixo,

fk(x, y) = (fk)x(y)→ (f)x(y) = f(x, y) qtp em y.

Conclúımos, portanto, que

F (x) = fx qtp em x,

o que significa que

F = Jf.

Decorre então do anteriormente mostrado que

‖Jf‖Lp(µ) = ‖f‖Lp(µ×ν),

o que completa a prova de que Jf está bem definida e é isométrica (e portanto injetiva). Conclúımos,
portanto, que a imagem de J é um conjunto fechado (justifique!). Para mostrarmos que J é sobre,
basta mostrar, portanto, que a imagem de J é densa em Lp(µ, Lp(ν, Z)). Para isto considere um



64 CAPÍTULO 6. O TEOREMA DE FUBINI

elemento em h ∈ Lp(µ, Lp(ν, Z)). De novo pelo lema 5.2.3, h pode ser aproximado por combinação
linear de funções simples:

k∑
i=1

XAigi,

onde cada elemento gi ∈ Lp(ν, Z) (isto é apenas a definição de função simples !). Por outro lado,
como gi ∈ Lp(ν, Z), cada gi pode ser aproximada por funções

m∑
k=1

XBiαj.

Assim, funções
n∑

i,j=1

XAiXBjαij

aproximam h. Mas estas funções estão na imagem de J , o que completa a prova da primeira
afirmação.
Falta provar a igualdade (6.1) no caso p = 1. Para isto usaremos o lema 6.2.6. Para isto, notamos
que a integral relativa a ν é uma tranformação linear cont́ınua I de L1(ν, Z) em Z. Assim, tomando
fk → f em L1(µ× ν, Z) temos, como vimos acima, Jfk → Jf em L1(µ, L1(ν, Z)); por outro lado,
decorre do lema 6.2.6 que I ◦ Jf ∈ L1(µ, Z). Assim,∫

X

(∫
Y

(Jf)dν

)
dµ =

∫
Y

(∫
X

(Jf)dµ

)
dν

←
∫
Y

(∫
X

(Jfk)dµ

)
dν

=

∫
X

(∫
Y

(Jfk)dν

)
dµ

=

∫
X×Y

fkd(µ× ν)

→
∫
X×Y

fd(µ× ν).

As afirmações a respeito de Ĵ são inteiramente análogas. 2

6.3 Exerćıcios

1. Mostre o lema 6.1.1. Mostre que qualquer elemento em A pode ser expresso como uma união
disjunta de retângulos.
2. Sejam M e N σ-álgebras geradas pelas álgebras A e B, res- pectivamente. Mostre que a
σ-álgebra gerada por A× B coincide com a σ-álgebra M×N .



Caṕıtulo 7

Algumas Aplicações

7.1 Funções definidas por integrais

Teorema 7.1.1 Seja f : IR→ IR integrável em cada subintervalo compacto I e

F (s) :=

∫ s

a

f(t)dt.

Então F é cont́ınua em cada ponto de I e satisfaz F ′(s) = f(s) em cada ponto s onde f é cont́ınua.

Demonstração:
Seja Xs a função caracteŕıstica do intervalo [a, s]. Se sk → b > a, então Xsk(t)→ Xb(t) ∀ t ∈ [a, b).
Pelo teorema da convergência dominada (|Xsk | ≤ 1 ∈ L(a, b)), temos

F (sk) =

∫
IR

fXskdt→
∫
IR

fXbdt = F (b),

o que prova que F é cont́ınua. Seja s0 um ponto de continuidade de f . Então, dado ε > 0

|f(x)− f(s0)| ≤ ε se |x− s0| ≤ δ.

Portanto
f(s0)− ε ≤ f(x) ≤ f(s0) + ε.

Como a integral é monótona, obtemos

(f(s0)− ε)|h| ≤
∫ s0+h

s0

f(t)dt ≤ (f(s0) + ε)|h|, ∀ h ∈ (s0 − δ, s0 + δ).

Isto mostra que ∣∣∣∣ 1

|h|

∫ s0+h

s0

f(t)dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣F (s0 + h)− F (s0)

|h|

∣∣∣∣
≤ f(s0) + |ε|.

O afirmado decorre. 2

Consideraremos, de agora em diante, que U ⊂ IRn seja um aberto e Y um espaço de Banach com
norma | · |.

65
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Teorema 7.1.2 Sejam (X,M, µ) um espaço de medida. Seja f : X × U → Y uma aplicação
satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) Para cada t ∈ U fixo, a aplicação
x 7→ f(x, t)

é mensurável.

(ii) Existe uma aplicação f1 ∈ L1(µ, Y ) tal que, para todo t ∈ U ,

|f(x, t)| ≤ |f1(x)|.

(iii) Para quase todo x ∈ X fixo temos, para todo t0 ∈ U ,

lim
t→t0

f(x, t) = f(x, t0);

Então a função

F (t) :=

∫
X

f(x, t)dµ(x)

é cont́ınua.

Demonstração:
Decorre das hipóteses (i) e (ii) que a aplicação f(x, t) pode ser integrada com relação à variavel x
(critério da majoração).
Assim, basta mostrar que, para toda sequência (tk) convergindo para t, temos∫

X

f(x, tk)dµ(x)→
∫
X

f(x, t)dµ(x).

Defina fk(x) := f(x, tk). Então, de acordo com a hipótese (iii) acima, (fk) converge qtp para a
aplicação

x 7→ f(x, t).

Decorre de (iii) e do teorema da convergência dominada que

F (tk) =

∫
X

f(x, tk)dµ(x)→
∫
X

f(x, t)dµ(x) = F (t).

2

Lema 7.1.3 Suponha que g : X × U → Y seja cont́ınua em U para quase todo x ∈ X fixo e
mensurável em X para quase todo t ∈ U . Então g é mensurável em X para todo t ∈ U . Além
disto, g é mensurável em X × U .

Demonstração:
Seja N o conjunto de medida nula tal que

g(x, t)
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seja cont́ınua em t para todo x ∈ X − N . Para cada t0 ∈ U , escolha então tk → t0 de forma
que g(x, tk) seja mensurável. Assim, para x ∈ X − N , temos g(x, tk) → g(x, t0). Conclúımos que
g(x, t0) é mensurável, como limite de funções mensuráveis.
Mostraremos agora que g é mensurável em X ×U , quando U for limitado. Para isto, cubra U com
m retângulos Rm

i , todos de mesma medida. Em cada Rm
i ∪ U , escolha um ponto tmi e defina

gm(x, t) = g(x, tmi ), t ∈ Rm
i .

Temos então que cada gm é mensurável em X × U e, se x ∈ X −N ,

lim
m→infty

gm(x, t) = g(x, t).

Isto mostra que g(x, t) é mensurável em X × U , quando U for limitado.
Dado U qualquer, cubra U por uma sequência crescente de compactos (Kj) e aplique o resultado
anterior ao aberto U ∩Kj. O resultado decorre. 2

Teorema 7.1.4 Sejam U ⊂ IRn aberto e f : X × U → Y . Suponha que

(i) Para quase todo t ∈ U , f(x, t) é integrável em X;

(ii) Para quase todo x ∈ X, f(x, t) é de classe C1 em U

(iii) Se t = (t1, . . . , tn) ∈ U , então existem gj ∈ L1(µ, Y ) tais que∣∣∣∣∂f(x, t)

∂tj

∣∣∣∣ ≤ |gj(x)|, ∀ t ∈ U, qtp em x.

Então

F (t) :=

∫
X

f(x, t)dµ(x)

é de classe C1 em U e
∂F (t)

∂tj
=

∫
X

∂f(x, t)

∂t
dµ(x).

Demonstração:
Seja N o conjunto de medida nula tal que f(x, t) é de classe C1 em U se x ∈ X −N . Suponha que
hk → 0 e defina

gjk(x, t) :=
f(x, t+ hkej)− f(x, t)

hk
.

Decorre do lema 7.1.3 que gjk é mensurável em X para todo t ∈ U .
Além disto,

F (t+ hkej)− F (t)

hk
=

∫
X

f(x, t+ hkej)− f(x, t)

hk
dµ(x).

Aplicando o teorema do valor médio, a condição (iii) e o teorema da convergência dominada,
conclúımos que

∂F (t)

∂tj
=

∫
X

∂f(x, t)

∂t
dµ(x).

Que as derivadas parciais são cont́ınuas é consequência imediata do Teorema 7.1.2. 2
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7.2 Convolução

Definição 7.2.1 Convolução
Sejam f ∈ Lp(IRn) e g ∈ L1(IRn). Definimos a convolução de f com g, denotada f ∗ g, por

(f ∗ g)(x) :=

∫
IRn

f(y)g(x− y)dy.

É fácil notar que

(f ∗ g)(x) =

∫
IRn

f(x− y)g(y)dy = (g ∗ f)(x).

Observação: A função y 7→ f(x−y), para x fixo, é mensurável em y. De fato, definindo g(y) := x−y
e F (y) := (f ◦ g)(y), queremos mostrar que F−1(A) é mensurável, para todo aberto A ⊂ IR. Como
F−1(A) = g−1[f−1(A)] e E := f−1(A) é mensurável (pois f é mensurável), basta mostrar que
g−1(E) é mensurável para todo conjunto mensurável E. Mas

x− y ∈ E ⇔ y ∈ (−E) + x.

Como (−E) + x é uma translação do conjunto mensurável −E, ele também é mensurável. Isto
completa a demonstração.

Teorema 7.2.2 Sejam f ∈ Lp(IRn) e g ∈ L1(IRn), com 1 ≤ p ≤ ∞. Então (f ∗ g)(t) está definido
para quase todo t e

‖f ∗ g‖Lp ≤ ‖f‖Lp‖g‖L1 .

Demonstração:
Suponhamos que p =∞. Temos:

|(f ∗ g)(y)| ≤
∫
IRn
|f(y)| |g(x− y)|dy

≤ ‖f‖L∞
∫
IRn
|g(x− y)|dy

= ‖f‖L∞‖g‖L1 ,

em que usamos o fato da medida de Lebesgue ser translação invariante.
Suponhamos agora p = 1. Então, integrando a função

|f(y)||g(x− y)|

primeiro com relação a variável x e depois com relação a y e aplicando a “rećıproca”do teorema de
Fubini, obtemos

‖(f ∗ g)‖L1 = ‖g‖L1‖f‖L1 .

Consideremos agora 1 < p < ∞. Seja p∗ o expoente conjugado a p, isto é, (1/p) + (1/p∗) = 1.
Suponhamos inicialmente que existam as integrais envolvidas:∫

IRn
|f ∗ g|pdt =

∫
IRn

∣∣∣∣∫
IRn

f(y)g(x− y)dy

∣∣∣∣p dx (7.1)

≤
∫
IRn

∣∣∣∣∫
IRn
|g(x− y)|1/p|g(x− y)|1/p∗|f(y)|dy

∣∣∣∣p dx
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Uma vez que |g(x − y)|1/p|f(y)| ∈ Lp(IRn) e |g(x − y)|1/p∗ ∈ Lp∗(IRn), decorre da desigualdade de
Hölder que ∫

IRn
|g(x− y)|1/p|g(x− y)|1/p∗ |f(y)|dy ≤

≤
[∫

IRn
|f(y)|p |g(x− y)|dy

]1/p [∫
IRn
|g(x− y)|dy

]1/p∗

= ‖g‖1/p∗

L1

[∫
IRn
|f(y)|p |g(x− y)|dy

]1/p

Assim1, ∫
IRn
|f ∗ g|pdt ≤ ‖g‖p/p

∗

L1

∫
IRn

∫
IRn
|f(y)|p |g(y − x)|dydx

= ‖f‖p/p
∗

L1

∫
IRn
|f(y)|p

(∫
IRn
|g(y − x)|dx

)
dy

= ‖g‖1+(p/p∗)
L1 ‖f‖pLp .

Como 1 + (p/p∗) = p, o resultado segue elevando a desigualdade acima a 1/p. Note agora que a
existência das integrais está assegurada ao considerarmos a sequência de desigualdades acima no
sentido contrário. 2

Teorema 7.2.3 Sejam f ∈ L1(IRn) e φ ∈ C∞0 (IRn). Então f ∗φ ∈ C∞(IRn) e as derivadas parciais
de f ∗ φ são calculadas derivando-se o integrando

Demonstração:
Já vimos que podemos fazer a convolução de f e φ:

(f ∗ φ)(x) =

∫
X

f(y)φ(x− y)dy.

A aplicação do Teorema 7.1.4 prova o afirmado.
2

1Neste ponto podemos obter uma desigualdade mais precisa. Obtemos,∫
IRn
|f ∗ g|pdx ≤ ‖g‖p/p

∗

L1

∫
IRn

∫
IRn
|f(y)|p|g(y − x)|dydx

≤ ‖φ‖p/p
∗

L1

∫
IRn

∫
IRn
|g(x)| |f(y + x)|pdydx

e portanto ∫
IRn
|f ∗ g|pdx ≤ ‖g‖p/p∗+1

L1 sup
x∈suppg

∫
IRn
|f(y + x)|pdy = ‖g‖pL1 sup

x∈suppg
‖f(·+ x)‖pLp , (7.2)

desde que a última expressão a direita faça sentido. Esta estimativa também pode ser obtida se p = 1 ou p =∞.
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7.3 Sequências de Dirac

Definição 7.3.1 Seja φ : IRn → IR uma função cont́ınua de suporte compacto2 tal que

φ ≥ 0 e

∫
IRn

φ = 1.

Então φε(x) := ε−nφ(x/ε) chama-se sequência de Dirac de φ. Note que φε ∈ Lp(IRn) para todo
p ∈ [1,∞] e todo ε > 0.

Observação: A rigor, φε não é uma sequência. Considere ε = 1/j com j →∞.

Lema 7.3.2 Para todo ε > 0, temos

φε(x) ≥ 0,

∫
IRn

φεdx = 1,

∫
IRn−Bρ(0)

φεdx→ 0,

para todo ρ > 0.

Demonstração:

As duas primeiras afirmações são claras. Quanto à última, podemos supor que suppφ ⊂ Bm(0)
para m ∈ IN suficientemente grande. Note então que

x/ε ∈ Bm(0)⇔ x ∈ Bεm(0),

donde segue o resultado. 2

Observação: Muitas vezes as propriedades citadas acima são usadas para se definir uma sequência
de Dirac.

Exemplo 7.3.3 Defina

φ(x) :=

{
k exp(−1/(1− |x|2)) se |x| < 1

0 se |x| ≤ 1,

onde k é escolhido de modo que ∫IRn φdx = 1. Note que φ ∈ C∞(IRn) e suppφ = B1(0).

Teorema 7.3.4 Seja 1 ≤ p <∞. Suponha que f ∈ Lp(IRn) e que φε seja uma sequência de Dirac.
Então

f ∗ φε → f em Lp(IRn) quando ε→ 0.

2O suporte de φ, denotado suppφ é definido por

suppφ := {x ∈ IRn; φ(x) 6= 0}.
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Demonstração3:
Temos, considerando p∗ o expoente conjugado a p,

|(f ∗ φε)(x)− f(x)| =

=

∣∣∣∣∫
IRn

f(y)φε(x− y)dy − f(x)

∫
IRn

φε(x− y)dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
IRn

φε(x− y)[f(y)− f(x)]dy

∣∣∣∣
≤

∫
IRn
|φε(y)|1/p∗|φε(y)|1/p[f(x− y)− f(x)]dy

Aplicando a desigualdade de Hölder, elevando ambos os lados a p e integrando, obtemos, como na
demonstração do Teorema 7.2.2,∫

IRn
|(f ∗ φε)− f |pdx ≤

≤ ‖φε‖p/p
∗

L1

∫
IRn

∫
IRn
|f(x− y)− f(x)|p|φε(y)|dydx.

Uma vez que ‖φε‖L1 = 1, aplicando o teorema de Fubini, obtemos

‖(f ∗ φε)− f‖pLp ≤
∫
IRn
|φε(y)|ψ(y)dy,

em que ψ(y) := ∫IRn |f(x− y)− f(x)|pdx = ‖f(· − y)− f(·)‖pLp . Para δ > 0 escreva

Iε :=

∫
IRn
|φε(y)|ψ(y)dy =

∫
|y|<δ
|φε(y)|ψ(y)dy +

+

∫
|y|≥δ
|φε(y)|ψ(y)dy

=: Aεδ +Bεδ

Dado ρ > 0, escolha, de acordo com o Teorema 5.3.3 δ tão pequeno que ψ(y) < ρ se |y| < δ. Então

Aεδ ≤ ρ

∫
|y|<δ
|φε|dy ≤ ρ,

3Utilizando a estimativa (7.2), podemos obter uma demonstração simples deste resultado: Defina φεδ := XBδ(0)φε
e ψεδ := XIRn\Bδ(0). Aplique a estimativa e obtenha

‖f ∗ φε − f‖Lp ≤
(∫

IRn
φεδ

)
sup
|h|≤δ

‖f(·+ h)− f‖Lp +

(∫
IRn

φεδ

)
sup
|h|≤δ

‖f(·+ h)− f‖Lp

A primeira integral é menor ou igual a 1, enquanto o primeiro sup tende a zero quando δ → 0, de acordo com
o Teorema 5.3.3. O segundo sup é cotado, de acordo com a desigualdade de Minkowski, por 2‖f‖Lp , enquanto a
integral restante tende a zero quando ε→ 0 para todo δ, de acordo com a definição de sequência de Dirac.
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para todo ε. De acordo com a desigualdade de Minkowski, temos

sup
y∈IRn

|ψ(y)| ≤ (2‖f‖Lp)p,

de forma que Bεδ é menor que uma constante multiplicada por ∫|y|≥δ |φε|dy, que, por sua vez, tende
a zero quando ε→ 0. Isto mostra que Iε → 0 quando ε→ 0, donde decorre o teorema.

2

Teorema 7.3.5 Para 1 ≤ p <∞ temos que C∞0 (IRn) é denso em Lp(IRn)

Demonstração:
Dado ρ > 0, escreva f ∈ Lp(IRn) como4 f = g + h, onde g tem suporte compacto e ‖h‖Lp < ρ.
Considere uma sequência de Dirac (φε) ∈ C∞0 (IRn) e defina gε := g ∗ φε. Então gε ∈ C∞0 (IRn) (note
que suppgε ⊂ Bε(suppg)!) e ‖g − gε‖Lp → 0 quando ε → 0. De acordo com a desigualdade de
Minkowski,

‖f − gε‖Lp ≤ ‖g − gε‖Lp + ‖h‖Lp .
Tomando ε de forma que ‖g − gε‖Lp < ρ, obtemos

‖f − gε‖Lp < 2ρ,

provando o afirmado.
2

7.4 Partições da unidade

Definição 7.4.1 Seja Ω ⊂ IRn um aberto e (Ui) uma cobertura de Ω por conjuntos abertos Ui.
Uma cobertura de Ω é localmente finita se todo ponto x ∈ Ω possui uma vizinhança Bε(x) tal que

{i ∈ IN ;Ui ∩Bε(x)} é um conjunto finito.

Exemplo 7.4.2 Seja Ω ⊂ IRn um aberto, não necessariamente limitado. Consideraremos alguns
modos de obter uma cobertura localmente finita de Ω.
(i) Defina

Ui := {x ∈ Ω; 2−i−1 < dist(x, ∂Ω) < 2−i+1}, i ∈ ZZ.
Então os conjuntos Ui formam uma cobertura localmente finita de Ω. Também os conjuntos

Vi := (Ui ∩B2i+1(0)) ∪

(⋃
j<i

Ui ∩ [B2i+1(0)−B2i−1(0)]

)

formam uma cobertura localmente finita de Ω, com a propriedade adicional de serem os Vi limitados,
satisfazendo Vi ⊂ Ω.
(ii) Defina

Ui := {x ∈ Ω; dist(x, ∂Ω) > ρ/2i} ∪Bγi(0),

4Como
∫
IRn
|f | < ∞, defina g = XBr(0)f e h = f − g. Tomando r suficientemente grande, obtemos h com a

propriedade desejada.
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em que as constantes ρ e γ são escolhidas de modo que U1 6= ∅. Note que cada Ui é um aberto
limitado, Ui ⊂ Ui+1, mas a cobertura ∪Ui não é localmente finita. Entretanto, definindo

V2 := U2

V3 := U3 \ U1
...

...
...

Vj := Uj \ Uj−2,

obtemos

Ω ⊂
∞⋃
j=2

Vj

através de uma cobertura localmente finita. Cada ponto x ∈ Ω tem uma vizinhança que intercepta
no máximo dois elementos desta cobertura.

Definição 7.4.3 Seja U uma coleção de conjuntos abertos no IRn cuja união é IRn. Dizemos que
V é um refinamento de U se para cada Vβ ∈ V podemos encontrar Uα ∈ U tal que Vβ ⊂ Uα.

Teorema 7.4.4 Seja U uma cobertura aberta de IRn. Então existe um refinamento (Vj) de U que
é localmente finito5 e enumerável. Além disto, Vj é compacto para todo j.

Demonstração:
Seja Bn := Bn(0). Cobrimos IRn pelos anéis compactos

B1, B2 \B1, . . . , Bn+1 \Bn, . . . .

Para cada x ∈ B1, como U cobre IRn, temos x ∈ Ux para algum Ux ∈ U . Como Ux é aberto,
podemos escolher 0 < r < 1/2 tal que Vx := Br(x) satisfaz

V x ⊂ Ux.

Os conjuntos Vx assim definidos formam uma cobertura aberta do conjunto compacto B1, da qual
extráımos a subcobertura finita V1, . . . , Vm. Consideramos agora o anel B2 \ B1. Analogamente,
para cada x ∈ B2 \B1, escolhemos uma bola Wx := Br(x) com 0 < r < 1/2 tal que W x ⊂ Ux ∈ U .
Como B2 \ B1 é compacto podemos escolher uma subcobertura finita W1, . . . ,Ws. Desprezando
os elementos desta subcobertura que porventura forem iguais a um dos V1, . . . , Vm já escolhidos e
renominando os restantes, obtemos uma cobertura {V1, . . . , Vm, Vm+1, . . . , Vp} de B2. Continuando
desta maneira, obtemos uma cobertura (Vj), aberta e enumerável, do IRn. Da forma que os conjun-
tos Vj foram escolhidos, vemos que eles formam um refinamento de U . Além disto, como r < 1/2,
vemos que cada V j é compacto.
Falta apenas mostrar que (Vj) é localmente finita. Dado x ∈ Bn \ Bn−1, considere a bola B1/4(x).
Uma vez que escolhemos Vj com r < 1/2, vemos que apenas os Vj que cobrem Bn \Bn−1 e aqueles
que cobrem os anéis vizinhos Bn+1 \ Bn e Bn−1 \ Bn−2 podem intersectar a bola B1/4(x). Assim,
pela construção que fizemos, apenas um número finito de Vj pode intersectar B1/4(x).

5Este resultado estabelece, em particular, que IRn é paracompacto, isto é, que toda cobertura aberta possui um
refinamento localmente finito.
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2

Observação: O resultado acima pode ser generalizado para variedades localmente compactas que
satisfazem o segundo axioma de enumerabilidade. Uma demonstração deste resultado pode ser
encontrada em Warner, F.W.: Foundations of differentiable manifolds and Lie groups, Springer,
19??, p. 9.

Corolário 7.4.5 Seja Ω ⊂ IRn um conjunto aberto e U uma cobertura aberta de Ω. Então vale o
mesmo resultado do Teorema 7.4.4.

Demonstração:
Basta adicionar um conjunto aberto, por exemplo U0 := IRn, para obter uma cobertura aberta do
IRn e então aplicar o Teorema 7.4.4. Note que o refinamento é composto de bolas Brj(xj).

2

Teorema 7.4.6 Seja U uma coleção de conjuntos abertos no IRn cuja união é Ω. Então existe
uma sequência {ηi} ⊂ C∞o (Ω) que constitui uma partição da unidade localmente finita su-
bordinada à cobertura U , isto é,

(i) ηi ∈ C∞o (Uα) para algum Uα ∈ U ;

(ii) ηi ≥ 0 e
∑∞

i=1 ηi(x) = 1 para todo x ∈ Ω;

(iii) Para todo compacto K ⊂ Ω existe um inteiro m e um conjunto aberto W ⊃ K tal que

η1(x) + η2(x) + . . .+ ηm(x) = 1

para todo x ∈ W .

Demonstração:
De acordo com o Corolário 7.4.5, existe um refinamento Uj enumerável e localmente finito da
cobertura U , em que Uj = Brj(xj). Dada uma sequência de Dirac associada a φ ∈ C∞o (B1(0)),
definimos

ψj(x) := φ

(
x− xj
rj

)
.

Então supp ψj ⊂ Brj(xj) e, para cada x ∈ Ω e ρ > 0, apenas um número finito de termos da séria∑
ψj(x) é não nulo em Bρ(x). Isto mostra que ψ(x) =

∑
ψj(x) ∈ C∞(Ω). Defina então

ηj :=
ψj(x)

ψ(x)
.

Observe que, dado um compacto K ⊂ Ω, apenas um número finito de ηj intersecta K. Isto completa
a demonstração.

2

Corolário 7.4.7 Seja F ⊂ IRn um subconjunto fechado e G ⊃ A um conjunto aberto. Então existe
α ∈ C∞(IRn) tal que

(i) 0 ≤ α(x) ≤ 1 para todo x ∈ IRn;
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(ii) α(x) = 1 para x ∈ F ;

(iii) supp α ⊂ G.

Demonstração:
Consideramos a cobertura {G,F c} do IRn e ηj a partição da unidade subordinada a esta cobertura.
Quer dizer, supp ηj ⊂ G ou supp ηj ⊂ F c. Definimos α como a soma de todos os ηj cujo suporte
está contido em G. Quer dizer, definindo M := {j ∈ IN ; supp ηj ⊂ G}, temos

α(x) =
∑
j∈M

ηj(x).

Claramente temos (i). Temos também

supp α =
⋃
j∈M

supp ηj =
⋃
j∈M

supp ηj ⊂ G.

Note que a segunda igualdade é válida para famı́lias localmente finitas.
Finalmente, para x ∈ F temos

1 =
∑
j∈IN

ηj(x) =
∑
j∈M

ηj(x) +
∑

′ηj(x) = α(x) +
∑

′ηj(x),

em que
∑′ ηj(x) denota a soma dos ηj cujos suportes estão em F c, mas não em G (observe que os

suportes só podem estar nestes conjuntos). Temos
∑′ ηj(x) = 0 se x ∈ F , o que mostra (ii).

2

Em algumas situações devemos nos ater a uma dada cobertura de um aberto Ω, não sendo posśıvel
passar a um refinamento. Para obtermos uma partição da unidade subordinada a esta cobertura,
é necessário que esta cobertura seja localmente finita. É a situação que passaremos a descrever.

Definição 7.4.8 Uma partição da unidade do aberto Ω ⊂ IRn estritamente subordinada a uma
cobertura aberta localmente finita (Ui) é uma coleção de funções ηj ∈ C∞o (Uj) tal que

ηj ≥ 0 e
∑
j∈IN

ηj(x) = 1 ∀ x ∈ Ω

(a soma é feita sobre todos os ı́ndices i, mas para um dado ponto x ∈ A apenas um número finito
de termos é não nulo).

Teorema 7.4.9 Seja (Uj) uma cobertura aberta localmente finita de Ω. Suponhamos que os abertos
Uj sejam limitados e Uj ⊂ Ω. Então existe uma partição da unidade estritamente subordinada a
(Uj).

Demonstração:
Afirmamos inicialmente que escolher indutivamente conjuntos abertos Vi, com Vi ⊂ Ui tais que

Ω ⊂

(
m−1⋃
i=1

Vi ∪
∞⋃
i=m

Ui

)
.
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De fato, supondo escolhidos os conjuntos Vi para i < m, então

Ω− Um ⊂

(
m−1⋃
i=1

Vi ∪
∞⋃
m+1

Ui

)
,

donde conclúımos que os conjuntos acima cobrem o compacto ∂Um. Decorre dáı que, para algum
r > 0, tais conjuntos cobrem também o conjunto Br(∂Um) (justifique!)
Defina então

Vm := Um −Br/2(∂Um).

Temos então que

Ω ⊂
∞⋃
i=1

Vi.

De fato, se x 6∈ ∪i<mVi, temos que x pertence apenas a um número finito de conjuntos Ui. Se i0 é
o maior destes ı́ndices, x ∈ ∪i≤i0Vi.
Escolhemos agora subconjuntos Ei com Vi ⊂ Ei ⊂ Ui e definimos

εi := dist(∂Ei, Vi ∪ (IRn − Ui)) > 0.

Seja (φε) uma sequência de Dirac associada a φ ∈ C∞0 (B1(0)). Defina ψi := XEi ∗ φεi . Então
ψi ∈ C∞0 (Ui) e XVi ≤ ψi ≤ 1. Assim,

∞∑
i=1

ψi ≥
∞∑
i=1

XVi ≥ XΩ.

Note que no primeiro somatório apenas um número finito de termos é não nulo, pois a cobertura
Ui é localmente finita. Defina

ηi :=
ψi∑
i ψi

.

2

FALTA COLOCAR AQUI O LEMA 2.11 DO ALT!!!!!!

7.5 Exerćıcios

1. Prove o teorema de Weierstraß: toda função cont́ınua definida num intervalo fechado [a, b] pode
ser uniformemente aproximada por um polinômio. Para isto, suponha que o intervalo [a, b] seja
o intervalo [0, 1]. Mostre que o resultado acima estará demonstrado, se ele for provado para o
intervalo [0, 1]. Seja L a reta unindo f(0) a f(1). Mostre que f −L se anula em 0 e 1. Isto mostra
que podemos assumir f(0) = f(1) = 0. Estenda então f definindo f(x) = 0 se x 6∈ [0, 1]. Defina
então as funções de Landau,

φk =
1

ck
(1− x2)k,

onde ck é escolhido de modo que φk seja uma sequência de Dirac. Mostre que a sequência φk ∗ f é
uma sequência de polinômios que converge uniformemente a f em [0, 1].
2. Dada uma famı́lia localmente finita (Cα)α∈A de subconjuntos de um espaço X, mostre que, para
todo compacto K ⊂ X, existe um conjunto finito A0 = {α1, . . . , αr} ⊂ A tal que K ∩ Cα 6= ∅
implica α ∈ A0.



Caṕıtulo 8

O Teorema de Mudança de Variáveis

Consideraremos, em todo o caṕıtulo, que µ é a medida de Lebesgue no IRn. Denotaremos L(Ω) o
conjunto das funções integráveis f : Ω→ IK. Que dizer, consideramos a σ-álgebra induzida em Ω
pela σ-álgebra de LebesgueM: seus elementos são interseções dos elementos deM com o conjunto
Ω; da mesma forma para a medida.
Notamos que, quando IK = lC, então f = f1 + if2, com fi : Ω→ IR (i = 1, 2). Assim,∫

Ω

fdµ =

∫
Ω

f1dµ+ i

∫
Ω

f2dµ.

Propriedades à respeito de f podem ser provadas analisando-se f1 e f2, sempre levando em conta
o critério da majoração.

8.1 Imagens de conjuntos mensuráveis

Lema 8.1.1 Seja N um conjunto de medida nula no IRn e f : N → IRn uma função de Lipschitz-
cont́ınua. Então f(N) tem medida nula.

Demonstração:
Seja C a constante de Lipschitz de f . Considere uma sequência (Rj) de cubos cobrindo N tal que

∞∑
j=1

µ(Rj) < ε

(justifique !). Seja rj o comprimento do lado de Rj. Vemos então que f(N ∪Rj) está contido num
cubo R′j cujo lado possui comprimento menor ou igual a 2Crj (justifique !). Assim, temos que

µ(R′j) ≤ 2nCnrnj = (2C)nµ(Rj),

donde decorre o afirmado. 2

Lema 8.1.2 Seja Ω ⊂ IRn um aberto e f : Ω → IRn uma aplicação de classe C1. Suponha que
N ⊂ Ω tenha medida nula em Ω. Então f(N) tem medida nula.

77
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Demonstração:
Para cada x ∈ Ω existem retângulo fechados Rx contido em Ω tais que a famı́lia (int(Rx)) cubra N .
Como Ω é separável, tal cobertura possui uma subcobertura enumerável (Rj) (justifique !). Basta
então mostrar que, para todo j, f(N ∪ Rj) tem medida nula. Como f ′ é limitada no compacto
Rj, decorre da desigualdade do valor medio que f é Lipschitz-cont́ınua quando restrita a Rj. O
resultado decorre então do lema 8.1.1. 2

Lema 8.1.3 Seja A ⊂ IRm. Seja f : A → IRn Lipschitz-cont́ınua, com m < n. Então f(A) tem
medida nula.

Demonstração:
A imersão IRm → IRn faz com que IRm tenha medida nula no IRn. Em particular, A tem medida
n-dimensional nula. O resultado então segue do lema 8.1.1. 2

Observação: O resultado anterior é falso se supusermos f apenas cont́ınua. Justifique !

8.2 Blocos e Transformações Lineares

Definição 8.2.1 Bloco
Sejam v1, . . . , vn vetores no IRn. Definimos o bloco B gerado por estes vetores como sendo o conjunto

B := {t1v1 + t2v2 + . . .+ tnvn; 0 ≤ ti ≤ 1}.

Dizemos que o bloco B é degenerado se os vetores v1, . . . , vn forem linearmente dependentes.

Observação: Uma vez que o contexto em que estamos é completamente geométrico, falaremos do
volume do bloco B ao invés de referirmos à medida do bloco B. Note que um bloco é sempre
mensurável.

Definição 8.2.2 Volume Orientado
Considere o bloco B gerado pelo vetores v1, . . . , vn. Definimos

V ol(v1, . . . , vn) := µ(B),

isto é, o volume do bloco B. Definimos o volume orientado

V o(v1, . . . , vn) := ±V ol(v1, . . . , vn),

onde o sinal é positivo se tivermos det(v1, . . . , vn) > 0 e negativo caso contr´ario (o determinante
se refere à matriz que tem os vetores v1, . . . , vn como vetores coluna).

Teorema 8.2.3 Vale
V olo(v1, . . . , vn) = det(v1, . . . , vn)

e
V ol(v1, . . . , vn) = | det(v1, . . . , vn)|.
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Demonstração:
Notamos inicialmente que basta considerarmos o caso de blocos não degenerados. De fato, se
v1, . . . , vn forem linearmente dependentes, decorre do lema 8.1.3 que µ(B) = 0 (justifique!); como
det(v1, . . . , vn) = 0, o resultado se verifica.
Provaremos o resultado mostrando que V ol(v1, . . . , vn) satisfaz as propriedades do determinante..

1a. Parte: Para todo v ∈ IRn,

V olo(v, v2, . . . , vn) = det(kv, v2, . . . , vn).

Consideremos inicialmente k ∈ IN . Temos que a igualdade

B(kv, . . . , vn) = B((k − 1)v, . . . , vn)
⋃

(B(v, . . . , vn) + (k − 1)v1)

é verdeira, exceto por um conjunto de medida nula, qual seja, o bloco (n−1)-dimensionalB(v2, . . . , vn).
Logo

V ol(kv, . . . , vn) = V ol((k − 1)v, . . . , vn) + V ol(v, v2, . . . , vn)

= k V ol(v, . . . , vn),

onde a última igualdade é obtida indutivamente.
Tomando v = u/k na igualdade acima, obtemos

V ol(
v

k
, . . . , vn) =

1

k
V ol(v, . . . , vn). (8.1)

Conclúımos então que a identidade (8.1) é válida para qualquer racional positivo. Dado um real
positivo s, tome racionais positivos r, r′ tais que r ≤ s ≤ r′. Assim,

B(rv, . . . , vn) ⊂ B(sv, . . . , vn) ⊂ B(r′v, . . . , vn),

donde
rV ol(v, . . . , vn) ≤ V ol(sv, . . . , vn) ≤ r′V ol(v, . . . , vn).

Tomando o limite quando r, r′ → s, conclúımos que a igualdade (8.1) vale para qualquer real
positivo k. Para k = 0 ela é trivialmente válida. Finalmente, como

B(−v, . . . , vn) = B(v, . . . , vn)− v

(justifique!), vemos que (8.1) é válida para qualquer k real.
2a. parte:

V olo(. . . , vi−1, kv, vi+1, . . .) = k V olo(. . . , vi−1, v, vi+1, . . .).

Decorre imediatamente de repetir o argumento da 1a. parte para as outras variáveis.
3a. parte: V ol0(v1 + cv2, v2, . . . , vn) = V ol(v1, v2, . . . , vn).
Se c = 0 o resultado é óbvio. Consideremos então o caso c = 1. Notamos que a situação que
estamos lidando é puramente bi-dimensional, uma vez que os vetores (v3, . . . , vn) são comuns aos
dois blocos. O bloco gerado por v1, v2 consiste de dois triângulos, T (formado pelo vetor v1 e pelo
vetor soma v1+v2) e T ′ (formado pelo vetor v2 e pelo vetor soma v1+v2), tendo apenas um conjunto



80 CAPÍTULO 8. O TEOREMA DE MUDANÇA DE VARIÁVEIS

de medida zero em comum (a diagonal dos triângulos). O bloco gerado por v1 + v2, v2 consiste do
triângulo T ′ e do triangulo T + v2, que é uma translação do triângulo T . Isto mostra que estes dois
blocos têm o mesmo volume. Portanto

V olo(v1 + v2, v2, . . . , vn) = V olo(v1, v2, . . . , vn).

Consideremos agora c 6= 0 arbitrário. Então temos, usando o mos- trado na 2a. parte:

cV olo(v1 + cv2, v2, . . . , vn) = V olo(v1 + cv2, cv2, . . . , vn)

= V olo(v1, cv2, . . . , vn)

= cV olo(v1, v2, . . . , vn).

Cancelando-se c obtemos o afirmado.
4a. parte: V olo(v1 + cvj, . . . , vj, . . . , vn) = V olo(v1, . . . , vj, . . . , vn).
Basta repetir o argumento utilizado na 3a. parte.
5a. parte:

V olo(v + w, v2, . . . , vn) = V olo(v, v2, . . . , vn) +

+V olo(w, v2, . . . , vn).

Temos que

V olo(c1v1 + . . .+ cnvn, v2, . . . , vn) = . . .

= V olo(c1v1, v2, . . . , vn)

= c1V ol
o(v1, v2, . . . , vn).

Do resultado acima decorre imediatamente o afirmado.
6a. parte: Resulta do anteriormente mostrado que V olo(v1, . . . , vn) é linear em cada variável. Da
definição da medida de Lebesgue de um retângulo temos que

V olo(e1, . . . , en) = 1,

onde e1, . . . , en é a base canônica do IRn. Uma vez que

V olo(v1, v2, . . . , vn) = 0

se os vetores v1, . . . , vn forem linearmente dependentes, vemos que

V olo(v1, v2, . . . , vn)

é alternado. Isto mostra que V olo(v1, v2, . . . , vn) satisfaz todas as propriedades satisfeitas por
det(v1, v2, . . . , vn). Da unicidade da função determinante segue que o lema está demonstrado.

2

Corolário 8.2.4 Seja C ⊂ IRn o cubo unitário gerado pela base canônica do IRn. Seja T : IRn →
IRn uma aplicação linear. Então

V ol T (C) = | det(T )|.



8.3. O TEOREMA DE MUDANÇA DE VARIÁVEIS 81

Demonstração:
Definindo vi := T (ei), vemos que T (C) é o bloco gerado por v1, . . ., vn. Representando T por sua
matriz (aij), vemos que

vi = a1ie1 + . . .+ anien,

donde det(v1, . . . , vn) = det(aij) = det(T ). 2

Corolário 8.2.5 Se R for um retângulo qualquer no IRn e T : IRn → IRn uma transformação
linear, então

V ol T (R) = | det(T )| V ol(R).

Demonstração:
Uma vez que a medida de Lebesgue é invariante por translações, podemos assumir que o retângulo
é um bloco (justifique!). Se C for o cubo unitário, podemos supor que R = T1(C), donde T (R) =
(T ◦ T1)(C). Decorre então do corolário 8.2.4 que

V ol T (R) = | det(T ◦ T1)| = | det(T ) det(T1)| = | det(T )| V ol(R).

2

8.3 O teorema de mudança de variáveis

Consideraremos agora uma aplicação f : U ⊂ IRn → IRn de classe C1, definida no aberto U .
Usaremos a aproximação de f por sua derivada (uma transformação linear !) para generalizarmos
o corolá- rio 8.2.5. Para isto, definimos

Definição 8.3.1 Determinante Jacobiano
Sejam U um aberto e f : U ⊂ IRn → IRn diferenciável. Definimos o determinante jacobiano de f
por

∆f (x) := det Jf(x) = det f ′(x),

onde Jf(x) denota a matriz jacobiana de f .

Lema 8.3.2 Sejam U um aberto e f : U ⊂ IRn → IRn de classe C1. Suponha que f(0) = 0 e
f ′(0) = I, onde I denota a transformação identidade. Tome r > 0 tal que Br(0) ⊂ U . Suponha
que exista 0 < s < 1 tal que

|f ′(x)− f ′(z)| ≤ s

para todo x, z ∈ Br(0). Se y ∈ IRn satisfaz

|y| ≤ (1− s)r,

então existe um único x ∈ Br(0) tal que

f(x) = y.
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Demonstração:
Para |y| < (1− s)r defina gy : Br(0)→ IRn por

gy(x) := x− f(x) + y.

Temos que

|f(x)− x| = |f(x)− f(0)− f ′(0)x|
≤ |x| sup |f ′(z)− f ′(0)|
≤ rs.

Decorre dáı que
|gy(x)| ≤ |f(x)− x|+ |y| ≤ rs+ (1− s)r = r,

donde gy : Br(0) → Br(0). Afirmamos que gy é uma contração. De fato, decorre do teorema do
valor médio que

|gy(x1)− gy(x2)| = |x1 − x2 − (f(x1)− f(x2))|
= |x1 − x2 − f ′(0)(x1 − x2) + σ(x1, x2)|
= |σ(x1, x2)|,

onde
σ(x1, x2) ≤ |x1 − x2| sup |f ′(z)− f ′(0)| ≤ s|x1 − x2|.

Pelo lema da contração, gy tem um único ponto fixo x ∈ Br(0), que satisfaz

f(x) = y.

2

Teorema 8.3.3 Sejam R ⊂ U um retângulo e U um aberto em IRn. Seja f : U → IRn um
difeomorfismo de classe C1. Então

µ(f(R)) =

∫
R

|∆f |dµ.

Observação: Notamos que, se f for linear, o resultado acima nada mais é do que o corolário 8.2.5.

Demonstração:
Sem perda de generalidade, podemos considerar que o retângulo R é um cubo. Para isto, basta
alterar as normas em cada um dos lados do retângulo (multiplicando por uma constante positiva),
de forma que todos os lados tenham então o mesmo comprimento.
Dado ε > 0, divida cada lado de R em m segmentos iguais. Isto faz com que R seja subdividido
em mm subcubos, denotados Cj (j = 1, . . . ,mm). Denotaremos cj o centro do cubo Cj. Uma vez
que as imagens f(Cj) têm no máximo um conjunto de medida nula em comum, temos

V ol f(R) =
mm∑
j=1

V ol f(Cj).
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Uma vez que f ′ é uniformemente cont́ınua em R, dado ε > 0, podemos escolher m suficientemente
grande, de forma que, denotando Tj = f ′(cj), se tenha

f(x) = f(cj) + Tj(x− cj) + rj(x− cj),

com
|rj(x− cj)| ≤ ε|x− cj|.

Assim, para calcularmos V ol (Cj), basta nos concentrarmos no caso em que C é um cubo de centro
na origem e f tem a forma

f(x) = Tx+ r(x), |r(x)| ≤ ε|x|

para x ∈ C (justifique!).
Logo

(T−1 ◦ f)(x) = x+ (T−1 ◦ r)(x), (8.2)

e veremos a aplicação (T−1◦f) como uma perturbação da identidade. Temos, para alguma constante
K e x ∈ C,

|(T−1 ◦ r)(x)| ≤ Kε

(justifique!). Decorre do lema 8.3.1 que T−1 ◦ f(C) contém um cubo de raio

(1− Cε)λ,

onde λ é o raio do cubo C. Por outro lado, decorre de (8.2) que T−1 ◦ f(C) está contido num cubo
de raio (1 +Kε)λ. Aplicando T a estes cubos e determinando o volume, achamos

| det(T )|V ol (C)− εK1 V ol (C) ≤

≤ V ol f(C) ≤ | det(T )|V ol (C) + εK1 V ol (C).

O resultado segue ao aplicarmos a estimativa acima a cada um dos cubos Cj: T será a transformação
f ′(cj); somando sobre todos os valores de j e estimando |∆f |, obtemos o resultado. 2

Corolário 8.3.4 Se f : U ⊂ IRn → IRn for um difeomorfismo de classe C1 e R ⊂ U um retângulo,
então ∫

f(R)

gdµ =

∫
R

(g ◦ f)|∆f |dµ

para toda função g : IRn → lC, cont́ınua em f(R).

Demonstração:
As funções g e (g ◦ f)|∆f | são uniformemente cont́ınuas em f(R) e R, respectivamente. Considere
uma partição de R através de subretângulos Rj. Temos∫

f(R)

=
∑
j

∫
f(Rj)

gdµ.

Seja δ o maior dos comprimentos dos lados de Rj, para todo j. Então existe uma constante C tal
que f(Rj) está contido num retângulo cujos lados tem comprimento menor ou igual a Cδ.
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Dado ε > 0, suponhamos g : IRn → IR. Tomando a partição de modo que δ seja suficientemente
pequeno, podemos considerar que

Mj −mj < ε, onde Mj = sup
f(Rj)

g, mj = inf
f(Rj)

g.

Aplicando o teorema 8.3.3 com g suposta constante igual a mj e Mj:

mjµ(f(Rj)) ≤
∫
f(Rj)

gdµ ≤Mjµ(f(Rj));

mj

∫
Rj

|∆f |dµ ≤
∫
Rj

(g ◦ f)|∆f |dµ ≤Mj

∫
Rj

|∆f |dµ;

µ(f(Rj)) =

∫
Rj

|∆f |dµ.

O resultado decorre. Para g : IRn → lC, g = g1 + ig2, analise g1 e g2 como acima. 2

Teorema 8.3.5 Mudança de Variáveis
Seja f : U ⊂ IRn → IRn um difeomorfismo de classe C1 definido no aberto U . Seja g ∈ L1(f(U)).
Então (g ◦ f)|∆f | ∈ L1(U) e ∫

f(U)

gdµ =

∫
U

(g ◦ f)|∆f |dµ.

Demonstração:
Seja R um retângulo fechado contido em U . Mostraremos inicialmente que a restrição de (g◦f)|∆f |
a R está em L1(R) e que a fórmula é válida com U substituido por R.
Considere uma sequência gk ∈ C0

0(f(U)) tal que gk → g em L1(f(U)) (justifique!). Passando a
uma subsequência, podemos supor que gk → g para todo y ∈ f(U)− Z, onde Z é um conjunto de
medida nula. Pelo lema 8.1.2, f−1(Z) tem medida nula.
Defina ĝk := (gk ◦ f)|∆f |. Cada ĝk é uma função cont́ınua em R e ĝk → (g ◦ f)|∆f | qtp em R
(justifique!). Afirmamos que ĝk é uma sequência de Cauchy em L1(R). De fato, decorre do corolário
8.3.4 que ∫

R

|ĝk − ĝj|dµ =

∫
f(R)

|gk − gj|dµ,

donde segue o afirmado.
Mas então temos que ĝk → (g ◦ f)|∆f | em L1(R) (justifique!) e∫

f(E)

gdµ =

∫
E

(g ◦ f)|∆f |dµ

quando E = R. Decorre da expressão acima que o teorema é válido para qualquer subconjunto
mensurável E ⊂ R (note que f(E) é mensurável!).
Considere agora uma sequência de retângulos Rm ⊂ U tal que ∪Rm = U (justifique a existência de
tal sequência!). Definindo En := Rn − (R1 ∪ . . . ∪ Rn−1) obtemos uma sequência de subconjuntos
disjuntos En, tais que o teorema vale quando aplicado a cada En. Defina então

hn := XEng e ĥn := (hn ◦ f)|∆f |.
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O teorema decorre então do teorema da convergência dominada (mais precisamente, do exerćıcio 9
do caṕıtulo 4). 2

Observação: Não é dif́ıcil adaptar a demonstração do resultado acima, de modo a podermos consi-
derar aplicações g : IRn → Y , onde Y é um espaço de Banach.

Algumas vezes encontramo-nos em uma situação em que a funcão f acima não é invert́ıvel em
um conjunto de medida nula; por exemplo, quando lidamos com coordenadas polares. O próximo
resultado mostra que isto não constitui dificuldade.

Corolário 8.3.6 Sejam U um aberto e f : U ⊂ IRn → IRn de classe C1. Seja E ⊂ U um conjunto
mensurável tal que:

(i) ∂E tem medida nula em IRn;

(ii) f é um difeomorfismo quando restrito ao interior de E.

Dada g ∈ L1(f(E)), então (g ◦ f)|∆f | ∈ L1(E) e∫
f(E)

gdµ =

∫
E

(g ◦ f)|∆f |dµ.

Demonstração:
Seja E0 = int(E). Os conjuntos f(E) e f(E0) diferem apenas por um conjunto de medida nula:
f(∂E). Como E0 e E diferem também apenas por um conjunto de medida nula, basta então aplicar
o teorema de mudança de variáveis aos conjuntos f(E0) e E0. 2

8.4 Exerćıcios

1. Mostre que a imagem de um conjunto mensurável por uma função Lipschitz-cont́ınua é men-
surável. Em particular, a imagem de conjuntos mensuráveis por uma transformação linear é sempre
mensurável.
2. Mostre a unicidade da função determinante, isto é, que existe apenas uma aplicação n-linear det :
IRn → IR alternada tal que det(e1, . . . , en) = 1. Sugestão: Dados vetores v1, . . . , vn, escreva-os como
combinação linear dos vetores da base canônica e utilize as propriedades da função determinante.
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Caṕıtulo 9

Integração e Diferenciação

Em todo este caṕıtulo denotaremos L([a, b]) as funções f : [a, b]→ IR que são Lebesgue integráveis.

9.1 Derivadas de Funções Monótonas

Definição 9.1.1 Cobertura de Vitali
Uma coleção de intervalos V é uma cobertura de Vitali de A ⊂ IR se, para todo ε > 0 e todo x ∈ X
existe um intervalo I ∈ V tal que x ∈ I e µ(I) < ε.

Teorema 9.1.2 Seja A ⊂ IR um subconjunto tal que µ∗(A) < ∞. Dado ε > 0, toda cobertura de
Vitali V de A possui uma coleção de intervalos {Ii; i = 1, 2, . . . , n}, dois a dois disjuntos, tais que

µ∗

(
A \

⋃
i=1

nIi

)
< ε.

Demonstração:
1a. parte: Sem perda de generalidade, podemos supor que todos os intervalos I ∈ V são fechados,
uma vez que

µ∗

(
A \

n⋃
i=1

Ii

)
= µ∗

(
A \

n⋃
i=1

I i

)
.

Uma vez que µ∗(A) <∞, podemos também supor que existe um aberto U , com µ(U) <∞ tal que
I ⊂ U para todo I ∈ V . Note que, ao fazermos esta hipótese, pode ser necessário passar a uma
subcobertura de V .
2a. parte: Escolheremos uma coleção Ii ∈ V , de intervalos com medida não-crescente. Escolha
I1 ∈ V tal que

µ(I1) >
1

2
sup{µ(I); I ∈ V}.

Indutivamante, constrúımos uma sequência de intervalos, com

µ(Ij+1) ≤ µ(Ij),

ao escolhermos Ij+1 satisfazendo: se A ⊂ ∪ji=1, escolhemos apenas os conjuntos I1, . . . , Ij; caso
contrário, defina

rj := sup{µ(I); I ∈ V , I ∩ Ii = ∅, i = 1, . . . , j}.

87
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Temos que rj ≤ µ(U) <∞. Por outro lado, rj > 0, pois V é uma cobertura de Vitali e ∪ji=1Ii não
cobre A. Pela definição de sup, podemos escolher Ij+1 ∈ V com µ(Ij+1) > rj/2 e Ij+1 ∩ Ii = ∅ para
i = 1, . . . , j. Reordenando a cada passagem, obtemos uma sequência não-crescente.
Afirmamos que existe1 n tal que

∑∞
i=n+1 µ(Ii) < ε/5. Caso contrário, obteŕıamos uma contradição

com µ(U) <∞, uma vez que a coleção escolhida é constitúıda de intervalos disjuntos.
3a. parte: Com n escolhido acima, a coleção I1, . . . , In é a coleção procurada. De fato, se y ∈
(A \ ∪ni=1Ii), podemos escolher Iy ∈ V tal que

Iy ∩ Ii = ∅, ∀ i+ 1, . . . , j.

Tal fato é consequência de ∪ni=1Ii ser um conjunto fechado e da definição de A. Por outro lado,
existe Ik pertencente a coleção In+1, In+2, . . . tal que Iy ∩ Ik 6= ∅. De fato, temos

µ(Iy) ≤ rj < 2µ(Ij+1),

de acordo com a definição de rj e ao método de construção de {I1, . . . , In, . . .}. Uma vez que
µ(Ij)→ 0 quando j →∞, devemos ter Iy ∩ Ik 6= ∅ para algum k.
Seja k = k(y) o menor inteiro k > n tal que Ik∩Iy 6= ∅. Seja xk o centro do intervalo Ik. Afirmamos
que

|y − xk| ≤
5

2
µ(Ik). (9.1)

De fato, temos

|y − xk| < µ(Iy) +
1

2
µ(Ik) ≤

5

2
µ(Ik).

Para cada i, seja Ji o intervalo fechado de centro em xi e comprimento 5µ(Ii). De acordo com a
desigualdade (9.1), temos y ∈ Ji. Uma vez que k = k(y) > n e y ∈ A \ ∪ni=1Ii, temos

A \
n⋃
i=1

Ii ⊂
n⋃
i=1

Ji

e

µ(
∞⋃

i=n+1

Ji) ≤
∞∑

i=n+1

Ji ≤ 5
∞∑

i=n+1

µ(Ji) < ε.

Isto completa a demonstração.
2

Definição 9.1.3 Derivadas de Dini
Seja f : IR→ IR. Definimos as derivadas de Dini de f por

D+f(x) = lim sup
h→0+

f(x+ h)− f(x)

h

D+f(x) = lim inf
h→0+

f(x+ h)− f(x)

h

D−f(x) = lim sup
h→0−

f(x+ h)− f(x)

h
= lim sup

h→0+

f(x)− f(x− h)

h

D−f(x) = lim inf
h→0−

f(x+ h)− f(x)

h
= lim inf

h→0+

f(x)− f(x− h)

h

1Caso a coleção de intervalos constrúıda acima seja infinita.



9.1. DERIVADAS DE FUNÇÕES MONÓTONAS 89

Estes números sempre existem e claramente temos

(i) D+f(x) ≥ D+f(x), D−f(x) ≥ D−f(x);

(ii) ∃ f ′(x) se, e somente se, todas as derivadas de Dini forem finitas e iguais em x.

Teorema 9.1.4 Seja f uma função crescente2 no intervalo [a, b]. Então f é diferenciável qtp. A
derivada f ′ é mensurável e ∫ b

a

f(x)dx ≤ f(b)− f(a).

Demonstração:
Vamos mostrar que qualquer conjunto onde duas das derivadas de Dini são desiguais tem medida
nula. Exemplificaremos escolhendo o conjunto

E := {x ∈ [a, b];D−f(x) < D+f(x)}.

1a. parte: Claramente podemos escrever E como a união de todos os conjuntos

Eq,r := {x ∈ [a, b];D−f(x) < q < r < D+f(x)},

em que q, r ∈ lQ. Assim, basta mostrarmos que s := µ∗(Eq,r) = 0 para quaisquer q, r como acima.
Vamos supor s > 0 e mostrar então que, para todo ε > 0, temos

q(s+ ε) > r(s− 2ε),

donde podemos conclúır q ≥ r, uma contradição.
Para isto, vamos constrúır uma cobertura de Vitali V de Eq,r. Considere um aberto U contendo
Eq,r tal que µ(U) < s+ ε. Para cada x ∈ Eq,r, escolha h > 0 tal que

[x− h, x] ∈ U e f(x)− f(x− h) < qh.

Note que é posśıvel satisfazer a primeira relação porque U é aberto, enquanto a segunda decorre da
definição de D−f(x). Seja V a coleção de todos os intervalos [x− h, x] com x ∈ Eq,r e h escolhido
como acima. Claramente V é uma cobertura de Vitali de Eq,r. De acordo com o Teorema 9.1.2,
podemos escolher uma coleção de intervalos {Ii := [xi − hi, xi] ∈ V ; i = 1, 2, . . . , n}, dois a dois
disjuntos, tais que

µ∗

(
Eq,r \

n⋃
i=1

Ii

)
< ε. (9.2)

2a. parte: Defina

B := Eq,r ∩

(
n⋃
i=1

Ii

)
.

Então (
Eq,r \

n⋃
i=1

Ii

)
∪B = Eq,r

2Função crescente significa x ≥ y ⇒ f(x) ≥ f(y). Note que toda função crescente é mensurável.
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e portanto, de acordo com a equação (9.2),

µ∗(Eq,r) < ε+ µ∗(B).

Vamos agora obter uma cobertura de Vitali U de B em termos de I1, . . . , In.
Para cada y ∈ B, existe j ∈ {1, . . . , n} tal que y ∈ Ij

9.2 Funções de Variação Limitada

Definição 9.2.1 Aplicações de Variação Limitada
Seja f : IR→ E uma aplicação tomando valores no espaço de Banach (E, | · |). A aplicação f é de
variação limitada no intervalo [a, b], denotado f ∈ BV [a, b] se

V (f, [a, b]) := sup
P
VPf := sup

P

n−1∑
i=0

|f(xk+1)− f(xk)| <∞,

onde o sup é tomado sobre todas as partições do intervalo [a, b].
É fácil ver que o conjunto BV [a, b] forma um espaço vetorial. Além disto, se f, g ∈ BV [a, b] e

α ∈ lC, então

V (f + g, [a, b]) ≤ V (f, [a, b]) + V (g, [a, b])

e

V (αf, [a, b]) = |α|V (f, [a, b]).

Assim, BV [a, b] é um espaço vetorial que possui a semi-norma

V (·, [a, b])

Exemplo 9.2.2 Seja f : IR → IR uma função limitada e crescente no intervalo [a,b]. Então
V (f, [a, b]) = f(b) − f(a) e, portanto, f ∈ BV [a, b]. Se f for diferenciável no intervalo [a, b] e
possuir derivada f ′ limitada, então f ∈ BV [a, b], em virtude do Teorema do Valor Médio. Em
particular, este é o caso se f ∈ C1([a, b]).

Definição 9.2.3 Função Variação
Seja f ∈ BV [a, b]. Para todo x ∈ [a, b] defina a função variação de f por

V f(x) := V (f, [a, x]).

Lema 9.2.4

(i) A função V f(x) é crescente;

(ii) Se a ≤ x ≤ y ≤ b, então

V (f, [a, y]) = V (f, [a, x]) + V (f, [x, y]).
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(iii) Seja f : IR→ IR uma função da forma

f = g − h,

em que g, h são funções crescentes. Então f ∈ BV [a, b] para todo intervalo [a, b] e

V (f, [a, b]) ≤ g(b)− g(a) + h(b)− h(a).

(iv) Se f : IR → IR ∈ BV [a, b], então existem funções crescentes g, h : [a, b] → IR tais que
g(a) = 0 = h(a) e

f(x) = f(a) + [g(x)− h(x)]

e
V f(x) = g(x) + h(x).

Demonstração:
(i) e (ii) Notamos que se x < y, sempre podemos refinar uma partição de [a, y] de forma a incluir
x. (ii) decorre imediatamente deste fato, enquanto (i) segue se, além disto, notarmos que se P ′ é
um refinamento de P , então VPf ≤ VP ′f . Dáı decorre (i).
(iii) Considere uma partição P = {a = x0 < x1 < . . . < xn = b} do intervalo [a, b]. Então

n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| =
n∑
i=1

|g(xi)− g(xi−1)− h(xi) + h(xi−1)|

≤
n∑
i=1

|g(xi)− g(xi−1)|+
n∑
i=1

|h(xi) + h(xi−1)|

= g(xn)− g(x0) + h(xn)− h(x0)

= g(b)− g(a) + h(b)− h(a).

(iv) Defina g, h pelas fórmulas

2g = V f + f − f(a) 2h = V f − f + f(a).

Claramente g(a) = 0 = h(a) e as expressões para f e V f decorrem imediatamente das definições
de g e h. Resta provar que estas funções são crescentes. Sejam x, y ∈ [a, b] com x ≤ y. Então, de
acordo com (ii),

2g(y)− 2g(x) = V (f, [a, y]) + f(y)− f(a)

−[V (f, [a, x]) + f(x)− f(a)]

= V (f, [x, y]) + f(y)− f(x) ≥ 0,

pois, obviamente, V (f, [x, y]) ≥ |f(y)− f(x)|. Analogamente para h.
2

Corolário 9.2.5 Se f for de variação limitada no intervalo [a, b], então f ′ existe qtp em [a, b] e é
mensurável neste intervalo.

Demonstração:
Decorre imediatamente da aplicação do Teorema 9.1.4 ao item (iv) do Lema 9.2.4.

2
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9.3 Derivação de Integrais

Lema 9.3.1 Seja f : IR→ IR uma função em L([a, b]). Então a função F definida por

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

é uma função cont́ınua de variação limitada em [a, b].

Demonstração:
Seja Xx a função caracteŕıstica do intervalo [a, x]. Se xk → a′ > a, então Xxk(t)→ Xb(t) ∀ t ∈ [a, a′).
Pelo teorema da convergência dominada (|Xxk | ≤ 1 ∈ L((a, a′), µ)), temos

F (xk) =

∫
IR

fXxkdt→
∫
IR

fXa′dt = F (a′),

o que prova que F é cont́ınua.
Para mostrar que F é de variação limitada, seja {a = x0 < x1 < . . . < xk = b} uma partição do
intervalo [a, b]. Então

k∑
i=1

|F (xi)− F (xi−1)| =
k∑
i=1

∣∣∣∣∫ xi

xi−1

f(t)dt

∣∣∣∣
≤

k∑
i=1

∫ xi

xi−1

|f(t)|dt

=

∫ b

a

|f(t)|dt <∞.

2

Lema 9.3.2 Se f ∈ L([a, b]) e ∫ x

a

f(t)dt = 0

para todo x ∈ [a, b], então f(t) = 0 qtp em [a, b].

Demonstração:
Defina

E := {x ∈ [a, b]; f ≥ 0}.
Então E é mensurável. Suponhamos que µ(E) > 0. Então existe um conjunto fechado F ⊂ E,

com µ(F ) > 0. Defina O = (a, b)− F . Como 0 =
∫ b
a
f =

∫
F
f +

∫
O f , temos∫

O
f = −

∫
F

f 6= 0.

Mas O pode ser escrito como uma união enumerável de intervalos (an, bn) disjuntos. Decorre dáı
que ∫

Vε

f =
∑∫ bn

an

f.
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Isto mostra que
∫ bn
an
f 6= 0 para algum n. Mas isto implica que ou

∫ an
a
f 6= 0 ou

∫ bn
a
f 6= 0, uma

contradição. Similarmente analisamos o caso em que f < 0 num conjunto de medida positiva. O
lema decorre destes dois casos.

2

Lema 9.3.3 Seja f : IR→ IR limitada e mensurável em [a, b]

F (x) :=

∫ x

a

f(t)dt+ F (a).

Então F ′(x) = f(x) qtp em [a, b].

Demonstração:
Notamos imediatamente que f é integrável em [a, b]. De acordo com Lema 9.3.1, temos que F é de
variação limitada em [a, b]. Assim F ′(x) exite qtp em [a, b]. Suponhamos que |f | ≤ K. Defina

fn(x) :=
F (x+ h)− F (x)

h
,

em que h = 1/n. Então

fn(x) =
1

h

∫ x+h

x

f(t)dt,

donde |fn| ≤ K. Uma vez que fn(x)→ F ′(x) qtp, decorre do Teorema da Convergência Dominada
(note que K ∈ L([a, b])!) que∫ c

a

F ′(x)dx = lim
n→infty

∫ c

a

fn(x)dx

= lim
h→0

1

h

∫ c

a

[F (x+ h)− F (x)]dx

= lim
h→0

1

h

[∫ c+h

a+h

F (x)dx−
∫ c

a

F (x)dx

]
= lim

h→0

[
1

h

∫ c+h

c

F (x)dx− 1

h

∫ a+h

a

F (x)dx

]
= F (c)− F (a)

=

∫ c

a

f(t)dt. (9.3)

A penúltima igualdade decorre da continuidade de F e de que∣∣∣∣F (c)− 1

h

∫ c+h

c

F

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1h
∫ c+h

c

[F (c)− F ]

∣∣∣∣
≤ sup

x∈[c,c+h]

|F (c)− F (x)|.

De acordo com a equação (9.3) temos então∫ c

a

(F ′ − f) = 0
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para todo c ∈ [a, b], donde, pelo Lema 9.3.2, temos

F ′(x) = f(x) qtp em [a, b].

2

Consideramos agora o caso de uma função integrável não necessariamente limitada.

Teorema 9.3.4 Seja f integrável em [a, b] e suponha que

F (x) = F (a) +

∫ x

a

f(t)dt.

Então F ′(x) = f(x) para quase todo x ∈ [a, b].

Demonstração:

Uma vez que f = f+−f−, notamos que o resultado estará provado se ele for mostrado para funções
não negativas. Defina fn por fn(x) = f(x), se f(x) ≤ n e fn(x) = n, se f(x) > n. Então f −fn ≥ 0
e portanto

Gn(x) :=

∫ x

a

(f − fn)

é uma função crescente. De acordo com o Teorema 9.1.4, Gn(x) possui derivada qtp. É fácil ver
que esta derivada tem que ser não negativa. Assim,

F ′(x) = G′n(x) +
d

dx

∫ x

a

fn

≥ fn(x) qtp,

de acordo com Lema 9.3.3. Como n é arbitrário, temos então

F ′(x) ≥ f(x) qtp.

Portanto ∫ b

a

F ′(x)dx ≥
∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

De acordo com o Teorema 9.1.4, temos∫ b

a

F ′(x)dx = F (b)− F (a) =

∫ b

a

f(x)dx,

donde ∫ b

a

(F ′ − f) = 0.

Como F ′(x)− f(x) ≥ 0, isto implica F ′(x)− f(x) = 0 qtp e o resultado segue.

2



9.4. FUNÇÕES ABSOLUTAMENTE CONTÍNUAS 95

9.4 Funções Absolutamente Cont́ınuas

Definição 9.4.1 Funções Absolutamente Cont́ınuas
Uma função f : IR → IR é absolutamente cont́ınua em um intervalo limitado [a, b] se, para todo
ε > 0 dado, existir δ > 0 tal que

n∑
i=1

|f(si)− f(ti)| ≤ ε

para qualquer coleção de intervalos (t1, s1), . . . , (tn, sn) dois a dois disjuntos tais que

n∑
1=1

|si − ti| < δ.

Em particular, toda função absolutamente cont́ınua é cont́ınua, pois podemos tomar apenas um
intervalo na soma acima.

Lema 9.4.2 Se f for absolutamente cont́ınua em [a, b], então f é de variação limitada em [a, b].
Em particular, f possui derivada qtp em [a, b].

Demonstração:
Dado ε = 1 tome o δ correspondente na definição de função absolutamente cont́ınua. Então

V (f, [a, b]) ≤ 1 +
b− a
δ

.

2

Lema 9.4.3 Seja f integrável em [a, b]. Então

F (x) = C +

∫ x

a

f(t)dt

é absolutamente cont́ınua.

Demonstração:
Seja (a1, b1), . . . , (an, bn) uma coleção de subintervalos dois a dois disjuntos de [a, b]. Então

n∑
i=1

|F (bi)− F (ai)| =
n∑
i=1

∣∣∣∣∫ bi

ai

f(t)dt

∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∫ bi

ai

|f(t)|dt

=

∫
∪ni=1(ai,bi)

|f(t)|dt.

O resultado decorre então do Teorema 4.5.2.
2
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Lema 9.4.4 Seja f : IR→ IR uma função absolutamente cont́ınua em [a, b] tal que f ′ = 0 qtp em
(a, b). Então f é constante3.

Demonstração:
Tome c ∈ (a, b]. Queremos provar que f(c) = f(a). Por hipótese, existe um subconjunto A ⊂ [a, c]
tal que µ(A) = c− a e f ′ = 0 em A. Tome x ∈ A. Então

0 = f ′(x) = lim
y→0

f(y)− f(x)

y − x
.

Assim, dado ε > 0, existe um intervalo [x, y] ⊂ [a, c) tal que

|f(y)− f(x)| < ε(y − x)

2(c− a)
.

Note que a coleção de intervalos [x, y] assim definidos forma uma cobertura de Vitali do conjunto
A. Assim, de acordo com o Teorema 9.1, existe uma coleção de intervalos dois a dois disjuntos

{[xi, yi];xi ∈ A, i = 1, . . . , n}

tais que

µ

(
A \

n⋃
i=1

[xi, yi]

)
< δ. (9.4)

Note que para a coleção continua valendo

|f(yi)− f(xi)| <
ε(yi − xi)
2(c− a)

. (9.5)

Podemos reordenar os intervalos [xi, yi] de modo que xi < xi=1 para i = 1, . . . , n− 1. Se definirmos
y0 := a e xn+1 = c, vemos que os intervalos [yi, xi+1] são tais que

[a, c] =
n⋃
i=0

[yi, xi+1] ∪
n⋃
i=1

[xi, yi].

Em virtude de (9.4) temos então que

n∑
i=0

xi+1 − yi < δ

e, como f é absolutamente cont́ınua,

n∑
i=0

|f(xj+1)− f(yj)| <
ε

2
.

3Este lema faz uma distinção entre as funções absolutamente cont́ınuas e as de variação limitada. Todas as
funçoes da primeira classe pertencem à segunda, mas a rećıproca não vale. Existem funções de variação limitada
que não são constantes mas cuja derivada é qtp igual a zero. Veja Benedetto, J.J.: Real Variable and Integration,
Example 4.4, p.128 ou Titchmarsh, E. C.: The Theory of Functions, p. 366.
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Por outro lado, decorre de (9.5) que

n∑
i=1

|f(yj)− f(xj)| <
ε

2(c− a)

n∑
i=1

|yj − xj|.

Combinando estas duas últimas desigualdades, obtemos

|f(c)− f(a)| < ε,

o que prova o afirmado, uma vez que ε > 0 é arbitrário.
2

Definição 9.4.5 Uma função f de variação limitada no intervalo [a, b] é singular se f ′ = 0 qtp
em [a, b].

Teorema 9.4.6 Seja f absolutamente cont́ınua no intervalo [a, b]. Então, para todo x ∈ [a, b],

f(x) = f(0) +

∫ x

a

f ′(t)dt.

Teorema 9.4.7 Seja f uma função de variação limitada no intervalo [a, b]. Então, a menos de
constante, existe uma única decomposição

F (x) = G(x) +H(x),

em que G é uma função singular e H é absolutamente cont́ınua.

Demonstração:
Defina, para todo x ∈ [a, b], H(x) :=

∫ x
a
F ′(t)dt. Então H é absolutamente cont́ınua. Defina então

G(x) = F (x)−H(x). Então G′(x) = 0 qtp em [a, b], o que mostra que H é singular. Suponhamos
agora que F (x) = G(x) +H(x) e F (x) = G1(x) +H1(x) sejam duas decomposições de F como no
enunciado deste teorema. Então

G(x)−G1(x) = H1(x)−H(x).

Isto mostra que G(x)−G1(x) é absolutamente cont́ınua. Mas G′(x)−G′1(x) = 0 qtp, donde, pelo
Teorema 9.4.4, temos G(x) = G1(x) + C. O resultado segue.

2

9.5 Exerćıcios

1. Seja f integrável em [a, b]. Então

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

é uniformemente cont́ınua em [a, b].


