Capitulo 1

Estruturas

Este capitulo fornecera as defini¢oes de espagos métricos e normados. Tais estruturas, que funda-
mentam o estudo da Analise Funcional, nao serao o objeto principal de nosso estudo. As definig¢oes
apresentadas serao aquelas que serao utilizadas no decorrer deste livro. Alguns conceitos nao de-
finidos poderao aparecer nos exercicios. Dando um exemplo: o conceito de conjunto conexo nao
estd definido no texto, mas aparece em exercicios.

Como resultado fundamental deste capitulo ressaltamos a idéia de completamento de um espaco
métrico. Construiremos a teoria de integracao a partir deste resultado .

1.1 Espacos Métricos

Definicao 1.1.1 Métrica
Um espago métrico € um par (X, d) onde X € um conjunto e d é uma métrica, isto é, d : X x X — IR
satisfaz as sequintes propriedades:

(i) d(z,y) >0 ed(z,y) =0 x=y.
(ir) d(z,y) = d(y, z).
(111) d(x,y) < d(x,z)+d(z,y).

Muitas vezes cometemos um abuso de linguagem e chamamos X de espago métrico, ficando suben-
tendida a métrica d nele definida. Se A C X, podemos considerar A um espaco métrico, com a
métrica de X ; quando isto ocorre, dizemos que A estd munido da métrica induzida pela métrica de

X.

Notamos também que se (X,dx) e (Y,dy) forem espagos métricos, entao
XxY ={{z,y}ze X, yeY}
torna-se um espago métrico se definirmos

d({z1, 1}, {72, y2}) := dx(x1,72) + dy (y1,92).

Outras métricas também sao usuais no espaco X XY (veja exercicio 4).
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Definicao 1.1.2 Distancia entre dois conjuntos
Seja (X,d) um espago métrico. Dados dois subconjuntos quaisquer Ay, As, definimos a distancia

entre Ay e Ay por
dist(Ay, Ag) == inf{d(z,y);x € A1, y € Ao},

com a convengao dist(Ay, () = oo se Ay = 0. Em particular, se x € X, definimos
dist(z, A) := dist({z}, A), onde A C X.
Definimos também a vizinhanc¢a de raio v > 0 do subconjunto A C X por
B.(A) :={z € X; dist(z, A) <r};

B, (z) := B,.({z}) chama-se bola aberta de centro x e raio r > 0. O diametro do subconjunto A é
definido por
diam(A) := sup{d(z,y);z, y € A}.

A € limitado quando diam(A) < oco.

Definicao 1.1.3 Topologia de Espagos Métricos
Seja (X, d) um espago métrico. Dado A C X, definimos o interior de A por

int(A) :={r € X;3e>0:B(x) C A}
e o fecho de A por a
A:={zx e X;B(x)NA#D Ve >0}

Um conjunto A C X € aberto se int(A) = A. Um conjunto A é fechado se A = A. A fronteira do
conjunto A € definida por

OA = A\ int(A).

Um subconjunto A C X € denso em X caso A = X. O espago métrico X chama-se separdvel se
possuir um subconjunto enumerdvel denso. Um subconjunto A C X € separdvel se o espagco métrico
(A, d) for separdvel (métrica induzida,).

E possivel generalizar as nocoes acima e definir um espaco topolégico, do qual um espago métrico
é um caso particular. Tais estruturas, bastante gerais, nao serao objeto de nosso estudo.

Lema 1.1.4 Seja X um espaco métrico separdvel. Entao todo subconjunto de X € separdvel.

Demonstracao:
Suponhamos que A C X nao seja vazio e que {x;k € IN} seja denso em X. Escolha ay; € A tal
que

1
d(zg, ag;) < dist(xy, A) + —.
J
Dados a € A e € > 0, existe xy, tal que d(a,zx, ) < €/3. Entao, para j suficientemente grande, vale:

d(a,ar;) < d(a,zr,) + d(zg,, ag,;)

1
< 2d(wg,ar ) + = <,
J

mostrando que {ay;; k, j € IN} é denso em A.
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Definicao 1.1.5 Espacgos Métricos Completos
Uma sequéncia de pontos (z,,) num espaco métrico X € uma sequéncia de Cauchy caso d(z;,xj) — 0
quando i, j — co. Dizemos que x € o limite de (xy), denotado

lim z, = =z,

k—o00
caso d(zg,x) — 0 quando k — oo (observe que o limite, quando existir, € unico). Um espaco
métrico (X, d) é completo se toda sequéncia de Cauchy em X tiver um limite x € X. Um ponto de
acumulagdo de uma sequéncia (xy) € um ponto que é o limite de uma subsequéncia (x,) (isto €,
k; — oo quando i — 00).

Definicao 1.1.6 Fungoes Continuas

Sejam X, Y espagos métricos e f: X — Y uma fungdo. Dizemos que f é limitada se f(X) for
um conjunto limitado.

Dizemos que [ € continua no ponto x € X se

lim dx(z,2;) = 0= lim dy(f(z), f(z;)) =0,
j—o0 J—00
onde dx e dy sao as métricas em X e Y, respectivamente. Dizemos que f € continua, se ela for
continua em todos os pontos de X.
Dizemos que f: X — 'Y € Lipschitz-continua se existir C' > 0 tal que

dy (f(x), f(y)) < C dx(x,y).

Definicao 1.1.7 Completamento 3
Seja (X, d) um espago métrico. Definimos o completamento de X como um par (X, ¢) consistindo
de um espago métrico completo (X,d) e uma aplicagdo

b: X = X,

tal que ¢(X) seja denso em X, ¢ seja injetiva e preserve distancias, isto €,

d(p(x), d(y)) = d(z,y) Vo, y € X

Teorema 1.1.8 Todo espago métrico (X, d) possui um completamento.

Heuristicamente, nada é mais natural do que pensar que o completamento de X serd o préprio
espaco X unido ao conjunto dos pontos limites das sequéncias de Cauchy. O problema é que estes
pontos limites ainda nao estdao definidos! Para defini-los, temos que considerar uma sequéncia
de Cauchy como algo intrinsicamente ligado ao “ponto”para o qual ela vai convergir. Mas isto
coloca um outro problema, de facil resolucao: podemos ter duas sequéncias convergindo para o
mesmo “ponto”!; igualamos estas sequéncias ao definirmos uma relagdo de equivaléncia: duas
sequencias pertencem a uma mesma classe se seus elementos se aproximam arbitrariamente - isto
é, se convergem para o mesmo “ponto”. Tal procedimento permite pensar em cada “ponto”como
uma sequéncia de Cauchy, e vice-versa. Eo que faremos na demonstracao seguinte.

Demonstracao:
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Defina
X" :={{ = (zj); (x;) é uma sequéncia de Cauchy em X }.

No conjunto X™* definimos a seguinte relacao de equivaléncia:
() ~ (y;) & lim d(z;,y;) = 0.

(No contexto de anélise matemética é usual denotar a relagdo ~ por =). Consideremos o espago
quociente X = X* / ~. Em outras palavras, considere a partigao de X* gerada por esta relagao de
equivaléncia. Denotaremos [£] a classe de equivaléncia de £ = (xy). Assim, se (yx) e (z) sdo dois
representantes da classe [£], entao limy_o d(yg, 2x) = 0. O conjunto X é o conjunto das classes de
equivaléncia (disjuntas) de X*.

Definimos

() ) = lim (o).

Temos que d estd bem definido e que (X, J) é um espaco métrico. (Mostre !). Seja ¢ : X — X

definida por ¢(z) = [¢], onde [£] = [(x)], a sequéncia com todos os termos iguais a x. E claro que
¢ preserva distancias. Além disto, se [¢] é a classe de equivaléncia de £ = (zy), entao
[€] = lim o(zy).
n—oo

Isto mostra que ¢(X) é denso em X.

Resta provar que X é completo. Para isto, considere uma sequéncia de Cauchy ([¢],,) de elementos
de X. (Cada elemento [£],, é representado por uma sequencia de Cauchy (z7) de elementos de X).
Para cada n existe z, € X tal que d([¢],, ¢(x,)) < 1/n, pois ¢(X) é denso em X. Afirmamos que
a sequéncia (x,) assim formada é uma sequéncia de Cauchy em X. De fato, temos

d(n, Tm) = Cz(ﬁb( )a¢($m))~ B
< d(@(zn), [€]n) + d([E]n, [Elm) + d([E]m, d(@m)),

provando que (x,,) é uma sequéncia de Cauchy em X. Seja § = (z,,). Afirmamos que ([¢],,) converge
a [¢]. De fato, dado € > 0, temos

d([€]ns [€]) < d([€]ns $ln)) + (), [€]) < 2¢

para n suficientemente grande. Isto mostra que X é completo. O

Tn
Tn

1.2 Espacos Normados

Até o momento, nenhuma hipoétese sobre o conjunto X foi feita. Qualquer conjunto X pode se tornar
um espaco métrico, nele definindo-se, por exemplo, a métrica: d(x,y) = 1 se x # y, d(z,z) = 0.
Entretanto, exemplos importantes sao aqueles em que o conjunto considerado é um espaco vetorial.
A estrutura que definiremos a seguir é de importancia fundamental:

Definicao 1.2.1 Espagos Normados
Seja X um espacgo vetorial sobre o corpo IK, onde consideraremos apenas os casos IK = IR ou (.
Uma fungao || - || : X — IR chama-se uma norma em X se satisfizer as sequintes propriedades:
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(i) lz|| >0 elz|]| =0« 2z =0.
(it) Para todo o € IK, |lax| = |af ||z
(iii) [lz +yll <zl + [yl
Cada norma induz uma métrica em X ao se definir
d(z,y) = |z —yl.

Um espaco normado que for completo com relagao a métrica induzida por sua norma chama-se
espaco de Banach.

Note que a defini¢ao acima estabelece um vinculo entre as operacoes do espago vetorial e a estrutura
topolégica do espago métrico: decorre imediatamente dos axiomas (i7) e (#i7) de uma norma que a
soma e a multiplicacao por escalar sao fungoes continuas. Podemos generalizar a nogao acima:

Definicao 1.2.2 Um espago vetorial métrico é um espaco vetorial no qual estd definida uma
métrica d de modo que as operagoes de soma e multiplicacdo por escalar sao continuas.

Observe que a continuidade das operacoes de soma e multiplicacao por escalar nao sao automaticas,
como no caso de um espaco vetorial normado. Para a definicao de um espago vetorial topoldgico,
veja [6].

Definicao 1.2.3 Sejam X, Z espacos vetoriais sobre o corpo IK. Uma aplicacio ¢ : X — Z é
linear se p(ax +vy) = ap(x) + o(y), Vae K, Vzx, ye X.

Defini¢ao 1.2.4 Seja X um espaco vetorial sobre o corpo IK. Uma fungao (-,-) : X x X — IK €
uma forma sesquilinear se satisfizer:

(Z) Para cada Y ﬁfL’O, (Oél’l + X2, y) = a(‘%‘l?y) + (I27y)
(“) Para cada x ﬁfL‘O, ([L’, ayy + y?) = a(l‘, yl) + ($7y2)

Uma forma sesquilinear chama-se hermitiana (ou simétrica) caso

(iii) (z,y) = (y,x).
Uma forma hermitiana chama-se positiva semidefinida se
(iv) (z,x) >0 para todo x € X,
e positiva definida se, adicionalmente,
(v) (x,2) =0« z=0.
Uma forma hermitiana positiva definida chama-se produto escalar e o par
(X, ()
um espago pré-Hilbert. Todo espaco pré-Hilbert € um espaco normado ao se definir
]| = (2, 2)"/2.

Se X for completo com relacao a sua métrica, entao ele se chama espaco de Hilbert.
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Teorema 1.2.5 Seja (-,-) uma forma hermitiana positiva semidefinida em X e ||z| = (z,z)"2.
Entao vale

(1) Desigualdade de Cauchy-Schwarz: |(x,y)| < ||z| - ||yl|-
(i1) Desigualdade Triangular: ||z + y|| < ||z|| + |ly]|.
(441) Regra do Paralelograma: ||z + y|* + ||z — y|I* = 2(||z[|* + [[¥]?)-

Demonstracao:
(i) A demonstragdo que daremos é bem geométrica. Interprete! Se z = Ay, entdo |(z,y)| =

Al (y,y) = [Al [lyll> = Nzl [lyll. Se = # Ay, existe a € IK tal que |(y — az,z)| = 0 (a =
(y,z)/||=||*; ||z|| = 0 estd incluido no caso anterior). Entao
2
Yy,
0% ly = azl? = Il ~ ol af? = ? - L2,

donde obtemos a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
(17) e (i4i): exercicios.

1.3 Exercicios

1. Seja A C X, onde X é um espago métrico. Entdo B.(A) é um conjunto aberto, ¥V r > 0;
B, (By,(A)) C By 4ry(A). Se X for um espago normado, é vélida a igualdade. A fungao dist(-, A) :
X — IR é Lipschitz-continua com constante C' < 1. Se X \Z # (), entao C' = 1.

2. Seja X um espago métrico e A C X. Entao 0B,(0) = {z € X;d(z,0) =r} ? 0B.(A) = {z €
X;d(x,A) =€} ?

3. Considere um par (X,d) que satisfaz as duas tltimas propriedades de um espago métrico e
também que d(z,y) > 0. Neste caso, dizemos que d é uma semi-métrica. Defina

r e~y dry) =0.

Esta é uma relacio de equivaléncia em X e X := X/ ~ é tal que (X, d) é um espaco métrico
4. Mostre que se (X,dx) e (Y,dy) forem espagos métricos, entdo X x Y é um espaco métrico se
definirmos:

(a) d({z1, 0}, {22, 92}) = max{dx (z1, %2), dy (41, 42) };

(b) d({z1, y1}, {ma, 1)) = [dk (w1, 22) + d3 (1, )]/,

5. Um subconjunto A de um espago métrico (X, d) é limitado, se e somente se, existe ¢ > 0 tal que
A C B.(z),onde x € X.

6. Se A C X, onde X é um espaco métrico, entdo v € A < dist(x, A) = 0.

7. Num espago métrico vale A C X ¢é aberto < A°:= X \ A for fechado.

8. Se (X, d) for um espago métrico e A C X, entdo X = int(A) UJA Uint(A°)

9. Seja X um espago vetorial. Uma funcao p : X — IR chama-se métrica de Fréchet se satisfizer:
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(1) p(x) >0ep(zr)=0<2=0.
(i) p(x) = p(~2).
(i) p(z +y) < p(x) + p(y)

Cada métrica de Fréchet induz uma métrica ao se definir d(z,y) = p(xr —y). Cada norma ¢é uma
métrica de Fréchet.

Seja ¢ : [0,00) — [0, 00) uma fungao diferenciavel com derivada continua. Assuma que ¢(0) =0
e que ¢ seja estritamente mondtona, com derivada nao crescente. Entao vale:

d é métrica em X < ¢ od é métrica em X.
Assim,

||
1+ |of

¢ uma métrica de Fréchet sobre IR.
10. Defina IK* := {z = (2;);x; € IK V i}. Mostre que IK* é um espago métrico se definirmos a

métrica de Fréchet 1z
. €T
T) = 27" L
p(z) Z 1+ |z
i€ IN

Mostre que IK é completo.
11. Para x € IK* defina

1/p
el = (St ) s caso 1 <p<ox

1€IN

||z||100 := sup |z4].
icN

Considere entao, para 1 < p < oo, 08 conjuntos
P(K): {x € K> ||z||p < oo}

Mostre que eles sao espagos de Banach. [P(IK) é separdvel?

12. (i) Se (X,d) for completo e Y C X for fechado, entao (Y, d) também ¢é completo.

(ii) Se Y C X for tal que (Y, d) ¢ completo, entao Y é um subconjunto fechado de (X, d).

13. Considere IR>™. Dé exemplo de uma aplicagao linear injetiva, com imagem um subespago
préprio de IR™.

14. Seja D C IR* um conjunto aberto conexo. Mostre que existe uma sequéncia de pontos z, € D
que nao possui pontos de acumulacao em D, mas tal que todo ponto de 9D seja ponto de acumulacao
desta sequéncia.

15. Suponha que X seja um espaco normado. Mostre que X éum espago vetorial normado. Mostre
que o completamento de um espago normado é dado por uma (unica) aplicagao linear ¢. Qual o
sentido de unico nesta frase? Com isto se pode concluir que IR é tinico? O mesmo pode ser dito a
respeito do completamento de um espaco métrico qualquer?
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Capitulo 2

Medida Positiva e Medida Exterior

2.1 Algebras e Medidas

Definicao 2.1.1 Algebra
Seja X um conjunto nao vazio. Uma dlgebra em X € uma colecio de subconjuntos A de X
satisfazendo as sequintes condicoes:

(A1) X € A;

(A2) A, Be A= AUB e A,

(A3) Ac A= A= X\Aec A
Decorre imediatamente da definigao:
(AM4) A, BE A= ANDBc A;

(A5) A, BE A= A\ Be A

De fato, ANB = (A°UB°)°e A\ B=ANB°".

Definiremos agora medidas positivas. Como queremos que alguns conjuntos tenham medida infinita
(por exemplo, a medida de IR deve ser infinita), introduziremos o simbolo oo e trabalharemos com
o conjunto ordenado [0, 00|, que chamaremos também de intervalo. Definimos:

(i) a < 00, Va € R;
(ii) co4+a=a-+ 0o =00, Va € [0, c0];
(iii) 0.00 =00.0=0
(iv) a.00 = 00.a = 00, Va € (0, 0.
Note que, assim, a soma de uma sequéncia de elementos em [0, co] sempre converge em [0, o0].

Definicao 2.1.2 Medida Positiva numa Algebra
Uma medida positiva numa dlgebra A € uma funcdo

w: A— [0, 00

satisfazendo as sequintes condicoes:
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(m1) p(0) = 0;

(m2) Dados A; € A, disjuntos dois a dois, entdo

Dizemos que p: A — [0, 00| € o-subaditiva se, adicionalmente,

(m3) Se A e A; estao em A e AC U A;, entao

n(A) < Z 1(Aq).

Como consequéncia obtemos
Lema 2.1.3 Seja p uma medida numa dlgebra A. Entdo vale:
(m4) Monotonicidade: A, B € A com A C B, entdo u(A) < p(B);

Se, adicionalmente, i for o-subaditiva, entao

(mb) o-aditividade: A; € A, dois a dois disjuntos tais que U A; € A, entao
i=1

M(U 4;) = Z 1(A);

(m6) Se A := U A; € A, entao

i=1
pA) = p(A)),
i=1
em que os conjuntos A, estio em A e sao dois a dois disjuntos.

Demonstracao:
(m4) Como B\ A € A, temos

p(B) = n(A) + u(B\ A) = u(A).

(m5) A relagdo < decorre de (M3). De acordo com (m4), temos

I (G AZ») > (O Ai> = i,u(Ai) para todo n.
i=1 i=1 i=1
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Fazendo n — o0, concluimos a demonstracao.
(m6) Basta notar que

A:A1U(Az\Al)U(Ag\(Alqu))U---U(AnH\OAi)U---.

(Prove esta igualdade!) Sendo A} := A; e A; := A\ U A; para i > 1, temos A € A. Como os
j=1
A’ sdo disjuntos (prove!), o resultado decorre de (m5).

2.2 Um exemplo fundamental
Seja X = IR". Um retangulo elementar R C IR" é um conjunto da forma
R={rxe R a; < z; < byparai=1,...,n},

em que —oo0 < a; < b; < co. Assim, no caso particular n = 1, [a,b) é um retangulo (intervalo)
elementar. Defina A consistindo do conjunto () e de todas unioes finitas de retangulos elementares
R disjuntos. Entao A é uma &lgebra de subconjuntos do IR" (mostre!), que chamaremos dlgebra
de Lebesgue em IR".

Defina p(0) :=0e

em que p(R) = oo caso algum a; = —oo ou algum b; = oc.
Se A € A, entdao A é a uniao finita de retangulos elementares disjuntos R; (1 < i < m); definimos

E facil ver que se A; € A forem disjuntos dois a dois (1 < i < 1), entdo

H <U Ai) = Z#(Az)

(Mostre!) Assim, p é uma medida em A.

Afirmacao: ;1 é uma medida o-aditiva na algebra A.

O método da demonstracao sera bastante empregado em medida e integracao. Ele consiste em redu-
zir o problema dado a um problema bem mais simples, cuja demonstracao resulta na demonstracao
do resultado. Numa primeira leitura da demonstragao abaixo talvez seja recomendéavel considera-la
apenas no caso IR" = IR, quer dizer, n = 1.

Demonstragao (von Neumann):
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Para provar o afirmado basta mostrarmos, de acordo com o Lema 2.1.3, que p é o-subaditiva. Seja
A e A. Entao
j=1

em que cada Q; = [o?, 37) é um retangulo semiaberto.
Consideremos conjuntos A, € A tais que

ACGAk

k=1

De acordo com o Lema 2.1.3, podemos supor os conjuntos Ay disjuntos; também, sem perda de
generalidade, podemos supor cada A como sendo igual a um retangulo semiaberto Ry, = [a*,b¥) C
IR" (justifique!).

Suponhamos que algum dos (); tenha medida infinita. Entao p(A) = oco. Por outro lado, como os
A; cobrem A, devemos ter Y u(R;) = oo (veja exercicio 2, abaixo). Podemos, portanto, supor que
cada @); ¢ limitado.

Para 6 > 0 escolhido adequadamente, definimos o conjunto

em que

Qi) =[a? +6,F -8 ={zcRal +5<z, < B -6 (1<i<n)}

Considere entdao o compacto A(J). Para ¢ > 0 escolhido adequadamente (quais as restrigdes sobre
a escolha de € 7), a unido dos conjuntos

R" > (aF,bF) = {x € R";af — (b} —al) < 2; < af + e(bf — ab)}

€7 7€

forma uma cobertura aberta do compacto A(J). Passando a uma subcobertura finita, temos, de
acordo com o Lema 2.1.3 ,

WAG) < Y p(lak,0f))
l

< D (142€)"u(Ry)

k=1

< 1+26”§:u
k=1

Tomando, sucessivamente, os limites com € — 0 e § — 0, provamos o afirmado.
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2.3 Medida Exterior

Definicao 2.3.1 Medida Exterior

Seja P a colegcao de todos os subconjuntos de X. Uma medida exterior u* em P é uma aplicagao
P — [0, 00| tal que:

(i) u(0) = 0;
(i1) (Monotonicidade) Se A C B entao p*(A) < p*(B);

(1ii) (o-subaditividade) Se A C U2, A;, entdo
pHA) <> pt(A).
i=1

Definicao 2.3.2 Medida Nula
Dizemos que um subconjunto N C X tem medida nula se p*(N) = 0. Uma afirmacao vale em
quase todo ponto (qtp) se ela for vdlida a menos de um conjunto de medida nula.

Teorema 2.3.3 Seja p uma medida o-aditiva numa dlgebra A em X. Para todo Y C X, defina:

[e.e]

(V) = inf 3 (A,

i=1

o infimo sendo tomado sob todas as sequencias (A;) de elementos de A cuja uniao contémY . Entdo
p* P — [0,00] € uma medida exterior que estende p, chamada medida exterior induzida por .
Além disto,

1—00 )
=1

Demonstracao:
A subaditividade de p nos diz que, se A e A; (1 <i < 00) estdo em A, entdo

pA) <D p(A).

Decorre daf que u(A) < p*(A). Por outro lado, A= AUDUDU..., donde

e (A) < p(A).

Isto mostra que p*(A) = pu(A), para todo A € A. Em particular, u()) = 0.

A monotonicidade de p* é clara. Para completar a demonstragao de que p* é uma medida exterior,
basta mostrar a o-subaditividade de p*. Para fazé-lo, usaremos um recurso frequentemente empre-
gado nas demonstragoes de medida. Suponhamos que Y C U2, A;, em que os A; estdao em A. Se
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1 (A;) = oo para algum i, entdo a o-subaditividade é trivial. Caso contrario, dado € > 0, existe,
para cada i, uma sequéncia de conjuntos Ay € A (1 < j < 00) tais que A; C U2 Ayj e

o0 i} 6
ZM(Aij) < wr(Ai) + 7
j=1

(nao se intimide! Estamos usando apenas a defini¢ao de inf!). Entao

p(Y) < Z 1(Aij) < Zu*(z‘l@-) + e

Como € > 0 é arbitrario, concluimos o afirmado.
Finalmente, a ultima afirmagao é o enunciado do exercicio 1, abaixo.

2.4 Medidas e o-algebras

Definiremos agora o-dlgebras e medidas. A construcao da medida de Lebesgue sera feita no préximo
capitulo.

Definicao 2.4.1 o-algebra
Uma o-dlgebra M de subconjuntos de X € uma dlgebra em que a sequinte propriedade adicional é
satisfeita:

(A6) A; e M= | JA; e M.
=1

Os elementos de uma o-dlgebra sao chamados conjuntos mensurdveis. Um conjunto X com uma
o-dlgebra M chama-se espa¢o mensurduvel.

Assim, uma o-dlgebra é uma colecdo de subconjuntos de X que satisfaz aos axiomas (A1), (A2)
e (A6), os demais sendo consequéncias destes; uma outra consequéncia é:

(A7) e M= (A € M,
=1

pois ﬂAi = (U AS)°

Lema 2.4.2 Seja {Mg}aer uma familia qualquer de o-dlgebras em X # 0. A interse¢do desta
familia de o-dlgebras,
M,

ael

¢ uma o-dlgebra. Em particular, seja {Fz}per uma familia qualquer de subconjuntos de X. Entdo
existe a menor o-dlgebra que contém a familia {Fs}.
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Demonstracao:

A afirmativa sobre a intersecao de o-algebras decorre de propriedades bésicas de conjuntos. A
existéncia de uma o-algebra que contém uma colecao qualquer de subconjuntos dados decorre,
entao, de P, o conjunto das partes de X, ser uma o-dlgebra. O

Definicao 2.4.3 Medida Positiva
Seja M uma o-dlgebra em X. Uma medida positiva em M € uma aplicagao

M — [0, 0]
que satisfaz as sequintes propriedades
011) () = 0;
(M2) (o-aditividade) Se A,, € M forem dois a dois disjuntos, entdo

N(U An) = ZU(An>S

(M3) (completamento) Se A € M satisfaz u(A) = 0, entao
BCA = BeM.

Chamamos p(A) a medida do conjunto A € M, ou p-medida, quando estivermos trabalhando com
vdrias medidas na o-dlgebra M.

Uma o-dlgebra M com uma medida positiva definida em M chama-se espaco de medida. De-
notaremos tal espaco por

(X, M, ).

Entretanto, muitas vezes falaremos apenas de medida ., ficando subentendida a o-dlgebra M de
subconjuntos de X.
Dizemos que p é uma medida o-finita se, adicionalmente, valer

oo
(M4) Existem A, € M com pu(A,) < oo para todo n tais que X = U A,.

n=1
Observagao: As condigbes (M1) e (M2) s@o as mesmas condigoes da definigdo de medida positiva em
uma algebra A, a hipétese UA,, € A tornando-se desnecessaria por estarmos em uma o-algebra.
A condi¢ao (M3) muitas vezes nao aparece na definicdo de uma medida. Note também que as
propriedades (m4) e (m6) decorrem imediatamente de (M2), como antes.
Demonstraremos posteriormente outras propriedades de medidas positivas. Além disto, veremos
que medidas podem ser identificadas com integrais.

Exemplo 2.4.4

1. (A medida de contagem) Seja X um conjunto com um numero infinito de elementos. Consi-
dere a g-dlgebra P. Dado Y C X, definimos pu(Y) = #(Y'), em que #(Y) representa a cardinalidade
do conjunto Y. Se X for enumerével, p é o-finita.

2. (A medida de Dirac) Seja xp € X. Se A C X defina pu(A) :==1se z9 € A e u(A) :=0 se
xo € A. Assim temos definida uma medida em P, chamada medida de Dirac em xy.

3. (o-algebra de Borel) Considere o conjunto de todos os subconjuntos abertos de um espago
topolégico Z. De acordo com o lema 2.4.2; existe uma menor o-algebra que contém todos estes
abertos. Ela é chamada o-dlgebra de Borel em Z e denotada B.
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2.5 Funcoes Mensuraveis

Definicao 2.5.1 Fungao Mensuravel
Seja (X, M, 1) um espago de medida e (Y,d) um espago métrico. Uma aplicagio f : X — Y ¢é
mensurdvel se

(i) Se U CY for aberto, entao f~H(U) € M;
(17) Existe um conjunto de medida nula N tal que f(X \ N) € separdvel.

Observagao: Se o conjunto Y for separdvel (por exemplo, IR"), a condi¢ao (ii) torna-se desne-
cessaria, de acordo com o Lema 1.1.4.

Consideremos em Y a o-algebra B de Borel, isto é, a menor o-dlgebra que contém todos os
conjuntos abertos. Dada uma fungao mensurédvel f : X — Y, sabemos que f~*(U) € M para todo
aberto U. E facil concluir que o mesmo é verdadeiro para todo U € B. De fato, defina A a colecao
de todos os subconjuntos S de Y tais que f~1(S) € M. Entao N é uma o-4lgebra e B C N.

Definicao 2.5.2 Fungao de Borel
Sejam Y, Z espacgos de Banach. Uma funcao de Borel é uma funcao f: X — Y tal que a imagem
wversa de conjuntos abertos em Z sdao elementos de B.

Observacao: Funcgoes continuas f : Y — Z sao fungoes de Borel.
Lema 2.5.3 melhorar demonstragao
(i) Sejam f; : X — Y mensurdveis. Se f =lim; . f; qtp, entdo f € mensurdvel;
(i) Se f; : X — IR forem mensurdveis, entdo
inf f; e liminf f;
j—o0 j—00
sao mensurdveis (defina arbitrariamente a fun¢do nos conjuntos (de medida nula) onde o
valor —oo € assumido).

(11i) Sejam Z um espago de Banach, ¢ : Y — Z uma funcao de Borel e f : X — Y mensurdvel.
Entao ¢ o f é mensuravel.

Demonstracao:
(i) Seja f(z) = lim; .o fj(z) para todo z € X \ N, onde N ¢é um conjunto de medida nula tal que
f;(X \ N) é separavel para todo j. Seja U C Y aberto. Defina

Ui:={y € U;B:(y) CU}.
Para z € X \ N temos
fle)eU<«s 3i, k; fi(x)eU, se j>k,

o que significa, usando a linguagem de conjuntos (justifique!)

[c.oZNe olNNe o]

fHU\N = (U U ﬂfﬂm)) \N e M.

i=1k=1 j=k
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Além disto,

JIXAN) C Ui, f[H{IX\N),

que é separdavel (justifique!).
(i7) Seja g(z) :=inf;e v fj(x) > —oo para todo x € X \ N, onde p(N) = 0. Entao, para todo a € R
vale:

g ' (la,00)) \ N = (ﬂ fi (e, OO))) \NeM,

donde deduzimos a mensurabilidade de g. Da mesma forma, temos que g, := inf;>; f; sao men-
surdveis. De acordo com (i), também

liminf f; = lim gy
j—oo k—o00

¢ mensurével.
(7i1) Seja N um conjunto de medida nula tal que f(X \ N) seja separdvel. Entao ¢ o f(X \ N) =
Of(X \ N)] é separdvel. Seja U C Z aberto. Entao ¢~1(Z) € B, donde f~![¢~'(Z)] € M O

Teorema 2.5.4 tirar?
Seja (X, M, ) um espago de medida. Suponhamos que u(X) < co. Seja

M:={f: X =Y, f é mensurdvel}.
Definimos a relacao de equivaléncia

f=gem M< f=gqip.
Seja
M(p,Y) == (M/ =).

Entao M(u,Y') € um espago métrico se definirmos

du(f.g) = inf{r > 0; u({d(f,9) > r}) <r},

em que

{d(f,9) > r}={z e X;d(f(z),9(z)) > r}.

Demonstracao:
Como p(X) < 00, d,, é uma fungao limitada em M (4, Y"). Suponhamos que d,(f, g) = 0. Considere
p({d(f,g) > €}). Afirmamos que, para todo 0 < r <,

p({d(f,g) >€}) <

Caso contrario, existiria 0 < ry < € tal que pu({d(f,g) > €}) > ro. Entdo, em particular,
p({d(f,g) > ro) > ro, 0 que contraria a definigao de inf.
Obtemos entao que

p({d(f,g) > €}) =0,

provando que d,(f,g) = 0 se, e somente se, f = g.
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Sejam f, ge hem M(p,Y), r>d,(f,h)es>d,(h,g). Entao temos

{d(f,g) >r+s} C {d(f,h)+d(h,g) >r+s}
C {d(f,h) >r}ud{d(h,qg) > s}.

Decorre dai que

p({d(f,9) >r+sp) < pd(f,h) >r}) +p({d(h, g) > s})
< r+s,
o que prova a desigualdade triangular. A simetria é 6bvia. O

Definigao 2.5.5 Convergéncia em Medida
Seja (X, M, u) um espaco de medida e Y um espago métrico. Se (fx), f: X — Y forem men-
surdveis, dizemos que fy converge em medida para f, denotado fy = f, caso

p({d(fr, f) > €}) = 0 para todo € > 0 quando k — oo.

Observagao: Nao estamos supondo, neste caso, u(X) < co. Escrevemos, entretanto,

fi B fedfe, f) = 0.

2.6 Exercicios

1. Se (A,,) for uma sequéncia numa édlgebra A tal que A,, C A,4; paratodonese A =U2 A, € A,
entao

H(A) = Tim p(A,),

n—o0

em que p ¢ uma medida na algebra 4. Se trocarmos a algebra A por uma o-algebra M, quais sao
as modificagoes neste resultado?

2. Seja Q um retangulo na &lgebra de Lebesgue e pu a medida definida naquela algebra (vide
segdo 2.2). Mostre que se Q C U2 R, em que os R, sdo retangulos, e se u(Q) = oo, entao

ZZO:l p(Ry) = oo.
3. Mostre que a g-subaditividade na definicao de medida exterior p* pode ser substituida por

pw <U Ai) < ZM*(Az’),

=1

para toda sequéncia de conjuntos A; disjuntos.

4. Quando uma medida exterior é uma medida? (Sugestdao: Leia as duas primeiras se¢oes do
Capitulo 3 de [3]').

5. Suponha que p*(A) = 0. Entéo p*(AU B) = u(B).

10 leitor interessando nas conexdes entre légica matemética e teoria da medida pode consultar também Benedetto,
J.J.: Real Variable and Integration, Teubner, Stuttgart, 1976.
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6. Considere a medida exterior induzida por uma medida em uma algebra de subconjuntos de X.
Mostre que se £ C X for um conjunto enumeravel, entao p*(E) = 0. Em particular, ® C IR tem
medida nula.

7. Sejam p uma medida e A, uma sequéncia de conjuntos mensuraveis tal que A, ,; C A, para
todo n. Mostre que se p(A;) < oo entao

g (ﬂ An) = Jim, Ao
N=1

O mesmo resultado vale numa algebra? Com que hipoteses?

8. Dé um contra-exemplo para o exercicio anterior, retirada a hip6tese p(A4;) < oc.

9. Mostre que a algebra de Lebesgue nao é uma o-édlgebra. (Sugestdo: considere inicialmente
n=1).

10. Considere o conjunto de todos os abertos do IR". Eles formam uma algebra? E uma o-algebra?
11. O lema 2.4.2 também é valido para algebras?

12. Porque é necessério que p(X) < oo na definicao de M (u,Y')?

13. Deé exemplo de uma medida aditiva p definida numa &lgebra A que nao gera uma medida
exterior. Isto mostra que a hipotese de p ser o-aditiva no Teorema 2.3.3 é essencial.
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Capitulo 3

Integracao

3.1 A Integral de Funcgoes Degrau

Definicao 3.1.1 Funcao Caracteristica
A funcao caracteristica de um conjunto E, Xg, € definida por:

Xg(x)=1sex € E, Xg(x)=0sex ¢ E.

Definicao 3.1.2 Funcgoes degrau
Seja A uma dlgebra de subconjuntos de X e p uma medida o-aditiva nesta dlgebra. O conjunto das
fungoes degrau relativas a (X, A, u) com valores no espago de Banach (Y, || -||) € definido por

St(p,Y):={f: X =Y ; f(X) éum conjunto finito ,
Ty e AvyeY
w(f 7 ({y}) < oo, se0#y €Y}

Observagao: Suponhamos que f(X) = {ay,...,a,} C Y. Se 0 € f(X), considere f(X) \ {0}.
Definindo A; = f~'({as}) (1 < i < m), temos que A; € A, u(4;) < cce f € St(u,Y) se, e somente

se,
f - Z XAZ'O[’U
i=1
que é chamada representagao canonica de f (ela é claramente tnica).
Lema 3.1.3 O conjunto St(u,Y) € um espago vetorial. Se f € St(u,Y) entdo ||f|| € St(u, R).
Demonstracao: Decorre imediatamente da definigao.

Definicao 3.1.4 Espacgo das Funcgoes Degrau
Considere a sequinte relagao de equivaléncia em St(p,Y):

f=gemSt(nY) < (f—g)=0atp
& u({z e S (f —g)(x) #0}) =0.

21
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Continuaremos a denotar St(u,Y) o espaco quociente (St(u,Y)/ =) e f a classe de equivaléncia
[f] (abuso de linguagem!).
Para f € St(p,Y') definimos a integral de f em X (relativa a medida p) por

/X Fdp: = S (' {why

yeY'\{0}
= > u(A)a;,
=1

sendo que na ltima expressao estamos usando a representag¢do canonica f =Y " Xa,a;.
Mostre que a integral estd bem definida.

Lema 3.1.5 St(u,Y) € um espaco normado, se definirmos

[ £l 560y ;:/ | f ||
X

Além disso, vale,

H/ d d,uH = / £l = [ fll sty
X X

Demonstracao: Notamos que Int : St(p,Y) — Y, definida por Int(f) = [, f du é uma aplicacao

linear. A relacdo de equivaléncia introduzida em St(u,Y) mostra que ||f|siuyy =0 < f =0
em St(u,Y). A ultima desigualdade decorre imediatamente de Y ser um espago normado. A
desigualdade triangular decorre entao desta ultima desigualdade. O

3.2 A construgao do espago L!(i,Y)

Nosso objetivo é trabalharmos com o completamento St(y,Y) do espaco vetorial St(p,Y). A
dificuldade é que, ao passarmos ao completamento, seus elementos nao sao fungoes. Assim, o
que faremos a seguir visa obter um isomorfismo entre SNt(,u, Y) e um espago de fungdes. Notamos
também que estamos trabalhando com duas relagoes de equivaléncia: a primeira foi definida em
St(u,Y), de modo a torna-lo um espaco normado; a segunda é intrinseca ao completamento S t(p,Y)
(veja Teorema 1.1.7).

Definicao 3.2.1 Integral Sobre Um Conjunto Mensuravel
Para f € St(u,Y) e A€ A, temos
XAf S St(,u,Y)

/Af s :=/Xfo .

/Adu = p(A).

Definimos

Notamos, em particular, que
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Se f € St(u, R) e a € IR, denotamos
{f >a} ={z e X, f(z) > a} € A (justifique!),
e analogamente para outras desigualdades.

(Mostre que as defini¢bes acima independem da rela¢ao de equivaléncia em St(u,Y)).

O resultado seguinte desempenhara um papel fundamental: permitira a associacao de uma fungao
a cada elemento de St(y,Y). Apesar do enunciado diferente daquele de Lang [2], manteremos a
denominacao de

Lema 3.2.2 (Fundamental da Integragao)
Seja (fr) uma sequéncia de Cauchy de fungoes degrau. Entao:

(1) Existem N C X, com p*(N) =0 e uma subsequéncia (fy,) tal que existe

flx) = ngkz(f”)’ re X\N.

(11) Além disto, )
[(fe)] =0 em St(p,Y) < f =0 qtp.

Observacoes: (a) O resultado acima é o passo crucial na identificacio dos elementos de St(u,Y))
com fungodes: o item (i) mostra que podemos associar uma fungao - definida a menos do conjunto de
medida nula N - a cada sequéncias de Cauchy em St(u,Y'); o item (ii) mostra que esta associagao
é compativel com a relacao de equivaléncia introduzida em gt(,u, Y'). Isto é, dois representantes da
mesma classe de equivaléncia sao associados (bijetivamente) & mesma fungao. (b) O fato de traba-
lharmos aqui com conjuntos de medida nula - definidos na o-algebra P de todos os subconjuntos
de X - é fundamental: ndo podemos garantir que o conjunto N seja um elemento da algebra A.
Demonstracao:

(1) Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que

= Bl = [ 1= fldn < 27 se b2
Definimos ;
gi(x) =Y I fil@) = fima ().
i=1
Para todo x € X, a sequéncia (g;(x)) é uma sequéncia crescente; assim, existe

g(z) := lim g;(x) € [0,00], para todo z € X.
j—o0
Seja N := {z € X;g(x) = co}. Nosso objetivo é mostrar que p*(N) = 0. Dai concluiremos que
g(x) € [0,00) para todo z € X \ N; para tais x, como ¢ é definida por uma série, necessariamente
seu termo geral tenderd a zero. Mas isto implicara que (fx(x)) é uma sequéncia de Cauchy no
espaco de Banach Y'!
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Notamos que
J o0
/ 9;(x) dp = Z/ Ifi = finll dp <> 27" =1.
. i=1 /X i=1

Assim, para todo € > 0, temos que M? := {g; > 1/e} € Ae

1 M
lz/gjduZ/ gjduZ/ —duzﬂ( 2
X M M € €

p(M?) < e

Decorre dai que
para todo j. Além disto, M7 C M7t e

Nc{g>1/e}cGMg.

=1
De acordo com o Teorema 2.3.3, concluimos que

pN) <e
Como € > 0 é arbitrario, isto mostra que N é um conjunto de medida nula, completando a demons-
tracao.
(17) “ =" De acordo com o demonstrado em (7), podemos supor, passando a uma subsequéncia se

necessario, que
f(z) = klim fx(z) para todo z € X \ N.
—00

Queremos mostrar que

N:={f#0}\N
¢ um conjunto de medida nula. Para isto, uma vez que [(fx)] = [0], podemos escolher uma sub-
sequéncia (fy,) tal que
J M <2
be

Por abuso de linguagem, continuaremos a denotar tal subsequéncia por (fy). Dado € > 0, defina
NE={llfill > ey € Ae Ne:={|[f| > e} \ N.

Entao, para todo kg € IN,
N.c | NE
k>ko

donde

W) < S uNE)

k>ko

1 1
Z _/ | felldpe < =277 — 0 quando ko — oo,
€ Jx €

k>ko

IN
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onde fizemos uso da desigualdade

Jaddnz [ nlduze [ du=euv
X Nk NE

Isto mostra que N, é um conjunto de medida nula, donde também N.
“ <7 Temos que mostrar, de acordo com a relacao de equivaléncia definida no Teorema 1.1.7, que
| fell st(u,yy — O para uma subsequéncia. Como antes, (vide item (7)), podemos supor que

lim fi(z) = f(z) =0

k—o0

para todo x € X \ N. Passando a outra subsequéncia, podemos supor que

/ 1 — fooldu < 2
X

Defina A; := {f; # 0} € A. Entao pu(A;) < co. Dado € > 0, temos, para k > j:

/X Villd = / sl + /X il

Temos que

/ Ielde < / | felldpe + / il du
Aj A;nd frll<e} A;nd{| frll>€}

< euldy) + / il i
{Il frll>€}

IN

)+ [ e+ [ 1= gl
I fxll>e X
Por outro lado,
Joaddn = [ - gl
X\A; X\A;
< [ 1A= 5l
b's
Substituindo a duas ultimas desigualdades na primeira igualdade, obtemos
J il < enay+2 [ 1= gl [ gl
X X {Ifel>e}

O primeiro termo tende a zero quanto € — 0, para todo j; o segundo tende a zero, quando j — oo,
pois k > j. Resta mostrar que o iltimo termo tende a zero quando j — oo. Claramente

/{”f sl < mae N5 (Sl > )
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donde notamos que basta mostrar
p({Ilfell > €}) = 0 quando k — oo,

isto é, que (fx) converge em medida para 0. Para isto, defina

J%WZ{(z]m—jﬂﬂ>>€}€A'
ik

) < [ ZH}Z fz+1Hdu<Z2 <Sai_ gk
i=k

Além disto, A, C Agrr1) e paraz € X \ N — UjelNAkr vale:

Entao vale:

1Fs(@) ] < [ fria (2 ||+Z||fz — finr(2)]-

Notamos que, por hipétese, o primeiro termo do lado direito tende a zero quando r — oo (pois
lim; o fj(x) = 0); 0 segundo é menor ou igual a €, para todo k. Concluimos entao que

{Ilfxll >} CNU U A
r=1

Portanto

plLfell > €)= ({llfell > €}) < ' (N)+p” <U Akr)

Tomando o limite quando k — oo na desigualdade acima, obtemos
: Lo k1
Im p({|fell > €}) < - lim 2777 =0,
k—o0 € k—oo

completando a demonstracao. O

Definicao 3.2.3 Funcgoes Lebesgue-integraveis
Definimos o espaco L(p,Y') das fungdes Lebesque-integrdveis por

L(p,Y):={f: X =Y ; 3 (fx) sequéncia de Cauchy em
St(u,Y)tal que f = klim fr atp}
— 00

moédulo a relacdo de equivaléncia

f=g9% f=gpn—qtp.

Em outras palavras, os elementos de L(p,Y'), como, por exemplo, f, sio classes de equivaléncia.
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Lema 3.2.4 Ao definir

J(((fe)]) = 1,
onde f(x) = limpoofi(z) se x € X \ N, N conjunto de medida nula (veja 3.2.2), temos um
isomorfismo dos espagos vetoriais St(u,Y) e L(p,Y).

Demonstraciao: Se (fi) e (gr) forem representantes de [¢] € St(y,Y), decorre do Lema 3.2.2(i),
que existem f e g tais que, fora de um conjunto de medida nula, f(z) = limg_, fr(x) e g(x) =
limy_yo0 gr(). Mas fy — g = 0 em St(u,Y), donde, do Lema 3.2.2(i4), temos f — g = 0 qtp, isto
é, f=gem L(u,Y). Isto mostra que a aplicagao linear

J:St(p,Y) = L(p,Y)

é uma aplicacao linear continua. De acordo com o Lema 3.2.2 tal aplicacao é injetiva. Pela definigao
de L(u,Y) ela é sobrejetiva. O

Definicao 3.2.5 Integral de Lebesgue
Sejam f e (fi) como na defini¢ao de L(p,Y). Definimos:

/fdu = lim/fk du.
X k—oo [x

Observagao: A integral estd bem definida pois

‘Anw—éﬁw

Isto mostra que a sequéncia ([y fr du) é uma sequéncia de Cauchy em Y. Que a definigdo da
integral independe da sequéncia que aproxima f é consequéncia do Lema 3.2.2.

§/ | fix — fill dp — oo quando k, j — oo.
X

3.3 Propriedades Basicas

Relacionar agora com o completamento da medida via Teorema de Hahn
Teorema 3.3.1 A integral de Lebesque tem as sequintes propriedades:

(1) St(p,Y) C L(p,Y). Além disto, a integral € linear em L(u,Y) e, se A € A satisfaz u(A) <
00, entao

/ aXy dp = ap(A), para todo a € Y
be
(ii) Se f € L(u,Y), entio ||f]] € L(u. IR) ¢

L@mﬂséwwm

(177) Mudar enunciado! O conjunto envolvido é mensuravel!

Para todo € > 0 e todo f € L(p,Y) vale

Amwewwmzm;
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(iv) L(p,Y) € um espago de Banach com a norma

1l = /X 11 d

(v) St(u,Y) é denso em L(u,Y).

Demonstracao:

(1) Se f € St(n,Y), entdo para a sequéncia constante (f)gen temos que J([(f)x]) = f, em que J
é o isomorfismo entre St(u,Y) e L(p,Y). Para f € St(u,Y) as definicoes da integral de funcdes
degrau e a integral de Lebesgue sao idénticas; dai decorre a segunda afirmacao.

(i) Seja J o isomorfismo entre St(i1,Y) e L(p,Y). Se [(fi)] € St(11,Y) e J([(fx)]) = f, decorre da
desigualdade triangular (no espago de Banach Y'):

J sl = UM< [ 1= filldn = 0 para b, = .
X X

Isto mostra que [(||fx|])] € St(i, IR). Uma vez que para uma subsequéncia temos fr, — f qtp,
obtemos || fx, || = [|f]| atp, donde J([(||fx])]) = ||f]]. A segunda afirmagao é obtida ao passarmos

ao limite a desigualdade
—/ [ felldp < H/ Ji d,uH S/ | felldp,
b's X X

(que, segundo o Lema 3.1.5, é vélida) e usarmos a defini¢ao da integral.
(#7) Suponhamos que J([(fx)]) = [, isto é, que existam um conjunto N com p*(N) = 0 e uma
subsequéncia (f;) tal que

lim f;(z) = f(z) para todo z € X \ N.

j—00

Passando, se necessario, a uma outra subsequéncia, podemos supor que

[ ies = e <2
be
Sexe X\ Nel<d<e, entao

LF (@) > € = 1f;@)]] > 6 ou [[f(x) — fi(x)]| > €= .

Se a segunda possibilidade ocorrer, temos
/@)~ £ = Tim [lfi(@) ~ ()]
< Z | fis1(z) = fil@)]l,

(2]
isto é,

Y fini (@) = fi@)l > | (2) = fi(@)] > € =3,

i>j
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donde para m(z) = m > j temos

Z (@) = fil@)] > ¢ — &,

Assim,

{171 > e cNUIfl >80 Y {Zufm ()] >6_5}

m>j

Uma vez que os conjuntos na tultima uniao estao crescendo, decorre das propriedades da medida
exterior que

A > ) < p({Ifell > 03)

+ lim ({Zuml @I >e—6})

1
< — ld - § , — f:ld
— 6/X||f]” M+€_5 i_j/XHfH_l fz” 1%
1 1
< = ; — o=

onde usamos a definigao 3.2.1, a definicao da integral de funcao degrau e o Lema 3.1.5.
De acordo com a prova de (7i), temos

/ 1 ldp = lim / 17,1,
X J—=oo Jx

5wt (1] > e) > /X £ lld

Fazendo § — €, obtemos o afirmado.
(iv) Se J([(fx)]) = f, decorre de (ii) que

donde, para j — 00, temos

Il += [ = Jim [ il = NGt

o que mostra que J é isométrico. Uma vez que gt(u, Y') é um espago de Banach, L(p,Y) também
¢ um espago de Banach com a norma definida acima (justifique!).

(v) Se J([(fo)]) = f. entiio, para.todo j € IV fixo, J((fi) — (£,)) = f — f e
17 = Sl = i [ e = il = 0 quando j = o

o que mostra que todo f € L(u,Y) pode ser aproximado por fungdes degrau na norma de L(u, Y).
O
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3.4 Exercicios

1. Considere a sequéncia de fungoes degrau

fr = (1/n)Xjo -

Calcule [ R Jndit. Mostre, por outro lado, que lim,, o fn(7) = 0 Vo > 0. Isto contradiz a defini¢ao
da integral de Lebesgue ?

Definicao 3.4.1 Considere a dlgebra de Lebesgue A com a medida definida naquela dlgebra. Defina
a medida interior de um conjunto Y C IR" por

palY) 1= sup )y pl(Ay),

o supremo sendo tomado sob todas as sequencias (A;) de elementos de A cuja unido estd contida
emY.

2. Mostre que p.(Y) < p*(Y) para todo Y C IR".
3. Considerando a medida de Lebesgue no IR" definida através do Exercicio 12 do Capitulo 2,
mostre: (a) Se A for mensurédvel, entao

i(A) = p(A) = p(A).

(b) Se u«(Y) = p*(Y) < 00, entdo Y é mensurdvel.

4. Mostre que existem conjuntos Lebesgue-mensuraveis em IR" que nao estao na o-algebra de
Borel.

5. Considere ¢ : IR — IR uma fungao estritamente crescente. Para um dos intervalos (retangulos)
elementares R da &lgebra de Lebesgue, defina p,(R) = ¢(b) — g(a). Estenda aditivamente esta
definicao a toda algebra A. Mostre que p, define uma medida o-aditiva na algebra A, chamada
medida de Lebesgue-Stieltjes gerada por g.

6. Dé exemplo de uma transformacao linear entre espacos de Banach que nao seja continua.

Definicao 3.4.2 Seja X um espago vetorial. Um subconjunto A C X € convero se, dados x,
y € A, entao tr + (1 —t)y € A para todo 0 <t < 1. Uma fungio f : A — IR € convexa se

fltr+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y).

7. Interprete geometricamente as definicoes de um conjunto e de uma funcao convexa. Mostre que
toda func¢ao convexa ¢é continua.



Capitulo 4

Propriedades da Integral

4.1 O Teorema da Convergéncia Mondétona

Lema 4.1.1 Se fy — f em L(p,Y) entdo existe uma subsequéncia (fy,) tal que
Jw; = [ atp.
Demonstracao: Escolha uma subsequéncia tal que
J07 = sl <2
X

Dado € > 0, defina

N := {limsup || f — fi,

1—00

Logo,

(Ne) < Zu*({llf = Jrill > €}).

Decorre entdao do Teorema 3.3.1(7ii) que

Zu A - fi Z/Hf filldu < 229 =50

quando j — oo. Isto mostra que N, tem medida nula, donde também

{limsup [|f — fi, || > 0}

1— 00
(justifique!).

Teorema 4.1.2

31
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(i) (Monotonicidade) Se f,g € L(p, IR) e f < g qtp, entdo

/deuﬁ/xgdu.

(ii) Se (fx) for uma sequéncia de Cauchy em L(u,Y) e fr — f qtp, entao

felwY) e ||f = fillew — 0 quando k — oo.

(iii) (Convergéncia Mondtona) Seja fi, € L(p, IR) uma sequéncia de fungoes tais que fr, / f qtp
(isto €, fri1(x) > fe(x) qtp). Se existir uma constante C' tal que

X

entio f € L(u, R) e fr — f em L(u, IR). Em especial,
[ gdu= i [ i
Demonstracao:

(7) Pelo item (i) do Teorema 3.3.1, temos a linearidade da integral, enquanto do item (ii) decorre

que
/gdu—/fduzflg—f!duz
X X X

(i7) De acordo com o Teorema 3.3.1(iv), L(u,Y) é completo. Logo existe g € L(p,Y) tal que
fr = gem L(p,Y). De acordo com o Lema 4.1.1, existe uma subsequéncia (fg,) tal que

(g — f)du| = 0.
X

fr — g atp,

donde deduzimos f = g qtp, isto é, f =g em L(u,Y).
(77i) De acordo com o provado em (i), as integrais de f; formam uma sequéncia monétona em IR,
que ¢ limitada superiormente, por hipétese. Assim, existe

lim [ fidp.
k—o0 X
Além disto, para j > k temos

/X(fj_fk)d,u:/ijd/vb_/kadM—)(),

quando j, k — oo. O resultado entao decorre de (7). O

Corolario 4.1.3 Se (f,) for uma sequéncia em L(p, IR) e se existir uma fun¢io g € L(p, IR) tal
que | fu| < g qtp para todo n, entdo sup f, e inf f,, estao em L(u, IR) e

sup/ fndu < / sup fndu e /inffnd,u < inf/ fndps.
X X X X
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Demonstracao:
De acordo com o Teorema 3.3.1(ii), |f| € L(p, IR) quando f € L(u, IR). Uma vez que

sup{f. g} = 57 +9+1f — al),

vemos que supq{ f,g} € L(p, R) se f, g € L(u, IR). O mesmo pode ser dito a respeito de inf{f, g},
pois

inf{f, g} = %(f +g—1f—gl).

Assim, as funcoes
gn ‘= Sup{fla cee 7fn}

estao em L(u, IR) e formam uma sequéncia nao decrescente em n; além disto, g, < g qtp para todo

n. Assim,
/gnduﬁ/gduzr(l
X X

O resultado decorre entao do teorema da convergéncia mondtona. A afirmacgao sobre o inf é provada
analogamente (veja exercicio 4, abaixo). O

4.2 A Construcao de uma Medida Positiva

Lema 4.2.1 Seja M 4 a menor o-dlgebra que contém a dlgebra A. Suponha que Xg € L(u, IR).
Entao vale:

(1) Ezistem conjuntos A, € A, com pu(Ag) < oo tais que Xa, — Xg em L(p, R);
(ii) Eziste E' € My tal que Xpr = Xg qtp;

(11i) Para todo D € M 4 temos Xgnp € L(u, IR).

Demonstracao:
(1) De acordo com o Teorema 3.3.1(v), existe fr € St(p,Y) tal que fry — Xr em L(p, IR) quando
k — o0o. Passando a uma subsequéncia podemos supor que f, — Xg qtp. Defina

Akiz{fk>%}€./4

(note também que p(Ag) < 00). Entao vale
| Xa, — Xl < 2[fr — Xal.

(basta examinar os casos em que o lado esquerdo é nao nulo).

Tomando a integral na desigualdade acima, decorre do Teorema 4.1.2(i) que X4, — Xg em L(u, IR).
(77) Considere X4, como em (7). Entao, de acordo com o Lema 3.2.2, passando a uma subsequéncia
se necessario, existe um conjunto de medida nula N tal que

lim X4, () = Xp(x) Vo e X\ N.

k—o0
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A igualdade
E\N = Uﬂ(Ak\N)

j=1i>j

pode ser verificada facilmente. Defina entao

E' ::GﬁAkEMA.

j=li=j

Entao
E\N:E’\N,

como afirmado.
(71) Defina
Ml = {Y C X; XE(‘]Y € L(,u, R)}
Afirmamos que M 4 C M;. Para isto, mostraremos que A C M; e que M; é uma o-algebra. O

afirmado decorre entao da definicao de M 4.
Seja A’ € A e Xy, como em (¢). Também como na demonstragao do item (), obtemos

|Xapnar — Xaynnr| < |Xa, — Xyl atp,

donde, integrando e aplicando o Teorema 4.1.2(i), concluimos que (X4,n4a/) é uma sequéncia de
Cauchy em L(u, IR). Passando a uma subsequéncia, uma vez que X4, — Xr qtp, concluimos que
Xana — Xpgna qtp. Assim, de acordo com o Teorema 4.1.2(i7), temos que Xgnar € L(u, R), ¢
portanto A’ € M. Isto mostra que A C M.

Afirmamos agora que se Y7, Yo € M1, entao Y1 NY; € M;. A demonstracao ¢é inteiramente analoga
a de A C M. De fato, de acordo com o item (i), sejam A;;, € A tais que

Xa, — Xgay, em L(p, R), i =1, 2.

Entao obtemos
|XA1kmA2k - XAljﬁA2j| < |XA1k - XA1j| + |XA21¢ - XA2]‘| qtp,

donde deduzimos, como antes, que (Xa,,n4,, )x € IN é uma sequéncia de Cauchy em L(yu, IR). Para
uma subsequéncia, temos X4, — Xgny;, qtp, ¢ = 1, 2. Logo, X4,,n4,, — XEnviny, dtp, o que
prova, de acordo com o Teorema 4.1.2(i7), que Xgny,ny, € L, IR), isto é, Y1 NY, € M.

Se Y € M, entédo temos Y¢ € M;. De fato, como Xg, Xgry € L(u, IR) temos que

XE\Y =Xg — Xgny € L(,u, R)

Finalmente, se Y; € M satisfaz Y; C Y., temos
[o¢]
Y = U Y, € M.
i=1

De fato, Xgny, /* Xeny € [x Xeny,dp < [x Xrdp. Decorre do teorema da convergéncia mondtona
que Xgny € L(u, IR), o que mostra que Y € M, completando a demonstragao de que M; é uma
o-algebra. O
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Concluimos a secao mostrando como estender a medida p definida na algebra A a uma medida
numa o-algebra M. Para tornarmos a notacao mais adequada, denotaremos p4 a medida definida
na algebra A.

Teorema 4.2.2 Sejam p g a medida (o-subaditiva) definida na dlgebra A e M4 a menor o-dlgebra
que contém A. Defina

M:={FCX; Xp=Xg qtp (em p*) para algum E € M4}
ep: M —|0,00] por

((E) = { fX Xedpy ,  se Xgna € L(pa, R) YV Ae M

00 , caso contrdrio
Entao v é uma extensao da medida g e (X, M, ) € um espago de medida. Vale:
p(N)y=0eNeM e u(N)=0,
onde u* € a medida exterior induzida por i 4.

Demonstracao:

Como M 4 é uma o-dlgebra e a uniao enumeravel de conjuntos de medida nula tem medida nula,
vemos que M é uma o-algebra e que M 4 C M.

Seja A € A. Se pa(A) = oo, entdo X4 & L(p, IR). De fato, se Xy € L(p, IR) terfamos, de acordo
com o Lema 4.2.1(7), uma sequéncia de conjuntos A; € A tais que Xy, — X4 em L(u, IR), donde
para uma subsequéncia, Xy, — X4 qtp. Isto mostra que p(A;) — co. Mas entdo

/ Xadp = lim / Xy dp = lim pa(Ag) = oo,
X k—o00 X k—o00
absurdo. Logo, Xg & L(p, R e u(A) = oo, pois Xy = Xanx. Se pa(A) < oo, X4 € St(u, R) e,

pelo Lema 4.2.1(i13), Xanp € L(p, IR) ¥ D € M 4, donde também para todo D € M. Segue entao
das definigdes do do Teorema 3.3.1(7) que,

H(A) = /X Xadjin = ja(A).

Isto mostra que p é uma extensao de 4.
Seja N um conjunto de medida exterior nula. Entao Xy = A = 0 qtp, donde N € M. Além disto,

u(N) = / Xndpg = 0.
X
Reciprocamente, se N € M é tal que p(N) = 0, decorre do Teorema 3.3.1(iii) que, para todo € > 0,
e ({Xy > ) < / Awdpia = p(N) = 0.
X

Logo p*(N) = 0. Como subconjuntos de um conjunto de medida nula tém medida nula, mostramos
que p é completa. Falta mostrar que p: M — [0, 00| é o-aditiva.
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Sejam Ey, Fy € M disjuntos. Como Xg,up, = Xg, + Xg,, temos u(Ey U Ey) = o0 < u(E;) =
oo (i =1, 2). (justifique!) Se u(E;) < oo parai =1, 2 entao u(E, U Ey) = pu(Ey) + p(E2) decorre
da linearidade da integral (Teorema 3.3.1(7)).

Sejam agora F; € M dois a dois disjuntos e

E:QElEM

Suponhamos que
Entao, definindo
temos

Como Xg p /" Xpnp para todo D € M, segue do Teorema da Convergéncia Mondtona que
Xeap € L(u, R) para todo D € M. Reciprocamente, se u(FE) < oo, entdo Xgnp para todo
D € M. Substituindo D por D N E;, concluimos que p(F;) < oo, V i. Logo

k
Z“(El) = /X X, dpug < C = p(E) < oo.
i=1

Temos entao que
Xg np /" Xenp quando k — o0, VD eEM, Ve X.

Decorre entao do teorema da convergéncia monétona que Xpnp € L(u, IR) para todo D € M e

) = f oo = Jim [ Fodna =3 (5.

O

A partir deste momento, p designara a medida completa construida no teorema anterior. Con-
sequentemente, [y fdu denotard a integral [y fdpu4.

Lema 4.2.3 Seja f € L(p,Y). Entao, para todo E € M, temos Xgf € L(p,Y).

Demonstracao:

Considere fungdes degrau tais que f, — f em L(u,Y). Passando a uma subsequéncia, podemos
supor fr(x) — f(x) qtp. Seja E' € M. Pela definicao de M, existe E' € M 4 tal que Xr = Xp' qtp.
Decorre do item (i) daquele Lema que Xp fr € L(p,Y) (note que fi é uma combinagao linear de
fungdes caracteristicas), donde também X fi, € L(u,Y). Como

|Xefr — Xefill < | fr — fill,

a sequéncia (Xgfi) é uma sequéncia de Cauchy em L(p,Y). Como fr, — f qtp, Xefi — Xef qtp,
seguindo entdo a afirmagao do Teorema 4.1.2(7). O
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4.3 Funcoes Mensuraveis

Consideremos em Y a g-algebra B de Borel, isto é, a menor o-algebra que contém todos os conjuntos
abertos. Dada uma func¢ao mensurdvel f : X — Y, sabemos que f~!(U) € M para todo aberto U.
E f4cil concluir que o mesmo ¢ verdadeiro para todo U € B. De fato, defina N a colecao de todos
os subconjuntos S de Y tais que f~1(S) € M. Entao N é uma o-algebra e B C N.

Definicao 4.3.1 Funcao de Borel
Sejam Y, Z espacos de Banach. Uma funcao de Borel € uma funcao f : X — 'Y tal que a imagem
inversa de conjuntos abertos em Z sao elementos de B.

Observacao: Fungoes continuas f : Y — Z sao fungoes de Borel.
Lema 4.3.2 Seja X um espag¢o métrico separdvel. Entao todo subconjunto de X ¢é separdvel.

Demonstracao:
Suponhamos que A C X nao seja vazio e que {zy; k € IN} seja denso em X. Escolha a;; € A tal
que

1
d(z, ar;) < dist(zg, A) + —.
J
Dados a € A e € > 0, existe xy, tal que d(a,zx, ) < €/3. Entao, para j suficientemente grande, vale:

d(a,ar;) < d(a,ry,)+ d(og,,ag,;)

1
< 2d(wg,ak ) + = <,
J

mostrando que {ay;; k, j € IN} é denso em A. a
Lema 4.3.3
(i) Sejam f; : X =Y mensurdveis. Se f =lim;_, f; qtp, entdo f é mensurdvel;
(ii) Se f; - X — IR forem mensurdveis, entdo
inf f; e liminf f;
Jj—o0 j—o0
sao mensurdveis (defina arbitrariamente a fun¢ao nos conjuntos (de medida nula) onde o
valor —oo € assumido).

(i11) Sejam Z um espago de Banach, ¢ : Y — Z uma fun¢ao de Borel e f: X — Y mensurdvel.
Entao ¢ o f € mensurdvel.

Demonstracao:
(1) Seja f(x) = lim;_, f;(z) para todo z € X \ N, onde N é um conjunto de medida nula tal que
[i(X \ N) é separavel para todo j. Seja U C Y aberto. Defina

i ={y€U;Bi(y) CU}L
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Para x € X \ N temos
flx) e U<« Fi, k; fi(x) eU; se j>k,
o que significa, usando a linguagem de conjuntos (justifique!)
Py = (00N e) v em
i=1k=1j=k

Além disto,

JIX\N) CUZ, fi(X\N),
que ¢é separdvel (mostre!).
(i1) Seja g(x) := infen fj(x) > —oo para todo x € X\ N, onde p(N) = 0. Entao, para todo a € R
vale:

g (la,00)) \ N = (ﬂ 1 (e, OO))) \NeM,

donde deduzimos a mensurabilidade de g. Da mesma forma, temos que g := inf;>; f; sao men-
suraveis. De acordo com (7), também

liminf f; = lim g
Jj—o0 k—o0

¢ mensuravel.
(77i) Seja N um conjunto de medida nula tal que f(X \ V) seja separdvel. Entao ¢ o f(X \ N) =
o[f(X \ N)] é separavel. Seja U C Z aberto. Entao ¢~1(Z) € B, donde f~![¢p'(Z)] € M O

Coroldrio 4.3.4 Se ezistir uma sequéncia de fungoes degrau (fy) tal que f, — f qtp, entdo f €
mensuravel. Em particular, toda f € L(p,Y') € mensurdvel.

Demonstracao:
E imediato.

Teorema 4.3.5 (Egorov)
Suponha que (X) < 0o e que f;, f sejam mensurdveis. Entdo sdo equivalentes:

(i) fj — f atp;

(it) f; — [ p-uniformemente, isto é, dado € > 0, eziste E. € M com pu(X \ E.) < € tal que

fi — f uniformemente em E..

Demonstracao:
(id)“ = " (i) Seja £ := U2 Ey /. Entao u(X \ E) =0 e fj(z) = f(x) para z € E.
(i) = 7(i¢) Dado € > 0, considere E € M tal que (X \ E) = 0 e fj(x) = f(z) se x € E.
Considere |
Epn i ={z € E;|fi(x) — f(2)| < - se j >k} € M justifique! .
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Entao, para todo n,
o0
U Ek,n = EJ
k=1

e By, C Eyt1,. Assim, existe um k, tal que
/’L(E \ Ek‘nﬂ’l) S 62_n'
Logo, definindo
E.:= () Exym:
n=1
temos pu(X \ E.) < ee f; = f uniformemente em E.. O

Teorema 4.3.6 Seja f: X — Y. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) f € mensurdvel e se anula fora de um subconjunto o-finito de X;
(i1) f € o limite qtp de fungoes degrau.

Demonstracao:
(13)“ = " (i) Decorre imediatamente do Corolério 4.3.4.
(1) = " (i1) Podemos supor que X seja uma unido disjunta de subconjuntos X de medida finita
(justifique!). Se provarmos que, para cada k, existe uma sequéncia de fungoes degrau (gj(»k))j?";1 tal
que

lim ¢ = f |x, qtp,

Jj—00

o resultado estard provado. De fato, se definirmos entao

gu(z) = g% em X, sek=1,... n,
gn(z) = 0 se ¢ X7U...UXy,

temos que (g,) é uma sequéncia de fungoes degrau que converge para f qtp. Isto mostra que
podemos considerar apenas o caso em que X tem medida finita.

Podemos também supor que a imagem de f contém um subconjunto denso {v;}. Para cada
n fixo, considere a cobertura aberta B/, (vy) (1 < k < oo) da imagem de f. A partir desta
cobertura aberta, podemos obter uma cobertura disjunta: basta considerar os conjuntos B, (v1),
Bi/n(v2) \ B/ (v1),.s Bijn(v;)\U/Z} Bi/n(vi),... Todos estes conjuntos estdo na o-algebra de Borel
do conjunto Y, donde suas imagens inversas sao mensuraveis. Para 1 < j < k, seja

E;=f" (Bl/n(vj) \ U(Bl/n(vz')> € M.

Cada um dos conjuntos £ tem medida finita, pois j& nos restringimos ao caso em que X tem
medida finita. Decorre imediatamente da definicio da medida em M que X, € L(u, IR), donde,
de acordo com o Lema 4.2.1, existem conjuntos A; € A, dois a dois disjuntos, tais que A; C E; e
1(E;) — u(A;) é arbitrariamente pequena (justifique!). Assim, para k suficientemente grande,

AU UA, =X\ Y,
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com p(Y,) < 1/2"
Defina, para z € A; (1 < j < k), go(z) =vj, g,(Y,) = 0. Cada g, é uma funcao degrau tal que

|f(z) — gu(z)| < 1/n se x &Y,.

Seja entao
Zy =]V
Jj=n
Vale u(Z,) <1/2" ' e Z, D Z,11 D -+ .Defina entao

o gn(z) se ze€ X\ Z,
Julz) = { 0 se =x€Z,

Cada f,, converge a f exceto talvez na intersecao de todos os Z,, que é um conjunto de medida
nula. O

4.4 O Teorema da Convergéncia Dominada

Lema 4.4.1 Lema de Fatou
Sejam f, € L(u, IR) tais que f, > 0 qtp. Suponha que

liminf/ fadp € [0, 00)
be
(isto €, que o liminf acima exista). Entao existe

liminf f,(x) qtp,

liminf f,, € L(p, R) e

/ liminf f,dp < lim inf/ Jodp = liminf || fu| e
X X

Demonstracao:
Consideramos inicialmente a sequéncia (g,,), definida por

gm(.fE) = 1nf{fk<x>7 fk+l> R fk+m}-

Para cada k, tal sequéncia é decrescente e converge pontualmente a inf, > f,. Uma vez que

/ inf{ fr,..., feemfdu < / friidp para j=1,...,m,
X X

para podermos aplicar o teorema da convergéncia monétona (veja exercicio 6, abaixo) basta mostrar
que as integrais do lado direito da expressao acima sao limitadas. Note que

e i
it o < g [ ot < i | ot
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(a primeira desigualdade decorre imediatamente da desigualdade anterior; a segunda, da defini¢ao
de liminf).

Assim, pelo teorema da convergéncia monétona, inf,>x f, € L(p, IR € gm — info>kfn em L(p, IR).
Seja agora hy, := inf,>y f,. Entdo (hy) é uma sequéncia crescente e o resultado decorre da aplicag¢ao
do teorema monotona a esta sequéncia, pois

lim hy = liminf f,.
k—o00

0.
Observagao: O Lema de Fatou usualmente é utilizado quando a sequéncia (f,,) converge qtp e as
normas || f,|| (. sao limitadas, o que assegura que lim f,, € Ly, IR).

Teorema 4.4.2 Teorema da Convergéncia Dominada
Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em L(p,Y). Suponha que existam g € L(pu,R) e f : X =Y
tais que

Ifall <g¥n e f=lim f qtp.

Entao f € L(p,Y) e
/ | fn— flldu — 0 quando n — oo.
X

Demonstracao:

Defina
gk = Sup ||fn_fm||

m,n>k
Entao g, \( 0 gtp. De acordo com o Corolario 4.1.3, temos g, € L(u, IR), pois || fn — fml|l < 2¢. Do
teorema da convergéncia mondtona deduzimos que g — 0 em L(p, [R) e portanto que (f,) é uma
sequéncia de Cauchy em L(u,Y'). O afirmado segue entdo do Teorema 4.1.2(i7). O

4.5 Algumas Aplicagoes

Teorema 4.5.1 Critério da Majoracao
Seja f : X — Y mensurdvel. Suponha que exista g € L(u, IR) tal que ||f|| < g qtp. Entao
feL(uY). Em particular, f € L(u, R) < ||f|| € L(p, IR).

Demonstracao:

Como ||f]| < g qtp, temos que f se anula fora de um conjunto o-finito de X. Assim, decorre do
Teorema 4.3.4 que existe uma sequéncia (f) de fungoes degrau tais que gr — f qtp. Defina a
sequéncia de funcoes degrau f por

L al) s o)l < 20()
fk(‘””"{ 0 se [lgula)] > 20(x)

O conjunto Sy dos pontos z tais que 2g(z) — ||gr(z)|| > 0 é mensurdvel, donde f, € L(u,Y) V k.
Além disto, fr — f qtp e ||fx]] < 2¢ qtp. Decorre do teorema da convergéncia dominada que
feLlpyY) O
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Teorema 4.5.2 Sejam f € L'(u,Y) ev: M — Y definida por

- /E Fdu = /X X fdp.

Entao v € o-aditiva (com valores em Y'!) e
lv(E)|| = 0 quando p(E) — 0.

Demonstracao:
A aditividade de v decorre imediatamente da aditividade da integral (teorema 3.3.1(i)). Seja
E =2, Ei, onde Ef € M e E; C E;;;. Entao temos

Xpf = lim Xg, f qtp.
1—00

Temos que, de acordo com o lema 4.2.3, Xgf € L(p,Y'), seguindo entdo do critério de majoragao
que a sequéncia (Xp, é uma sequéncia de fungoes em L(u,Y'), cujas normas formam uma sequéncia
monotona. Assim, se i < j, temos

[ 1t s = e fldn = [ sl
X E;\E;
= [ Wrldi = [ sl o0
E, E;
quando j, ¢ — 00.

Concluimos que Xg, — X em L(u,Y'), donde se segue que v é o-aditiva. Escolha agora fungoes
degrau

Nk
fr = E XEkiOéki
i=1

tais que || f — fxl/z(n) — 0 quando k — oco. Entao temos

B)| < / I - fkudmZu%qumEm

O primeiro termo tende a zero quando k cresce, enquanto pu(FE N Ey;) tende a zero, para todo k e
todo ¢, quando p(E) — 0. O

Teorema 4.5.3 Integral de Riemann e Integral de Lebesgue

Seja f : [a,b] C IR — IR uma fun¢do limitada definida no compacto [a,b]. Suponha que f seja
descontinua num conjunto de pontos de medida zero. Entdo f é Lebesque-integravel e as integrais
de Riemann e Lebesque sao 1guais.

Demonstracao:
Como sabemos, qualquer funcao f com as hipdteses acima é Riemann-integravel, isto é, a integral
de Riemann existe. Considere uma parti¢do P do intervalo [a, b]:

a=xo<z;1<...<zx,=0
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Seja m; = inf ey, 2,,,) f(x). Entao, como sabemos,

n b
=1 a

|P|—0

onde | P| denota a norma da particdo P e a integral é a integral de Riemann. Note que ¢p(z) — f()
exceto talvez no conjunto de pontos de descontinuidade de f (justifique!). NAO FOI DEFINIDA

op!
Por outro lado, as funcoes ¢p sao funcoes degrau, donde Lebesgue-integraveis. Além disto, como
f ¢é limitada, existe C tal que |f(z)| < C V z € [a,b]. Assim,

[op(z)] < C.

Decorre do teorema da convergéncia dominada que

opdp = Zmi(ﬂﬁiﬂ—%)
i=1

[a,b)
— fdu
[a,b)
O
Em virtude deste resultado, é usual denotar a integral de Lebesgue por
b
/ dx,
entendendo que dx é a medida de Lebesgue.
4.6 Exercicios
1. Seja S um conjunto qualquer e Y um espaco de Banach com norma || - ||. Definimos o espago

das fungoes limitadas B(S,Y’) por
B(S,)Y):={f:S—=Y;f(S) élimitado}.
Mostre que B(S,Y’) é um espaco de Banach com a norma || - |5, definida por

1/ llsup = sup [ f(z)].
zeS

2. Seja S C IR" um conjunto limitado e fechado. Defina
C%S):={f:S— IK;f écontinua }.

Mostre que C°(S) é um subespago fechado de B(S) := B(S, IK), donde um espago de Banach. E
possivel considerar subconjuntos S de um espago métrico qualquer ?
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Definicao 4.6.1 Seja f : Q@ — Y wma funcdo qualquer. Definimos o suporte de f, denotado
supp f, por

supp [ ={x € &; f(z) # 0}.

3. Seja 2 C IR™ um aberto. Seja (K,,) uma sequéncia de compactos tais que

ko

K,, C Km+1

e, se K C () for uma compacto, entao
K C K,, para algum m.

Mostre que
C'Q) :={f:Q— IK;f écontinua em Q}

¢ um espaco métrico completo com a métrica de Frechet

o0

2% T o

Além disto, p(fr — f) = 0 < fr — f uniformemente V K, C Q) compacto.
Mostre também que

CQ) == {f € C*Q); supp f C K,, para algum m}

nao é um subconjunto fechado de C°((2).

4. Seja CJ(IR™,Y) o conjunto das fungdes continuas f : IR" — Y com suporte compacto. Mostre
que CY(IR",Y) é denso em L(u,Y).

5. Mostre que qualquer conjunto aberto ou fechado é mensuravel na o-algebra de Lebesgue (isto
é, aquela gerada pela élgebra de Lebesgue no IR").

6. Mostre a seguinte versao do teorema da convergéncia monétona: Seja (f,) uma sequéncia
mondétona de fungoes reais em L(p, IR). Suponha que a sequéncia de integrais

/X Fudp

seja limitada. Entao (f,) é uma sequéncia que converge tanto em L(u, IR) como qtp para uma
fungao f € L(u, IR).

7. Seja f, € L(p,Y) tal que f, — f qtp. Suponha que || f,| L < C para todo n. Mostre que
feL(pY)eque | f|lLu < C. Dé um exemplo mostrando que nao necessariamente temos fi — f
em L(p). Como proceder de modo a obter convergéncia em L(u,Y')?

8. Seja f € L(p,Y) e g: X — IK uma funcao limitada e mensuravel. Mostre que gf € L(i,Y).
9. Seja (fx) uma sequéncia de fungoes em L(u,Y') tal que

D I fllzg < oo
k=1
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Entao a serie

f®) = fi(x) converge qtp,
k=1

feLpY)e

/X Fu = gj /X fudp.

10. Seja f € L(u,Y). Dado € > 0, existe E € M com medida finita tal que

| [ sau- [ san
X E
E possivel obter E € A?

11. Seja f € L(p,Y). Seja S um conjunto fechado de Y. Se £ C X for um conjunto mensuravel

de medida finita, a integral
5 ).
—— [ fdu
w(E) Jg

pode ser vista como a média de f no conjunto E. Suponha que a média de f em E esteja sempre
no conjunto S, para todo F € M tal que 0 # p(F) < co. Mostre que f(z) € S qtp.

12. Mostre que, em IR", considerando a o-algebra M gerada pela dlgebra A de Lebesgue, entao M
consiste de conjuntos na o-algebra de Borel B e de conjuntos de medida nula. Isto é, dado £ € M,
existem F,, Ey € B (B é a o-dlgebra de Borel em IR") tais que £y C E C Ey e u(Ey \ Ep) = 0.
13. Prove a desigualdade de Young generalizada: dados a; > 0e 1 <p; < oo (1 <i < n) tais que

< €.

n

entao
n n 1
o<
i=1 i—1 Pi

14. Seja g € L(p, IR) tal que g > 0. Mostre que, dado € > 0, existe E. € M, com u(FE,) < oo tal

que

/ g <e

X\E.

Generalize para g € L(p,Y).
15. Generalize para o IR" a demonstragao sobre a equivaléncia das integrais de Riemann e de
Lebesgue.
16. Seja k € IN. Mostre que, se f € L(0,1) := L((0,1), R) (com a medida de Lebesgue), entao
2k f e L(0,1) e fol 2* fdx — 0 quando k — oo.
17. Dé exemplo de uma func¢ao f que nao é integravel em (0,00), mas cuja integral imprépria de
Riemann existe e ¢é finita.
18. Seja f continua em [a, b]. Mostre que f é integrével. Defina, para a < z < b,

F(x) ::/ f(t)dt.
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Mostre que F' é diferencidvel e I’ = f. Mostre que, no caso de f € L(a,b), entao F(x) é continua
em [a, b].



Capitulo 5

Os espacos LF

5.1 Definicoes e Propriedades

Definicao 5.1.1 Espagos LP
Sejam (X, M, ) um espago de medida e f : X — Y mensurdvel. Para p € [1,00] definimos:

(1) Sel<p< o0,
LP(u,Y):={f: X =Y mensurdvel, ||f||? € L(p,Y)},
(i1) Se p = oo,
L®(w,Y)={f:X — Y mensurdvel; 3 N, com
u(N) =0e sup |f(z)] < oo}
reX—-N
modulo a relacdo de equivaléncia

f=g em LP(1,Y) & [=gqtp.

1/p
1l = ( /X n f]lpdu) |

[fllze == sup |[f()],
zeX—-N

Nos espagos LP(u,Y') definimos

(outra notag¢ao € esssupy ||f]|) onde N € o conjunto de medida nula descrito na definicio de
L>®(u,Y).
Para 1 < p < oo, temos

1 fllee > 0[u({z € X5 || f(x)]| > 6})'"

(justifique!). Assim, para todo p € [1,00] temos

[flle =0 < f=0 qtp.

47
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Observagao: Se Y = IK, denotamos LP(u, IK) simplesmente LP(u). No caso de Q € X = R",
considerado com a medida de Lebesgue, é usual escrever LP(£2) ao invés de LP(u). Muitas vezes o
simbolo du nao é escrito, neste caso, na notacao da integral. Outras vezes ele é escrito como dL"
ou dL ou mesmo dzx.

Lema 5.1.2 O espag¢o L>®(u,Y') é um espago completo.

Demonstracao:

Que L é um espago vetorial e || - ||z~ é uma norma, decorre imediatamente das defini¢oes.

Seja (fx) uma sequéncia de Cauchy em L*°(u,Y’). Entao existe um conjunto N de medida nula tal
que, para todo r € X — N,

| el < || fellpe < C < 00, paratodo k

17s(2) = f(@) | <\ fx = fill= = 0 quando &, j — oo.

Definimos
limg oo fr(z) sex e X — N

f(x):{ 0 sex e N

Entao f é mensurdvel (como limite qtp de fun¢oes mensurdveis) e limitada. Para x € X — N temos
1 () = fu(@) | = N ([ f(x) = ful@)ll < 1/ = Sullzee,
desde que k, j sejam suficientemente grandes. Isto mostra que

|f = frlleee = 0 quando k — oo,

donde L>°(u,Y’) é completo. O

Lema 5.1.3 Desigualdade de Holder
Sejam p,q € [0, 00| tais que
Loloy
p q
(Diz-se que q € o expoente conjugado a p)
Se f e LP(n) eg e Li(u), entao fg € L' (i) e

gl < [ fllee - Nlgllze-

Observagao: Neste resultado e nos seguintes nos restringimos a situagdo de considerarmos LP(p).
Sao possiveis generalizacoes: no caso de Y ser um espago de Hilbert, veja os exercicios. Mas
situagOes mais gerais podem ser consideradas. Veja, por exemplo, [2].

Demonstracao:

Como ¢ : IK x IK — IK definida por ¥(z,y) = xy é continua, temos que fg é mensuravel.
Consideremos inicialmente o caso p = 1, o que implica ¢ = co. Entao temos

[(F9) (@) < lgllz<]f (@) atp,
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donde, pelo critério de majoracao, fg € L'(u). Integrando, obtemos o afirmado. O caso p = co
¢ simétrico a este. Consideremos, assim, 1 < p, ¢ < oco. Notamos que se || f|z» = 0 ou ||g||L« =
0, entao o resultado é claro, pois uma das fungoes seria nula qtp, donde também o produto.
Suponhamos, portanto, as duas normas positivas. Afirmamos que, se a,b > 0 entao vale:

1 1
ab < —a? + —b? Desigualdade de Young.
p q

Basta prova-la no caso a > 0 e b > 0. Usando a concavidade da fungao logaritmo (veja exercicio 7
do capitulo 3) obtemos

1 1 1 1
In(ab) =lna+Inb=—-Ina” + —Inb? < In (—ap+—bq) :
p q p q

A afirmagao é obtida ao se tomar a exponencial em ambos os lados.
Aplique, na desigualdade de Young,

= e =
11 e gl za

|/ ()] p = 9@l

a

e obtenha

F@g@)] _ f@P | g
1o lollee = pIAIE © dllal

Decorre do critério de majoracao que fg é integravel, pois o lado direito da desigualdade é integravel.
Integrando obtemos

[x |f@)g(@)ldu _ [x |f@)Pdp [x |g(@)[*du

Ifllzellglze = pIfIZ qllgllze
11

p q

Lema 5.1.4 Desigualdade de Minkowski
Sejam f, g € LP(u). Entao f+ g € LP(u) e

If +gllze < [1fllze + llgllze.

Demonstracao:
O caso p = 1 decorre da definicao de L'(u). O caso p = oo ja foi tratado. Para 1 < p < oo temos,
ponto a ponto?,

[f +alP < (If1+ gl < 277 (1 f 1 + |gl?) atp,

(veja exercicio 1), donde f + ¢g € LP(u). Uma desigualdade mais precisa é

L+ gl < A1 NS+ gl + gl IS + gl

LA desigualdade pontual |f + g|P < 2P(|f|? + |g[’), que também prova que f + g € LP(u) é trivial:|f + g| <
2max{|f|, |g|}. Logo |f + g|" < 2P max{|f[",[g|"} < 2P(|f|" + |gI").
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Como || f|l, |lg]l € LP(u), tomando ¢ o expoente conjugado a p, notamos que || f + g|[P~' € LY(Q),
pois q(p — 1) = p. Decorre da desigualdade de Holder que

/XHerngdu < (I llee +llgllzo)ll 1+ gll*=" 2a

= (Il + gl z0) ( /X || f+g,‘q<p1>)

I1f =+ gllze < U llee + Ngllze)llf + 9l

Se || f + gllz» a desigualdade de Minkowski é trivial; caso contrario, ela é obtida da desigualdade
acima por cancelamento. hfill0

Ou seja,

Teorema 5.1.5 Riesz-Fischer
Para 1 <p < oo, LP(u) é um espago de Banach.

Demonstracao:

Uma vez vista a desigualdade de Minkowski, basta provar que LP(u) é completo para 1 < p < oc.
Seja (fr) uma sequéncia de Cauchy em LP(u). Como sequéncias de Cauchy possuem no maximo
um ponto de acumulagdo, basta provar que uma subsequéncia converge (justifique!). Passando a
uma subsequéncia, que continuaremos a denotar (fx), podemos supor que

| fi— fille <275 YV k, 5>

Entao vale

[e.e]
D M firr = fello < oo

k=1

Defina
Z fos(a) — fil@)] € L2(u).

Decorre do Lema de Fatou e da d651gualdade de Minkowski que

/(lim gPdp < liminf/ gndp = (Liminf {[g,[[r»)"
X X n—oo

n—oo n—o0

(Z | fix1 — f¢||LP>

IN

Isto mostra que
lim g,(x) < oo qtp.
n—oo

Portanto, podemos concluir que (fx(x)) é uma sequéncia de Cauchy qtp (compare com a demons-
tragdo do lema fundamental da integracao).
Aplicando novamente o lema de Fatou, obtemos

/Q f ~ fulrdp < timinf / oo = fuldp = (it in | f — Fullor)”

IN

(Z | fivs — fiHLP) — 00 quando n — 00
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5.2 O Teorema da Convergéncia Dominada

Teorema 5.2.1 Teorema da Convergéncia de Vitali
Sejam f, € LP(u,Y) com 1 < p < co. Suponhamos que f, — f qtp. Sdo equivalentes:

(i) felP(nY) ellf—falle =0 quando n — oo;
(i1)
sup/ | fullPdpe — 0 mboxquando p(E) — 0
n JE

e, dado € > 0, existe E. com p(E.) < oo tal que

n

sup / 1fulPdie < c.
_E.

Demonstracao:
(1) = (ii) De acordo com a desigualdade de Minkowski (veja e- xercicio 6), temos

1/p 1/p 1/p
(/E an\lpdu) s(/ Hprdu> +(/X an—f|!pdu> .

De acordo com o teorema 4.4.4, a primeira integral a direita tende a zero quando pu(E) — 0,
enquanto a segunda tende a zero por hipdtese. Logo, dado € > 0, existe n, e J, tais que

JUfalPdn < e se nzn e pm) <.
E

Por outro lado, para 1 < n < n,, aplicando novamente o teorema 4.4.4, temos que existe d,, > 0
tal que

/ VullPdi < € se j(E) < o,
E

conclusao que entao vale para todo n € IN. Isto demonstra a primeira afirmagao do item (i7).
Quanto a segunda, dada g € L*(u, IR) com g > 0, afirmamos que, dado € > 0, existe £, € M, com

u(Ee) < oo tal que
/ gdp < e
X—B.

(veja exercicio 14 do capitulo 4). De fato, para 0 < e < 1, considere E, := {¢ < g < (1/¢)}. Entao

vale:
/ gdp 2/ gdp > ep(Ee).
X e

Decorre dai que p(E.) < co. Além disto, se 0 < €3 < €1 < 1, temos E., C E,,. Defina

E:=|J B.={0<g<o}

0<e<1

Escolhendo uma sequeéncia ¢, — 0, temos

/ gdu — gdp = / ddp = 0,
X—FEe, X-E 9=0
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donde concluimos a prova de que (i) = (ii).
(17) = (i) Considere um conjunto E, com pu(FE,) < oo, tal que

sup / VfoulPdu < .
X—F.

n

De acordo com o teorema de Egorov, f, — f p-uniformemente em E,, isto é, existe um conjunto
Ac C E, tal que pu(E. — A.) < e e f, — f uniformemente em A.. Segue dai que

St = talrdi < [ = gkt [l

Temos

[ = fulPd < p(Aesssup 1, ol
X €

Para todo € > 0 tal termo tende a zero desde que se tome m, n suficientemente grandes. Por outro
lado, usando a desigualdade de Minkowski,

/ Vo — FullPdn < / ULl + o)
X—A, X—Ac

< a[sup [ Wl s [ ||fk||pdu}
keIN JX—E, keIN —Ac

O primeiro termo é menor que 2P¢, enquanto o segundo tende a zero quando pu(E. — A.) — 0, isto
é, quando € — 0.

Isto mostra que (fx) é uma sequéncia de Cauchy em L”(u,Y’). De acordo com o teorema de Riesz-
Fischer (veja exercicio 6, abaixo), existe g € LP(u,Y') tal que fr — g em LP(u,Y'). Passando a uma
subsequéncia, obtemos f,, — ¢ qtp, o que mostra que f = g qtp. O

Teorema 5.2.2 Teorema da Convergéncia Dominada
Sejam Yy e Yy espagos de Banach. Suponha que g, — g em L(u,Y3), onde q € [1,00). Sejam
fn, f:X = Y] fungoes mensurdveis satisfazendo

(i) fo— [ atp;
(i) [l fall? < llgnll* atp,
onde p € [1,00). Entao f, — f em LP(u,Y))

Demonstracao:
Pelo critério da majoracao, temos f,, € LP(u,Y;). Temos também que

sup [ 1517 < sup [ g |d
n E n E

De acordo com o teorema da convergéncia de Vitali, a integral do lado direito da desigualdade
tende a zero quando u(FE) tende a zero. Da mesma forma se mostra a segunda afirmagao naquele
teorema. Isto mostra que f, satisfaz as exigéncias do teorema da convergéncia de Vitali, donde
decorre o resultado. O
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5.3 Aproximacao em L?

FALTA TERMINAR!
O resultado seguinte é a generalizacao para LP(u,Y’) de uma propriedade béasica de L(u,Y).

Lema 5.3.1 Seja f € LP(u,Y), onde p € [1,00). Entao existem fungoes simples fi, sobre conjun-
tos na o-dlgebra M, tais que

\f = fellee = 0 quando k — oc.

Demonstracao:
Defina, para 0 < e < 1,
Ee:={e<|lfll <1/e}.

Temos entao

[ 11pdn = eue).
X
o que mostra que u(E,) < oo. Uma vez que F, é mensuravel, temos que Xg,_ f é mensurdvel. Como
1
[ XE. f]| < ZXEE € L(p, IR),

temos que Xg_ f € L(u,Y'), de acordo com o critério da majoracdo. Logo, existem fungdes salto g
tais que g — Xpg f em L(u,Y). Considere entdo as seguintes fungoes salto:

ger(z) se z € Ece |ga(z)] <2/e

29k (T
falw)i={ 228w seB e ga)] > 2/
0 se re X —F,

(interprete!).
Para x € E, com ||gex(x)| > 2/€ temos

[fer() = F@)l < | fa(@) |+ 1F ()]
<3
< 3Ullger ()| = 11F ()I])
< 3lgen(w) = fl2)]-

Decorre dai que fo, — Xg f quando k — oo em L(p,Y) e

[ vi-saans [
X X\E-.
FALTA TERMINAR

O proéximio resultado é um fato bésico sobre espacos LP(IR"). Sua demonstragdo pode ser
encontrada, e.g., em Rudin, Real And Complex Analysis, 3rd. Edition, Thm. 3.14, p. 69.

Lema 5.3-2 Seja f (= LP(R”»)’ em que 1 S P < 0. Ent(iO e.Z"I:St@m fk c C«é)(ﬂ%n) tCLZ‘S que Hf o
frllee = 0 quando k — oo.
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Observagao: Este resultado nao vale em L*(IR"), pois o limite uniforme de fung¢oes continuas é
sempre uma funcao continua.

Teorema 5.3.3 Seja f € LP(IR"), 1 < p < co. Para todo x € IR", a aplicagao
R" > hw~— f(x+h) e LP(IR")
¢ continua. Ou, dito de outra maneira,
1f(-+h) = fllee = 0 quando |h| — 0,
em que f(-+ h) denota a fung¢ao x — f(x + h).

Demonstracao:

E facil perceber que basta mostrar a continuidade da fungao em h = 0, que é justamente a segunda
expressao dada. Tome, de acordo com o lema anterior, f; € C2(IR") tal que || f — f;||r» — 0 quando
j — oo. Entao vale, se denotarmos K; o suporte de {f;(- +h) — f;)}

[fC+h) = fllee < NfC+R) = f;C+ M) + 1f5(+h) — fillee
+IIfi = fllze
< 2[|f = fillw

1/p
+ sup | fi(x+ ) — f(x)] (/ dx>
zeR" K;

Uma vez que as fungoes f; sao uniformemente continuas, o segundo termo do lado direito da
desigualdade tende a zero quando h — 0 para todo j. O outro termo tende a zero quando j — oo.

Como j pode ser escolhido tao grande quanto se queira, o resultado decorre.
(I

5.4 Exercicios

1. Mostre que se a, b > 0 entao

a+b\" 1
< —(a* .
( 5 > _2(a + bP)

Utilize esta desigualdade para obter |f + g|P < 2P71(|f[P + |g[?).
2. Mostre que se (f,,) for uma sequéncia de Cauchy em LP(u) e se f, — f qtp, entao f € LP(u) e

fo— fem LP(u).
3. Seja H um espaco de Hilbert sobre ¢’. Denote < -,- > o produto interno em H. Considere
L?*(u, H). Entao, se f, g € L*(u, H) mostre que

(f,9) /X(f, g)dp

define um produto interno em L?(u,Y) e que este espago é completo.
4. Dé exemplos de fungoes que estao em LP(1) mas nao estao em L9(pu).
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5. Suponha que pu(X) < oco. Mostre que LP(u) C LP*(u) se p > p;. Este é um resultado
particularmente importante, pois muitas vezes lidamos com conjuntos abertos limitados 2 C IR" e
os correspondentes espagos LP(2) (para notacao, veja definicao dos espagos LP(u,Y)

6. Mostre a seguinte generalizacao da desigualdade de Holder:

Sejam f € LP(u,Y) e g € L9(u,Y), com p e q expoentes conjugados. Entao || f]| - ||g|l € L'(u) e

LA gl e < 1fllze - [lglla-

Deduza, em seguida, a desigualdade de Minkowski em LP(u,Y') e conclua que LP(u,Y") é um espago
de Banach.

7. Seja f € LP(u), com f > 0 qtp. Mostre que, para todo € > 0 dado, existe M € IR tal que
f(z) < M qtp, se x € X — E)y, onde u(E)y) < oo. Enuncie este resultado em termos de L (p)
e compare com o exercicio 5, acima. Mostre também que existe €, > 0 tal que f > €; qtp se
r € X — E,, onde u(E,) < e. Compare com a demonstragdo do teorema de convergéncia de Vitali.
8. Seja f € LP(IR"), com p € [1,00). Entao

Nf(-+h) = fllzp =0 quando h — 0.

A funcdo x — f(x + h) esta sendo denotada f(- + h).

9. Para quais p > 1 temos + € LP(0,1)? LP(1,00)? LP(0,00)? Defina também LP(a,b) para
0 < p < 1 e responda as mesmas questoes. Dé exemplo de uma fungao f, continua e limitada em
(0,00), tal que lim, o f(x) = 0 mas f & LP(0, c0) para todo p > 0.
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Capitulo 6

O teorema de Fubini

6.1 A medida produto

Definicao 6.1.1 Retangulo no produto cartesiano

Sejam A e B dlgebras nos conjuntos X e Y, respectivamente. Um retangulo em X XY € um
conjunto da forma A x B, onde A € A e B € B. Denotaremos C a colecao de todas as unioes
finitas de retangulos disjuntos em X X Y.

Observagao: Se interpretarmos IR" como o produto cartesiano IR X --- X IR (n vezes), a nogao de
retangulo ja havia sido introduzida na definicao da algebra de Lebesgue.

Considere, como exemplo bésico para tudo que abordaremos, o produto cartesiano IR x IR = IR>.

Lema 6.1.2 A colecao C € uma dlgebra de subconjuntos de X x Y.

Demonstracao:
Comece provando que a intersecao e a diferenga de dois conjuntos em C esta em C. Conclua que a
uniao e o complementar também estao. Veja exercicio 1, abaixo. O

Teorema 6.1.3 Sejam py e vg medidas o-aditivas nas dlgebras A e B, respectivamente. Considere
a algebra C formada pela unido finita de retangulos dois a dois disjuntos Ax B, com A€ AeB € B.
Entao existe uma medida o-aditiva m na dlgebra C, tal que

7Tc(A X B) = ,UA(A) : I/B<B).

Observagao: Se as medidas uy4 e vg forem o-finitas, decorre do teorema de extensao de Hahn que
tal medida 7 definida na o-algebra gerada por C é tunica.

Demonstracao:

Para facilitarmos a notacao, denotaremos as medidas envolvidas simplesmente por u, v e 7.

Seja E' € C. Entao

E = O(Ai X B;),

=1

o7
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onde os conjuntos A; X B; sao retangulos dois a dois disjuntos. Defi- nimos

= iu(A v(B
i=1

Claramente 7 é uma medida aditiva na algebra C. Para mostrarmos a o-aditividade, basta provar-
mos que se um retangulo A x B for a uniao de uma sequéncia de retangulos A; x B;, dois a dois

disjuntos, entao
(A x B) Z (A

(justifique!). Além disto, podemos considerar apenas o caso em que todos os conjuntos envolvidos
tém medida finita.
Claramente temos

Xaxp(r,y) = Xa(z ZXA

para todo x € X e y € Y. Mantendo z fixo, considere a sequéncia crescente

ZXA y) / Xa, () Xp(y).

Decorre do teorema da convergéncia mondtona:

B) = ZXAi(fE)V(B)

(veja exercicio 9 do capitulo 4; note que [y Xp,dv = v(B;), pois v(B;) < 00).
Aplicando novamente o teorema da convergéncia mondtona, obtemos

= i,u(A v(B
i=1

completando a demonstracao. O
Decorre do teorema acima que integral de Lebesgue pode ser construida a partir das algebras C e da
medida 7¢, de modo a gerar um espago de medida (X x Y, M, ). Para ressaltarmos a propriedade
que caracteriza a medida 7, é usual denoté-la p x v. Vamos caracterizar o espago LP(ux v, Z) (onde
Z é um espago de Banach) com respeito a transformagao da integral “dupla”’em integral iterada.

Lema 6.1.4 Sejam M e N o-dlgebras nos conjuntos X eY , respectivamente.

(i) Seja Q € M x N. Defina
Q. ={y € Yi(z,y) € Q}.

Entao Q, € N.
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(i) Seja f: X XY — Z uma aplicagio mensurdvel no espaco de Banach Z. Entdo, para todo
x € X, a aplicacao
fo:Y = Z

definida por f.(y) := f(x,y) € mensurdvel.

(iii) O mesmo vale a respeito de Q) e f,.

Observagao: Algumas vezes denomina-se @, @y, fz € f, as secoes x e y de ) e f, respectivamente.
Demonstracao:

(i) Seja S a colegao de todos os subconjuntos @) € M x N tais que Q, € N para todo z € X. Entéao
S contém todos os retangulos Ex F em X xY. De fato, sex € E, entao{y € F;(x,y) € EXF} =F;
se x € F, este conjunto é vazio.

Para provarmos o afirmado, basta entao provar que & é uma o-algebra. Claramente temos que
X xY € 8. Suponhamos que @ € S. Uma vez que (Q°), = (Q.)¢, temos que Q° € S. Da mesma
forma, se P, Q € S, entao (P U Q) = P, U Q,, mostrando que unides finitas de elementos em S
estao em §. Finalmente, se (), € S, é facil ver que

n=1

donde S ¢é uma o-élgebra.
(71) Seja V' C Z um aberto. Como

vemos que a imagem inversa de um aberto por f, é mensuravel. Seja N um conjunto de medida
nula tal que f(X x Y\ N) seja separavel. Como f,.(X xY \ N) = f(X x Y \ N),, concluimos que
fz € mensuravel.

(17i) As demonstragao é andloga a de (i) e (47). O

Lema 6.1.5 Suponhamos que N seja um conjunto de medida nula em X XY . Entao, para quase
todo v € X,

{yeY;(z,y e N} =N,
¢ um conjunto de medida nula em Y.
Demonstracao:
Dado € > 0, existem conjuntos A; € A, B; € B tais que
NCUAlXBz e ZTF(AIXBI)SE
i=1 i=1
Considere a fungao:

gen(xa y) = Z XAi (x)XBz (y)
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Para todo x € X fixo, (gen)z € L(v, IR) e

Gon(z) = / (gen)ally = 3 X (1) (By).
Y i=1
Além disto, G, € L(u, R) e
/ Gendp = ZH(Az‘>V(Bz‘) <e.
X i=1
Quando n — oo temos
Gen(x) 7 Ge(x) =Y Xy (x)v(By),
i=1

decorre do teorema da convergéncia dominada que G¢ € L(u, IR) e

/ G.dp = lim Gendp < e.
X X

n—o0

Decorre dai que G, — 0 in L(p, IR) quando ¢ — 0, donde concluimos que G¢(z) — 0 ¢tp em .
Consideraremos a seguir apenas tais x € X.
Por outro lado, quando n — oo,

/Y(gen)fch = Gen(fﬁ) /‘ GE(ZE) < 00

(Gen)s () /7 (90)a(y) = Z Xa, ()X, (y).

Assim, decorre do teorema da convergéncia monétona que (g.), € L(v, IR) e

[ @ =G

Logo (g¢). — 0 em L(v, IR), donde existe uma subsequéncia € — 0 (que depende do ponto z!) tal
que (g¢)z(y) — 0 gtp em y. Como

(9)2(y) > X, (y),

devemos ter Xn, (y) = 0 ¢tp em y. O

Lema 6.1.6 Sejam f € L'(1,Y) e T € L(Y, Z), o espaco das tranformagdes lineares continuas do
espago de Banach'Y no espaco de Banach Z. Entio T o f € L'(u,Z) e

/XTofdu:T(/de,u).
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Demonstracao:
Aproxime f € L(p,Y) por fungoes salto

s

Je= ZXAMO% i €Y, pu(Agi) < oo

i=1

Como T é continua, temos

T ( / fdﬂ) e T ( /X fkdu> _7 (2 M(A,ﬂ)aki>

= ZM(AM)T%:/ T o frdp.

i=1 X
Uma vez que
J 1T e fe=Toflde <71 [ e~ pllau o
X X
vemos que (T o f;) é uma sequéncia de Cauchy em L'(u, Z), donde existe g € L' (i, Z) tal que

Tofi—g em L'(n2),

/Tofkdu%/gdu.
X b's

Passando a uma subsequeéncia, T o f, — ¢ ¢tp. Passando a outra subsequéncia, f, — f qtp, donde
g=To f qtp. O

quer dizer,

6.2 O Teorema de Fubini

Teorema 6.2.1 Fubini
Sejam Z um espago de Banach e 1 < p < oco. Entao

T LP(ux v, Z) = LP(u, L' (v, Z))

definida por
(SN (@) (y) = f(z,y)

¢ um isomorfismo linear isométrico. Quer dizer, para toda funcao f € LP(u x v,Y), a fun¢do
(Jf)(z) = fo € LP(v, Z) para quase todo z € X e

F(z) = /}/f$dy e LP(u, 7).

Reciprocamente, dada f : X XY — Z mensurdvel, se f, € LP(v,Z) para quase todo v € X, e
F(z) € LP(u, Z), entao f € LP(u X v, Z).
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O mesmo resultado vale para

A

J i D x v, 2) = (v, I¥(, 2)),

definida analogamente.

No caso particular em que p =1 temos, além disto,

[ ([sra)an= [ saxn), 61

/Y (/X jfdp) dv = ; de(u X ). (6.2)
Observagoes:

1. Algumas vezes o papel da positividade é acentuado na formulacao deste teorema. Na “reciproca”,
exige-se que, para quase todo r € X,

Analogamente,

/ \follPdv € T2, IR).
Y

Convenca-se que tal hipotese estd implicita em nossa formulacao.
2. Tendo em vista as equagoes (6.1) e (6.2), é usual, uma vez demonstrado o teorema de Fubini,
suprimir as aplicagoes J e J, e escrever o resultado da seguinte maneira:

/}((/}/f(%@du) du:/Y(/Xf(x’y)d“> .

Dependendo do contexto, ressalta-se que u e v referem-se a integragao na variaveis x e y respecti-
vamente, denotando-se p, ou v(y), por exemplo.

Demonstracao:

De acordo com o lema 5.2.3, dada f € LP(u X v, Z), existem fungoes simples

fk = ZXCZ.O(Z', OZ € C, /L(AZ) <00, a4 € A

i=1

(com m, A; e a; dependendo de k) que convergem a f no espaco LP(u X v, Z). Pela definigao da
algebra C, tais fun¢oes podem ser representadas como

n
fk = Z XAiXBjOéij, Az € A, Bj c B, Q5 € Y.
ij=1

onde tanto os A; como os B; sao disjuntos e possuem medida finita (compare com a representagao
usada nos teoremas anteriores). En- tao, para todo x € X,

(Jfe) (@) = (f)e = Y Xa, (€)X, € L (v, Z)

ij=1
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1T 1) @) ze ) = (k)0 Z Xp, () p(Bi) | evij |-

2,7=1

Temos entao que J fy € LP(u, LP(v, Z)). De fato,

19l = | NRI@

= [ I,

= > pu(A)v(B) eyl

ij=1

17 o

Uma vez que Jf, — Jf; = J(fi — f;) também ¢ uma funcdo simples, decorre da igualdade acima
que

[ frx — ‘]fjHip(u) =[x — f]HLP (uxv) 7 0

quando k, j — oo. Isto mostra que (Jfr) é uma sequéncia de Cauchy no espago completo
LP(p, LP(v, Z)). Logo
Jfy = F e LP(p, LP(v, Z)).

Passando a uma subsequéncia, obtemos que
(Jfi)(x) = (fe)e = F(z) qgtp em .

Por outro lado, como f, — f em LP(u x v, Z), passando a uma subsequéncia temos que

fk(m,y)%f(x,y) gtp em (ZL‘,y)

Decorre entao do lema 6.2.5 que, para quase todo x fixo,

fe(@y) = (fo)e(y) = (f)a(y) = f(z,y) qtp em y.

Concluimos, portanto, que
F(z) = fy qtp em z,

o que significa que
F=1Jf.

Decorre entao do anteriormente mostrado que

HJf“LP(u) = HfHLP(uxu)a

o que completa a prova de que J f estd bem definida e é isométrica (e portanto injetiva). Concluimos,
portanto, que a imagem de J é um conjunto fechado (justifique!). Para mostrarmos que J é sobre,
basta mostrar, portanto, que a imagem de J é densa em LP(u, LP(v, Z)). Para isto considere um
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elemento em h € LP(u, LP(v, Z)). De novo pelo lema 5.2.3, h pode ser aproximado por combinagao
linear de funcgoes simples:
k
Z XAigh
i=1

onde cada elemento g; € LP(v, Z) (isto ¢ apenas a defini¢ao de fungao simples !). Por outro lado,
como g; € LP(v,Z), cada g; pode ser aproximada por fungoes

m
E XBl.ozj.
k=1

Assim, funcoes
n

Z X A; X B;j Qij

ij=1
aproximam h. Mas estas fungoes estao na imagem de J, o que completa a prova da primeira
afirmacao.
Falta provar a igualdade (6.1) no caso p = 1. Para isto usaremos o lema 6.2.6. Para isto, notamos
que a integral relativa a v é uma tranformagao linear continua I de L'(v, Z) em Z. Assim, tomando

fr — fem LY (u x v, Z) temos, como vimos acima, Jf, — Jf em L'(u, L'(v, Z)); por outro lado,
decorre do lema 6.2.6 que [ o Jf € L*(u, Z). Assim,

J (oo = [([ )
/Y(/ Jf)dy ) dv
- LU

X
= Jrd(p x v
XxY

— fd(p xv).
XxXY

(i)
(hiv) dn
)

As afirmagoes a respeito de J sao inteiramente analogas. O

6.3 Exercicios

1. Mostre o lema 6.1.1. Mostre que qualquer elemento em A pode ser expresso como uma uniao
disjunta de retangulos.

2. Sejam M e N o-élgebras geradas pelas dlgebras A e B, res- pectivamente. Mostre que a
o-4lgebra gerada por A x B coincide com a o-dlgebra M x N.
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Algumas Aplicacoes

7.1 Funcoes definidas por integrais

Teorema 7.1.1 Seja f : IR — IR integrdvel em cada subintervalo compacto I e

F(s) :—/ f(t)dt.
Entao F € continua em cada ponto de I e satisfaz F'(s) = f(s) em cada ponto s onde f € continua.

Demonstracao:
Seja X a fungao caracteristica do intervalo [a, s]. Se s, — b > a, entdo X;, (t) — Xp(t) V ¢ € [a,b).
Pelo teorema da convergéncia dominada (|X;, | <1 € L(a,b)), temos

F(sg) = / fX, dt — / fXdt = F(b),
R R
o que prova que F' é continua. Seja sy um ponto de continuidade de f. Entao, dado € > 0
|f(x) = f(s0)] <€ se |z —s0 <0

Portanto
f(s0) —e < f(x) < f(s0) + e

Como a integral é mondtona, obtemos

(f(so)—e)\mg/so+ F&)dt < (f(so) + k], ¥ h € (so— 6,50+ 0).

S0

Isto mostra que

/:O”Lf(t)dt‘ _ ‘F(soJrh)—F(so)

’i
12l o 1]

< f(s0) + el

O afirmado decorre. O
Consideraremos, de agora em diante, que U C IR" seja um aberto e Y um espago de Banach com
norma | - |.

65
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Teorema 7.1.2 Sejam (X, M, u) um espago de medida. Seja f : X x U — Y uma aplicagao
satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) Para cadat € U fizo, a aplicagcdo
x> f(x,t)

¢ mensurdvel.

(ii) Eziste uma aplicagao fi € L*(p,Y) tal que, para todo t € U,
|z, )] < [fa ()]
(11i) Para quase todo x € X fizo temos, para todo ty € U,

lim f(x,t) = f(z,to);

t—to
Entao a fungdo
F(t)i= [ fat)dua)
X
€ continua.

Demonstracao:

Decorre das hipéteses (i) e (i7) que a aplicagao f(z,t) pode ser integrada com relagao a variavel
(critério da majoragao).

Assim, basta mostrar que, para toda sequéncia (t;) convergindo para t, temos

/X f(a ) dp(z) — /X £ H)du(z).

Defina fi(z) := f(x,tx). Entao, de acordo com a hipdtese (izi) acima, (fx) converge ¢tp para a
aplicagao
x— f(x,t).

Decorre de (iii) e do teorema da convergéncia dominada que

Fit) = [ fatduta) > [ fat)dutz) = F).
O

Lema 7.1.3 Suponha que g : X x U — Y seja continua em U para quase todo v € X fizo e
mensurdvel em X para quase todo t € U. Entdo g é mensurdvel em X para todo t € U. Além
disto, g € mensurdvel em X x U.

Demonstracao:
Seja N o conjunto de medida nula tal que

g(z,1)
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seja continua em t para todo x € X — N. Para cada ty € U, escolha entao t, — ty de forma
que g(x,t;) seja mensuravel. Assim, para x € X — N, temos g(x,ty) — g(z,tp). Concluimos que
g(x,tg) é mensurdvel, como limite de fun¢oes mensuraveis.

Mostraremos agora que g ¢ mensuravel em X x U, quando U for limitado. Para isto, cubra U com
m retangulos R}", todos de mesma medida. Em cada R]" U U, escolha um ponto ¢;* e defina

gm(z,t) = g(x,t]"), € R
Temos entao que cada g, ¢ mensuravel em X x U e, se x € X — N,

lim  gu(z,t) = gl 1).

m—infty

Isto mostra que g(z,t) é mensurdvel em X x U, quando U for limitado.
Dado U qualquer, cubra U por uma sequéncia crescente de compactos (K;) e aplique o resultado
anterior ao aberto U N K. O resultado decorre. a

Teorema 7.1.4 Sejam U C IR" aberto e f: X x U — Y. Suponha que
(i) Para quase todot € U, f(x,t) é integravel em X ;
(ii) Para quase todo v € X, f(x,t) € de classe C* em U

(i) Set = (t1,...,t,) € U, entio existem g; € L'(u,Y) tais que

of (x,t)
‘ ot

‘ <|gj(x)|, VteU, qgtp em .

Entao

HWZAﬂ%WWM

é de classe Ct em U e

OF(t) Of (x,t)
ot :/X g dn@).

Demonstracao:
Seja N o conjunto de medida nula tal que f(z,t) é de classe C* em U se z € X — N. Suponha que
hi — 0 e defina
flz, t+ hge;) — f(z,1)
hy '
Decorre do lema 7.1.3 que g;, ¢ mensuravel em X para todo t € U.
Além disto,

gjr(x,t) =

F(t+ hiej) — F(1) / Hent o hue) = ) dp(z).

hk hk

Aplicando o teorema do valor médio, a condigao (iii) e o teorema da convergéncia dominada,
concluimos que

OF(t) Of(x,1)

— = / ————du(x).

Que as derivadas parciais sao continuas é consequéncia imediata do Teorema 7.1.2. O
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7.2 Convolucao

Definigao 7.2.1 Convolugao
Sejam f € LP(IR") e g € L*(IR"™). Definimos a convolugao de f com g, denotada f * g, por

(f xg)(x) = . f(y)g(z —y)dy.

Efcicil notar que

(f*g)(z) = - flx—y)g(y)dy = (g% f)(z).

Observagao: A funcao y — f(z—y), para x fixo, é mensuravel em y. De fato, definindo g(y) := z—y
e F(y) .= (f og)(y), queremos mostrar que F~!(A) é mensurdvel, para todo aberto A C IR. Como
F7YA) = g7 [f"(A)] e E := f7'(A) é mensuravel (pois f ¢ mensuravel), basta mostrar que
g 1(E) é mensurével para todo conjunto mensurdvel E. Mas

r—yeFE&ye(—FE)+u.

Como (—F) + x é uma translagdo do conjunto mensurdavel —F, ele também é mensurdvel. Isto
completa a demonstracao.

Teorema 7.2.2 Sejam f € LP(IR") e g € L*(IR™), com 1 < p < 0co. Entdo (f x g)(t) estd definido
para quase todo t e
1 gllee < [fllzellgllzr-

Demonstracao:
Suponhamos que p = co. Temos:

(F 0@l < [ 15wl - v)ldy

S|umm/ gz — y)ldy
= Dl

em que usamos o fato da medida de Lebesgue ser translacao invariante.
Suponhamos agora p = 1. Entao, integrando a fungao

|f(W)llg(z —y)]

primeiro com relacao a variavel x e depois com relagao a y e aplicando a “reciproca”do teorema de
Fubini, obtemos

I * )l = gl Al -

Consideremos agora 1 < p < 0o. Seja p* o expoente conjugado a p, isto é, (1/p) + (1/p*) = 1.
Suponhamos inicialmente que existam as integrais envolvidas:

| Aregra = [
L

p

fWg(x —y)dy| dx (7.1)

R™

| ot =) lgta —

f(y)ldy| dx

IN
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Uma vez que |g(z —y)|[V?|f(y)| € LP(IR") e |g(x — y)|Y?" € LP"(IR"), decorre da desigualdade de
Holder que

| ot = 9)lgta = ) )y <

U Af P gl ~ y)|dy] Up U lgta - y)|dy] 1/p

= ol | [ 1 ot~ iy ”

*

IN

Assim!,

[ Arsarar <l [ [ 1 oty - o)ldys
157 [ 1P ([ loty - las ) ay

1
= gl | £11E,

Como 1 + (p/p*) = p, o resultado segue elevando a desigualdade acima a 1/p. Note agora que a
existéncia das integrais estd assegurada ao considerarmos a sequéncia de desigualdades acima no
sentido contrario. a

Teorema 7.2.3 Sejam f € L'(IR") e ¢ € C°(IR"). Entdo f*¢ € C°(IR") e as derivadas parciais
de f* ¢ sao calculadas derivando-se o integrando

Demonstracao:
Ja vimos que podemos fazer a convolucao de f e ¢:

:AﬂwwH

A aplicacao do Teorema 7.1.4 prova o afirmado.

O
!Neste ponto podemos obter uma desigualdade mais precisa. Obtemos,
| ifwabas < e [ [ 1Pty - o)ldys
Rn
< ol [ [ el 5+ )y
e portanto
*+1
[ Apegpar <ol sw [ i)y =lglfe su 156+ o), (7.2)
R™ rESuUppg s TESuUppg

desde que a ultima expressao a direita faga sentido. Esta estimativa também pode ser obtida se p =1 ou p = cc.
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7.3 Sequéncias de Dirac

Definicao 7.3.1 Seja ¢ : IR" — IR uma funcdo continua de suporte compacto® tal que

p>0 e o =1

R"l

Entao ¢.(x) := e "¢(x/e) chama-se sequéncia de Dirac de ¢. Note que ¢. € LP(IR") para todo
p € [1,00] e todo € > 0.

Observagao: A rigor, ¢, ndo é uma sequéncia. Considere ¢ = 1/j com j — oc.

Lema 7.3.2 Para todo € > 0, temos

Bn

o) >0, [ dude=1, / budz — 0,
" —By(0)

para todo p > 0.

Demonstracao:
As duas primeiras afirmagoes sao claras. Quanto a ultima, podemos supor que suppd C B,,(0)
para m € IN suficientemente grande. Note entao que

x/e € B,(0) & x € Bey(0),

donde segue o resultado. O
Observacgao: Muitas vezes as propriedades citadas acima sao usadas para se definir uma sequéncia
de Dirac.

Exemplo 7.3.3 Defina

o) ::{ keap(—1/(1 — o) se |2 <1

0 se |z| <1,

onde k é escolhido de modo que [pn ¢dx = 1. Note que ¢ € C*(IR") e suppp = B;(0).

Teorema 7.3.4 Seja 1 < p < co. Suponha que f € LP(IR") e que ¢. seja uma sequéncia de Dirac.
Entao

f*¢de— f em LP(IR") quando € — 0.

20 suporte de ¢, denotado suppp é definido por

suppg = {z € R"; ¢(x) # 0}.
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Demonstracao®:
Temos, considerando p* o expoente conjugado a p,

|(f * ¢e)(2) = f(z)] =

F@)od = y)dy - f@) [ oz — y)dy]
ol — ) f(:v)]dy‘
< [ ledwrr

Aplicando a desigualdade de Holder, elevando ambos os lados a p e integrando, obtemos, como na
demonstracao do Teorema 7.2.2,

o) [f(x —y) — flx)ldy

| A6 - ppas <

<ledt [ [ 1@ - = s@P o) ldyds.

Uma vez que ||¢¢||rr = 1, aplicando o teorema de Fubini, obtemos

1(F % 60) — FlI2 < / () () dy,

n

em que Y(y) = [pn |f(x —y) — f(x)Pdx = || f(- —y) — f()]|},. Para § > 0 escreva
L= [ wlvod = [ jeGlvms

+ Oe(y)|Y(y)d
/y oy
= A65+B€5

Dado p > 0, escolha, de acordo com o Teorema 5.3.3 § tao pequeno que ¥(y) < p se |y| < d. Entéao

Ags < p/ |be|dy < p,
ly|<d

3Utilizando a estimativa (7.2), podemos obter uma demonstracio simples deste resultado: Defina ¢.5 := &’ B (0)Pe
e Yes = XRn\ By (0)- Aplique a estimativa e obtenha

1 % b — Fllur < ( / %) sup | F(-+h) — fllow + ( / %s) sup [f(-+ k) — fllzs
R™ |h| <8 R™ [h|<6

A primeira integral é menor ou igual a 1, enquanto o primeiro sup tende a zero quando § — 0, de acordo com
o Teorema 5.3.3. O segundo sup é cotado, de acordo com a desigualdade de Minkowski, por 2| f||z», enquanto a
integral restante tende a zero quando € — 0 para todo §, de acordo com a definicao de sequéncia de Dirac.
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para todo €. De acordo com a desigualdade de Minkowski, temos

sup [¢(y)] < (2[| fllze)",
yelR™

de forma que Bc; ¢ menor que uma constante multiplicada por [, ~s |pe|dy, que, por sua vez, tende

a zero quando € — 0. Isto mostra que I, — 0 quando ¢ — 0, donde decorre o teorema.
O

Teorema 7.3.5 Para 1 < p < oo temos que C§°(IR™) é denso em LP(IR")

Demonstracao:

Dado p > 0, escreva f € LP(IR") como? f = g+ h, onde g tem suporte compacto e ||h|r» < p.
Considere uma sequéncia de Dirac (¢.) € Cg°(IR") e defina g, := g * ¢.. Entao g. € C{°(IR") (note
que suppge C Be(suppg)!) e |lg — gellz» — 0 quando € — 0. De acordo com a desigualdade de
Minkowski,

1f = gellr < llg = gell o + [P e

Tomando € de forma que ||g — g¢||z» < p, obtemos

||f _96”11” < 2/)7

provando o afirmado.

7.4 Particoes da unidade

Definigao 7.4.1 Seja Q@ C IR"™ um aberto e (U;) uma cobertura de 2 por conjuntos abertos Us.
Uma cobertura de € é localmente finita se todo ponto x € Q possui uma vizinhan¢a B(x) tal que

{i € IN;U; N B.(x)} € um conjunto finito.

Exemplo 7.4.2 Seja ) C IR" um aberto, nao necessariamente limitado. Consideraremos alguns
modos de obter uma cobertura localmente finita de €.
(i) Defina

Up={reQ;27 ! <dist(z,00) <27} i€ Z.

Entao os conjuntos U; formam uma cobertura localmente finita de 2. Também os conjuntos

V; := (U; N Byir1(0)) U (U U; N [Bai+1(0) — Byix (o)])

Jj<t

formam uma cobertura localmente finita de {2, com a propriedade adicional de serem os V; limitados,
satisfazendo V; C Q.
(77) Defina

Ui == {z € Q;dist(x,09Q) > p/2'} U B,,;(0),

4Como fRn |f| < oo, defina g = X (o)f e h = f —g. Tomando r suficientemente grande, obtemos h com a
propriedade desejada.
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em que as constantes p e v sdo escolhidas de modo que U; # (). Note que cada U; é um aberto
limitado, U; C U;,1, mas a cobertura UU; nao é localmente finita. Entretanto, definindo

Vo = Uz_
‘/é = U3 \ U1
Vi = Uj\Uj-s,
obtemos .
aclJv
j=2

através de uma cobertura localmente finita. Cada ponto x € §2 tem uma vizinhanga que intercepta
no maximo dois elementos desta cobertura.

Definicao 7.4.3 Seja U uma colegcao de conjuntos abertos no IR"™ cuja uniao é IR"™. Dizemos que
V € um refinamento de U se para cada Vi € V podemos encontrar U, € U tal que Vg C U,.

Teorema 7.4.4 Seja U uma cobertura aberta de IR". Entao existe um refinamento (V;) delU que
¢ localmente finito® e enumerdvel. Além disto, V; é compacto para todo j.

Demonstracao:
Seja By, :== B,(0). Cobrimos IR™ pelos anéis compactos

§17§2\B1’...,§n+1\Bn’... .

Para cada x € Bj, como U cobre IR", temos = € U, para algum U, € U. Como U, é aberto,
podemos escolher 0 < r < 1/2 tal que V, := B,(x) satisfaz

V. CU,.
Os conjuntos V, assim definidos formam uma cobertura aberta do conjunto compacto B1, da qual
extraimos a subcobertura finita Vi,...,V,,. Consideramos agora o anel By \ Bi. Analogamente,
para cada o € By \ By, escolhemos uma bola W, := B,(z) com 0 < r < 1/2 tal que W, C U, € U.
Como B, \ B, é compacto podemos escolher uma subcobertura finita Wi, ..., W,. Desprezando
os elementos desta subcobertura que porventura forem iguais a um dos Vi,...,V,, ja escolhidos e
renominando os restantes, obtemos uma cobertura {Vi,..., V., Viui1,...,V,} de B,. Continuando

desta maneira, obtemos uma cobertura (V;), aberta e enumerével, do IR". Da forma que os conjun-
tos V; foram escolhidos, vemos que eles formam um refinamento de /. Além disto, como r < 1/2,
vemos que cada Vj é compacto.

Falta apenas mostrar que (V) ¢ localmente finita. Dado = € B,, \ B,_1, considere a bola By 4(z).
Uma vez que escolhemos V; com r < 1/2, vemos que apenas os V; que cobrem B, \ B,_1 e aqueles
que cobrem os anéis vizinhos B,y \ B, e B,_1 \ B,_2 podem intersectar a bola B, /a(x). Assim,
pela construgao que fizemos, apenas um nimero finito de V; pode intersectar By 4(x).

5Este resultado estabelece, em particular, que IR" é paracompacto, isto é, que toda cobertura aberta possui um
refinamento localmente finito.
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O

Observagao: O resultado acima pode ser generalizado para variedades localmente compactas que
satisfazem o segundo axioma de enumerabilidade. Uma demonstracao deste resultado pode ser
encontrada em Warner, F.W.: Foundations of differentiable manifolds and Lie groups, Springer,
1977, p. 9.

Corolario 7.4.5 Seja 2 C IR™ um conjunto aberto e U uma cobertura aberta de 2. Entao vale o
mesmo resultado do Teorema 7.4.4.

Demonstracao:
Basta adicionar um conjunto aberto, por exemplo Uy := IR", para obter uma cobertura aberta do

IR" e entao aplicar o Teorema 7.4.4. Note que o refinamento é composto de bolas B, (;).
O

Teorema 7.4.6 Seja U uma cole¢ao de conjuntos abertos no IR" cuja uniao é ). Entao existe
uma sequéncia {n;} C C°(§) que constitui uma partigao da unidade localmente finita su-
bordinada a cobertura U, isto ¢,

(1) n; € C(Uy) para algum U, € U;
(it) m; >0 e > 2 mi(x) =1 para todo x € Q;
(7i1) Para todo compacto K C Q) existe um inteiro m e um conjunto aberto W D K tal que
m(@) +m(z) + ...+ nw(z) =1
para todo x € W.

Demonstracao:
De acordo com o Coroldrio 7.4.5, existe um refinamento U; enumerdvel e localmente finito da
cobertura U, em que U; = B, (r;). Dada uma sequéncia de Dirac associada a ¢ € C5°(B1(0)),

definimos
bi(x) = o (“” — xﬂ') .

T

Entao supp v; C Frj(:cj) e, para cada x € Q e p > 0, apenas um numero finito de termos da séria
Y j(x) é ndo nulo em B,(z). Isto mostra que ¢ (z) = > ¢;(z) € C=(Q). Defina entao

@)
BT @)

Observe que, dado um compacto K C €2, apenas um nimero finito de 7; intersecta K. Isto completa
a demonstracao.

O

Corolario 7.4.7 Seja F' C IR™ um subconjunto fechado e G O A um conjunto aberto. Entao existe
a € C(IR") tal que

(1) 0 < a(x) <1 para todo x € IR";
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(17) a(x) =1 para x € F;
(7ii) supp a C G.

Demonstracao:

Consideramos a cobertura {G, F'°} do IR" e 1); a parti¢do da unidade subordinada a esta cobertura.
Quer dizer, supp 1; C G ou supp 7; C F°. Definimos a como a soma de todos os 7; cujo suporte
estd contido em G. Quer dizer, definindo M := {j € IN;supp n; C G}, temos

alz) =) ().
jeM
Claramente temos (7). Temos também
supp a = U supp 1; = U supp 7; C G.
jeM jeM

Note que a segunda igualdade é valida para familias localmente finitas.
Finalmente, para x € F' temos

L= mi(@) =D milw)+ 3 mi(@) = alw) + 2 nj@),

em que > n;(z) denota a soma dos 7, cujos suportes estdo em F°, mas nio em G (observe que os
suportes s6 podem estar nestes conjuntos). Temos > n;(z) = 0 se € F, o que mostra (ii).
O

Em algumas situagoes devemos nos ater a uma dada cobertura de um aberto €2, nao sendo possivel
passar a um refinamento. Para obtermos uma particao da unidade subordinada a esta cobertura,
é necessario que esta cobertura seja localmente finita. E a situacao que passaremos a descrever.

Definicao 7.4.8 Uma particao da unidade do aberto 2 C IR" estritamente subordinada a uma
cobertura aberta localmente finita (U;) € uma colegdo de fungoes n; € C(U;) tal que

n; >0 e Zm(x)lexEQ
jeN
(a soma € feita sobre todos os indices i, mas para um dado ponto x € A apenas um nimero finito

de termos € nao nulo).

Teorema 7.4.9 Seja (U;) uma cobertura aberta localmente finita de 2. Suponhamos que os abertos
U; sejam limitados e U; C ). Entdao existe uma particao da unidade estritamente subordinada a

(U;)-

Demonstracao:
Afirmamos inicialmente que escolher indutivamente conjuntos abertos V;, com V; C U; tais que

m—1 e}
Qc (U viu U)
i=1 i=m
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De fato, supondo escolhidos os conjuntos V; para ¢ < m, entao

m—1 00
Q= U, C (Um U UUi),
i=1 m+1

donde concluimos que os conjuntos acima cobrem o compacto dU,,. Decorre dai que, para algum
r > 0, tais conjuntos cobrem também o conjunto B, (0U,,) (justifique!)
Defina entao

Vin = Up, — By 2(0Uy,).

Temos entao que
oo
ocJv
i=1

De fato, se = € U;,,,V;, temos que x pertence apenas a um numero finito de conjuntos U;. Se i é
o maior destes indices, z € U;<;, V;.
Escolhemos agora subconjuntos E; com V; C E; C U; e definimos

¢; = dist(0E;,V; U (IR" — U;)) > 0.

Seja (¢) uma sequéncia de Dirac associada a ¢ € C3°(B;(0)). Defina ¢; := Xg, * ¢,. Entao
v € CP(U;) e Xy, < by < 1. Assim,

Do =D Ay > X
i=1 =1

Note que no primeiro somatério apenas um numero finito de termos é nao nulo, pois a cobertura
U; é localmente finita. Defina
(2

ni ‘= Zz%

7.5 Exercicios

1. Prove o teorema de Weierstra: toda fungao continua definida num intervalo fechado [a, b] pode
ser uniformemente aproximada por um polinémio. Para isto, suponha que o intervalo [a, b] seja
o intervalo [0,1]. Mostre que o resultado acima estard demonstrado, se ele for provado para o
intervalo [0, 1]. Seja L a reta unindo f(0) a f(1). Mostre que f — L se anula em 0 e 1. Isto mostra
que podemos assumir f(0) = f(1) = 0. Estenda entao f definindo f(z) = 0 se = ¢ [0,1]. Defina

entao as fungoes de Landau,
b = l(1 — )",
Ck,
onde ¢, € escolhido de modo que ¢, seja uma sequéncia de Dirac. Mostre que a sequéncia ¢y, * f €
uma sequéncia de polinémios que converge uniformemente a f em [0, 1].
2. Dada uma familia localmente finita (Cy)aeca de subconjuntos de um espago X, mostre que, para
todo compacto K C X, existe um conjunto finito Ay = {ay,...,a.} C A tal que KNC, # 0

implica o € Ap.



Capitulo 8

O Teorema de Mudanca de Variaveis

Consideraremos, em todo o capitulo, que p é a medida de Lebesgue no IR". Denotaremos L(f2) o
conjunto das fungoes integraveis f : 2 — IK. Que dizer, consideramos a o-algebra induzida em {2
pela o-algebra de Lebesgue M: seus elementos sao intersecoes dos elementos de M com o conjunto
2; da mesma forma para a medida.

Notamos que, quando IK =, entao f = f1 +ify, com f; : Q — IR (1 =1, 2). Assim,

/Qfdu:/gflduﬂ/gfzdu.

Propriedades a respeito de f podem ser provadas analisando-se f; e fy, sempre levando em conta
o critério da majoracao.
8.1 Imagens de conjuntos mensuraveis

Lema 8.1.1 Seja N um conjunto de medida nula no IR" e f: N — IR" uma fun¢ao de Lipschitz-
continua. Entao f(N) tem medida nula.

Demonstracao:
Seja C' a constante de Lipschitz de f. Considere uma sequéncia (R;) de cubos cobrindo N tal que

ZM(RJ') <e

(justifique !). Seja r; o comprimento do lado de R;. Vemos entao que f(IN U R;) esta contido num

cubo R} cujo lado possui comprimento menor ou igual a 2C7; (justifique !). Assim, temos que
u(R;) < 2"C™rl = (2C)" u(Ry),

donde decorre o afirmado. a

Lema 8.1.2 Seja Q C IR" um aberto e f : Q — IR" uma aplicacdo de classe C*. Suponha que
N C Q tenha medida nula em Q). Entao f(N) tem medida nula.

77
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Demonstracao:

Para cada = € 2 existem retangulo fechados R, contido em €2 tais que a familia (int(R,)) cubra N.
Como () é separavel, tal cobertura possui uma subcobertura enumeravel (R;) (justifique !). Basta
entdo mostrar que, para todo j, f(N U R;) tem medida nula. Como f’ é limitada no compacto
R;, decorre da desigualdade do valor medio que f ¢é Lipschitz-continua quando restrita a R;. O
resultado decorre entao do lema 8.1.1. O

Lema 8.1.3 Seja A C IR™. Seja f : A — IR" Lipschitz-continua, com m < n. Entdo f(A) tem
medida nula.

Demonstracao:
A imersao IR™ — IR" faz com que IR™ tenha medida nula no IR". Em particular, A tem medida
n-dimensional nula. O resultado entao segue do lema 8.1.1. O

Observacao: O resultado anterior é falso se supusermos f apenas continua. Justifique !

8.2 Blocos e Transformacgoes Lineares

Definicao 8.2.1 Bloco
Sejam vy, . .., v, vetores no IR". Definimos o bloco B gerado por estes vetores como sendo o conjunto

B = {tiv; +tavg + ... + 0,0 < t; < 1}
Dizemos que o bloco B € degenerado se os vetores vy, ..., v, forem linearmente dependentes.

Observacao: Uma vez que o contexto em que estamos é completamente geométrico, falaremos do
volume do bloco B ao invés de referirmos a medida do bloco B. Note que um bloco é sempre
mensuravel.

Definicao 8.2.2 Volume Orientado
Considere o bloco B gerado pelo vetores vy, ...,v,. Definimos

Vol(vy,...,v,) = u(B),
isto €, o volume do bloco B. Definimos o volume orientado
Vo(vy,...,v) = xVol(vy, ..., v,),

onde o sinal € positivo se tivermos det(vy,...,v,) > 0 e negativo caso contr ario (o determinante
se refere 4 matriz que tem os vetores vy, ..., v, como vetores coluna).

Teorema 8.2.3 Vale
Vol®(vy,...,v,) = det(vy,...,v,)

Vol(vy,...,v,) = |det(vy,...,v,)]|
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Demonstracao:

Notamos inicialmente que basta considerarmos o caso de blocos nao degenerados. De fato, se
v1, ..., 0, forem linearmente dependentes, decorre do lema 8.1.3 que u(B) = 0 (justifique!); como
det(vy,...,v,) = 0, o resultado se verifica.

Provaremos o resultado mostrando que Vol(vy,...,v,) satisfaz as propriedades do determinante..

la. Parte: Para todo v € IR",
Vol®(v,vy,...,v,) = det(kv,vg, ..., v,).
Consideremos inicialmente k£ € IN. Temos que a igualdade
B(kv,...,v) = B((k = Dv, ..., v.) | JB(v, ..., vn) + (k — 1)vy)

é verdeira, exceto por um conjunto de medida nula, qual seja, o bloco (n—1)-dimensional B(vy, . .., v,).
Logo

Vol(kv,...,v,) = Vol((k—1v,...,v,) + Vol(v,vg,...,v,)
kVol(v,... v,),

onde a ultima igualdade é obtida indutivamente.
Tomando v = u/k na igualdade acima, obtemos

v
_’---’

1
’ v) = =Vol(v,...,u,). (8.1)

Vol( ’

Concluimos entao que a identidade (8.1) é vélida para qualquer racional positivo. Dado um real
positivo s, tome racionais positivos r, 7’ tais que r < s < r’. Assim,

B(rv,...,v,) C B(sv,...,v,) C B(r'v,...,v,),
donde
rVol(v,...,v,) < Vol(sv,...,u,) <7'Vol(v,... u,).

Tomando o limite quando r, " — s, concluimos que a igualdade (8.1) vale para qualquer real
positivo k. Para k = 0 ela é trivialmente valida. Finalmente, como

(justifique!), vemos que (8.1) é valida para qualquer k real.
2a. parte:
VOZO(. c ey Vi1, ]{?U,Ui_H, .. ) =k VOZO(. ey Vi1, 0, V541, - - )

Decorre imediatamente de repetir o argumento da la. parte para as outras variaveis.

3a. parte: Vol®(vy + cvg, vy, ..., v,) = Vol(vy,va, ..., 0,).
Se ¢ = 0 o resultado é obvio. Consideremos entao o caso ¢ = 1. Notamos que a situacao que
estamos lidando é puramente bi-dimensional, uma vez que os vetores (vs,...,v,) sS40 comuns aos

dois blocos. O bloco gerado por vy, ve consiste de dois triangulos, T (formado pelo vetor v; e pelo
vetor soma vy +vy) e T (formado pelo vetor v e pelo vetor soma v; +v9), tendo apenas um conjunto
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de medida zero em comum (a diagonal dos triangulos). O bloco gerado por vy + v, v9 consiste do
triangulo 7" e do triangulo T+ v, que é uma translagao do triangulo 7. Isto mostra que estes dois
blocos tém o mesmo volume. Portanto

Vol®(v1 + vg, Vg, ..., ) = Vol®(v1, v, ..., 0,).

Consideremos agora ¢ # 0 arbitrario. Entao temos, usando o mos- trado na 2a. parte:

Vol (v + cvg,va, ..., v,) = Vol°(v1 + cvg, cvg, ..., v0,)
= Vol°(vy,cvg, ... v,)
Vol (vy,vg,...,0p).

Cancelando-se ¢ obtemos o afirmado.

da. parte: Vol°(vy + cvj, ..., 05, ...,0,) = Vol°(v1,...,05,...,0,).
Basta repetir o argumento utilizado na 3a. parte.
Ha. parte:
Vol°(v+w, vy, ... ,v,) = Vol°(v,vq,...,0,) +

+Vol’(w, vy, ..., v,).
Temos que

Vol°(civr + ... + Cpp, Vg, ... 0y) = ...
o
Vol®(civy, va, ..., Uy)

= 1 Vol°(vy,va,...,0,).

Do resultado acima decorre imediatamente o afirmado.
6a. parte: Resulta do anteriormente mostrado que Vol°(vy,...,v,) é linear em cada varidvel. Da
definicao da medida de Lebesgue de um retangulo temos que

Vol(ey, ... e,) =1,
onde ey, ..., e, é a base canonica do IR". Uma vez que

Vol°(vy,va,...,v,) =0

se os vetores vy, ..., v, forem linearmente dependentes, vemos que

Vol®(vy,ve, ..., v,)
¢ alternado. Isto mostra que Vol°(vy,vs,...,v,) satisfaz todas as propriedades satisfeitas por
det(vq,va, .. .,v,). Da unicidade da fun¢do determinante segue que o lema estd demonstrado.

O

Corolario 8.2.4 Seja C' C IR" o cubo unitdrio gerado pela base canonica do IR". Seja T : IR" —
IR" uma aplicacao linear. Entao

Vol T(C) = | det(T)|.
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Demonstracao:
Definindo v; := T'(e;), vemos que T'(C') é o bloco gerado por vy, ..., v,. Representando T" por sua
matriz (a;;), vemos que

Vi = Q1;€1 + ...+ Qni€n,

donde det(vy, ..., v,) = det(a;;) = det(T). O

Corolario 8.2.5 Se R for um retangulo qualquer no IR" e T : IR" — IR" uma transformacao
linear, entao

Vol T(R) = |det(T)| Vol(R).

Demonstracao:

Uma vez que a medida de Lebesgue € invariante por translacoes, podemos assumir que o retangulo
¢ um bloco (justifique!). Se C for o cubo unitdrio, podemos supor que R = T1(C), donde T(R) =
(T o T1)(C). Decorre entao do coroldrio 8.2.4 que

Vol T(R) = |det(T o Ty)| = | det(T) det(Ty)| = |det(T)| Vol(R).

8.3 O teorema de mudanca de variaveis

Consideraremos agora uma aplicacao f : U C IR" — IR™ de classe C', definida no aberto U.
Usaremos a aproximagao de f por sua derivada (uma transformagao linear !) para generalizarmos
o corola- rio 8.2.5. Para isto, definimos

Definicao 8.3.1 Determinante Jacobiano
Sejam U um aberto e f : U C IR" — IR" diferencidvel. Definimos o determinante jacobiano de f
por

Aj(z) :=det Jf(z) =det f'(x),
onde Jf(x) denota a matriz jacobiana de f.
Lema 8.3.2 Sejam U um aberto e f : U C IR" — IR" de classe C*. Suponha que f(0) = 0 e

f/(0) = I, onde I denota a transformagao identidade. Tome r > 0 tal que B,(0) C U. Suponha
que exista 0 < s < 1 tal que

|f'(@) = f(z)]| < s
para todo x, z € B.(0). Sey € R" satisfaz

|y| < (1 - S)Ta

entdo existe um unico x € B,(0) tal que

flz)=y.
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Demonstracao:
Para |y| < (1 — s)r defina g, : B,(0) — R" por
gy(z) =2 — f(z)+y.
Temos que

[f(x) =z = [|f(z) = f(0) = f(0)z]
x| sup[f'(z) = f'(0)]

<
< rs.

Decorre dai que
lgy(@)] < |f(z) —z[+ |y <rs+(L—s)r=r

donde g, : B,(0) — B,(0). Afirmamos que g, é uma contracao. De fato, decorre do teorema do
valor médio que

9y(71) = gy(22)] = |21 — 22 — (f(21) — f(22))]
= |z; — 29 — f(0) (21 — 23) + o (21, 22)|

= ’U(xlv $2)’7

onde
o(x1,29) < |21 — 22| sup |f'(z) — f(0)] < slzy — ).

Pelo lema da contracao, g, tem um tnico ponto fixo z € B,(0), que satisfaz

flz)=vy.
O

Teorema 8.3.3 Sejam R C U um retangulo e U um aberto em IR". Seja f : U — IR" um
difeomorfismo de classe C'. Entao

u(f(R)) Z/Rlﬁfldu.

Observacao: Notamos que, se f for linear, o resultado acima nada mais é do que o corolario 8.2.5.

Demonstracao:

Sem perda de generalidade, podemos considerar que o retangulo R é um cubo. Para isto, basta
alterar as normas em cada um dos lados do retangulo (multiplicando por uma constante positiva),
de forma que todos os lados tenham entao o mesmo comprimento.

Dado € > 0, divida cada lado de R em m segmentos iguais. Isto faz com que R seja subdividido
em m™ subcubos, denotados C; (j = 1,...,m™). Denotaremos ¢; o centro do cubo C;. Uma vez
que as imagens f(C}) tém no méaximo um conjunto de medida nula em comum, temos

Vol f(R) = mZVOZ f(C;).
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Uma vez que f’ é uniformemente continua em R, dado € > 0, podemos escolher m suficientemente
grande, de forma que, denotando 7; = f'(¢;), se tenha

f(x) = fl¢j) + Tj(x — ¢;) +ri(z — ¢j),

com
rj(z —¢;)| < elr — ¢

Assim, para calcularmos Vol (C;), basta nos concentrarmos no caso em que C' é um cubo de centro
na origem e f tem a forma
fla)=Te+r(x), [r(2)] <l

para z € C' (justifique!).
Logo

(T o f)(@) =2+ (T or)(a), (8.2)

e veremos a aplicacao (T~ 'o f) como uma perturbacio da identidade. Temos, para alguma constante
Kexe(C,
(T or)(x)] < Ke

(justifique!). Decorre do lema 8.3.1 que 7! o f(C') contém um cubo de raio
(1—Ce)A,

onde A é o raio do cubo C'. Por outro lado, decorre de (8.2) que T~! o f(C) esté contido num cubo
de raio (1 + Ke)A. Aplicando T a estes cubos e determinando o volume, achamos

| det(T)|Vol (C) — K, Vol (C) <
< Vol f(C) < |det(T)|Vol (C) + €K, Vol (C).

O resultado segue ao aplicarmos a estimativa acima a cada um dos cubos C;: T sera a transformacao
f(c;j); somando sobre todos os valores de j e estimando |A¢|, obtemos o resultado. O

Corolario 8.3.4 Se f : U C IR" — IR" for um difeomorfismo de classe C* e R C U um retangulo,

entao
/ gd/i:/(gofﬂAf’dﬂ
f(R) R

para toda funcgdo g : R" —C, continua em f(R).

Demonstracao:
As funcgoes g e (g o f)|Af| sdo uniformemente continuas em f(R) e R, respectivamente. Considere
uma particao de R através de subretangulos I;. Temos

[ Y B
FR) TR

Seja 0 o maior dos comprimentos dos lados de R;, para todo j. Entao existe uma constante C' tal
que f(R;) esta contido num retangulo cujos lados tem comprimento menor ou igual a C4.
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Dado € > 0, suponhamos ¢ : IR" — IR. Tomando a particao de modo que ¢ seja suficientemente
pequeno, podemos considerar que

M; —m; <e€, onde M; = sup g, m; = inf g.
f(R;) f(Rj)

Aplicando o teorema 8.3.3 com g suposta constante igual a m; e M;:

maFR)) < [ gl < Mon( (R,

mj/ IAfIdMS/ (QOf)IAfIdMSMj/ |Ag|du;
Rj R; Rj

J

u((R) = [ 18

R;

O resultado decorre. Para g : IR" — (', g = g1 + ig2, analise g; e go como acima. O

Teorema 8.3.5 Mudanca de Variaveis
Seja f : U C IR" — IR" um difeomorfismo de classe C* definido no aberto U. Seja g € L*(f(U)).
Entao (go f)|Af| € LYU) e
gdp = /(9 o f)IAyldp.

() U
Demonstracao:
Seja R um retangulo fechado contido em U. Mostraremos inicialmente que a restrigao de (go f)|Ay|
a R estd em L'(R) e que a férmula é valida com U substituido por R.
Considere uma sequéncia g € CJ(f(U)) tal que gy — g em L'(f(U)) (justifique!). Passando a
uma subsequéncia, podemos supor que g — ¢ para todo y € f(U) — Z, onde Z é um conjunto de
medida nula. Pelo lema 8.1.2, f~'(Z) tem medida nula.
Defina g, := (gr o f)|Af|. Cada gy ¢ uma funcdo continua em R e g, — (g o f)|Af| ¢tp em R
(justifique!). Afirmamos que g é uma sequéncia de Cauchy em L'(R). De fato, decorre do corolério

8.3.4 que
/ |9k — gjldu = / lgx — g;ldp,
R f(R)
donde segue o afirmado.

Mas entao temos que gr — (g o f)|Af| em L'(R) (justifique!) e

/ gduz/(gOf)IAfldu
1(E) E

quando E = R. Decorre da expressao acima que o teorema ¢é valido para qualquer subconjunto
mensuravel £ C R (note que f(F) é mensuravel!).

Considere agora uma sequéncia de retangulos R, C U tal que UR,, = U (justifique a existéncia de
tal sequéncial). Definindo E,, := R, — (R; U ... U R,,_1) obtemos uma sequéncia de subconjuntos
disjuntos FE,,, tais que o teorema vale quando aplicado a cada FE,,. Defina entao

By = X, g e hy = (hy o f)|Ag].
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O teorema decorre entao do teorema da convergéncia dominada (mais precisamente, do exercicio 9
do capitulo 4). O

Observagao: Nao é dificil adaptar a demonstracao do resultado acima, de modo a podermos consi-
derar aplicagoes g : IR" — Y, onde Y é um espago de Banach.

Algumas vezes encontramo-nos em uma situacdo em que a funcdo f acima nao é invertivel em
um conjunto de medida nula; por exemplo, quando lidamos com coordenadas polares. O préximo
resultado mostra que isto nao constitui dificuldade.

Corolario 8.3.6 Sejam U um aberto e f : U C IR" — IR™ de classe C*. Seja E C U um conjunto
mensuradvel tal que:

(i) OF tem medida nula em IR";
(i1) f € um difeomorfismo quando restrito ao interior de E.

Dada g € L'(f(E)), entdo (go f)|As] € L'(E) e

/ gduz/(QOf)!Af|du-
f(E) E
Demonstracao:

Seja Ey = int(E). Os conjuntos f(E) e f(Ep) diferem apenas por um conjunto de medida nula:
f(OFE). Como Ej e E diferem também apenas por um conjunto de medida nula, basta entao aplicar
o teorema de mudanga de varidveis aos conjuntos f(FEy) e Ey. O

8.4 Exercicios

1. Mostre que a imagem de um conjunto mensuravel por uma funcao Lipschitz-continua é men-
suravel. Em particular, a imagem de conjuntos mensuraveis por uma transformacao linear é sempre

mensuravel.
2. Mostre a unicidade da funcao determinante, isto é, que existe apenas uma aplicagao n-linear det :
IR" — IR alternada tal que det(ey, ..., e,) = 1. Sugestao: Dados vetores vy, ..., v,, escreva-os como

combinacao linear dos vetores da base canonica e utilize as propriedades da funcao determinante.
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Capitulo 9

Integracao e Diferenciacao

Em todo este capitulo denotaremos L([a, b]) as fungées f : [a,b] — IR que sdo Lebesgue integraveis.

9.1 Derivadas de Funcoes Mondtonas

Definicao 9.1.1 Cobertura de Vitali
Uma colecao de intervalos V € uma cobertura de Vitali de A C IR se, para todo € > 0 e todo v € X
eziste um intervalo I € V tal que x € I e p(I) < e.

Teorema 9.1.2 Seja A C IR um subconjunto tal que p*(A) < oco. Dado € > 0, toda cobertura de
Vitali V de A possui uma colegao de intervalos {I;;i =1,2,...,n}, dois a dois disjuntos, tais que

w* (A\Un],) < e.

Demonstracao:
la. parte: Sem perda de generalidade, podemos supor que todos os intervalos I € V sao fechados,

uma vez que
() (0 07)
i=1 i=1

Uma vez que p*(A) < oo, podemos também supor que existe um aberto U, com u(U) < oo tal que
I C U para todo I € V. Note que, ao fazermos esta hipdtese, pode ser necessario passar a uma
subcobertura de V.

2a. parte: Escolheremos uma colecao I; € V, de intervalos com medida nao-crescente. Escolha
I, € V tal que

1
plhh) > sup{u(l); I € V.
Indutivamante, construimos uma sequéncia de intervalos, com
1(Li41) < p(l;),

ao escolhermos [, satisfazendo: se A C U]_,, escolhemos apenas os conjuntos Iy, ..., I;; caso

contrario, defina
ric=sup{pl); I eV, INL;=0,i=1,...,5}.

87
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Temos que r; < u(U) < oco. Por outro lado, r; > 0, pois V é uma cobertura de Vitali e U{ZIIZ- nao
cobre A. Pela defini¢ao de sup, podemos escolher I; 1y € V com pu(Ij11) > r;/2 e I;11 NI = () para
1=1,...,7. Reordenando a cada passagem, obtemos uma sequéncia nao-crescente.

Afirmamos que existe' n tal que Y ., u(l;) < €/5. Caso contrario, obterfamos uma contradicao
com pu(U) < oo, uma vez que a cole¢do escolhida é constituida de intervalos disjuntos.

3a. parte: Com n escolhido acima, a colecao I4,...,1I, é a colecao procurada. De fato, se y €
(A\ U 1;), podemos escolher I, € V tal que

[yﬂ[i:(ﬁ, v2+1,,j

Tal fato é consequéncia de U ;I; ser um conjunto fechado e da defini¢cao de A. Por outro lado,

existe [, pertencente a colegao Iy, 41, Ino,. .. tal que I, NI} # (. De fato, temos
u(ly) < 7rj < 2u(lj4),
de acordo com a definigdo de r; e ao método de construcao de {Iy,...,I,,...}. Uma vez que

p(I;) = 0 quando j — oo, devemos ter I, N [}, # () para algum k.
Seja k = k(y) o menor inteiro k > n tal que I N1, # (). Seja x;, o centro do intervalo I;. Afirmamos
que

5
ly —ax| < §N(Ik)' (9.1)
De fato, temos

1 5
w—xﬂ<u@)+§Mh)§§Mh)

Para cada i, seja J; o intervalo fechado de centro em x; e comprimento 5u(1;). De acordo com a
desigualdade (9.1), temos y € J;. Uma vez que k = k(y) >ney € A\ U, I;, temos

p(lJ 7)< D Hi<5 ) u) <e

i=n+1 i=n-+1 i=n+1
Isto completa a demonstracao.

Definicao 9.1.3 Derivadas de Dini
Seja f : IR — IR. Definimos as derivadas de Dini de f por

f(x+h) - f(x)

D*f(z) = limsup

h—0+ h
DJ@):1F$N@+2—ﬂ@
D™ f(x) = limsup flat+h) - f@) — lim sup (z) — f(x —h)
h—0— h hosOt L
D_f(x) :1ggﬁﬂx+2_f@):%%gf@%—§m—m

LCaso a colecao de intervalos construida acima seja infinita.
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Estes numeros sempre existem e claramente temos
(i) D¥f(x) =2 Dyf(x), D™ f(x) =2 D_f(x);
(17) 3 f'(x) se, e somente se, todas as derivadas de Dini forem finitas e iguais em x.

Teorema 9.1.4 Seja f uma fungdo crescente? no intervalo [a,b]. Entdo f € diferencidvel qtp. A
derivada [’ é mensurdvel e

[ #wydn < 10) - fia).

Demonstracao:
Vamos mostrar que qualquer conjunto onde duas das derivadas de Dini sao desiguais tem medida
nula. Exemplificaremos escolhendo o conjunto

E:={z €la,b; D_f(x) < D* f(x)}.
la. parte: Claramente podemos escrever £ como a uniao de todos os conjuntos
By = {a € [a,b; D_f(x) < q < r < D* ()},

em que ¢, €. Assim, basta mostrarmos que s := p*(E,,) = 0 para quaisquer ¢, como acima.
Vamos supor s > 0 e mostrar entao que, para todo € > 0, temos

q(s+¢€) >r(s—2e),

donde podemos concluir ¢ > r, uma contradicao.
Para isto, vamos construir uma cobertura de Vitali V de E,,. Considere um aberto U contendo
E,, tal que u(U) < s + €. Para cada x € E,,., escolha h > 0 tal que

[t —h,x] €U e f(z) — f(x —h) < qh.

Note que é possivel satisfazer a primeira relagao porque U é aberto, enquanto a segunda decorre da
definigao de D_f(x). Seja V a colecao de todos os intervalos [x — h,z] com = € E,, e h escolhido
como acima. Claramente V é uma cobertura de Vitali de F,,. De acordo com o Teorema 9.1.2,
podemos escolher uma colegao de intervalos {I; := [z; — h;, z;] € V;i = 1,2,...,n}, dois a dois
disjuntos, tais que

Ty (Ew \(J ]i> <e (9.2)
i=1
2a. parte: Defina
B:=FE,,. N (U Ii> :
i=1
Entao

(E,” \(J ]Z»> UB=E,,
=1

2Funcao crescente significa z > y = f(z) > f(y). Note que toda funcio crescente é mensurdvel.
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e portanto, de acordo com a equagao (9.2),
1 (Eqr) < €+ p(B).

Vamos agora obter uma cobertura de Vitali & de B em termos de [y, ..., I,.
Para cada y € B, existe j € {1,...,n} tal que y € I;

9.2 Funcoes de Variacao Limitada

Definicao 9.2.1 Aplicacoes de Variacao Limitada
Seja [ : IR — E uma aplicagao tomando valores no espago de Banach (E,|-|). A aplicagao f é de
variagao limitada no intervalo [a,b], denotado f € BV]a,b] se

n—1

V(f[a,b]) = sup Ve f i=sup }_|f(wrer) = ()] < oo,
=0

onde o sup € tomado sobre todas as partigoes do intervalo |a, b].
E facil ver que o conjunto BV[a,b] forma um espago vetorial. Além disto, se f,g € BV[a,b] e
a €, entao

V(f+9,1a,b])) <V(f,]a,b]) + V(g a,b])

Viaf,la,b]) = |alV(f,[a,0]).
Assim, BV [a,b] é um espago vetorial que possui a semi-norma
V('a [aa b])
Exemplo 9.2.2 Seja f : IR — IR uma funcdo limitada e crescente no intervalo [a,b]. Entao
V(f,[a,0]) = f(b) — f(a) e, portanto, f € BV]a,b]. Se f for diferenciavel no intervalo [a,b] e

possuir derivada f’ limitada, entdo f € BV/[a,b], em virtude do Teorema do Valor Médio. Em
particular, este é o caso se f € C*([a,b]).

Definicao 9.2.3 Fungao Variagao
Seja f € BVla,b]. Para todo x € [a,b] defina a fun¢do variagdo de f por

V() :=V(f[a x]).
Lema 9.2.4
(i) A fungao V f(x) é crescente;
(17) Sea <x <y <b, entio

V([ la,y)) = V(f, la,2]) + V(f, [z,9]).
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(1ii) Seja f: IR — IR uma fun¢do da forma
f =g h7
em que g,h sdo fungoes crescentes. Entao f € BVl]a,b| para todo intervalo [a,b] e

V(f,[a,b]) < g(b) — g(a) + h(b) — h(a).

(iv) Se f : IR — IR € BV]a,b|, entdo existem funcées crescentes g,h : [a,b] — IR tais que
g(la) =0=h(a) e

Vf(z) = g(x) + h(z).

Demonstracao:

(1) e (#i) Notamos que se z < y, sempre podemos refinar uma partigao de [a,y] de forma a incluir
x. (i1) decorre imediatamente deste fato, enquanto (i) segue se, além disto, notarmos que se P’ é
um refinamento de P, entdo Vpf < Vp/ f. Dai decorre (i).

(#7i) Considere uma partigdo P = {a = 29 < 21 < ... < x,, = b} do intervalo [a, b]. Entao

Z [f (i) = fzia)] = Z |9(2:) = g(wioa) = h(xi) + h(2ia)]

< Z l9(z:) — g(zia)| + Z (i) + h(zio1)]
= g(wn) = g(xo) + h(n) — h(zo)
= g(b) — g(a) + h(b) — h(a).

(iv) Defina g, h pelas formulas

20=Vf+f—fla) 2h =V f—[f+ fla).

Claramente g(a) = 0 = h(a) e as expressoes para f e V f decorrem imediatamente das definigoes
de g e h. Resta provar que estas fungdes sao crescentes. Sejam x,y € [a,b] com =z < y. Entao, de
acordo com (i),

29(y) —29(x) = V(f,[a,y]) + f(y) — f(a)
—[V(f,[a,2]) + f(z) — f(a)]

pois, obviamente, V(f, [x,y]) > |f(y) — f(z)|. Analogamente para h.
U

Corolario 9.2.5 Se f for de variagdo limitada no intervalo [a,b], entao f' existe qtp em [a,b] e €
mensurdvel neste intervalo.

Demonstracao:
Decorre imediatamente da aplicagdo do Teorema 9.1.4 ao item (iv) do Lema 9.2.4.
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9.3 Derivacao de Integrais

Lema 9.3.1 Seja f : IR — IR uma fung¢ao em L([a,b]). Entdo a func¢ao F definida por
Fla) = / o

¢ uma fungdo continua de variagao limitada em [a,b].

Demonstracao:
Seja X, a fungao caracteristica do intervalo [a, z]. Se x — a' > a, entdao X, (t) = Xp(t) V't € [a,d).
Pelo teorema da convergéncia dominada (|X,, | <1 € L((a,d’), 1)), temos

F(l'k):/I;fxxkdt%/%fxa’dt:F(a/)a

0 que prova que F' é continua.
Para mostrar que F' é de variagao limitada, seja {a = o < x; < ... < x; = b} uma parti¢ao do

intervalo [a, b]. Entao
k .
D |F(x:) = Fzia)] = Z/ f(t)dt‘
i=1 1/

ko,
S [ e
- /|f(t)|dt<oo.

IN

Lema 9.3.2 Se f € L([a,b]) e
/ ft)dt=0
para todo x € |a,b], entao f(t) =0 gtp em [a,b).

Demonstracao:
Defina
E :={x € [a,b]; f > 0}.

Entao F é mensuravel. Suponhamos que u(E) > 0. Entao existe um conjunto fechado F' C E,
com u(F) > 0. Defina O = (a,b) — F. Como Ozf:f:fpf—i—fof, temos

|r==[ 10

Mas O pode ser escrito como uma unido enumeravel de intervalos (a,, by,) disjuntos. Decorre dai

que .
/f:ZL%
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Isto mostra que fab" f # 0 para algum n. Mas isto implica que ou [ f # 0 ou f: f # 0, uma
contradigao. Similarmente analisamos o caso em que f < 0 num conjunto de medida positiva. O

lema decorre destes dois casos.
O

Lema 9.3.3 Seja f : IR — IR limitada e mensurdvel em [a,b]

F(z):= /xf(t)dtJrF(a).

Entao F'(x) = f(x) qtp em [a,b].

Demonstracao:
Notamos imediatamente que f é integravel em [a, b]. De acordo com Lema 9.3.1, temos que F é de
variagao limitada em [a,b]. Assim F”(x) exite qtp em [a,b]. Suponhamos que |f| < K. Defina

o) = F(:v—i—h})L—F(x)’

em que h = 1/n. Entao

donde |f,,| < K. Uma vez que f,(z) — F'(z) qtp, decorre do Teorema da Convergéncia Dominada
(note que K € L([a,b])!) que

/C F'(z)de = lim cfn(x)d:c

n—infty a
c

~ im % [F(z + h) — F(2)]dz

h—0 a

' 1 c+h c
= }LILI(I)E [/a+h F(x)dx—/a F(:E)dx}

= lim [% / C+hF(:v)dx—% / a+hF(:v)dx]
— Fle) - Fla)

C

= f(t)dt. (9.3)

a

A pentltima igualdade decorre da continuidade de F' e de que

‘F(c)—%/:Jth‘ - ‘%/:Jrh[F(c)—F]

< sup |F(c)— F(x)|.
xz€[c,cth]

De acordo com a equagao (9.3) temos entao

RGN
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para todo ¢ € [a, b], donde, pelo Lema 9.3.2, temos

F'(z) = f(z) qtp em [a, b].

Consideramos agora o caso de uma fungao integravel nao necessariamente limitada.

Teorema 9.3.4 Seja f integrdvel em [a,b] e suponha que

F(z) = F(a) + /w f(t)dt.

Entao F'(x) = f(x) para quase todo x € |a,b).

Demonstracao:

Uma vez que f = fT — f~, notamos que o resultado estard provado se ele for mostrado para funcoes
nao negativas. Defina f,, por f,(z) = f(x), se f(x) <ne f,(z) =n,se f(z) >n. Entdo f— f, >0
e portanto

Gula) = [ (£~ £

¢ uma funcao crescente. De acordo com o Teorema 9.1.4, G, (z) possui derivada qtp. E fécil ver
que esta derivada tem que ser nao negativa. Assim,

d x
F) = G+ [ £
> falz) atp,

de acordo com Lema 9.3.3. Como n é arbitrario, temos entao

F'(z) > f(z) qtp.
Portanto

/ab F(x)dr > /abf(x)dx = F(b) — F(a).

De acordo com o Teorema 9.1.4, temos

/a b F'()dz = F(b) — F(a) = / b f(o)da,

[(F’—f)=o

Como F'(x) — f(x) > 0, isto implica F'(z) — f(x) = 0 qtp e o resultado segue.

donde
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9.4 Funcoes Absolutamente Continuas

Definicao 9.4.1 Funcoes Absolutamente Continuas
Uma funcdio f : IR — IR é absolutamente continua em um intervalo limitado [a,b] se, para todo
e > 0 dado, ezistir 6 > 0 tal que

Do)~ Ft) < e

para qualquer cole¢ao de intervalos (t1,81), ..., (tn, sp) dois a dois disjuntos tais que

n
> s —til < 6.
1=1

Em particular, toda funcao absolutamente continua € continua, pois podemos tomar apenas um
intervalo na soma acima.

Lema 9.4.2 Se f for absolutamente continua em [a,b], entao f € de variagdo limitada em [a,b].
Em particular, [ possui derivada qtp em [a,b].

Demonstracao:
Dado € = 1 tome o § correspondente na definicao de funcao absolutamente continua. Entao

b—a

V(fla]) <1+

Lema 9.4.3 Seja f integrdvel em [a,b]. Entdo

Flz)=C+ / Fb)dt

é absolutamente continua.

Demonstracao:
Seja (ay,b1),. .., (an,b,) uma colegdo de subintervalos dois a dois disjuntos de [a, b]. Entao

g!F@i)—F(am ~ Z / f(t)dt‘
Z / ()t

- [ il
Uzl:l(aivbi)

IN

O resultado decorre entao do Teorema 4.5.2.
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Lema 9.4.4 Seja f : IR — IR uma fun¢do absolutamente continua em [a,b] tal que f" =0 gtp em
(a,b). Entdio f € constante®.

Demonstracao:
Tome ¢ € (a,b]. Queremos provar que f(c) = f(a). Por hipdtese, existe um subconjunto A C [a, c|
tal que u(A) =c—ae f'=0em A. Tome z € A. Entao

0= f(z)=lim M

y—0 y—x
Assim, dado € > 0, existe um intervalo [z,y| C [a, ¢) tal que

ey — )

Note que a cole¢ao de intervalos [z, y| assim definidos forma uma cobertura de Vitali do conjunto
A. Assim, de acordo com o Teorema 9.1, existe uma colegao de intervalos dois a dois disjuntos

{[$Z,yl],$z EA,’i: 1,...,n}

tais que

[ (A \ U[my]) <. (9.4)

Note que para a colecao continua valendo

e(y; — x;)
i) — iN< 57— 9.5
) = )] < G (9.5)
Podemos reordenar os intervalos [z;, y;] de modo que z; < x;—; parai = 1,...,n— 1. Se definirmos

Yo :=a e T,11 = ¢, vemos que os intervalos [y;, x;11] s@o tais que

n n

[a,c] = U[%%H] U U[xuyz]

=0 1=1

Em virtude de (9.4) temos entao que

n
in—i-l -y <0
1=0

e, como f é absolutamente continua,

n

S (i) — fly)l < %

=0

3Este lema faz uma distingdo entre as funcdes absolutamente continuas e as de variacdio limitada. Todas as
funcoes da primeira classe pertencem a segunda, mas a reciproca nao vale. Existem fungoes de variagao limitada
que nao sao constantes mas cuja derivada é qtp igual a zero. Veja Benedetto, J.J.: Real Variable and Integration,
Example 4.4, p.128 ou Titchmarsh, E. C.: The Theory of Functions, p. 366.
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Por outro lado, decorre de (9.5) que

n € n
; |f(y;) — fxy)] < m; ly; — 5l
Combinando estas duas ultimas desigualdades, obtemos

[f(e) = fla)] <,

o que prova o afirmado, uma vez que € > 0 é arbitrario.
O

Definigao 9.4.5 Uma fun¢ao f de variagdo limitada no intervalo [a,b] é singular se f' = 0 qtp
em [a,b].

Teorema 9.4.6 Seja f absolutamente continua no intervalo |a,b]. Entdo, para todo x € |a, b,

fla) = f0)+ [ 70

Teorema 9.4.7 Seja f uma fung¢ao de variagdo limitada no intervalo |a,b]. Entdo, a menos de
constante, existe uma unica decomposi¢ao

F(x) = G(z) + H(xz),
em que G é uma funcao singular e H é absolutamente continua.

Demonstracao:

Defina, para todo z € [a,b], H(z) := [’ F'(t)dt. Entdao H ¢ absolutamente continua. Defina entao
G(z) = F(z) — H(z). Entao G'(z) = 0 qtp em [a, b], o que mostra que H ¢é singular. Suponhamos
agora que F(z) = G(z) + H(z) e F(x) = G1(z) + Hy(x) sejam duas decomposigoes de F' como no
enunciado deste teorema. Entao

G(z) — Gi(z) = Hi(z) — H(z).
Isto mostra que G(x) — G1(x) é absolutamente continua. Mas G’'(x) — G’ (xz) = 0 qtp, donde, pelo

Teorema 9.4.4, temos G(x) = G1(z) + C. O resultado segue.
O

9.5 Exercicios

1. Seja f integravel em [a, b]. Entao

Fla) = / oy

é uniformemente continua em [a, b].



