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de cursos elementares, são manifestações reais
de um mesmo objeto complexo projetivo.

Vamos fazer uma breve introdução aos

• espaços projetivos,

• seus pontos no infinito e

• coordenadas homogêneas.
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corresponde a uma cônica no plano dual.
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a coleção de retas tangentes a uma cônica

corresponde a uma cônica no plano dual.

Por fim, discutiremos a questão da existência de

cônica tangente a 5 retas gerais, dual da

condição da cônica passar por 5 pontos gerais.
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há pontos que se afastam indefinidamente.
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............

.............
................................

..................................

....................................

.......................................

...........................................

...............................................

.....................................................

........................................................

...............................................................

.....................................................................

..............................................................................

........................

.........................
...................
.............

....................
..............

....................
................

.....................
..................

......................
.....................

......................
......................

...

.......................
.......................

.......

.......................
.......................

..........

.......................
.......................

.................

.......................
.......................

.......................

.......................
.......................

.......................
.........

........................

............

.............
................................

..................................

....................................

.......................................

...........................................

...............................................

.....................................................

........................................................

...............................................................

.....................................................................

..............................................................................

........................

.........................
...................
.............

....................
..............

....................
................

.....................
..................

......................
.....................

......................
......................
...

.......................
.......................
.......

.......................
.......................
..........

.......................
.......................
.................

.......................
.......................
.......................

.......................
.......................
.......................
.........

........................

.

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.....

.

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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a noção de infinito em geometria



a noção de infinito em geometria

ou

um breve, brev́ıssimo,

intermezzo projetivo



a noção de infinito em geometria

ou

um breve, brev́ıssimo,

intermezzo projetivo

A idéia do infinito permeia a geometria

há bastante tempo:

lembram dos pintores/arquitetos com seus

“pontos de fuga”?



pontos de fuga?



pontos de fuga?



o infinito mora ao lado

Um modo simples de trazer o infinito para perto
é por intermédio dos espaços projetivos.



o infinito mora ao lado

Um modo simples de trazer o infinito para perto
é por intermédio dos espaços projetivos.

A figura abaixo ilustra a ideia da construção do
plano P2 = espaço projetivo bidimensional.



o infinito mora ao lado

Um modo simples de trazer o infinito para perto
é por intermédio dos espaços projetivos.

A figura abaixo ilustra a ideia da construção do
plano P2 = espaço projetivo bidimensional.

P2 := {retas 3 0}
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o infinito mora ao lado

Um modo simples de trazer o infinito para perto
é por intermédio dos espaços projetivos.

A figura abaixo ilustra a ideia da construção do
plano P2 = espaço projetivo bidimensional.

P2 := {retas 3 0}
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x1

x2

x3

x3 = 1

Cada ponto de P2 representa

uma reta passando pela origem

no espaço tridimensional.

P2 = {[x1 : x2 : x3] | algum xi 6= 0}

[x1 : x2 : x3] = reta gerada pelo ponto (x1, x2, x3).



plano afim ⊂ plano projetivo



plano afim ⊂ plano projetivo

P2 = {retas 3 0}
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O plano projetivo contém

o plano afim:

P2 ⊃ A2

|| ||
{[x1 : x2 : x3]} ⊃ {[x1 : x2 : 1]} ≡ {(x1, x2)}



coordenadas homogêneas

Cada ponto [x1 : x2 : x3] ∈ P2 admite

uma infinidade de representações em

coordenadas homogêneas:

P2
K = (K3 \ 0)

/
K?



coordenadas homogêneas

Cada ponto [x1 : x2 : x3] ∈ P2 admite

uma infinidade de representações em

coordenadas homogêneas:

P2
K = (K3 \ 0)

/
K?

[x1 : x2 : x3] = [y1 : y2 : y3]

m
(x1, x2, x3) = c · (y1, y2, y3)
para alguma constante c.
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Como vemos na figura, P2 \A2

consiste na coleção de

retas passando por 0

contidas no plano x3 = 0.
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A denominação se justifica assim:
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são os pontos de P2 \ A2.

A denominação se justifica assim:

Tome por exemplo [0 : 1 : 1] ∈ A2 ⊂ P2.

Defina pn = (0, n, 1) e faça n → ∞.
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pontos no infinito

são os pontos de P2 \ A2.

A denominação se justifica assim:

Tome por exemplo [0 : 1 : 1] ∈ A2 ⊂ P2.

Defina pn = (0, n, 1) e faça n → ∞.
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x3 = 1
pn



pontos no infinito

são os pontos de P2 \ A2.

A denominação se justifica assim:

Tome por exemplo [0 : 1 : 1] ∈ A2 ⊂ P2.

Defina pn = (0, n, 1) e faça n → ∞.
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x3 = 1
pn

Esses pontos estão sobre o plano

x3 = 1 e o plano vertical x1 = 0.



pontos no infinito
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x3 = 1
pn

A reta [pn] = [0 : n : 1] = [0 : 1 : 1/n]

tende a [p∞] = [0 : 1 : 0],

eixo x2 na figura.



pontos no infinito
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x3 = 1
pn

A reta [pn] = [0 : n : 1] = [0 : 1 : 1/n]

tende a [p∞] = [0 : 1 : 0],

eixo x2 na figura.

Dizemos que os pontos com

x3 = 1

estão a distância finita.



retas no plano projetivo
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x2

x3

x3 = 1



retas no plano projetivo
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x1

x2

x3

x3 = 1

Cada reta do plano x3 = 1 é

a interseção com um plano

que passa pela origem.



retas no plano projetivo

........................................................
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........

...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........

.

...............
...............
...............
...............
...............
........

.

...............
...............
...............
...............
...............
...............
..

.

..............................................................................

.

.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................q

qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq •

•

.

....................................................................................................................

.

.......................................................................................................................................................

. ........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
.............

.

........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
........................
.............

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

. .......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.

.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

x1

x2

x3

x3 = 1

Cada reta do plano x3 = 1 é

a interseção com um plano

que passa pela origem.
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Esse plano admite uma equação da forma

a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0;



retas no plano projetivo
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x1

x2

x3

x3 = 1

Cada reta do plano x3 = 1 é

a interseção com um plano

que passa pela origem.
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Esse plano admite uma equação da forma

a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0;

aqui a1 ou a2 6=0, do contrário coincidiria

com o plano x3 = 0, o qual não corta x3 = 1.



Isso motiva a definição de
retas no plano projetivo:

são os subconjuntos de P2 da forma

R = {[x1 : x2 : x3] | a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0}
onde os ai são constantes não todas nulas.



Isso motiva a definição de
retas no plano projetivo:

são os subconjuntos de P2 da forma

R = {[x1 : x2 : x3] | a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0}
onde os ai são constantes não todas nulas.

Se a1 ou a2 for 6=0, recuperamos as retas de antigamente. . .



Isso motiva a definição de
retas no plano projetivo:

são os subconjuntos de P2 da forma

R = {[x1 : x2 : x3] | a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0}
onde os ai são constantes não todas nulas.

Se a1 ou a2 for 6=0, recuperamos as retas de antigamente. . .
(-:basta fazer x3 = 1:-)

nesse caso, note que o ponto

[a2 : −a1 : 0] pertence à reta R.

A reta x3 = 0 é a reta no infinito.

Cada reta distinta da reta no infinito corta
esta última exatamente em um ponto.



Isso motiva a definição de
retas no plano projetivo:

são os subconjuntos de P2 da forma

R = {[x1 : x2 : x3] | a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0}
onde os ai são constantes não todas nulas.

Se a1 ou a2 for 6=0, recuperamos as retas de antigamente. . .
(-:basta fazer x3 = 1:-)

nesse caso, note que o ponto

[a2 : −a1 : 0] pertence à reta R.

A reta x3 = 0 é a reta no infinito.

Cada reta distinta da reta no infinito corta
esta última exatamente em um ponto.

acabou o paralelismo!



curvas planas projetivas

são os subconjuntos definidos por uma

equação polinomial homogênea,

C = {[x1 : x2 : x3] |F (x1, x2, x3) = 0}

onde

F (x1, x2, x3) :=
∑
aijx

i
1x

j
2x

d−i−j
3 .



curvas planas projetivas

são os subconjuntos definidos por uma

equação polinomial homogênea,

C = {[x1 : x2 : x3] |F (x1, x2, x3) = 0}

onde

F (x1, x2, x3) :=
∑
aijx

i
1x

j
2x

d−i−j
3 .

O inteiro d ≥ 1 é o grau da curva.

d = 1⇔ reta.



curvas planas projetivas

são os subconjuntos definidos por uma

equação polinomial homogênea,

C = {[x1 : x2 : x3] |F (x1, x2, x3) = 0}

onde

F (x1, x2, x3) :=
∑
aijx

i
1x

j
2x

d−i−j
3 .

O inteiro d ≥ 1 é o grau da curva.

d = 2⇔ cônica.



fecho projetivo

Cada curva plana à moda antiga,

por exemplo o ćırculo de equação

C : x2
1 + x2

2 = 1,

admite um fecho projetivo, no caso

C = {[x1 : x2 : x3] ∈ P2 |x2
1 + x2

2 = x2
3}.



fecho projetivo

Cada curva plana à moda antiga,

por exemplo o ćırculo de equação

C : x2
1 + x2

2 = 1,

admite um fecho projetivo, no caso

C = {[x1 : x2 : x3] ∈ P2 |x2
1 + x2

2 = x2
3}.

(homogeneizar)



fecho projetivo

Cada curva plana à moda antiga,

por exemplo o ćırculo de equação

C : x2
1 + x2

2 = 1,

admite um fecho projetivo, no caso

C = {[x1 : x2 : x3] ∈ P2 |x2
1 + x2

2 = x2
3}.

(homogeneizar)

Pontos no infinito: x3 = 0



fecho projetivo

Cada curva plana à moda antiga,

por exemplo o ćırculo de equação

C : x2
1 + x2

2 = 1,

admite um fecho projetivo, no caso

C = {[x1 : x2 : x3] ∈ P2 |x2
1 + x2

2 = x2
3}.

(homogeneizar)

Pontos no infinito: x3 = 0⇒ [1 : ±i : 0].



fecho projetivo

O fecho projetivo de uma curva definida

por uma equação polinomial de grau d,

f(x1, x2) :=
∑
i+j≤d

aijx
i
1x

j
2



fecho projetivo

O fecho projetivo de uma curva definida

por uma equação polinomial de grau d,

f(x1, x2) :=
∑
i+j≤d

aijx
i
1x

j
2

é obtido pela homogeneização∑
aijx

i
1x

j
2x

d−i−j
3 .



recap: pontos no infinito
sobre uma curva plana



recap: pontos no infinito
sobre uma curva plana

; fazer x3 = 0.



recap: pontos no infinito
sobre uma curva plana

; fazer x3 = 0.
Como visto, na equação do ćırculo,

x2
1 + x2

2 = 1 ; x2
1 + x2

2 = x2
3



recap: pontos no infinito
sobre uma curva plana

; fazer x3 = 0.
Como visto, na equação do ćırculo,

x2
1 + x2

2 = 1 ; x2
1 + x2

2 = x2
3 ; no infinito. . .

x2
1 + x2

2 = 0,



recap: pontos no infinito
sobre uma curva plana

; fazer x3 = 0.
Como visto, na equação do ćırculo,

x2
1 + x2

2 = 1 ; x2
1 + x2

2 = x2
3 ; no infinito. . .

x2
1 + x2

2 = 0,
cujas soluções são os pontos circulares do infinito,

[1 : ±i : 0].



recap: pontos no infinito
sobre uma curva plana

; fazer x3 = 0.
Como visto, na equação do ćırculo,

x2
1 + x2

2 = 1 ; x2
1 + x2

2 = x2
3 ; no infinito. . .

x2
1 + x2

2 = 0,
cujas soluções são os pontos circulares do infinito,

[1 : ±i : 0].

O fato desses pontos não serem reais
“explica” porque o ćırculo se mostra

Realmente limitado. . .



recap: pontos no infinito
sobre uma curva plana

; fazer x3 = 0.
Como visto, na equação do ćırculo,

x2
1 + x2

2 = 1 ; x2
1 + x2

2 = x2
3 ; no infinito. . .

x2
1 + x2

2 = 0,
cujas soluções são os pontos circulares do infinito,

[1 : ±i : 0].

O fato desses pontos não serem reais
“explica” porque o ćırculo se mostra

Realmente limitado. . .

(:- idem para elipse x2

a2
+ y2

b2
= 1



recap: pontos no infinito
sobre uma curva plana

; fazer x3 = 0.
Como visto, na equação do ćırculo,

x2
1 + x2

2 = 1 ; x2
1 + x2

2 = x2
3 ; no infinito. . .

x2
1 + x2

2 = 0,
cujas soluções são os pontos circulares do infinito,

[1 : ±i : 0].

O fato desses pontos não serem reais
“explica” porque o ćırculo se mostra

Realmente limitado. . .

(:- idem para elipse x2

a2
+ y2

b2
= 1 ; [a : ±bi : 0] :-)



visibilidade no infinito

Já uma hipérbole, por exemplo

x1x2 = 1,



visibilidade no infinito

Já uma hipérbole, por exemplo

x1x2 = 1,

tem pontos no infinito reais,

? = [0 : 1 : 0], ◦ = [1 : 0 : 0],

exatamente os pontos no infinito

das suas asśıntotas!
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visibilidade no infinito

Já uma hipérbole, por exemplo

x1x2 = 1,

tem pontos no infinito reais,

? = [0 : 1 : 0], ◦ = [1 : 0 : 0],

exatamente os pontos no infinito

das suas asśıntotas!
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visibilidade no infinito

O fecho projetivo da parábola

tem um só ponto no ∞.

(x2
2 = x1  x2

2 = x1x3.)

[1 : 0 : 0]
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visibilidade no infinito

O fecho projetivo da parábola

tem um só ponto no ∞.

(x2
2 = x1  x2

2 = x1x3.)

[1 : 0 : 0]

. ........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.
...................................................

..........
.................................................

.........
..............................................

........
...........................................

........
.........................................

.......
......................................

.......
....................................

......
................................

......
..............................

.....
...........................

.....
.........................
....

........................
....

.......................
....

.....................
....

.....................
...

....................
...
...................
...
...................
...
....................
...
.....................
...
.....................
....

.......................
....

........................
....

.........................
....

...........................
.....

..............................
.....

................................
......

....................................
......

......................................
.......

.........................................
.......

...........................................
........

..............................................
........

.................................................
.........

...................................................
..........

???? ??

?

?



visibilidade no infinito

O fecho projetivo da parábola

tem um só ponto no ∞.

(x2
2 = x1  x2

2 = x1x3.)

[1 : 0 : 0]
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Em geral, uma curva de grau d

admite d pontos no infinito,

contados com multiplicidades.



geometria afim × geometria projetiva

Geometria anaĺıtica plana



geometria afim × geometria projetiva

Geometria anaĺıtica plana
x = 0

y = 0

y = ax+ b
.

.........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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.
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geometria afim × geometria projetiva

Geometria anaĺıtica plana
x = 0

y = 0

y = ax+ b
.

.........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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y = x2
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geometria afim × geometria projetiva

Geometria anaĺıtica plana
x = 0

y = 0

y = ax+ b
.

.........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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y = x2

.

.........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

. .......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.............. .............. ............... ................
.................
..................
.....................
........................
..........................

.............................

...............................

..................................

....................................

.......................................

.........................................

...........................................................
.................

..................
.....................

........................
..........................

.............................

...............................

..................................

....................................

.......................................

.........................................

x = a
.

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... .

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... .

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

. .......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.............. .............. ............... ................
.................
..................
.....................
........................
..........................

.............................

...............................

..................................

....................................

.......................................

.........................................

...........................................................
.................

..................
.....................

........................
..........................

.............................

...............................

..................................

....................................

.......................................

.........................................



geometria afim × geometria projetiva

Geometria anaĺıtica plana projetiva, . . .
x = 0

y = 0

y = ax+ bz
.
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zy = x2
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x = az
.
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x = 0
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y = 0
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z = 0
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geometria afim × geometria projetiva

Geometria anaĺıtica plana projetiva, . . .
x = 0

y = 0

y = ax+ bz
.

.........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

. .......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.
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zy = x2

.
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x = az
.
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x = 0

.
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y = 0
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z = 0

.
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P2, o plano projetivo; coordenadas homogêneas [x : y : z]



geometria afim × geometria projetiva

Geometria anaĺıtica plana projetiva, . . .
x = 0

y = 0

y = ax+ bz
.

.........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

. .......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.
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zy = x2

.
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x = 0

.
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y = 0
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z = 0

.
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P2, o plano projetivo; coordenadas homogêneas [x : y : z]
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geometria afim × geometria projetiva

Geometria anaĺıtica plana projetiva, . . .
x = 0

y = 0

y = ax+ bz
.

.........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

. .......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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zy = x2
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x = 0
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y = 0
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z = 0
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P2, o plano projetivo; coordenadas homogêneas [x : y : z]
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geometria afim × geometria projetiva

Geometria anaĺıtica plana projetiva, . . .
x = 0

y = 0

y = ax+ bz
.

.........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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zy = x2

.

.........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

. .......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.............. .............. ............... ................
.................
..................
.....................
........................
..........................

.............................

...............................

..................................

....................................

.......................................

.........................................

...........................................................
.................

..................
.....................

........................
..........................

.............................

...............................

..................................

....................................

.......................................

.........................................

x = az
.

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... .

..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... .

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

. .......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.............. .............. ............... ................
.................
..................
.....................
........................
..........................

.............................

...............................

..................................

....................................

.......................................

.........................................

...........................................................
.................

..................
.....................

........................
..........................

.............................

...............................

..................................

....................................

.......................................

.........................................

x = 0
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P2, o plano projetivo; coordenadas homogêneas [x : y : z]
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geometria afim × geometria projetiva

Geometria anaĺıtica plana projetiva, . . .
x = 0

y = 0

y = ax+ bz
.
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Geometria anaĺıtica plana projetiva, . . .

. .................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

.......................
.......................

........

.

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

......

◦◦◦ ◦◦◦◦
◦◦
◦

◦
◦

◦
◦

◦

◦
◦

◦
◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦◦

◦
◦

◦
◦

◦
◦

◦
◦

◦
◦

◦•◦
◦

◦
◦

◦
◦

◦
◦◦
◦◦ ◦◦ ◦◦◦◦

x = 0

y = 0

z = 0

[0 : 1 : 0]

y = 1, z = x2

xy = 1

.

..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

. ..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.

...................

...................

.....

...................

...................

..

...................

..................

...................

...............

...................

............

...................

.........

...................

......
...................
...
........................................ ..................................... ........ ............ .................. .................. .................. .................. .................. .................. ................. .................

.

...........................................

........................................

.....................................

..................................

...............................

............................

.........................

......................

...................

.....................
....................
...................................................................................................................................................................................
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x2

a2 + y2

b2
= 1

; b2x2 + a2y2 = a2b2

; b2x2 + a2y2 = a2b2z2

; b2x2 = a2b2z2 − a2y2

; a2b2z2 − a2y2 = b2

y = x2 ; zy = x2 ; zy = 1
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Em resumo, no mundo projetivo,

e aceitando também coordenadas complexas,

só há um tipo de cônica não degenerada.

Por meio de uma mudança de coordenadas,

X =

(
x1

x2

x3

)
7→ X ′ :=

(
x′1
x′2
x′3

)
= P ·X

podemos transformar elipse,

em parábola, ou em hipérbole. . .
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a cônica dual

Teorema. A curva dual de uma cônica
é uma cônica no plano dual.

Vamos reescrever a forma quadrática

q := α11x
2
1 + α22x

2
2 + α33x

2
3 + 2(α12x1x2 + α13x1x3 + α23x2x3)

usando a matriz simétrica associada, (αij),

q = ( x1 x2 x3 )
(
α11 α12 α13
α12 α22 α23
α13 α23 α33

)(
x1
x2
x3

)
·
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∑
zixi;
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a cônica dual
Examinemos o exemplo C : x2

1 + x2
2 + x2

3.

Olhando o gradiente, a reta tangente num

ponto [z1, z2, z3] ∈ C é dada por
∑
zixi;

fica claro que
∑
z2
i = 0.

Logo, a curva dual é dada pela equação

Č : y2
1 + y2

2 + y2
3 = 0

no plano dual, P̌2, com coordenadas [y1 : y2 : y3].

No presente caso especial, a matriz associada
tanto à cônica C como à sua dual Č

é a matriz identidade.
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Vamos reduzir o caso geral ao caso anterior

fazendo uma mudança de coordenadas.

Se C é uma cônica geral, com matriz

A = (αij), sabemos da álgebra linear que

existe uma matriz inverśıvel P tal que
tP AP = ( Ir 0

0 0 ) ,

Ir = matriz identidade de tamanho r = posto de A.

Exemplo: ( 1 2
2 0 ) ; ( 1 0

−2 1 ) ( 1 2
2 0 ) = ( 1 2

0 −4 )

; ( 1 2
0 −4 ) ( 1 −2

0 1 ) =
(

1 0
0 −4

)
;

(
1 0
0 1
−2i

)(
1 0

0 −4

)(
1 0
0 1
−2i

)
= I2.
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(Ǎ)′ = t(tP−1)ǍtP−1 em P̌5.

Se A′=tPAP =I então Ǎ′ = I e A = (tP−1)P−1.



Y = tP−1Y ′.

Em outras palavras, a mudança de
coordenadas X = PX ′ em P2 induz

Y = (tP )−1Y ′ no plano dual P̌2.

A mudança de coordenadas X = PX ′ em P2 também induz

A′ = tPAP em P5.

Analogamente, trocando P por tP−1,

a matriz da cônica dual muda pela regra

(Ǎ)′ = t(tP−1)ǍtP−1 em P̌5.

Se A′=tPAP =I então Ǎ′ = I e A = (tP−1)P−1. Logo,

Ǎ = P (tP ) = A−1.
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é definida pela matriz simétrica inversa.



a correspondência C ↔ Č
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a correspondência C ↔ Č

Vimos acima que a cônica dual de uma cônica

é definida pela matriz simétrica inversa.

Se a cônica C ⊂ P2 corresponde à

matriz simétrica A,

então a cônica dual Č ⊂ P̌2 corresponde

à matriz Ǎ = A−1.
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então a reta tangente à curva dual Č no
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se um ponto P ∈ C tem reta tangente L ∈ Č,

então a reta tangente à curva dual Č no

ponto L corresponde ao ponto P ∈ ˇ̌C = C.

Portanto, a condição para que uma

cônica C seja tangente a uma reta L ⊂ P2

é equivalente a exigir

que a cônica dual Č contenha o ponto L ∈ P̌2.

Logo, existe uma e só uma cônica

tangente a 5 retas gerais.

A questão análoga para curvas de grau> 4. . .
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