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dualidade:

a colecao de retas tangentes a uma conica
corresponde a uma coénica no plano dual.
Por fim, discutiremos a questao da existéncia de
conica tangente a b retas gerais, dual da

condicao da conica passar por b pontos gerais.
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um ponto, digamos o
vértice, a outro que se
distan ci e vemOS qUE
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a nocao de infinito em geometria
ou

um breve, brevissimo,
intermezzo projetivo
A 1déia do INFINITO permeia a geometria
ha bastante tempo:

lembram dos pintores/arquitetos com seus
“pontos de fuga”?’
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pontos de fuga?

Técnicas de Desenho - Perspectiva Com 1 Ponto de Fuga

de Quadrinhos Perspectiva

1 Ponto de fuga.

Sempre comece a construir os ohjetos
pelo "guadrada” do frentfe.
LH

Logo depois basto vocé fracar os linhas
de profundidade. Do ponlo de fuga ale
os vertices do guadrodo. F

Com s linhas prontas | baosta vocé dese- -
nhar s linhas verficdis e horizontais da it
imagem,

|
|
[ - = " I
Repore tombém que os cubos nGo estGo todos I . .
num mesmo plano. »* : / ', lerceiro
Vejo que exisle um cubo em pﬁmeirr:fplnnc:, " / . plano
outro em segundo e mais um em fterceiro plano. f

segundo "
F
F plano %
E porg isso que usamos a penpectiva , paro dor )
profundidade o uma cena, Caso conlrario esles

: : = prirmeiro :
objetos estariom todos num mesme plano e nao

I
fetiomaos como identificar o disténcia e a pro - plano o o
fundidade entre eles.
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o infinito mora ao lado

Um modo simples de trazer o infinito para perto
é por intermédio dos ESPACOS PROJETIVOS.

A figura abaixo ilustra a ideia da construcao do
plano P? = espaco projetivo bidimensional.

P? := {retas 2 0
{ } Cada ponto de P? representa

— uma reta passando pela origem
L T3 = 1 . . :
N no espaco tridimensional.
i 2 __ o
. P* = {|x1 : 2o : x3] |algum z; # 0}

0
/ x1 : xy: x3] = reta gerada pelo ponto (x1, 9, x3).

L1
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plano afim C plano projetivo

P? = {retas > 0} O plano projetivo contém
T3 o plano afim:
/
S
: /) r3 = 1
)
P2 » A
| |
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coordenadas homogéneas

Cada ponto [z : xs : x3] € P? admite
uma infinidade de representacoes em
coordenadas homogéneas:

P2 = (K*\ 0)/K*

T1:iT2: T3] = (Y1 Y2 ys)

0

(xla L2, 373) — C- (yh Y2, y?))
para alguma constante c.
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Como vemos na figura, P*\ A°
consiste na colecao de
retas passando por O

contidas no plano x3 = 0.
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pontos no infinito

sao os pontos de P?\ A%

A denominacao se justifica assim:
Tome por exemplo [0:1:1] € A* C P~
Defina p, = (0,n,1) e faca n — oc.

Esses pontos estao sobre o plano
x3 = 1 e o plano vertical x; = 0.
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pontos no infinito

Aretalp,=10:n:1]=1[0:1:1/n]
tende a [p| = [0:1:0],
eixo xo na figura.
Dizemos que os pontos com
L3 — 1
estao a DISTANCIA FINITA.
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"
/

273:1

Cada reta do plano z3 =1 é
a intersecao com um plano

g - que passa pela origem.

Essse plano admite uma equacao da forma
a1x1 + asxe + azxrs = 0;

aqui a; ou ay #0, do contrario coincidiria

com o plano x3 = 0, o qual nao corta 3 = 1.
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Isso motiva a definicao de
RETAS NO PLANO PROJETIVO:

sao os subconjuntos de P? da forma
R = {[.ﬁEl . L9 . Q?g] |CL1£C1 + Q99 + A3L3 = O}
onde o0s a; sao constantes nao todas nulas.

Se a1 ou ay for #0, recuperamos as retas de antigamente. . .

(-:basta fazer 3 = 1:-)
nesse caso, note que o ponto
as : —ay : 0] pertence a reta R.
A reta x3 =0 é a RETA NO INFINITO.

Cada reta distinta da reta no infinito corta
esta ultima exatamente em um ponto.

ACABOU O PARALELISMO!
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C = {[il?l . Lo . .2133] |F($1,ZI?2,£E3) — O}

onde

F(xy, z9,x3) = aj;xiaday .

O inteiro d > 1 é o grau da curva.

d = 2 < conica.
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fecho projetivo

Cada curva plana a moda antiga,

por exemplo o circulo de equacao

C: zi+x5=1,

admite um FECHO PROJETIVO, no caso
8. o 2| 2 2 .2
C={lr1:29: 23 € P7| 2]+ x5 = x5}

(homogeneizar)

Pontos no infinito: x3=0=-[1: -

- 0.
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flx1, x9) := Z a;;xia)

i+j<d



fecho projetivo

O fecho projetivo de uma curva definida
por uma equacao polinomial de grau d,

(a1, 29) 1= Z a;; )T
itj<d

é obtido pela homogeneizacao

Y I B ¢t
D QT TRTy
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recap: pontos no infinito
sobre uma curva plana

~» tfazer x3=0.
Como visto, na equacao do circulo,
r? + x5 = 1~ 2] + 25 = 75 ~ no infinito. ..
r? + x5 = 0,
cujas solucoes sao os pontos circulares do infinito,
1:+i:0].

O fato desses pontos nao serem reais
“explica” porque o circulo se mostra
Realmente limitado. . .

(:-idem para elipse 2 + % =1~ [a: +bi : 0] :-)
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visibilidade no infinito
O fecho projetivo da parabola

tem um sé ponto no oo.

ok Ak >k

(2 =21 ~ a5 = T173.)

1:0:0]
Em geral, uma curva de grau d

admite d pontos no infinito,

contados com multiplicidades.
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(Geometria analitica plana
x =0
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r =

Yy = ax + bz

0

/ s

7 \
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(Geometria analitica plana projetiva,

x =0
y = az + bz / y=a 7 \\ //
N
y=20
\ r = az
A\
Z:O o
x =20 p
y =20 ) 9 $

¢
%

P2, o plano projetivo; coordenadas homogéneas [z : y : 2]
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(Geometria analitica plana projetiva, ...
r =0

y=az+b / 2y =2

P2, o plano projetivo; coordenadas homogéneas [z : y : 2]
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z? | y2 _
a2 ' b2
~s b2332 i a2y2 _ a2b2

~S b2$2 1 a2y2 _ a2b2z2

~ V22 = a2b%2% — a2y
~ a2b222 — a2y? = b

Y= 1"~ 2y = x°
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2 2
r- Yy _
a2 ' b2 1
~s b2332 i a2y2 _ CL2b2

~S b2$2 1 &2y2 _ a2b2z2

~ V22 = a2b%2% — a2y
~ a2b222 — a2y? = b

Y =%~ 2y =%~ 2y = |
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Em resumo, no mundo projetivo,
e aceitando também coordenadas complexas,
s6 ha um tipo de conica ndao degenerada.

Por meio de uma mudanca de coordenadas,

/

X=|nm|—=X=|d]|=P-X
T3 3

podemos transformar elipse,

em parabola, ou em hipérbole. ..
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dualidade para conicas

A colecao das retas tangentes a uma
curva plana descreve a curva dual.

A reta ax + by = 1
¢ tangente ao circulo
e +y° =1
se e SO se
a’+ b = 1.
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a conica dual

Teorema. A curva dual de uma conica
é uma conica no plano dual.

Vamos reescrever a forma quadratica
g .= 0411:13% + 042233% + &3337% -+ 2(0&12$1$2 + (V1313 + 04235132$3)

usando a matriz simétrica associada, (o),

arp agg 13\ (21
q=(z12223)( a2 az a2 | ( 23 ) -
a1z a3 as3 ) \ 23
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a conica dual
Examinemos o exemplo C : x7 + x5 + 3.

Olhando o gradiente, a reta tangente num
ponto [z, 20, 23] € C' é dada por »  z;x;;

fica claro que > 27 = 0.
Logo, a curva dual é dada pela equacao

C:yi+ys+y3=0
no plano dual, P?, com coordenadas [y; : y2 : v3].
No presente caso especial, a matriz associada

tanto a conica ' como a sua dual C
é a matriz identidade.
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fazendo uma mudanca de coordenadas.
Se C' € uma conica geral, com matriz
A = («4;), sabemos da algebra linear que
existe uma matriz inversivel P tal que
TPAP = (§9),

I, = matriz identidade de tamanho r = posto de A.
Exemplo:  (35) ~ (1) (35) = (%)

~ (0 4)(p7%) = ((1)—04)



Vamos reduzir o caso geral ao caso anterior
fazendo uma mudanca de coordenadas.
Se C' € uma conica geral, com matriz
A = («4;), sabemos da algebra linear que
existe uma matriz inversivel P tal que
TPAP = (§9),

I, = matriz identidade de tamanho r = posto de A.

Exemplo: (13) ~(50)(33) = ({2)
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r1 «!
Se X = 2 | e X =] 2, | sao
T3 3

novas coordenadas homogéneas tais que
X = PX',

(P € GLj3)
entao podemos escolher P e escrever
C:TXAX =TX'PAB X'

I

Agora, para retas, como se processa a
mudanca de coordenadas duais”?

YLEX'
TY/
Y = Py
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Em outras palavras, a mudanca de
coordenadas X = PX’ em P? induz

Y = (TP)"'Y” no plano dual P2.

A mudanca de coordenadas X = PX’ em P? também induz

A= 1PAP em P>

Analogamente, trocando P por ‘P!,

a matriz da conica dual muda pela regra
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Y =Py’
Em outras palavras, a mudanca de
coordenadas X = PX’ em P? induz

Y = (TP)"'Y” no plano dual P2.

A mudanca de coordenadas X = PX’ em P? também induz

A= 1PAP em P>

Analogamente, trocando P por ‘P!,

a matriz da conica dual muda pela regra
(A) = (TP HATP T em P°.
Se A/="PAP=Tentao A'=1 ¢ A= ("P )P
A=P(P)=4"
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a correspondéncia C' + C
Vimos acima que a conica dual de uma conica
é definida pela matriz simétrica inversa.
Se a conica C' C P? corresponde a

matriz simétrica A,



a correspondéncia C < C
Vimos acima que a conica dual de uma conica
é definida pela matriz simétrica inversa.
Se a conica C' C P? corresponde a
matriz simétrica A,

entao a conica dual C C P? corresponde

3 matriz A = A1
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A (bi)dualidade nos diz também que,
se um ponto P € C tem reta tangente L € C,
entao a reta tangente a curva dual VCV’ no
ponto L corresponde ao ponto P € C = C.
Portanto, a condicao para que uma
conica C' seja tangente a uma reta L C P?
¢ equivalente a exigir
que a conica dual C' contenha o ponto L € P2,
Logo, existe uma e s6 uma conica
tangente a 5 retas gerais.

A questao andaloga para curvas de grau> 4. ..
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