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Lembrando as relacoes entre o produto das raizes e os
coeficientes na equacao do 22 grau,

t2 —92s’t +s=0,

um calculo simples fornece

o(s,t) = (—t/(2s),1)
7(s,t) = (S’ij/)

e portanto,
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Segue

m(m(s,t)) = (=1/(2¢),s/1);
mw(mw(mw(s,t))) = (s,t).

Conclusao: a poligonal inscrita/circunscrita
fecha em 3 etapas, independente do ponto inicial.
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-Eugene Wigner, The Unrea
Mathematics in the

Communications in Pure and
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60% de curiosidade intelectual,
30% de ambicao, mais uns

20% de café...

(S6 conheco trés tipos de cientistas:
os que sabem Matemadtica e ... os que n3o...:-)
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OuU acesso a internet.
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Exemplo marcante dessa caixa de surpresas,
até para o mais otimista dos matematicos
é 0 que vamos expor, em linhas muito gerais:

a Iintervencao, no nosso dia a dia,
das venerandas curvas elipticas.
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Ja nao se faz criptografia

A criptografia como antigamente

do grego Kryptos: escondido,

Graphos: escritura

é a ciéncia que estuda formas de codificar uma

mensagem, tornando-a jodpnqsffotjxfn] para quem nao
. Incompreensive

deveria ter acesso a ela.

Trata-se, em suma, da disciplina que cuida
da privacidade na transmissao de dados.
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Mencionemos brevemente,
a titulo de 4+ propaganda que,
as curvas elipticas acima mencionadas,
aparecem na solucao do “dltimo teorema de Fermat™.
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aut quadratoquadratum in  quadrado de um quadrado em

duos quadratoquadratos dois quadrados de quadrados
et generaliter nullam e mais geralmente, nenhuma
in infinitum ultra quadratum poténcia maior que dois
potestatem in duos ejusdem em duas poténcias de mesmo
nominis fas est dividere: expoente se pode dividir:
cujus rei demonstrationem achei uma demonstracao
mirabilem sane detexi. extraordinaria. Mas
Hanc nesta
marginis margem
exiguitas exigua
non caperet. nao cabe.




Hoje em dia, diriamos. . .

se n > 3, a equacao
X'"+Y"=/7"

nao admite solucao
com X, Y. Z,n
numeros Iinteiros> 0.
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Os meandros que, em meados da década passadal,

levaram a demonstracao do célebre
“dltimo teorema de Fermat”,
nao caberiam naquela,
nem em muito mais generosas margens...

'André Wiles, Modular elliptic curves and Fermat's Last Theorem.
Ann. Math. (2) 141, No.3, 443-551 (1995).
Richard Taylor & Andrew Wiles, Ring-theoretic properties of

certain Hecke algebras.
Ann. Math. (2) 141, No.3, 553-572 (1995)
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Na argumentacao de Wiles & Taylor,
ja popularizada com toques novelescos ?
desempenha papel central
uma certa curva plana de grau trés:

2 Simon Singh, O Ultimo Teorema De Fermat
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FECHA PARENTESES! :-)
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Por motivos diversos, o sucesso da utilizacao de curvas
elipticas em criptografia deve-se ao fato de que
elas admitem uma operacao binaria natural:

A cada par de pontos, P, () na curva, associa-se o
terceiro ponto de intersecao da reta P()
com a curva de grau trés, y* = (z —a)(xz — b)(z — c).
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Esta regra simples fornece uma maneira eficiente
de “embaralhar” i.e., codificar dados
para transmissao e posterior decodificacio.

Notavel nessa histéria € que,
enquanto a raiz da motivagao (intra-matematica)
é de natureza geométrica
(intersecOes de retas e curvas planas),
o ambiente em que se passam as operagoes de
ciframento é de cardter aritmético (modular, de fato).
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A criptografia, na forma que vem sendo desenvolvida nos
ultimos anos, depende, por um lado,

e da producao de nimeros primos grandes
(2,3,5,7,11,13,17, . . . ,2963, 2969, 2971, 2.999,. . .,

122.921,...,10.000.000.019...)

e por outro,

e da dificuldade pratica de fatorar nimeros grandes.
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Em linhas muito gerais, os sistemas de criptografia
sao baseados em grupos finitos abelianos.

A seguranca do sistema depende da dificuldade na
resolucao do chamado

problema do logaritmo discreto (PLD):

dados elementos h e g em um grupo ciclico G,
deve-se resolver a equacao
h =g*

com X numero Inteiro positivo, menor possivel.
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PLD para alguns grupos, e.g., o grupo aditivo de um
corpo finito é considerado computacionalmente trivial.

O tipo de grupo comumente usado é o grupo
multiplicativo F;.

No entanto aqui, o item “seguranca” sé funciona para ¢
enorme, pois sao conhecidos métodos “sub-exponenciais”

para PLD.

No caso do grupo associado a uma curva eliptica sobre
um corpo finito o melhor método conhecido para PLD é
de complexidade exponencial no tamanho n = [log, q|.
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Na CCE cl3ssica, é importante produzir com eficiéncia
equacoes da forma

E: yv=z4ax+b

com a, b € F,, o corpo finito, onde

q = p”~, p =ntimero primo impar.

(o caso p = 2 é similar, mas a forma da equacdo acima
muda.)
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A chave de codificacao é dada pela escolha judiciosa do
ponto K.

E desejavel que a equacao

nkK =0, n>1

s6 admita solucao n >> 0.

A seguranca do sistema depende de que, conhecidos
a curva, o ponto K e um multiplo mf,
seja dificil inferir m.
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transmissao segura
Ana quer enviar um segredo a Bruno e nao confia no

portador. Ela remete uma caixa com cadeado inviolavel.
Bruno recebe, mas n3o pode abrir o cadeado da Ana :-(.
Poe outro cadeado e devolve a caixa para Ana.

Ela retira o seu cadeado e re-envia a Bruno! )

Na “pratica’, o cadeado de Ana é aKK = m
o de Bruno, bK. A mensagem M (digitalizada) é enviada
como (aK + M). Bruno devolve (bK + aK + M);

Ana re-envia (—aK + (bK +aK + M)).

Daqui Bruno recupera seguramente a mensagem M.
(Simon Singh, The Code Book.)
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Pl: ($17y1>7 PQ: (x27y2) EE'

para o calculo efetivo de
Py = P+Ps

achamos a intersecao da curva eliptica £ com a reta
PP,
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P1P22 Y1 Y2 Y —
1 1 1

(y1 — yz)fL’ — (5131 — :Ez)y -+ ($1y2 — CUle) = (.

Abreviamos

) — Y1 — Y2 Y2 — T2Y1
L1 — 5827 L1 — I9

Substituindo y = Ax + ¢ na curva F,
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resulta uma eq. do 3° grau em z,
= Nx® + (a— 2 \u) x4+ (b—p*) =0

da qual x = x1,x = 29 ja sao raizes, por hipotese.
A 32 raiz, x3, se calcula coletando coeficiente

X3 — )\2—$1—£If2

(A (2 = (@1 2) + 1)
—()\(263 — 5131) yl) (troca sinal.)

Y3
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Para “dobrar’, i.e., calcular 2P, a reta P;FP» usada acima é
substituida pela tangente no ponto P, com coeficiente angular

A = —(0E/dz) [ (OE/dy)
a—|—3:13%.
2y1
y = y1+ Mo — x1). (reta tg.)

Como antes, resulta
L3 — )\2 — 2561
y3 = —(A(A2=2z1) +p)
=  —(Mzz —z1) + 1)

Existem férmulas recursivas, polinomiais, para o cilculo de m - P. Veja a 12 das

referéncias.
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De fato, abstratamente, £ é uma curva eliptica.
Mas agora, ao invés de curva (cubica) plana,
ela esta situada na superficie C' x D.

O movimento do “jogo de bilhar” corresponde
novamente a adicao na lel de grupo.
A vantagem é que, na versao do bilhar de Poncelet,
o ponto K usado para embaralhar é imediatamente
calculavel a partir da configuracao C, D.
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Em particular, tomando coordenadas
sobre um corpo finito, sempre fecha.

Fica a pergunta de
como proceder para
produzir eficientemente
pares de conicas C,,, D,,
definidas sobre um corpo finito
e munidas de
n—agono inscrito/circunscrito
comn >>0...
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