


AD I ideal,bel
={%|i>0,acI'} C A,
A-algebra via a — a/1.

e O ideal gerado pela imagem de 1,
I- Iy = (b/1) é principal:

a_ab
VOzEI 0T

eb/1 éndz: &.2=123= bab=0=
a __ 0

|



a algebra de Rees

R=R(I)=A®I®I* =TI
0

A-3lgebra graduada, R; = I°.

“Ideal 1rrelevante’ .

Bl;A = Proj(R(I))



Proj(R)
Emgeral, R=Ry S R1P---
algebra graduada.
Proj(R) = {p C R|p primo homog. 2 [}
Abertos basicos: para cada b € R,
Proj(R), = {p € Proj(R) [p Z b} =
Proj(R) \ V(b)

sao declarados abertos de Proj(R).

Supor, por simplicidade, que

R, gera R como Ry-algebra.
Segue Proj(R) = (Jycp, Proj(R)s



bGRl,R(b) = {%HZO,CLER@} C Ry.

p € Proj(R), = pR; sobrevive,
e por contracao ganhamos

p(b) - SpeC(R(b)).

(desomogeneizacao:-)
Reciproc., dado q € Spec(R)), defina
qg={a=ap+ -+ anm,aq ERH%E q}.

(homogeneizacdo:-)



a:{a:ao-F ‘|‘am7az€R‘ Eq\V/’L}

e ¢ homogéneo, 2 R = &, ,R;, primo
é claramente ideal homog. Se q O R™,
em particularbe Ry C q= 1= % c d.

primo: se a; € Rz,a’ € R; ambos € q
entdo & %q%bjiaz a; € q.

® () = (. (exercicio)



o~

M

M = R-moédulo graduado = feixe
quase-coerente M, com secoes sobre
Proj(R)b = Spec(R)) dadas por

= {%]i >0, me M} C M.
Exemplo importante:
M = R[d] = R;P Rgiq -
Fato: R|d| é invertivel, i.e.,
localmente livre, de posto 1.



U = Proj(R)y = R[d|(U) = {&|a € Ra.:)

a_ _a b
pr - pd+r 1

d L, .
2 é gerador livre. (exercicio)

e~

O(d) = R|d|;

secoes = fracoes de grau d.



Seja S+ R
sobrejecao de anéis graduados.
Temos um mergulho fechado,

L : Proj(R) C Proj(.9).
Por construcao de ¢, vale

+0s(1) = Op(1).



Voltando a algebra de Rees

R=RI)=AaIaI* . —@1@'

temos o ideal homog.
[:=]-R=I&I*?®---=R[1].
Fixado b € I = Ry,
as secoes de I no aberto principal 1)
sdo as fracdes a/b',a € R; = I,
ideal principal gerado pelo ndz b/1.
I = Og(1),

ideal do divisor excepcional.



o cone normal

C([):R/f:A@]@]Q@.../I@]2@13@...

=A/loI/I°® I°/I°®
Proj(C(I)) C Proj(R) = Bl;A
divisor excepcional = projetivizacao do cone normal.

Exemplo: A = k[z,y|/(zy +2° + %), I = (T,7) C A
=C(I) =@y /(@7 ~ klz,y]/(zy).

De fato, mais geralmente,



S :=klxy,...,x, D J =ideal, 0 € V(J),
J, :=ideal gerado por todos os f; com

f=lat fapr 4 J
(parte homog. de menor grau).

m=(Ty,...,T,) CA=S/J=C(m)=om'/m"™ ~5/J,.

Prova. nw= (z1,...,2,) = &m'/m'™ = @n’/ (" 4+ J Nn')
= @ﬂi/ (‘I‘lHl + Ji) — @SZ'/JZ' = S/J*.



propriedade universal
X = BlJA 25 X = Spec(A) DY := Spec(A/I)

e b-1Y é divisor de Cartier em X:

oV : Z — X, se o 'Y é divisor de Cartier, ent3o
existe Unico ¢ : Z — X tal que

Z = X
bop=¢: s\ Tb
X

Basta verificar a 2a. propriedade quando Z = Spec(C') afim.



Seja ¢ : Z = Spec(C) — X t.q. ¢ 'Y é divisor de Cartier.
Isto significa que, mediante o homomorfismo
" A — C
vale o7 (I)C = {c), ¢ ndz.
Seguem as sobrejecbes [ ®4 C' — (c)
B1)©4C ~ Be)
Visto que ¢ é ndz, temos P (c') = C|t],
anel de polindbmios na variavel t =
Proj(C|t]) = Spec(C) = Z.

Obtemos um morfismo

Y Z = Spec(C) < Proj((P I') @4 O)

|
Proj(R) x 4 Spec(C)

A s
Proj (R) — Bl]A



Tomando Z =U:=X\Y C X
temos ¢ 'Y = () = divisor de Cartier nulo;
agora ¢ : U — X é o isomorfismo
inverso de by, com U’ = b 'U.
Em termos de anéis de coordenadas, ce I, A — I,

temos Spec(A.) C U e o mapa induzido

Ao — ([ (C)) ($)

o (a/1)/ ()"

é um i1somorfismo.



aplicacoes
Resolucao das indeterminacoes de um mapa racional

X = S—esquema, f: X — — > P¢ mapa racional dado por
o L= x-fibrado inversivel,
® Sp,...,S, secoes globais de L,

e U C X aberto denso tal que (’)(”]+1 — Ly

(a@-) > Z a;S;.

=Jb: X — X explosao com centro um subesquema
fechado Y C X \ U tal que f':= f ob é um morfismo.



Considere o mapa de feixes (9:'}(“ —» L definido pelas

secoes Sg,...,S,. lemos um mapa induzido
sQLY
Ol LY =% Lo LY = O

cuja imagem é um subfeixe de Oy, feixe de ideais.
Seja Y C X o subesquema associado.
Como s é sobre, segue Y C X \ U.

A sobrejecao C’)}?’(+1 R LY — [ :=1(Y) induz, em X,
Sym((L"™)Y) — Sym(I) — R(I) =: R. Dai vem

X :=Proj(R) CP (L) =P} = P% xg X — P
Em X, O0'@LY »1®0gz—~04(1)= Ox(—E)

ideal excepcional

Temos, por construcdo, f*Og(1) = Or(1) ® L.



fecho do grafico

Voltando ao mergulho fechado

~~

X :=Proj(R) C P} =P¢ x5 X,
note que a restricao sobre o aberto U
Xy:=UCP!L =P} xgU,

e o graficode fiy: U — PPs.

Como U é denso, resulta que X é o fecho do grafico.



mais sobre graficos

©: A — B homo de (-dlgebras «>
Spec(B) — Spec(4) =
Spec(B) — Spec(B) x¢ Spec(A)
grafico, imersao fechada correspondente a sobrejecao
B + B®-A
ab <— b®ca



() D-|D'} = D" [D]

igualdade em A, 5(|D

divisores de Cartier so

A D), (n=dim X)

bre uma variedade X.

(1) Supor X normal e D, D" efetivos e com intersecdo propria.

Agora, D - |D'|, D' [D]| estao bem definidos como ciclos,

nao apenas como classes.

Tome W subvariedade de

codimensao 2 em X; mostrar que o coeficiente de [W]
nos dois lados € o0 mesmo. Escreva B = Ox yy :

é um dominio normal de dimensao 2, logo
Cohen-Macaulay (C-M: prof=dim).



Sejam a,b € B = Ox w equagdes locais de D, D' resp.
O ideal J = (a, b) define a intersecao de D e D'
numa vizinhanca do ponto genérico de V.
Se J = B, entdo W ndo estad no suporte de |D| N |D’|
e o coeficiente de W em ambos os lados de (x) é zero.
Se J # B, entdao B/J é artiniano pois
J nao estd contido em primo de altura 1 (inters. prépria).
Como B é C-M, segue que a é ndz mod b.
As subvariedades V' de codimensao um em X
contendo W correspondem aos primos, P, de altura 1 em B.
O coeficiente de V' no ciclo |D'| é {p, (Bp/bBp).
O coeficiente de W em D -V é {p,p(B/ (P + aB)).



Por fim, o coeficiente de W em D - [D’] é igual a

> lp,(Bp/bBp)lyp(B/ (P +aB)). (1)

Usando (2) com M = B/bB =: A,
reconhecemos (1) como sendo

e(a, A) = Ls(A/aA)
pois ,M = 0 ja que a € ndz mod. b.
Lembrando ¢4(A/aA) =¥g(B/{a,b))

vemos que (1) coincide com o coeficiente de W em D’ - |D].



Seja A um anel de dimensao 1. Sejam P, ..., P, os

primos minimos de A. Seja a € A ndz.
Para cada A-mddulo f.g. M defina

M={reM|ax=0} and M,=M/(aM).
Entao temos

o ,M e M, sao de comprimento finito;

o cla, M) := La(M,) — £s(,M) é uma funcao aditiva
sobre sequéncias exatas;

o ela,M) =) La,(Mp)lasp, (A} (Pi+{a). (2)



(2) Supor D, D’ efetivos e com inters. propria.

Seja f: X' — X normalizacdo de X. A imagem
reciproca f*D é um divisor de Cartier bem definido.
Pelo caso anterior, f*D - [f*D'| = f*D"- |f*D|.
Aplicando f,, férmula de projecao
(e sua forma refinada, a nivel de ciclos)=-

D-fIf*D) = D' flfD
| |
D-[D] D'-[D).



(3) Supor D, D' efetivos.Vamos explodir (o lugar de) excesso!

Definimos o excesso de D N D’ como

e(D,D") = ; ‘En_aﬁc N {ordy(D)ordy(D") |V C X}

e(D,D") > 0, com igualdade apenas quando
dim(D N D) = dim X — 2. (inters. prépria)

Argumentar por inducao no excesso.

Prd fazer baixar, usaremos o



Lema. Sejam D, D’ divisores de Cartier efetivos;
Z = DN D" (como esquemas);
p: X' — X explosio aolongode Z, E =p 7 =

e (i) pPD=C+E, ppD=C"+F,
com C, C" divisores de Cartier disjuntos e efetivos tais
que a restricio de p a C (resp. C’) é um isomorfismo
sobre um subesquema fechado de D (resp. D’).

o (ii) See(D,D") = >0 entdo e(C,E) e e(C', E) sdo
ambos < €.



(i) Alguns fatos sobre explosdao. U = Spec(A) aberto
afim de X; a,b € A equacodes locais para D, D’ =
I = (a,b) é o ideal local do esquema de intersecao 7.
Para cada c € I, temos

d
Cn
subanel do anel de fragbes (P, I").. Os esquemas afins
UC/ = Spec(]<c))

fornecem uma cobertura aberta afim para U’ = p 'U.



1L

% . % cIn I(C).

T (resp. 7) é equacao local para p*D (resp. E) em I ..

Logo, ¢ define um divisor de Cartier efetlvo C' tal que
*D E+C. Idemcpara C":pD=FE+ (.

Uma relacao da forma ¢ = ax + by em A implica

L=0-1+2-1 em I
Isso mostra que C' e C’ sdo disjuntos. Fazendo ¢ = q,
vemos que C'N U, =0, e assim CNU' = CNU,.
Aqui a equacao local para C' é a/b.



Temos o seguinde diagrama comutativo

de anéis de coordenadas

A — I(b)

¥ ¥

Alla) — Ip/(3)

O mapa 7 corresponde a restricdiode p: X' — X a CNUj.
Mostrar que m é sobre.
Seja ¢ € I"; escrevemos ¢ = F'(a,b) com
F(z,y) = apx™ + a1 'y - - - + a,y" homogéneo, a; € A.

£

pn F(%a 1) :a’O(%)n_l_al(%)n_l—l_' T an—l%"‘an €m I(b)

Temos
Como F(3,1) = a, mod 71, segue que 7 é sobre.

Logo, pic : €' — X € um mergulho fechado.



(ii) Digamos ¢’ :=e(C,E) > e(D,D’) = > 0. Seja V'
subvariedade de codimens3o 1 de X' para a qual vale
5/ — Ordvl(C) Ofdv/(E).

Visto que pic: C ~ p(C) e V' C C, sua imagem
V = p(V') é uma subvariedade de D de codimensao 1
em X., Temos, por outro lado, (fproj.)

D = p,|p*D] = p|C + E].
Dai ordy (D) > ordy/(C + E); idem para D",
Podemos calcular

e > ordy (D) ordy (D) > ordy/(C + F)ordy/(C'+ E) =
ordy(C)ordy/(F) 4 ordy(C') ordy/(C") + ordy+(F) ordy(C")
+ordy/(E) > e(C, E) + (ordy/(E))* > €.

A (ltima desigualdade é estrita porque ordy/(FE) > 0.
Isso contradiz a hipdtese €' > .



Continuando com a prova da comutatividade, sejam
D, D’ divisores de Cartier efetivos com excesso positivo.

DD’

p/

p (IDIN[D]) — [D[N D"

o mapa induzido por p: X' — X.

P, ("D - [p*D]) em A, o(|D] N [D'])
p. (C+ E)-[C"+ E)
p (C-E]+E-[C]+ E-|E])

( inducdo sobre o excesso)

= p (B O]+ [E]+ E-[E])

(revertendo o célculo anterior)
= D' -[D].



(3) caso geral. Tome U = Spec(A) aberto afim de X
onde ambos D, D" admitem eq. local a,b € R(X). Seja
Z(U)={d € A|da,db € A}

(ideal dos denominadores).

Mostra-se que a receita acima define um feixe de ideais em X,
associado a um subesquema fechado Z C X.

Se Z = () entdo D, D’ sio efetivos.

Se Z # (), faca a explosdo p : X' — X ao longo de Z.
Um argumento local similar ao do lema anterior mostra
que os divisores de Cartier,
C=pD+FE, C"=pD'+FE
sao efetivos. O argumento agora se completa por

reducao ao caso anterior, conta analoga. -



Cq R* =0
L — X fibrado em retas;
z2€R(X)=c1(L)Nz=0 em A(X).

Prova. Podemos supor z = |r], divisor de alguma

funcao racional r € R(V'), V C X subvariedade

(fechada, irredutivel).

Sejam D um divisor de Cartier associado a Ly;

D’=divisor de Cartier principal definido pela func3o racional r.

=c(L)Nz = DD em A, (|D| N |D’|)
= D" D]
= c(Oy)N[D]=0 em A(|D])

pois O(D') = OV fibrado trivial. -

Portanto, a 1a classe de Chern induz um operador,
ainda denotado  ¢1(£) : A (X) — A (X)
que leva classes de k-ciclos em classes de £ — 1-ciclos.



(re)visitando a férmula de projecao

L — X fibrado em retas, p: Y — X mapa préprio

L — L
U N
y 2y X

=p (i LNz)=cLNpz, Vze A(Y).

Aditividade = podemos supor z = [V],V C Y subvariedade.
Argumento habitual = podemos supor Y = V. De fato,
seja Lt : V CY ainclusao, e suponha mostrado que

* (pt)(cit'p"LN|V]) = 1 LN p|V].



* (pt)(cit'p"LN|V]) = LN p,]V].

Seja D divisor de Cartier tal que v*p*L = O(D). O lado
esquerdo em ¥ vale (pt),|D] = p.cip™L N [V] como desejado.

Doravante, Y =V, X = p(V).

Agora L = Ox (D) para algum divisor de Cartier. Como
p é dominante, D' = p*(D) é divisor de Cartier, e
p*ﬁ — Oy(D/).

Assim, basta mostrar a igualdade, a nivel de ciclos,
p«[p*D] = degp|D].



Px [p*D] — degp[D] :

A verificacao é local em X, em torno do ponto genérico
de cada subvariedade V' C X de codim.1.

Logo, podemos supor D principal, com equacao r € R(X).
Ponha d = degp. Se d =0, entdao dimY > dim X=
todas as fibras de p tem dim> 0. Assim, p contrai a dim.
de cada componente de p~ 'V e ambos os lados valem 0.
Por fim, d > 0 =

pp*r] = [rY] (norma)
= d|r].



projecao x explosao

seq. exatas de fibrados F>— & — &

1. P(F) é o esquema de indeterminacdo do mapa racional
W :P(E) --» P (&) definido por projecio;

2. o fibrado normal do mergulho P (F) C P (£) é
N =E®Ox(1);



3. a explosio P(E) de P(E£) ao longo de P(F) ¢€
naturalmente isomorfa ao fibrado projetivo P (£r) com
base P (£), onde Ex := ¢~ 'Og(—1) € o fibrado vetorial
definido no diagram abaixo:

F > Er — Og 1)

(—

| { [
¢ z (3)

v

Fo>—= & -

Q: = O



1.9 :P(&E)=P(E)r — P(E) mapa estrutural =
P*0g(1) =~ Oe(1) © O(-E),

onde E denota o divisor excepcional. (cf.(4))
Estude o diagrama de mapas de fibrados vetoriais sobre P (£)

Og(—1)
N
F o> E — &

!
Qg
P (F) é o esquema de zeros do mapa u, se¢ao de
Hom (Og(—l),g) =ER® 05(1).
Temos assim a sobrejecao

g\/ R Og(—1) = I(P(F)) C Op(g).






Passando as dlgebras simétricas e tomando Proj(),

— N—

Proj(Sym(€" © Og(=1))) > P (€) = BlpmP (£)
|
P (&) xx P(€)

Ve
P(€) — P(Er) — P(&)
Agora temos a seq. exata sobre [P (E)

Oz(—1)>—= & - Qg (4)

Dai resulta o diagrama (3) o qual produz o subfibrado
Er CF xxP (&) e sua projetivizacdo P (Ex).

A imagem inversa de P (F) C P (€) em P (Ex) é o divisor de Cartier
definido pelos zeros de O¢.(—1) — Oz(—1) (veja o diagrama (5)).
Segue que o mergutho P (£7) C P (&) xx P (&)
se fatora por Iﬁg) e com ele coincide.

Além disso, o ideal excepcional (’)Pf(?)(l) = O¢,.(—1) ® O£(1).



(volted)

(5)



{ N\
F o> g]: —» Og(—l)
H | / (5)
F > £ e £

v v

0 = O

Segue que o mergulho P (Ex) C P (&) xx P (&)

— N—

se fatora por P (£) e com ele coincide, pois s3o idénticos
sobre um aberto denso.
Além disso, o ideal excepcional

O55(1) = Oe(~1) © Og(1).



cordas de uma curva
P(V)xP((V)--»G(2,V)
Ov(—1)>=V xP(V) =V
Projetivizando,
P(Oy(=1)) = P (V) xP(V)
mergulho diagonal.

(Trata-se de um caso particular de subfibrado projetivo!)



O mapa racional

P(V)xP(V)-=>P (V)

PN
P(V)

Para cada [v] € P(V), a restricao de 7 a fibra é a projecao
{[o]} x B(V) = P(V) -5 P (V/[o)

Fazendo a explosao, ganhamos



P(V)xP(V) - P (V)
P1 \ /q
P (V)

O divisor excepcional E =P (TP (V)) C P(V) x P(V).

A restricao a fibra nos da

~

Ly C BlyP (V) P/ 3 ]

| / N

P (T[U]P (V)) G(Q, V) > [U] + [w]

<



A seq. vertical central provém de G(2,V).
P (V):projetivizagéo do fibrado tangente; cada elemento
corresponde a um ponto de P (V') e uma direcdo; =

f="reta universal”.



Agora sobre P (U)=P (V) x P (V),

Ou(—1) = p;0y(-1)
J I’

piOv(—=1) >— U - Op(—1)
H ! I
pOy(=1) — V5 %
! !

o0 — O

Por um argumento “habitual”, Z(s) = F, divisor excepcional,
e assim, O(—F) = p50y(—1) ® O(1).



restringir a uma curva C C P’

C nao singular =AC C C' x C é divisor de Cartier.

Logo, C x C'~(C xC CP? xP? — G(2,4)
Na identificacdo acima, O(—F) se restringe a Ac.

Anotamos as seguintes relacoes, com notacao abusada:

E .= 6107(1) — hg — E, C(Z/{) — (1 — hl)(l — E)
Para calcular a classe da imagem S de C' x C em G(2,4)
note que p: C' x C — § é genericamente 2:1 pois se
mostra que a (bi)secante genérica n3o é tri-secante, ja

que por hipétese C gera P?; ver Hartshorne.



oy =[{€]{ 2P} = QO N[G
o11=[{£]¢ CP?}] =cd N[G]
p«|C x C| = 2[S5]; [S] = aoe + Boq 1
a = o9 N [Y], B=o011N]95]

|
Ly (p*o2 N [C x C]) = Lsegs(pU) N[C x C]

segy = [(1+ h)(1+h + 7))

= [(1 4+ h)(1 4+ hy — A+ (hy — A)H)]5

=hihy—h—2h+A’>=d>—3d+2—2g
A%* =1, (c;it*O(A)YN A), *O(A) = (normal de A) =TC



01,1 -



