CHOWG s, F)



o grupo de Chow de um fibrado projetivo

f: E — X fibrado vetorial de posto e = € + 1,
p:P(E) — X o P*fibrado associado; h = ¢;(Og(1))

=

ap @Akeﬂ-(){) —  Ai(P(F))

(a;) — th Np*a; .
0
é um isomorfismo.
Ap(P(E)) 3 z = p*ag + h N p*ai + - - - + AN prae_;

A, (P (E)) = A (X)[h]/ (B + he Yy (E) + -+ + hee_1(E) + c.E)




Vale a relacao

h¢ + he_lcl(E)

+ -4+ hce1(F)+c.E=0
em A, (P (F)).

Lembrar Euler:

0>+ E®0p(1) - T(P(E) /X) =

0=cT(P(E)/X)=h

POSto=e—1

he_lcl(E)

por Whitney.

hCe_l (E)




O grupo de Chow A,(Gr,F) é isomorfo ao quociente do grupo
(A(X)) [a,b] := (A(X)) ® Z[a, b]

pela relacao
ay - by = ¢ (F), (1)

onde a := (ai,...,as), b:=(by,...,¢.), (r=e—s)
denotam vetores de indeterminadas e
a,=14+a1+---+as, b,b=1+b+---+0b,

sao os operadores descritos abaixo.



Os elementos do grupo (A,(X)) |a, b]
sao polindmios em a, b com coeficientes em A, (X).

ay, by, ¢, = c(F) sdo operadores em (A, (X)) [a, b]
agindo de forma natural: a; e b; multiplicam as variaveis,
enquanto c, opera nos coeficientes.

a; (resp. b;) vao desempenhar o papel de ¢;(.S) (resp. ¢;(Q)).

O quociente de (A, (X)) |a,b] mddulo a relacao
a, - b, = c,
significa médulo o subgrupo gerado pelas imagens
dos operadores ¢ — > a;by_;.



Temos o homomorfismo de grupos,

0:(A(X)) |a,b] — A (GrgF)
zalt-alsblt .. — ¢(8)1 - (Q)r N prz.

(2)

Mostrar que 6 é sobre e tem ntcleo igual ao
subgrupo descrito anteriormente.

Vale 6(ab — ¢) = 0 por conta da relacao de Whitney

c(p*E) = c(5)c(Q).



Inducao em s. O caso s =1 ja vimos:
S =0g(-1), h =c1(5%)
QRS =h+ctht+ - +c. =0
porque o posto () =e — 1. Ja a relacdo (1) agora se I&
cp = by + bp_1a1, (k=0,1,...).
(A (X))]ar, b1, .. ., br]/ (by + a1 — ¢1,bs + bray — ca, .., by + bo_1a1 — €
~ (A (X))[ai, b, . .. br]/ (by + (¢1 — a1)a1 — g, -+ - by & bo_1a1 — €0}

~ (AX) ] [ (af = eraf™ 4o (<1)°ce).

Os isomorfismos provém de

by — c1 — ay,
bg — Cg—albl, etc. ..



Etapa indutiva. Supondo e > 2, construimos o fibrado projetivo
q:P(S) — Gr,F,

com seq. taut. L=0g(-1) —— ¢85 — @

Acoplamos com o pullback da seq. taut. da grassmanniana,

R
I — q*p*E g*T

J i
7Q = qQ.




Op(=1)= L ——¢p'E g T
| |
g = qQ
Gr,_T = P(95) Gr,E x P(E)

\/

O fibrado L é |dent|f|cado como g*Op(—1).

O fibrado vetorial T" é igual ao quociente
W*E/(Op(-1)).



Agora o ponto principal é ver que a sequéncia exata
Q' gT e,

define um mapa

P(S) % Gl”s_lT (4)

que é de fato um isomorfismo, por conta da propriedade
universal dos fibrados em grassmannianas.

Assim, podemos identificar P (.5) e Gr,_;T', de modo
que o diagrama (3) exibe as relacdes entre os respectivos
fibrados tautoldgicos. Em particular, o subfibrado
tautolégico St de ¢*T' € identificado com (' e o fibrado
quociente ()7 é o “mesmo’ que ¢*().



Por inducdo, a estrutura de A,(Gr,;_17T") é conhecida
pela receita (2) em termos do grupo de Chow A, (PP(FE))
da nova base e das classes de Chern de 1T'. Para decifrar

a estrutura de A, (Gr,F), consideramos o diagrama

*

q

A, (Gr,F) A (P (S)) = A (Gr,_1T)
AL(X) Y A(P(E))

onde ¢ : P(S) — GryE é um fibrado projetivo e
g:Grs_ T — P(F) é um fibrado de Grassmann com

dimensao de subespacos menor.



Para ver que 6 (2) é sobre, tome um ciclo y € A, (Gr,F).
Por inducao em s,

¢y = P (c1(S7), -, (Qr)) Nz,
onde P denota um polindmio a coeficientes inteiros em
(s —1) +r = e — 1 varidveis. Lembrando

St=Q" e Qr = qQ,

a expressao acima se reescreve
¢y = P (c1(q*S) —ci(L),...,c(q"Q)) Ng*p*z,
Agora, pondo t = ¢;(L*), temos
y = q.(t"" Nqty).

Usando a formula de projecao e a identidade
c(St) = c(q*S)s(L), verifica-se que o lado direito cai
efetivamente na imagem de 6.



