CHOWP(E)



Discriminantes

Para hipersuperficies de grau d arbitrario em P",
F=)> ax

i = (igs- .. in), i =0, =d
N+1= (”Zd) coeficientes
F=F(a,z)=0
divisor de Cartier em PV xP"

secdo do fibrado O(F) = Opn (1) ® Opn(d)

o fibrado conormal de F' Cc PY x P" é O(—F)p



sequéncia conormal — cotangentes ao longo das fibras / P¥:

O(—F)p (QPNX]Pm/HDN)

I

Opn(—1) ® Opn(—d) (Qpn)| -

A secao (Opn(—1) ® Opn(—d)) — (QIP”)\F

se anula nos pontos (f,z) € P x P" tais que f(z) = 0
e a fibra Qppn(f, ) = Qf(x) = Qpn(z)/df (z) tem posto n,
(ao invés de posto n — 1 do caso nao singular).

O esquema de zeros Z := Z(s) tem a dimensao esperada,
N+n—-—1-—n

= [Z] = ¢, (Qpn ® Opn (1) ® Opn(d)p) N | F)



7] = ¢ (Qpn ® Opn (1) ® Opn(d)r) N [F]
= ¢Qpn- (H+dh)" "N [F]
= cifpn - (H +dh)" - (H + dh) N [P x P]
Euler” : Qpn > Opn(—1)"™ — Opn = cQpn = (1 — h)" T
—~ 7= (n—zl—l)(_h)z(H + dh) i O [PY x P
=3 (") (=h)((1+n — i) H(dh)" " + - ) N [PV x P
=HY (") (=) ((n =i+ 1)(d)""h" 4 -+ ) O [PY x P
= ((n+1)(d—1)"A"H + ---) N [PY x P
~ (n+1)(d—1)"H N [P]
grau do discriminante = (n + 1)(d — 1)" :-)




o grupo de Chow de um fibrado projetivo

f: E — X fibrado vetorial de posto e = € + 1,
p:P(E) — X o P*fibrado associado; h = ¢;(Og(1))
—

o @Ak_m()() s A(P(E))

(CL@) — th M p*ai .
0

é um isomorfismo.
AL(P(E)) 2 z = p*ag+hNprar + -+ h'pra.



Prova. Supor primeiro £ = A%, fibrado trivial de posto e.

Considere o : P&1 s [pe 2 AS — PS5 as inclusdoes naturais.
X X X X

Lembre da sequéncia exata de excisao,

Ap(PY) 7 ALPY) T Ar(A)

b 4

-Ak—e(X)

Mostrar que ag: P Ai_cri(X) — A(P(FE)) é sobrejetivo.
0

Se z € Ai(P%), temos j*z = f*a
para algum a € Aj;_(X) pois f* é sobre.
Logo z — p*a = ¢,b para algum b € Ak(IP’ggl).



Por inducao sobre €, temos
e—1

b= ZCl(OPe—l(l))i N q*a;

0
a; € A (X), r=k—(e—1)+¢, comg=por

—1
P c P

q=pot /
p
X
Logo, lembrando z — p*a = 1,0,
e—1
z = pa+ie), c1(Ope-1(1)) N gra;
0
e—1

= pa+ > h'Nuqgta;
0

= p'a+ > h'Np*a;.
1



A ultima igualdade decorre da seguinte
afirmacao:  1q*a=hNpa, Vaec A(X). (1)

Basta verificar para a = [V, classe de uma subvariedade.
Neste caso, ¢*[V] = [¢'V] = [P !]. Temos

L [PS ! = h N [P, por construgdo da classe hiperplana.

De volta a prova da sobrejetividade de aug no caso geral,
argumentamos por inducao sobre m = dim X. Se m = 0
entdo X = Spec(A) para algum anel artiniano A.
Aqui vale que todo A—mddulo localmente livre

de posto constante é livre, e assim o fibrado E é trivial.



Para a etapa indutiva, afirmamos que
existe um aberto denso U C X tal que £y ~ Of;.
Comece com U’ C X um aberto n3o vazio que trivializa FE.
Suponha que exista componente irredutivel X’ de X
disjunta de U’. Tome um subesquema U” aberto de X
contido em X' que trivialize E. E claro que U’ U U”
trivializa E. Destarte, chega-se a U denso. Ponha Y = X \ U.
Entao dimY < m. O diagrama,

Ak(P (E)y) A(P (E)) Ar(Py)
AR r R 1 YEy 1
PA-cri(Y) —— PAcri(P(E)) —— DA cri(Py)

é comutativo. Agora ap, (resp. ap,) é sobrejetivo
por inducao (resp. pelo caso anterior),
seguindo ap também ¢é sobrejetivo.



Para mostrar a injetividade, suponhamos uma relacao
p*ag+ hNp*a;+---+ h*Np a. = 0.
Aplicando p, e lembrando Segre, vem a, = 0.

Multiplicando por h e repetindo,. . . 3

O resultado seguinte é basilar para a construcao de
classes de intersecao para codimensoes maior que um.

Prop. Seja f : E — X um fibrado vetorial de posto e.
Entdo f*: Ap(X) — Apie(E) € um isomorfismo V k.



Prova. Seja F'=F & 0. Considere o diagrama,

1

E P(F) + P(E)

f\ g, /p

X

onde j (resp. i) denota a imers3ao natural aberta
(resp. fechada). Tome z € A;..(F). Existe
y € Apio(P(F)) tal que z = j*y. Ponha

hF — Cl(OF(l)).
Escrevamos y pela receita ap,

y=gTr+hrN (g T+ +he NG Tpye),
com x; € A;(X).



E <4 P & PR

PN 9d
X

y=gxx+hrN(g"cri1+ -+ heNgTrie), x € Ai(X).

Lembrando i,p*a = hpr N g*a, Va € A(X),
vemos que hp N (---) = ,w
para algum w € A (P(F)).

Excisao= 71, =0, = 2z = 7"y = 77g"x). = 2.
Isso mostra que f* é sobrejetivo (ja sabido para E trivial.)
Por fim, se f*x; = 0 entdo g*x; = i,w, com w € A (P (F)).
Usando a, denotando hy = ¢;Og(1),
podemos escrever w = p*x; + hp Nw' =
Lw = i(p*xy + hp N pzy + - - + heE_lp*xé—l) —
hep N gz + -+ h%g"x, )= g"z, =0. 0



Listamos a seguir algumas féormulas Uteis para a inversa de f™.

V C X subesquema de dimensao pura k;
s:V — E uma secao. =
(f ) s V] = co(E)N[V] em Ap_p (V).

Prova. Podemos supor V = X. Agora a formula se |¢€
s X] = fre(£) N [X])
= c.(f*E)N|[E] em Ai(FE).

s induz uma secao s de f*E = E x E definida por
X

v (v,v = 5(f(v))).

Verifica-se que s é regular, nula precisamente em s(X). ¢



