


cotangente x conormal

Proposicao. Seja i : B®4 B — B dado por
multiplicacao. Entao ker i é gerado por
b®1—-1®0b0,be B.

Prova.

biRb +---+bb. €kery = 0="bb,+---+bb. =
bi QY+ +b,b =011 —-1®b)(1RV,)+
1b)(1eb)+ - +b:R®1-1b,)(1®0b))
+(1®b)(1b)=>(0;®1-1xb)(1x)
+ > (1 ® bb,)
|
1® )Y bb, =0.



keru=(b®1—-1®b,be B) =: I(A)
ideal da diagonal de
Spec(B) Xgpec(4) Spec(B) = Spec(B @4 B).

Proposicao. Sejam I = I(A),C = B®a B.
Seq. exata cindida,

I[/I? > Qcu®cB — Qpu

| |
Qp/a Qp/a@p/a
A derivagdo universal dg/4 : B — I/I* pode ser escrita
dp/a(b) =01 —-10b+I°



diferenciais e mudanca de base

B, A" = A-3lgebras,

B B - =By A
| |
A A

-

Qpr/ar = Qpa p B’
Ay (b ® ) = dga(b) © o
dpx(bB @ d'a’) = dp 4(bB) ® d'o/
= Bdp/a(b) ® d'o + bdp/a(B) ® '
= (B®a)dp/a(b) ® a' + (b® o/)dp/u(B) ® @'



as fibras de {lp/4

B = k-algebra de tipo finito sobre £ =
corpo algebricamente fechado, m C B ideal maximal,
B/m =k,
= Qpp ®p B/m = Qp),/mQp ), = m/m”
I=I(A)Cc B®,B—» B

(I C B®r,B—» B) ® B/m
[@BB/IT'L C B@kB®BB/m —» B@BB/ITL
| | |
m C b o B/m
:>QB/I<: ®BB/I'(1:I/[2 ®BB/m:m/m2



feixe cotangente relativo
X — Y mapa de esquemas =

{)x,y feixe de Ox-modulos tal que, para cada carta afim
A — B, com Spec(A) aberto em Y e Spec(B) aberto em X,

— —

temos Qyx/y|Spec(B) = Qp/a.

Alternativamente, sem colagem,

A CX Xy X,
[:](A) C OXxYX:>

Qx/y = I/12

cotangente = conormal da diagonal



conormal de intersecao completa local

Dizemos que um subesquema fechado Z C X é uma
intersecdo completa local (icl,Ici) se numa vizinhanca
afim de cada ponto z € Z o ideal I(Z) = (aq,...,a,) é
gerado por uma seq. regular, i.e.,

a1 € ndz, as é ndz mod. a;,

a, é ndz mod. <CL1, S CLf,a_1>.

Exemplo importante: D C X divisor de Cartier efetivo.



Fato: * € X é nao singular <
ACX xX élciem (x,x).

Fato: se Z C X é lci de codimensao r entao o
conormal I(Z)/I1(Z)? é localmente livre, de posto 7.
Por exemplo, se a € A é ndz, =
(a) / (a*) é livre sobre A = A/ (a) :

aa = PBa’ = a=PBa=a=0 mod a.
Analogamente, se a,b é seq. reg.,

aa + Bb=a'a? +bab+ 'b? = Bb = c'b®* mod a
= f=cb moda= =0 mod (a,b)...



o conormal dos zeros de uma secao regular

Prop. Seja £ — X um fibrado vetorial. Seja Z C X o
esquema de zeros de uma secao regular s de E.

Seja I = I(Z) o feixe de ideais.
E D Ey

(| |

X D 7 = Z(s)
Entao existe um isomorfismo natural

EY=EQ 0Oz —» I/I*



Localmente, a secao s é dada por
fi,..., foe € A, Spec(A) C X aberto afim.

A secao s é regular se f1,..., f. € uma seq. regular.

Interpretando s como mapa de fibrados, s: Ox — F,

sua co-secdo s¥ : £V — Ox tem como imagem o feixe
de ideais I(Z), localmente dado por (fi,..., fe).

A imagem da co-secio sV : BV » 1 C Ox, I =1(Z) =
EY=E® 0z — I/I

é de fato um isomorfismo pois ambos sao

feixes localmente livres de mesmo posto e. -



0 (co-)tangente de uma grassmanniana

X =esquema, F =fibrado vetorial de posto e sobre X.
G(r,EF) — X fibrado em grassmannianas:

cada ponto de G(r, E') sobre um dado x € X
corresponde a um subespaco de dimensao r da fibra E,.

A fibra G(r, F/), = grassmanniana
de r-subespacos da fibra E,:

G(r,F), =G(r, E,).



Por construcao, G(r, E) vem munido de uma

sequéncia exata (tautoldgica) de fibrados,
S>F — O
onde rank S = r,rank Q9 = e — r.
Cada mapa de esquemas f : Y — G(r, E) corresponde

biunivocamente a uma sequéncia exata de fibrados,

S > F — J

| | |
S > E —» frQ

G(r, E) representa o funtor
Schy 5 Y ~» {subfibrado &’ C Ey, rankS’ = r}



Prop. G = G(r, E) — X fibrado em grassmannianas

com seq. tautologica
S>> F — O.

= Q¢g/x = Hom(Q, S).

Vamos exibir a diagonal de G x x G como

esquema de zeros de uma secao regular de
Hom(piS, p3Q) = Hom(p3Q, piS)".

p§5 —>EG><XG —HP’Q(Q

~ | A

pi



p§5 —>EG><XG %»p’ng

~ | A

p1S
Em um aberto trivializante adequado,
U= SpeC(A) C X, GU D) SpeC(A[mij]1997137-364) =V

S — subespaco gerado 10---0 1121 e—r)
4 pelas linhas de 001y Xy e—p

V xyV = SpeC(A[%‘j, yz‘j]lgigr,lgjge—r)

A diagonal encontra
V xy V = Spec(A|zij, Yijli<i<ri<j<e—r)

no subesquema de ideal
(i — i, 1 <1< 1 <j<e—r).
seq. regular . . .



o fibrado tangente de P"

E um caso particular importante,
P" = Grass(1,E = k") — X = Spec(k),
com seq. tautoldgica
S = Opn(—1) P* x kgt O
TP" = Hom(Opn(—1), Q) = Q ® Opn(1)

= seq. Euler
P" x O(l)n—l—l — - TPn

Opn



Opn Pr x O(1)"+! TP"
1 x = (xg,...,Ty)
a:= (ag,...,an) Va
onde a; = % é uma secao local de O(1),

quociente de polindbmios homogéneos, degk; = 1 4 degG;,

e V, denota a derivada direcional,

FN GZazﬁmF—FZazé’xG
v@(@) — ; 2 —

Note que V, = 0.

Exercicio: preencher os detalhes.



discriminantes

Qudadricas em P, car.#2:
TQ
F(Q) — Z Qi Ll — (330, c. ,an)(&i]’) ( E )

admite ponto singular < det(a;;) = 0.
Equacao de grau n + 1 em

PN = espaco projetivo dos coeficientes
(ou das matrizes simétricas),

N= () -1



n=1:F =ax;+ bror) + cr?
a b X
= (@0, 1) (12, i) (29)
b
VF = (2axg+ bxy, bxry + 2cx1) = 2 (Z i) (
) C
admite ponto singular &VF =0
& b —4ac= 0.

grau 2.



Para hipersuperficies de grau d arbitrario em P",
F = Z a@i
P = (10y.--, %), 1| :=D> 1, =4d
N+1= ("Zd) coeficientes
F=F(a,x) =0
divisor de Cartier em PV xP"

secdo do fibrado O(F) = Opn (1) ® Opn(d)

o fibrado conormal de F C P x P* é O(—F)r



sequéncia conormal — cotangentes ao longo das fibras / P¥:

QPN X]Pm/HDN — QF/IP)N

\

OPN( ® O[pm( d) (QP”)‘F

|

A secao (Opn(—1) ® Opn(—d)) — (QIP”)\F

se anula nos pontos (f,z) € P x P" tais que f(z) = 0
e a fibra Qppn(f, ) = Qf(z) = Qpn(z)/df (z) tem posto n,
(ao invés de n — 1 do caso nao singular).

O esquema de zeros Z := Z(s) tem a dimensao esperada,
N+n—-—1-—n

= [Z] = ¢, (Qpn ® Opn (1) ® Opn(d)p) N [ F|



Z] = ¢, (Qpn @ Opn(1) @ Opn(d)p) N [ F]
= > ¢Qpn - (H 4 dh)" "' N [F]
=S ¢Qpn - (H +dh)" - (H + dh) N [PV x P"]
Euler” : Qpn > Opn(— )”Jrl — Opn = cQpn = (1 — h)""!
= [Z) =3 (") (=h){(H +dh)""" N [PY x P7
(
)

(—h
=> ("7 (=h)’ (1+n—2) (dh)"=") O [P x P
= H> (1+n— ) ("7 (=1)((d)"""h") N PN x P"]
= ((n+1)(d—1)"h"H + ---) N PN x P
~ (n+1)(d—1)"H N [P]
grau do discriminante = (n + 1)(d — 1)" :-)



