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Capitulo 1

variedades afins

1.1 conjuntos algébricos

Uma variedade afim é um subconjunto X C C" definido por um sistema de
equacgoes polinomiais,

X ={zeC"|f(z)=0,Yf € S}

Sin6énimo: conjunto algébrico afim; também dizemos subconjunto algébrico ou
subvariedade afim de C", se necessario explicitar o espaco ambiente C". Aqui
S denota um subconjunto do anel C[zy,...,x,] dos polindmios a coeficientes
em C. Escrevemos também X = V(S) para indicar que X é a variedade
afim definida pelas equagoes provenientes de S. Quando S = {f} para al-
gum f € Clxy,...,x,], escrevemos simplesmente V(f). Se f é um polinomio
nao constante, dizemos que V(f) é uma hipersuperficie. Se o grau de f é 1
(resp.2,3...), dizemos que V(f) é um hiperplano (resp. quadrica, ctbica,. .. ).

Exercicios. 1. V(0) = C"; V(1) = (). As tnicas subvariedades afins de C' sao
C! e os subconjuntos finitos.

2. Sen > 2, toda hipersuperficie de C"* € infinita.

3. Identificando o espag¢o das matrizes M(m,n) = C™, para cada v > 0 o
subconjunto formado pelas matrizes de posto < r € uma subvariedade.

4. As matrizes nilpotentes formam uma subvariedade de M(n,n).

5. O subconjunto Z C M(m,n)xM(n,p) x M(m, p) = C™"P*t™P formado pelas
ternas de matrizes A, B, C tais que C = AB € uma subvariedade afim.
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6 CAPITULO 1. VARIEDADES AFINS

6. A imagem de Z em M(m,p) é uma subvariedade afim.
7. A imagem de C* > (z,y) — (x,7y) € C? nao é um subconjunto algébrico.

8. Um ponto de uma hipersuperficie V(f) que anula o gradiente V f € dito um
ponto singular. O subconjunto dos pontos singulares de uma hipersuperficie €
algébrico.

1.1.1. Proposigao.

1. Toda interse¢do (possivelmente infinita) de subvariedades afins € uma sub-
variedade afim.

2. Toda uniao finita de subvariedades afins é uma subvariedade afim.
3. Toda subvariedade afim de C" € uma intersecao finita de hipersuperficies.

Prova.

1. Sejam X, C C™ subvariedades definidas por subconjuntos S, C Clxy, ..., z,],a €

N. Verifica-se facilmente que
()Xo = V(Sa) = V(USa).

2. Se Xy =V(51), Xy = V(5,), fagamos 515 := {f1f2| fi € S;}. Verifica-se que
X1 U X2 = V(Sng)
3. Usaremos o seguinte
Fato. Seja (S) o ideal gerado por S C Clxy,...,x,]. Entao vale V(S) =
V((S)).
Ja que S C (S), temos evidentemente V(S) 2 V((S)) (mais equagoes, menos
solugdes!). Por outro lado, todo elemento de (S) se escreve na forma
f=9fi+ - +alf

para alguma escolha g; € Clzy, ..., x,], f; € S. Segue portanto que, se z € V(5),
entao cada f;(z) =0 e assim f(z) = 0. Isto prova a outra inclusao.

Para completar a prova da 32 afirmacao, lembramos o

Teorema da base de Hilbert. Todo ideal de Clxy,...,x,]| € finitamente ge-
rado.

Logo, escrevendo (S) = (f1,..., fs), concluimos V(S) = NV( f;), intersecao finita
de hipersuperficies. g

Exercicios. 9. Todo subconjunto finito de C"* é uma subvariedade afim.
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10. Dados Py, Py, Py € C?, 3 pontos nao alinhados, existem conicas qi,qz, q3
tais que {Py, Pa, P3s} = V(q1,q2,q3).

11. Se X = {Py,...,P;} C C" ndo estio alinhados, entio X ¢é definido por
polinomios de grau d — 1.

1.2 ideal de um subconjunto

Se X C C", definimos
I(X)={f €Clzy,...,x,]| f(z) =Vz € X}.
Trata-se de um ideal radical, i.e., para cada f € Clxy,...,z,], se existir um
inteiro k tal que f* € Z(X), segue f € Z(X).
Temos evidentemente que V(Z(X)) 2 X.

1.2.1. Proposicao. Se X C C" ¢ algébrico, entio V(Z(X)) = X.
Prova. Se X =V(I), vale I C Z(X). Dai é imediato que V(1) D V(Z(X)). O

1.2.2. Teorema. (TZH) Seja I C Clzy, ..., x,) um ideal. Entdo
Z(V(I)) =rad(]).

Trata-se de uma das versoes do célebre Nullstellensatz' de Hilbert. Por
conveniéncia, vamos deduzir a partir do seguinte enunciado aparentemente mais
fraco.

(TZF) Seja Seja I C Clxy,...,xn] um ideal mazimal. Entao
J(er,...,en) € CN tal que I = (w1 —c1, ..., x5 — CN).

Para provar o teorema, note que uma das inclusoes é facil. Para a outra,
seja f € Z(V(I)). Consideremos em C"*' = C" x C! o subconjunto X’ formado
pelos pontos (x,t) tais que x € X e f(x)t = 1. Um minuto de reflexdo nos con-
vence que X' = (). Seja I’ C C[xy,...,z,,t] o ideal gerado por I U {f(z)t — 1}.
Afirmamos que
(%) I' = (1).

Caso contrario, existiria ideal maximal m’ C Clxy, ..., z,,t] tal que m’ D I’. Se-
guiria pelo TZF, () # V(m') C V(I'), absurdo.

Tendo em vista (%), podemos escrever

L= (f(x)t = Dgu(z,t) + fa(@)g2(@,t) 4+ + frn () gm (2, 1)

ITeorema dos zeros.
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com f; € I,g9; € Clxy,...,2,,t]. Se f = 0, fim; caso contrario, podemos
substituir na igualdade acima t = 1/f(z) e deduzir uma expressao

O resultado se deduz eliminando denominadores, todos da forma f* para
algum 1. O

1.3 a topologia de Zariski

A colecao dos subconjuntos algébricos de C™ satisfaz os axiomas de colecao dos
subconjuntos fechados de uma topologia, chamada a topologia de Zariski:

1. 0, C" sao algébricos;
2. Xq,..., X, € C" algébricos =X; U---U X,, algébrico;
3. X, algébrico Va € X = N, X, algébrico.

Se X <C C" é um subconjunto, convencionaremos considera-lo como
subespaco topolégico com a topologia de Zariski induzida.

Exercicios. 12. Seja X um espago topoldgico e seja { X4 }aen cobertura aberta.
Y C X € fechado se e so se X, NY € fechado em X, para cada o € N.

13. Seja X um espago topoldogico. Considere a topologia produto em X x X.
Mostre que a diagonal A = {(z,x) |x € X} € fechada se e s6 se X é Hausdorff.

1.3.1. Proposicao. Para cada f € Clzy,...,z,], X CC", seja Xy = X\V(f).
Entao a colecio dos Xy € uma base de abertos da topologia de Zariski em X.

Prova. Podemos supor X = C". Seja U um aberto e seja Y = X \ U. Trata-se
de um fechado, e assim Y = V(I) para algum ideal /. Logo, Y = N/ V(f) e
passando ao complementar, U = U Xy. O]

Se X C C" é uma subvariedade afim e f € O(X), dizemos que X; é um

aberto principal.

Exercicios. 14. Mostre que a topologia de Zariski em C" nao é Hausdorff.
Entretanto, ela €T}, i.e., todo subconjunto finito é fechado.

15. Seja I C Clxy,...,x,] um ideal. Sejam fi,..., fm geradores de I. Mostre
que mfeIV(f) = V(fl) ARES ﬂV(fm)
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16. Sejam S C Clay, ..., x,] e seja X C C" tais que X = J;eg Xy. Mostre que
existe um subconjunto finito S C S tal que X = Ufes, Xy.

17. Sejam X C C™ Y C C" subconjuntos algébricos. Mostre que X x'Y C
C™ x C" = C™™ ¢ um subconjunto algébrico. Mostre que se m,n > 1, existem
fechados em C™xC" que nao sao da forma XxY.

1.4 subconjuntos irredutiveis

Diremos que um espaco topologico X é redutivel se existirem fechados X, X»
tais que

[ ] X = Xl U XQ
o X Z X1 e X Z XQ.
X é irredutivel caso contrario. Note que irredutivel == ().

1.4.1. Exemplo. X = {0} c C' é irredutivel; todo subconjunto finito de C"
com mais de um elemento é redutivel.

1.4.2. Lema. X € irredutivel se e so se todo subconjunto aberto nao vazio é
denso em X.

Prova. Suponhamos X irredutivel e tome U, U’ C X abertos nao vazios.
Devemos mostrar que U NU' # 0. Ora, UNU' =) = U°UU'* = X. Aqui
X ¢ U¢, caso contrario U = ().
Reciproca = exercicio. O

Exercicios. 18. Um subespaco Y de um espago topolégico X € irredutivel se e
so se sua aderéncia Y C X o for. Irredutivel = conexo. Reciproca?

19. C", com a topologia de Zariski, é irredutivel. Com a topologia euclidiana,
quais sao os subconjuntos irredutiveis R™?

20. Todo aberto nao vazio de irredutivel € irredutivel.

21. Mostre que as sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) X € irredutivel;

(ii) existe uma cobertura aberta X; tal que cada X; € irredutivel e nao disjuntos
dois a dois.

(iii) para toda cobertura aberta X; # 0, vale X; N X; # 0Vi, j.



10 CAPITULO 1. VARIEDADES AFINS

1.4.3. Lema. Um subconjunto fechado nao vazio X C C" € irredutivel se e so
se 0 ideal T(X) C Clzy,...,x,] € um ideal primo.

Prova. Sejam f, g tais que fg € Z(X). Temos entao X C Z(fg) = Z(f)UZ(g).
Suponha X irredutivel; segue X C Z(f) ou X C Z(yg),
ie., fe€I(X)ougeZ(X).
Reciprocamente, suponha Z(X) primo. Sejam f, g tais que Xy # 00 e X, # (.
Devemos mostrar que Xy, # (. Negando, temos Vz € X, f(z)g(z) = 0. Ou
seja, fg € Z(X), logo, digamos f € Z(X), contradigao. H

1.4.4. Lema. Seja X; DO X5 D - uma cadeia descendente de fechados em C™.
Entao existe r tal que X, = X,11 = .... Em palavras, toda cadeia descendente
de fechados em C™ € estaciondria a partir de certa ordem.

Prova. A cadeia de ideais Z(X;) C Z(X3) C --- estaciona a partir de certa
ordem. Use a prop.1.2.1 da p. 7. O

Exercicios. 22. Seja C uma cole¢ao nao vazia de fechados em C™. Mostre que
existe membro minimal Xy € C, i.e., tal que VX € C, X C Xg = X = Xy. Que
dizer se trocarmos minimal por mazximal?

1.5 componentes irredutiveis

1.5.1. Teorema. Seja X C C" um fechado nao vazio. Entdao existe um nimero
finito de fechados irredutives Xy, ..., X, C C" tais que

X=X1U---UX,.

Prova. Seja C a colecao dos contra-exemplos. Queremos mostrar que C = (.!!!
Se C # (), existe contra-exemplo minimal X, € C. Este nao pode ser irredutivel
(sendo, nao seria contra-exemplo...). Logo, existem Y7, Y5 que decompdem X
nao trivialmente, i.e., Xo = Y; UYs, Xy # Y;. Se Y; € C contradiz-se a minima-
lidade; se Y; € C, ambos se decompoem e Xy ¢ C. .. O

1.5.2. Corolario. A decomposi¢do anterior pode ser escolhida de forma que
Vi 4, Xi  X;.

Tal decomposi¢cao irredundante é unica a menos de permutagao.
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Prova. Na decomposicao X = X; U---U X, se ocorrer algum X; C X, supri-
mimos. Suponha agora X, U---UX, =Y, U---UY, irredundantes. Como Y; é
irredutivel, Y; C X; U---U X, = 3@ X; D Y;. Digamos ¢ = 1. Analogamente,
algum Y; O X, logo Y; O V) e segue X; = Y;. Repita para Ys. O

Na decomposicao irredundante acima, cada X; é dita uma componente irre-
dutivel de X.

Exercicios. 23. Determine os subconjuntos irredutiveis de C. Idem para C2.
24. Determine as componentes irredutiveis de V(xy — 2w, zy — xw) C C*.

25. Mostre que se I € um ideal de Clxy, ..., x,] gerado por polinémios lineares,
entdo V(I) € irredutivel (se # 0).

26. Seja X um fechado em C™ e seja I o seu ideal em Clxy, ..., x,]. Mostre que
0 ideal do fechado XxC" em C™"=C™xC" (cf.exc.17) em Clz1,...,Tpim] €
igual a ao ideal I = IC[zy, ..., Tpim]. Mostre que I é primo se I o for; conclua

que neste caso, XxC™ € irredutivel, e reciprocamente.
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Capitulo 2

o feixe de funcoes regulares

2.1 o0 anel de coordenadas

Para cada subconjunto X C C", denotamos por F(X) a cole¢ao das fungoes
X — C. Trata-se de uma C-édlgebra com as operacoes naturais de soma e
multiplicacao de funcoes. Estamos interessados naquelas fungoes que admitem
uma expressao polinomial. Precisamente, consideremos a aplicacao
Clzy,...,zn) 2 F(X)
f = f | X

que associa a cada polinomio a funcao definida por restricao.

Evidentemente, p ¢ um homomorfismo de C-algebras; sua imagem ¢é a subalgebra
O(X) das fungoes polinomiais.

Temos, por definigao, ker p = Z(X). Pelo teorema do homomorfismo, segue

O(X)=5Clzy, ..., 0] JT(X).

Observe que este ultimo anel quociente depende apenas da variedade afim de-
finida por Z(X). Por construgao, O(X) é a subélgebra de F(X) gerada pelas
restrigoes das fungdes coordenadas x;. Chamamos O(X) o anel de coordenadas
de X.

Talvez a origem histérica da notacao O para esse anel seja a palavra em italiano
olomorfa.

2.2 Algebras reduzidas

Dizemos que uma C-algebra A é reduzida se 0 é o unico nilpotente.

13
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2.2.1. Proposicao. Seja X C C". Entiao O(X) é uma C-dlgebra reduzida de
tipo finito. Reciprocamente, para toda C-dlgebra reduzida de tipo finito A existe
uma subvariedade afim cujo anel de coordenadas € C-isomorfo a C-dlgebra A.

Prova. Seja A uma C-algebra de tipo finito. Por defini¢ao, existe um homomor-
fismo sobrejetor de C-algebras,

Clzy,...,zn) > A

Seja I seu nicleo. Temos assim A—C|xy, . .. ,:cn}/f. E claro que A é reduzida
se e 86 se I = rad(I). Segue portanto I = Z(V([)), mostrando que A é C-
isomorfa ao anel de coordenadas da variedade afim V(7). [

2.3 germes

Seja X um espaco topoldgico e seja x € X. Considerando C com a topologia
de Zariski, denotamos por F, (resp. FS) a colecao das fungoes U — C (resp.
continuas) definidas em alguma vizinhanca aberta U > x.

Sejam f:U — C, f': U — C em F,. Dizemos que f é germe-equivalente a
[ se existir uma vizinhanca aberta W > z tal que W C UNU" e fijw = f"W.
Trata-se de uma relagao de equivaléncia. (Verificar!) Cada classe de equivaléncia

¢ chamada um germe de funcao.

Exercicios. 27. Ache um exemplo de espaco topoldgico no qual a relagao defi-
nida em F¢ pela condigcao

(f . U — C) ~ (f/ . U/ — C) <~ f‘UﬁU’ - f‘,UﬁU/
nao € de equivaléncia.

28. Se x € X € um ponto isolado entao todo germe em x € o germe de uma
funcao constante.

2.3.1. Proposicao. As operacoes de soma e produto estao bem definidas a nivel
de germes. O conjunto dos germes de func¢oes continuas, denotado G, é uma
C-dlgebra local cujo inico ideal maximal, m,, consiste nos germes de funcoes
que se anulam em x.

Prova. Os detalhes da compatibilidade das operagoes de soma e produto em G,
sao rotineiros.

Se fe€G,e f(xr)#0, 0 germe de 1/f em z estd bem definido. Como G, \ m, é
formado por unidades (i.e., elementos inversiveis em G, ), segue facilmente que
m, ¢ o unico ideal maximal. O
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2.4 funcoes regulares

Seja X C C" uma variedade afim e seja x € X. Dizemos que um germe f € G,
¢ regular se existem a,b € O(X) tais que b(xz) # 0 e f = a/b em G,. Denotamos
por Ox, (ou simplesmente O,) a colegdo dos germes regulares em z; trata-se de
uma C-subalgebra local de G,, chamado anel local de X em .

2.4.1. Lema. Se a,b,c,d € O(X),b(z)d(x) # 0 entdo temos a/b = ¢/d em
Ox.. se e so se existe f € O(X) tal que f(x) #0 e fad = foc em O(X).

Prova. Se os germes de a/b, ¢/d em x sdo iguais, existe um aberto basico Xy C X
contendo z e contido em Xpq tal que a/b = ¢/d em Xy. Logo, ad = bc em Xy e
conseqiientemente, fad = fbc em X. A reciproca fica a cargo do leitor. O

Seja U C X um aberto. Para cada funcao f : U — Cecadax € U, podemos
associar o germe f, de f em x. Dizemos que f é regular se f, é um germe regular
para cada x € U. Denotamos por Ox (U) o anel, de fato C-dlgebra, das fungoes
regulares no aberto U. Temos por definicao um homomorfismo de C-algebras
Ox(U) — Ox, que associa a cada funcao regular o seu germe no ponto xz € U.

2.4.2. Proposigao. Seja X uma variedade afim e seja § € O(X). Entao
f:Xs — C € regular no aberto principal Xg se e so se existem a € O(X) e
m € Z tais que f(x) = a(x)/[™(x)Va € Xp.

Prova. E claro que se f = a/[™ entao f é regular em Xjz. Para a reciproca, seja
I={be OX)|bf € O(X)} o ideal dos denominadores de f. Basta provar que
algum (" pertence a I. Mostraremos que

() B € rad(]).

Supondo demonstrado, obtemos 5™ € [ para algum m > 1. Assim, g™f =a €
O(X), e portanto f = a/f™ em Xg.

Para provar (), lembrando o (TZH)(1.2.2,p.7), basta ver que V(3) D V(I).
Dado = € V(I), desejamos 3(x) = 0. Supondo o contrario, temos x € Xz e f
é regular em z. Logo, existem a,b € O(X) tais que b(z) # 0 e f = a/b como
germes em x. Isto implica que existe h € O(X) tal que h(z) # 0 e f = a/b
em Xgp. Dai segue bf = a em Xg,. Logo, hfbf = hfa em X = Xz, UV(5h).
Portanto, temos hb € I, seguindo h(z)G(z)b(x) = 0, absurdo. O

2.4.3. Corolario. Uma funcio f: X — C € regular se e sé se f € O(X).

O
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2.5 morfismos de variedades afins

Uma aplicagao continua ¢ : X — Y de variedades afins é dita um morfismo se
para todo aberto V' C Y e toda funcao regular f € Oy (V), a composta

©*(f) == fo v

é regular. Um morfismo ¢ : X — Y é um isomorfismo se existir um morfismo
Y — X tal que o p =ix e p o1 =iy (aplicacdo idenditade).

Se ¢ : X — Y é um morfismo, temos para cada r € X,y = ¢(x), um
homomorfismo ¢* : Oy,, — Ox, definido de forma andloga.

Exercicios. 29. A aplicacdo identidade € um morfismo. Toda aplicagao cons-
tante é um morfismo. A composta de morfismos X — Y Y 7 ¢ um morfismo
esex € X,y =p(x),z=1(y) entao (Yop)* =p*oyp*: Oz, LN Oy, Z Ox s

30. A aplicagio C > t — (t2,t3) € V(y*> — 23) C C? ¢ um morfismo bijetivo,
mas sua inversa nao € um morfismo.

2.5.1. Teorema. Uma aplicacio ¢ : X — Y de variedades afins é um

morfismo se e so se
(@) VfeO(), temos fope OX).

Prova. Suponhamos (©). Para cada g € O(Y), temos ¢ *(Y,) = Xyo,. Logo
¢ ¢ continua. Seja V' C Y aberto e tome uma funcdo regular g € Oy (V).
Devemos mostrar que go ¢ € Ox(U) onde U = ¢ (V). Seja z € U, y = o(x).
Por definigdo, temos uma igualdade de germes (em y), ¢ = a/b, com a,b €
O(Y), b(y) # 0. Por hipédtese, temos ¢*(a), o*(b) € O(X). Segue a igualdade
de germes (em ), ¢*(g) = ¢*(a)/¢*(b). O

Denotaremos por Mor(X,Y') a colegao dos morfismos de X em Y.

2.5.2. Corolario. A correspondéncia ¢ — ©* que associa a cada morfismo
v : X — Y de variedades afins o homomorfismo de anéis de coordenadas ©* :
OY) — O(X) € uma bijecao de Mor(X,Y") sobre a colegao Hom(O(Y), O(X))

dos homomorfismos de C-dlgebras.

Prova. E claro que ¢* é um homomorfismo de C-algebras para cada ¢ €
Mor(X,Y). Por outro lado, seja n um elemento de Hom(O(Y), O(X)). Su-
ponhamos Y C C", X C C™ e escrevamos

OY)=Clys,...,yn), O(X) =Clz1,..., 2]
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onde y;, x; denotam as (restrigdes das) fungoes coordenadas. Seja n; = n(y;) €

O(X). Cada n; é (a restrigao de) um polindomio nas variaveis xy, ..., Tp,.
Visto que 1 é um homomorfismo de C-élgebras, vale n(f) = f(n,...,n.), Vf €
o).

Definimos 7 : C™ — C" fazendo, para cada x € C™,

n(@) = (m(x),...,m(zx)) € C".

Note que, para x € X, vale rj(z) € Y. De fato, para cada equagao f € Z(Y'), sua
classe f é nula em O(Y). Logo, 0 = n(f) = 0= f(m(2),...,n.(2)) = f(7(2)).
segue facilmente que 77 induz um morfismo X — Y, cujo homomorfismo asso-
ciado coincide com 7. O

2.5.3. Proposicao. Na correspondéncia acima, temos que

1. a tmagem de ¢ : X — Y € densa se e s6 se o homomorfismo
e O0Y) — O(X)

€ ingjetivo,

2. se * : O(Y) — O(X) € sobrejetivo entao a imagem de ¢ € fechada em
Y e o mapa induzido X — @(X) € um isomorfismo, e reciprocamente.

Prova. 1. = Seja f € O(Y) tal que p*f = 0. Isto significa que f(p(z)) =
0Vz € X, ou seja, f se anula na imagem. Como esta é densa e f é continua,
segue que f = 0.

< Seja U aberto nao vazio de Y. Devemos mostrar que UNp(X) # (. Podemos
supor U = Y}, aberto basico. Nao vacuidade implica f # 0. Injetividade
acarreta *f # 0. Logo, existe z € X tal que f(¢(x)) # 0, ou seja p(x) €
©(X) NYy, como desejado.

2. Seja I = ker p. Se p* é sobrejetivo, temos o isomorfismo induzido

oY)/ I—0O(X).
Ora, O(Y)/I é o anel de coordenadas da subvariedade fechada V(I) C Y, e
portanto segue o isomorfismo X —p(X). Para a reciproca, seja I = Z(p(X)) o
ideal da imagem, que é fechada por hipotese. Por hipdtese, segue que o mapa in-
duzido O(V(I)) — O(X) é um isomorfismo. Compondo com o mapa quociente,
OY)— O)/I =O(V(I)), segue o resultado. O

Exercicios. 31. Seja o : X — Y um morfismo sobrejetivo de varieades afins.
Mostre que ¢ é um isomorfismo se e sé se para cada v € X,y = @(x), o
homomorfismo induzido ¢* : Oy, — Ox, € sobrejetivo.
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32. Seja X = V(2o =1) CC? e sejap: X — Y = C a projegao (w1, z3)
x1. Mostre que p* : Oy,, — Ox, € um isomorfismo para todo x € X, y = p(x).
33. Seja ¥ :C™ x C* — C™ a aplicagao definida por

(2,y) = (T1Y1y - -+ T1Yny - -+ TnYn) -

Mostre que € um morfismo. E injetivo? A imagem € fechada? SejamV =V (x1—
1),W =V(y; — 1). Mesma questio para a restrigio de ) a V-x W C C™ x C".

34. Mostre que o grdfico de um morfismo de variedades afins, ¢ : X — Y é
fechado em XxY.

35. Mostre que a imagem do morfismo C* — C? definido por (x,xy) ndo é
aberta nem fechada. Mostre que existe um aberto ndio vazio de C* contido na
magem.

36. Mostre que todo morfismo bijetivo C — C € um isomorfismo. (Falso tro-
cando C por um corpo de caracteristica > 0.) Vale para C* — C",n > 17



Capitulo 3

variedades

3.1 feixes

Seja X um espago topoldgico e seja 2 a colegao dos seus abertos. Um pré-feixe

de conjuntos (resp. de grupos, anéis, etc....) é uma familia {F(U)}yey de con-

juntos (resp. grupos, ...), indexada pelos abertos de X, tal que, para cada par

de abertos encaixados U O U’ é dada uma aplicagao (resp. homomorfismo. . .)
pb,  F(U) — F(U)

satisfazendo

1. pf = Irw) (identidade);

2. se U D U' O U” sao abertos, entao
P © pi = P
Cada elemento de F(U) é chamado uma segao do pré-feixe F sobre o aberto
UCX.
Se f é uma se¢ao de F sobre um aberto U e U’ C U é um aberto, dizemos que
pui(f) é a restricio de f a U'. A aplicagao p¥, é chamada de restrigio. Por
simplicidade, escrevemos também

f|U' ZPg/(f)'

Um morfismo de pré-feixes p : F — F' é uma colegao aplicagoes
po  F(U) — F(U),U el
compativeis com as restrigoes, uy (f)|U" = po (f|U).
Se F é um pré-feixe de grupos (anéis, etc.) exige-se igualmente que py
seja um homomorfismo de grupos, etc. A nocao de composicao de morfismos é
evidente; idem para isomorfismo.

19
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Se f e F(U), g € F(V) sao segoes sobre abertos U, V, dizemos que elas sao
compativeis se

f\Umv = gunv-

Se existir uma se¢ao h € F(UUV) cuja restrigao a U (resp. V') é igual a f (resp.
g), € claro que f, g sdo compativeis.

Um pré-feixe F é um feixe se, para toda colegao de abertos {U; C X }ier,
(1) para toda escolha de secoes f; € F(U;) compativeis duas a duas, existe uma
secao f € F(JU;) que estende cada f;, ou seja, tal que

fio, = fi
(2) para todo par de secoes f,g € F(|JU;) tais que fiu, = g, Vi, vale f = g.

Exercicios. 37. Seja X = {1,2} com a topologia discreta. Defina F(X) =
X x X, F({1}) = X, F({2}) = X e os mapas de restricao F(X) — F({i})
dados pelas projecoes X x X — X. Mostre que F é um feixe. Modifique
F({1}) = {1}; agora o pré-feize F nao é um feize: existem se¢oes distintas com
as mesmas restrigoes na cobertura {i},i = 1,2.

38. Dé exemplo de pré-feixe e colecao de abertos com secoes compativeis duas
a duas que nao se estendem a unido desses abertos.

Os exemplos basicos, de fato motivadores de toda essa terminologia, sao os
feixes de fungoes continuas, diferenciaveis, regulares. . .

3.2 espacgos anelados

Um espaco anelado é um espago topolégico munido de um feixe de anéis. Esta-
mos inicialmente de fato interessados apenas no caso em que, para cada aberto
U C X, F(U) é uma élgebra de fungdes U — C.

Um morfismo ¢ : (X, F) — (X',F’') de espagos anelados, consiste em uma
aplicacao continua, por abuso ainda denotada ¢ : X — X', tal que, para
cada aberto U’ C X’ se U = ¢ 'U’, para cada funcao f € F'(U’), a com-
posicdo, *f = foypu € F(U). Isto define um homomorfismo de C-algebras

*
Py

FU) = Fle='(U).
Define-se de maneira evidente a composi¢ao de morfismos bem como a nocao
de isomorfismo de espacgos anelados.
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Se (X, F) é um espago anelado, entao para cada aberto U C X temos uma
estrutura induzida de espago anelado, dada pela restricao do feixe de anéis F ao
aberto U. A inclusao U C X define um morfismo de espacos anelados.

Os exemplos béasicos sao os morfismos de variedades afins, c¢f.§2.5 p. 16.

Dizemos que um espago anelado (X, F) é uma variedade se for localmente
afim, id.e., se existir uma cobertura aberta U; de X tal que cada (U;, Fiy,) ¢
isomorfo, como espaco anelado, a uma variedade afim. Exigiremos também que
X seja quase-compacto, i.e., toda cobertura aberta admite uma subcobertura
finita. Denotaremos por Ox, ao invés de F, o feixe de fungoes regulares de uma
variedade X . Dizemos que uma variedade é afim se for isomorfa a uma variedade
afim.

3.2.1. Lema. Seja X uma variedade; sejam U,V,W abertos tais que U,V sao
afins ex € W CUNV. Entao existem f € Ox(U),g € Ox(V) tais que
relUy=V,CW.

Prova. Escolhemos inicialmente z € Uy C V, C W. Podemos entao supor,
renomeando, U C V variedades afins, com x € U aberto em V. Sejam B =
Ox(U) 2 Ox(U) = B. Temos z € V, C U para algum a € A. Temos igualmente
r € U, CV, para algum b € B. Visto que b é regular em U, sua restricao a
V, é regular; portanto se escreve na forma b = c¢/a",c € A,n € Z. Temos
evidentemente U, = V.. ]

3.2.2. Proposicao. Seja X uma variedade e seja x € X. Seja U um aberto
afim de X contendo x. Entao o anel local dos germes de funcgoes requlares de U
em x independe da escolha da vizinhanca U de .

Prova. Temos de fato Oy, = Oy, . para cada fungao regular f em U ndao nula
em z. Basta agora aplicar o lema anterior: Oy, . = Oy, .. ]

3.3 morfismos de variedades

Um morfismo de variedades ¢ : X — Y é uma aplicacao continua que local-
mente se expressa como morfismo de variedades afins. Precisamente, para cada
aberto afim V' C Y e para cada aberto afim U C ¢~ 'V, o morfismo induzido
o U — V ¢ um morfismo de variedades afins. Corresponde portanto a um
homomorfismo entre os anéis de coordenadas, ¢* : O(V) — O(U).

Em particular, se Y é uma variedade afim, cada morfismo ¢ : X — Y induz
no feixe de fungdes regulares Ox uma estrutura de feixe de O(Y')—&lgebras
reduzidas de tipo finito, e reciprocamente (cf.2.2.1).
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A reciproca significa o seguinte. Suponhamos que o feixe Ox seja um feixe de
O(Y')—algebras reduzidas de tipo finito. Para cada aberto afim U C X, o homo-
morfismo estrutural O(Y) — Ox(U) corresponde a um morfismo de variedades
afins oy : U — Y. Se U’ C X é também um aberto afim, temos igualmente um
morfismo, ¢y : U — Y correspondente ao homomorfismo O(Y) — Ox(U’).
Seja U" aberto afim de U N U".

Visto que o diagrama de homomorfismos abaixo comuta,

()

/

Ox(UNU") —= Ox(U")

\

/
x(U")

temos igualmente a comutatividade do seguinte,

\
/

/\

mostrando que ¢y, @y sao compativeis, portanto bem-definindo ¢ : X — Y.

3.3.1. Proposicao. Seja X uma variedade e seja U C X um aberto. Entao a
restricao do feixe de funcoes requlares Ox a U induz uma estrutura de variedade
em U.

Prova. A questao é mostrar a existéncia de uma cobertura de U por abertos U,
tais que cada (Uy,, Ox|u,) seja uma variedade afim. Ora, X admite uma cober-
tura por abertos afins X;. Trocando X por X; e U por U N X;, podemos supor
X afim. Seja f € Ox(X) tal que U D X;. Basta mostrar que o espago anelado
(Xy, Oxx,) € uma variedade afim. Seja Yy C X x C a variedade afim definida
pela equagao tf(x) —1 =0,z € X,t € C. Sejap: X x C — X a projecao. A
restricao a Yy induz um morfismo bijetivo sobre Xy, que continuamos a denotar
por p. Seja g : Xy — X x C definida por ¢(x) = (z,1/f(x)). Temos que, para
cada funcao regular
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g: XxC — C,
a composta ¢*g é uma funcao regular em Xy, ja que se expressa como um quo-
ciente de fungoes polinomiais com denominador da forma ™, m € N. Logo ¢ é
um morfismo, evidentemente inverso de p : Yy — Xj. O

Com a notacao da prop. acima, dizemos que U é uma subvariedade aberta
da variedade X.

Exercicios. 39. Seja X uma variedade e sejatp : X — C", ¢(x) = (P1(x), ..., ()
uma aplicacao. Mostre que 1 € um morfismo <= cada 1); € uma func¢ao reqular.

40. Seja ¢ : X — Y um morfismo de variedades. Mostre que para cada x €
X, y=¢(z), existe um e um sé homomorfismo de C-dlgebras Oy, — Ox,

Exercicios. 41. Mostre que todo aberto de C é uma variedade afim.

42. Seja U = C*\ {(0,0)}. Mostre que U ndo é uma variedade afim. Idem para
o complementar de uma reta em C3.

3.3.2. Proposicao. Seja X uma variedade e seja Z C X um fechado. Entao
Z admite uma estrutura de variedade caracterizada pela sequinte propriedade:
para cada aberto afim U C X, o anel Oz(U N Z) € formado pelas restrigoes

fiunz, [ € Ox(U).

Prova. Por construcao, como espago topoldgico Z admite uma cobertura for-
mada por abertos homeomorfos a variedades afins. Resta ver que a receita para
Oy define de fato um feixe de funcoes. Note que, para cada aberto afim U como
no enunciado, ja sabemos que Oz~y € um feixe do tipo esperado. A questao fica
resolvida com o lema mais geral enunciado a seguir. O

3.3.3. Lema. Seja Z um espaco topologico e seja Z;,i € I, uma base de
abertos. Suponha cada Z; munido de um feive F; tal que Fyz,nz, = Fjiz,nz;-
Entao existe um tnico feiwe F em Z tal que Fiz, = F; Vi € I.

Prova. Para cada aberto U C Z, definimos F(U) como o subconjunto de
H Fi(Z;)
Z;CU

formado pelas familias compativeis, 7.e.,
(fi € Fi(Zi)) tais que  fizinz, = fjjzinz,-
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Define-se para cada par de abertos U C V de maneira evidente o mapa de
restricao F(V) — F(U), simplesmente desprezando os membros f; tais que
V 2 Z; & U. Seja U, cobertura aberta de U e seja (f{) € [[,F(U,) tal
que (f)|Uag = (f7)|Uas. Existe uma tnica familia compativel (g;) € F(U)
cuja restricdo a cada U, coincide com (ff*). De fato, fixado i tal que Z; C U,
recobrimos Z; por U, N Z; e consideramos a familia
(gg = fl?)?Zk - UamZi;k = kia-

Como esses Zy, recobrem Z;, a condi¢ao de compatibilidade fornece g; € F;(Z;)
que induz (g¢). A unicidade é clara e fica como exercicio. O

Nas condicoes da prop. anterior, dizemos que Z C X é uma subvariedade
fechada de X. Em geral, uma subvariedade de X é uma subvariedade fechada
de uma subvariedade aberta de X.

Exercicios. 43. Seja F um pré-feize sobre um espaco topologico X. Para cada
x € X, definimos o talo F,, de F em x de maneira andloga ao feito para germes:
classes de equivaléncia de segcoes s € F(U), onde U denota uma vizinhanga
aberta de x; declaramos s ~ s' € F(U'),U" 5 x aberto, se existir aberto U" C
UNU',xz € U", de maneira que s|U" = §'|U" € F(U"). Para cada s € F(U),
denotamos por s, sua classe de equivaléncia em F,. Definimos um pré-feize F
Jazendo
FU) ={(s2)zecv, Sz € Fz | a familia (s,) € localmente determinada}.

Esta condicao significa que,

Vo e U3 aberto U CUU' 3 w,3s" € F(U') com s, =s,Vy e U
Mostre que F ¢ um feize. Mostre que a aplicacio F(U) 3 s +— (sy € Fy)ucr €
.7?(U) define um morfismo de pré-feixes, denotado or. Mostre que oF é um
1somorfismo se e so se F € um feixe. Mostre que para todo morfismo de pré-
feizes p+ F — G, se G é um feire entao eriste um tnico morfismo de feizes
p:F — G tal que poor = p. (O feixe F é dito a feixificacao do pré-feixe F.)

44. Seja p: F — G um morfismo de pré-feives sobre X. Mostre que existe um
e um s6 morfismo de feixes i : F — G tal que ogop = jioog.

45. Seja X = {1,2} com a topologia discreta. Defina F(U) = Z se U =
X, F(U) ={0} se U # X, com homomorfismos de restri¢io dbvios. Descreva
f

46. Seja i F — G um morfismo de pré-feizes sobre X. Mostre que, para todo
x € X emiste um e um s6 morfismo p, : Fp — G, tal que, para todo aberto
U > x, o diagrama abaizo comuta,
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FU) % G(U)
| |
Fo 57 s
onde 0s mapas verticais sao dados por s +— s,. Mostre que, se uy € inje-
tivo (resp. sobrejetivo) YU, entio i, € injetivo (resp. sobrejetivo) VY x. Vale a
reciproca?

47. Notagoes como acima, suponha que F,G sao feixes. Mostre que as sequintes
condigcoes sao equivalentes:

(1) p € um isomorfismo de feizes;

(i) p € um isomorfismo de pré-feizes;

(iii) pg : Fp — Gy € um isomorfismo V€ X.

48. O exercicio anterior falha para pré-feixes?

Os principais exemplos de variedades serao definidos a seguir.

3.4 espacos projetivos

Como conjunto, o espaco projetivo P é a colecao dos subespacos de dimensao
um em C"*!. Definimos uma topologia considerando a aplicacao

n+1 ™ n
C \ 0 —_ P (3.1)
v=(T1,.. ., Tpy1) 0] =[z1,. ., Tpaa],
onde [v] denota o subespago gerado por v € C"*1\0. Para cada [v] = [z1,...,2,41] €
P", dizemos que x1,...,x,11 sao suas coordenadas homogéneas. Estas sé estao

determinadas a menos de fator constante.
Munimos P" da topologia quociente pela aplicacao m:

U C P" é aberto <= 7 1(U) é aberto em C"'.

Observe que um subconjunto V' C C"*'\ 0 é da forma 7 '(U) se e sé se
Vv € VeVt € C*, temos tv € V. Suponhamos V aberto # ) e seja f uma funcao
regular em V. Se v € V| existem a,,b, € Clzy,...,x,11] tais que b,(v) # 0 e
f = a,/b, numa vizinhanca de v. Podemos supor que mdc(a,,b,) = 1. Sew € V
e escolhemos a,, b, também primos relativos, segue uma igualdade a,, /b, =
a,/b, em algum aberto # (). Logo, ay,b, = a,b,. Fatoragdo tunica implica
Ay = ay, b, = b, (a menos de fator constante), de maneira que a representagao
de f =a/b é de fato tinica, com a, b primos entre si e b(v) # 0Vv € V.
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O feixe de fungoes regulares em P" é definido pelas fungoes invariantes por
homotetias.

Suponhamos V = 771 (U) # (; seja f : V — C uma fungao regular tal
que f(tv) = f(v)Vt € C*,v € V. Afirmamos que f = a/b com a,b polindmios
homogéneos de mesmo grau, que podemos supor primos entre si. Escrevamos
a = ap+--+a;, b= by+---+bs, com cada a;, b; homogéneo de grau i, a, # 0 # b.
Da igualdade

ap+---+a. agttay---+1t"a,
bo+ - +bs by +th -+ tob,
segue, eliminando denominadores, r = s,a = a,,b = b,.
Definimos, para cada aberto U C P*,V = 7~ }(U),

Opn(U) = {f € Ocans (V)| f(tv) = f(0)¥t € C*,v € V1.

Segue facilmente que temos definido um feixe de fungdes em P". Vemos de
imediato que a aplicacao quociente é um morfismo de espacos anelados.

Resta ver que P" é localmente afim. De fato, vamos exibir uma cobertura
aberta de P formada por variedades isomorfas a C".

3.4.1. Lema. Seja VC C""1\ 0 um aberto invariante por homotetias, e seja
X =C""'\ V. Entao Z(X) € gerado por polindmios homogéneos.

Prova. Se X =0, 6bvio. Seja agora x € X, x # 0. Temos C* - x C X.

Seja f € Z(X). Escrevemos f = fo+ -+ + fm, soma de polindémios ho-
mogéneos. Calculamos, Vt € C*, 0 = f(tx) = fo+tfi(x)+- - +t"fin(z). Segue
0= fo=fi(x) =--- = fiu(x) e portanto deduzimos que cada f; € Z(X). O

Para cada polinomio homogéneo H € Clzy, ..., z,1], temos um aberto
P7, C P" tal que 7~ 4(P}) = C4t = {H(z) # 0}

3.4.2. Proposigao. A cole¢io {P}} € uma base da topologia de P™.

Prova. Segue do lema anterior. De fato, se V' = 7~ 1(U) é aberto, seu comple-
mentar é intersecao de hipersuperficies definidas por polinomios homogéneos. [

3.4.3. abertos canodnicos.

Seja Uy = {[x1, ..., 2pqa] € P" |2y # 0} = P}
Seja Vi* = {(x1,..., &p1) € C" |z, = 1} C 7 'PL
Mostremos que ¢ := my+ : V¥ — U; € um homeomorfismo.
Por simplicidade, tomamos ¢ = n 4 1 e abreviamos U = U;,V = V.
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Continuidade e bijetividade, facil.
Agora é suficiente mostrar que ¢ é uma aplicacao aberta.

O anel de coordenadas de V' é naturalmente o anel de polindémios Clzy, . .., x,],
mediante o isomorfismo natural com Clzy, ..., Zu41]/{Zpy1 — 1). Uma base de
abertos de V' é dada por Vy, f € O(V). Seja F' a homogeneizacdo de f com
respeito a varidvel suprimida, x,. E imediato que (V) = Up, e portanto v
é aberta.

Vejamos o que se passa a nivel dos feixes de fungoes regulares. Seja U’ C U
um aberto e seja V' = U’ C V. Cada funcao regular em U’ é da forma
g = G/F, com G homogéneo de grau deg G = deg F', e F' nao nula em U’. Sejam
G,, F, as restricoes de G, F' a V; trata-se da desomogeneizacao com respeito a
Tni1. B claro que ¢*(g) = G, /F, € Oy (V).

Reciprocamente, seja ¢’ € O(V'). Visto que V' é um aberto de V—C" C
C"*L, podemos escrever ¢ = G'/F’, com F',G' € Clxy,...,x,], G'(z) # 0Vx €
V', Homogeneizando com respeito a x,,1 e, se necessario, completando grau
multiplicando por uma poténcia de x,.1, obtemos polinomios homogéneos G, F'
do mesmo grau, de maneira que G/ F restrito a V' coincide com ¢'.

Exercicios. 49. P" ¢ uma variedade irredutivel.

50. Notagcao como em 3.1, um subconjunto Y de P™ € irredutivel se e so se
7Y c C** o for.

3.5 variedades projetivas

Em P", os subconjuntos fechados sao definidos como zeros de ideais homogéneos
em Clzy,...,2,41]. Com efeito, se X C P" é fechado, sua imagem inversa por
7 ¢ dada pelos zeros em C"™!\ 0 de um ideal homogéneo, como j& comentado
na prova da proposi¢ao anterior.

Se X C P" é fechado, definimos o anel de coordenadas homogéneas

An(X) = Clay, ..., 2pia] JT(X).

Embora os elementos de A,(X) ndo possam ser interpretados como fungoes,
aqueles que proveém de polindmios homogéneos desempenham importante papel.
Se F € Ay(X) é a classe de um polindmio homogéneo, a condi¢io F(x) = 0 faz
sentido para z € X.

Definimos X7 = {z € X | F(z) # 0}.
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Como no caso afim, cada subconjunto de P™ herda a topologia induzida de
Zariski. Se X C IP" é fechado, uma base de abertos para a topologia de Zariski
em X ¢ dada pelos subconjuntos da forma Xz, F € A,(X) homogéneo.

Uma subvariedade projetiva de P™ é, como espago topoldgico, um subcon-
junto fechado X C P"; o feixe de fungoes regulares se define como na prop. 3.3.2.
Podemos explicitar da seguinte maneira. Para cada ponto x € X, dizemos que
um germe de fungao f é regular em z se existirem polinomios homogeéneos F, G
do mesmo grau, tais que G(z) # 0 e f = F/G como germes em z.

A exemplo do caso afim, para cada aberto U C X, o anel de fungoes regulares
Ox(U) é formado pelas fungoes U — C cujos germes sao regulares em cada
zel.

Temos assim um espagco anelado (X, Ox) que é de fato uma variedade.

Para verificar, consideramos a cobertura aberta {X;}1<;<n41 definida pondo

Cada X; é fechado na variedade afim U;. Além disso, mostra-se que o iso-
morfismo de variedades U;——C" induz um isomorfismo de X; na sua imagem,
subvariedade afim de C".

3.6 variedades quase-projetivas

Dizemos que uma variedade é projetiva se for isomorfa a uma subvariedade
projetiva de P™.

Uma variedade é dita quase-projetiva se for isomorfa a um aberto de uma
variedade projetiva.

Toda variedade afim, e mesmo toda subvariedade aberta de uma variedade
afim, é uma variedade quase-projetiva.
Em linhas gerais, a passagem afim «<» quase-projetiva é feita

e a nivel de espagos topoldgicos, tomando uma inclusao
Xcgercpry

e ¢ quanto as funcoes regulares, expressando um germe seja como quociente
de elementos do anel de coordenadas, seja como restricao de quociente de
polinémios homogéneos.

3.6.1. Lema. Seja X C P" subvariedade quase-projetiva. Entao X é aberto
em sua aderéncia X em P".
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Prova. Temos por definicao X = UNY com U aberto e Y fechado em P". Logo,
X é fechado em U. Mostremos que X = UNX =: X’. Temos X C Y, logo
X'C X. Se X\ X'# 0 entao U\ X', que é aberto em U, logo aberto, encontra
X. Logo encontra X:
U\NX)'NXAD=U\NX)NUNX)=U\X)NX" =0.
O

3.7 grassmannianas

As variedades de Grassmann generalizam os espagos projetivos. Como conjunto,
definimos
Gr,C" = {subespagos de dimensao r em C"}

Em particular, Gr;C" = P* 1.

A estrutura de variedade pode ser construida como no caso de P". Conside-
ramos o aberto M(r,n)? de M(r,n) formado pelas matrizes r x n de posto r. O
mapa natural

7 :M(r,n)°’ — Gr,C" (3.2)

que associa a cada matriz o espaco gerado pelas linhas induz a topologia quoci-
ente. Os abertos de Gr,C" definidos pela escolha de posi¢ao de menor r x r #0
sao homeomorfos a fatias C"™~") c M(r,n), e.g., do tipo

1 0 .. 0 a1 41 ... G1n
V= { ( 0 1 .. 0 azrg1 - ag,n) } :Cr(n—r)‘ (33)

w1 Ar r41 .. Qrmn

Nesta fatia, escolhemos o “primeiro” bloco r X r normalizado como a matriz
identidade. E claro que V se aplica bijetivamente sobre sua imagem em Gr,.C".
Para ver que o mapa ¢ : V. — 7(V) = U induzido por 7 é um homeomorfismo,
é novamente suficiente mostrar que se trata de uma aplicacao aberta. Seja
V' C V um aberto na topologia de Zariski e ponha U’ = ¢(V’'). Seja ¢ :
M(r,n) — C definida por det(z;;)1<ij<r # 0. Seja Mjs o aberto principal.
Temos o isomorfismo

GL(r) x V==GL(r) - V = JgV = 77U = M.

Visto que GL(r) x V' é aberto em GL(r) x V, segue que GL(r) - V' = JgV' =
71U’ é aberto e portanto ¢ é aberta.
Seja V um aberto de M(r,n)? invariante pela acao de GL(r). Temos assim

V = 77 1xV. Como no caso de P", definimos o feixe de funcoes regulares em
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Gr,C" como o subfeixe das fungoes regulares de M(r,n)° invariantes por GL(r).
Verifiquemos que Gr,C" fica assim munido de estrutura de variedade. A questao
central é verificar o carater localmente afim. Ora, temos a cobertura aberta
formada pelos subconjuntos do tipo U = (V)=—=C"""). Seja U’ C U aberto.
Seja f : U' — Cuma fungao regular. Por defini¢ao, 7* f é uma fungao regular em
71U’ invariante por GL(r). O ponto agora ¢é perceber que 7* f é completamente
determinada por sua restricio, f, a V! = 77U’ NV C V=C"™ ). Mas
isto decorre da invariancia! De fato, para cada x € 7 'U’, existe um e um
s6 g € GL(r) tal que v = g~'z € V: basta tomar g como o “primeiro”
bloco 7 x 7 da matriz . Temos assim 7*f(z) = f(g7'z). Reciprocamente,
para cada f € Oy(r U’ NV), a férmula anterior (GL(r) x V > (g,v)
f(v)) define uma extensdo invariante de f ao aberto 7~'U’ (Usar o isomorfismo
GL(r)xV—GL(r)-V). Em conclusao, a restri¢ao do feixe de fung¢oes invariantes
ao aberto tipico U fornece um isomorfismo de espacos anelados com V——=C" ("),
completando a verificagao de que a grassmanniana Gr,C" é uma variedade.

Veremos em seguida que Gr,C" é de fato uma variedade projetiva.

3.8 coordenadas de Plucker

Iniciamos com uma revisao de algebra multilinear. Seja V' um espago vetorial.
Denota-se por /\" V a r-ésima poténcia exterior de V. Se dim V = n entéao
. r __(n
dim A"V = (7).
Temos uma aplicagao r-linear alternada universal

Vx.--xV — NV

(V1,...,0) = VA A
A imagem de uma r-upla de vetores vq,...,v, € V se escreve vy A -+ A 0,
chamado um r—vetor decomponivel. Se vy, ..., v, € V formam uma base de V,

os vetores v;, A+ Aw;,, com 1 <iy <--- <4, <n formam uma base de \" V.

3.8.1. Lema. Seja W CV wum subespaco de dimensao r. Sejam vq,...,v, e
vy, ..., 0. bases de W. Entao vy A--- Av, e V] A--- Al sao mailtiplos nio nulos
um do outro.

Prova. Sabemos que se passa de uma base a outra por operacoes elementares,
e.g., v1 ~ v; + cvg, ¢ € C. Cada operacao deste tipo fornece um multiplo nao
nulo. O]

O lema mostra que, para cada subespaco W C C" de dimensao r, temos bem

n
r

definido um ponto A"W € P(A\"C") = P(")~!. Temos de fato o mergulho de



3.8. COORDENADAS DE PLUCKER 31

Plucker.

3.8.2. Proposicao. O mapa de Plicker 11 : W +— A"W acima definido é um
isomorfismo de Gr,C" em uma subvariedade projetiva de P(/\" C").

Prova. Sejaey, ..., e, a base canonica de C". As linhas da matriz z = (x;;), 1 <
i <r1l < j <mn, que geram W se expressam na forma ) x;e;, com i =
1..r. Escrevamos z; para a coordenada homogénea correspondente ao r-vetor
ej, \---Nej,. Entao II(W) = A"W tem coordenadas homogéneas z;(x) = det z,
menor determinante r X r obtido pela escolha das colunas em J = j; < --- < j,.
Seja Jy = 1 < --- < r correspondente ao “primeiro” bloco de z. A imagem
inversa do aberto basico Uy, = {z, # 0} C p()-1 ¢ igual & imagem U da fatia
(3.3) V. A expressdo de II restrita a U——=C""") inclui, entre as coordenadas,

2gg = ECiryr, 1 <i<r, 1<k <n-—r,
que é o subdeterminante com escolha de colunas
Jp=1<2< - <i<--<r<r+k

em que omitimos ¢ das r primeiras colunas consecutivas e incluimos r + k. Isto
mostra que o homomorfismo II}; : O(U,;) — O(U) é sobrejetivo. Segue de
(2.5.3,p.17) que Iy : U — II(U) é um isomorfismo sobre o fechado II(U) C

Uj,- O
3.8.3. Exemplo. Gr,C* C P5. Para cada matriz x € M(2,4), seja
11 12 13 T14
-~ T21 T22 T23 T24
T = (3011 12 T13 1?14)
21 T22 T23 T24

matriz obtida repetindo as duas linhas. Temos detz = 0. Desenvolvendo pelos
menores 2x2 das 2 primeiras linhas, obtemos a equagao

212234 — Z13%24 + Z14%23 = 0.

Trata-se de uma hipersuperficie quadrica em P°, chamada de quadrica de Pliicker-
Klein. Este é o tinico caso em que a grassmanniana mergulha como uma hiper-
superficie.

O método para achar equacoes para a imagem de Gr,C" em geral é seme-
lhante. Supondo 2r < n fazemos ¥ a matriz 2r x n obtida repetindo as r linhas
que geram um subespago. Calculamos os (") subdeterminantes (nulos!) 2r x 2r
de 7, expandindo pelos menores das r primeiras linhas. Veja as equagoes para
GroC® C P, calculadas usando SINGULAR, [?].
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ZTZ8 T Z6R9 T Z5R10, f4R28 T X329 — 22210,
2426 — 2327 + 21210, Z4%5 — 2227 — 2129, 2325 — X226 — X128

As rotinas utilizadas acima estao disponiveis em
http://www.mat.ufmg.br/~israel/Sing/myprocs.sing

Exercicios. 51. Prove que, se V € um espago vetorial de dimensdao n entdo
Gr,V—Gr,,_,V*. Mostre que P" € isomorfo a Gr,C""!.

s

52. Se V é um subespaco de V' entao a aplicacao natural de Gr,V em Gr, V' é
um morfismo. Prove que a imagem € fechada e o mapa induzido sobre a imagem
¢ um isomorfismo.

53. Sej V' um espaco vetorial de dimensdo n e seja W C V um subespaco de
dimensao n — r. Mostre que a colecio dos subespacos W' € Gr,V tais que

W' NW =0 ¢ um aberto de Gr, V.

54. Notacio como no exc. (65,p.38), descreva em coordenadas o mapa P* —
Gr,C* C P° que associa a cada x o ponto (que representa a reta) L,. Mostre
que a imagem € igual & intersecdo da quddrica de Pliicker com um plano de P°.

55. Considere o mapa o : P! — P3 dado em coordenadas afins port — (t,t2,13).
Para cada t, seja L; a reta passando por o(t) e diregao ¢'(t) = (1,2t,3t?), i.e.,
dada parametricamente por s — (t, %, t3) + s(1,2t, 3t*). Descreva a imagem do
mapa induzido t — L, € GryC*.

56. Notacao como no item anterior, seja P, o plano que contém L; e é para-
lelo a ¢"(t) = (0,2,6t), i.e., dado parametricamente por (si,ss) — (t,t%,13) +
s1(1,2t,3t%) + 52(0,2,6t). Mostre que P; é o tinico plano que passa por o(t) e
s6 corta o(PY) neste ponto; trata-se do plano osculador. O plano osculador P,
corresponde a um ponto no espaco projetivo dual P*. Descreva em coordenadas
o mapa P' >t — P, € P3.
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Capitulo 4

produto de variedades

4.1 produto de variedades afins

Observemos que na topologia produto de C™xC", os fechados sao as unioes
finitas de subconjuntos da forma X x Y, com X C C™ Y C C" fechados. Por
exemplo, para m = n = 1, resultam apenas as unioes finitas de retas horizontais
ou verticais ou pontos. Enquanto isso, em C?, cada polinémio nio constante
define uma curva, f(x,y) = 0.

Essas consideragoes levam a definir a topologia de Zariski no produto carte-
siano como a induzida pela bijecao natural

C"xCr —s Cmtn
(z,y) (2,9

onde abreviamos z = (z1,...,Zm),¥ = (Y1, .-, ¥n). Como vimos, essa topologia
¢ mais fina do que a topologia produto.
Observe também que, no anel de polinomios C[z,y| com dois blocos de

varidveis, cada elemento se escreve como soma de elementos da forma f(x)g(y).

4.1.1. Lema. A projecao p; : C™ x C* — C™ é um morfismo aberto.

Prova. A projecao é o morfismo correspondente ao homomorfismo de inclusao
natural C[z] —— Clz, y]. Para provar que é aberto, basta examinar a imagem
de um aberto principal U = (C™ x C™)y. Escrevemos f = fig1 +-- -+ frg,, com
fi € Clz], g; € Cly]. Podemos supor gy, ..., g, linearmente independentes/C. Se
f(z,y) # 0, é claro que algum f;(z) # 0. Reciprocamente, se algum f;(x) # 0,
entdao f(x,y) # 0, e portanto existe y € C" tal que f(z,y) # 0. Em resumo,
vale pi(U) = (€™, a

33
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4.1.2. Proposigao. Sejam X C C™ Y C C" subvariedades afins, e sejam
p1, P2 as projecoes de C"xC". Entao

1. X XY CC™x C"=C™™" ¢ uma subvariedade afim;

2. cada funcao reqular X xY — C € soma de fun¢oes da forma
pif(x)p39(y)
tais que f (resp. g) € reqular em X (resp. Y).
Prova. O ideal Z(X) C Clzy, ..., x,,] se estende a um ideal
Jx =Z(X)Clxy, .o, Ty Y1y -+, Ynl,

tal que V(Jx) = X x C". Analogamente, temos V(Jy) = C™ x Y. Portanto,
V(Jx +Jy) =X x Y, o que prova 1.
O 22 item segue da observacao ao final do §4.1, p. 33. O

4.1.3. Lema. Notacao como acima, temos
1. I(X X Y) = JX —{—Jy - C[$1,...,$m+n].
2. Se X eY sao irredutiveis entao X XY também €.

Prova. Para a 12 afirmacao , basta ver que C[z,7y] = Clz,y]/(Jx + Jy) é uma
algebra reduzida (cf.2.2.1,p. 14). -
Seja f € C[z,7] ndo nulo. Devemos mostrar que f" # 0Vr; equivalente: f ¢
Z(X x Y). Temos um homomorfismo natural O(X) — C[z,7], idem para
O(Y). Escreva f = @by + - - - +aybs, com a; € C[z] = Clz]/Z(X), b; € C[] com
s minimo. Segue que ay,...,a, sdo Li./C, idem para os b;.

Em particular, a; # 0, ou seja, existe x € X tal que ai(x) # 0. Seja
fo(U) = 2 ai(@)bi(y) € OY).

Temos f, # 0, logo existe y € Y tal que f(x,y) # 0.

A 22 afirmacéo se prova de maneira analoga, verificando que f é nao divisor
de zero. O

Exercicios. 57. Prove a 22 afirmacdo acima.

58. Sejam I C Clxy,..., 2], J C Cly,...,y,] ideais primos nos anéis de poli-
nomios nas varidveis indicadas. Mostre que o ideal gerado por I,J em Clxq, ..., Zp, y
€ primo.

4.1.4. Lema. Sejam X,Y, 7 variedades com X,Y afins. Entdo para todo par
de morfismos ¢ : Z — X,V : Z — Y a aplicacao p: Z — X XY dada por
p(z) = (¢(2),9(2)) € um morfismo.
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Prova. Podemos supor Z afim. Os homomorfismos ¢* : O(X) — O(Z) e
v OY) — O(Z) induzem p* : A[X x Y] — O(Z) tal que p*(f(z)g(y)) =
©*(f(2))Y*(g(y)). Bem definido por conta do lema (4.1.3,p.34). (Considerar
inicialmente Clz,y] — O(Z) e passar ao quociente.) O

Exercicios. 59. Sejam p,v : X — Y morfismos de variedades afins. Mostre
que {x € X | p(z) =(x)} € fechado em X.

60. Sejam ¢; : X; — Y, i = 1,2 morfismos de variedades afins. Mostre que a
fungdo p1 X w9 1 X1 X Xo — Y] X Yy dada por (¢1(x1), p2(x2)) € um morfismo.

4.2 produto de variedades arbitrarias

Sejam X, Y variedades nao necessariamente afins. Definiremos no conjunto X X
Y uma estrutura de variedade caracterizada pelas seguintes propriedades:

1. as projecbes p1 : X XY — X,py: X xY — Y sao morfismos;

2. para todo par de morfismos ¢ : Z — X,y : Z — Y a aplicagao p: Z —
X x Y dada por p(z) = (¢(2),%(2)) é um morfismo.

Devemos verificar que as propriedades 1&2 determinam tanto a topologia
como o feixe de fungoes regulares de X x Y.

Sejam U C X,V C Y abertos. Segue de 1. que U x V = p;'UNp,'V é
aberto em X x Y.

Suponhamos U,V ambos afins. Entao U x V é uma variedade afim. Além
disso, U x V. — U “—— X é um morfismo.

Por 2., a inclusao U X V & X x Y é um morfismo.

Seja W C X x Y um aberto arbitrario e seja W =W N (U x V).

Segue que toda fungao regular f: W — C se restringe a uma fungao regular
em W, cujo repertoério é conhecido. Como W pode ser recoberto por W’s, vemos
que a topologia e o feixe de fungoes estao bem determinados.

Para construir X x Y, nao ha surpresa. Recobrimos X, Y por abertos afins
Xa, Yp, e declaramos um subconjunto W C X x Y aberto se cada W N (X, x Yp)
¢ aberto na variedade afim X, x Yg. (Verificar que define uma topologia!)

Define-se fungao regular de maneira evidente: um germe f é regular em
(z,y) € X x Y se o for como germe em (x,y) € X, x Y3 para algum «a,3. Isto
significa que f = )" g;h;, soma de produtos de germes g; regulares em = e h;
regulares em y. Essa caracterizacao é independente da escolha das vizinhancas
afins X,, Y.
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Segue que p; : X XY — X é um morfismo, ja que a restrigao a cada X, x Yz
¢ um morfismo.

Por fim, sejam ¢ : 7 — XY : Z — Y morfismos. Mostremos que a
aplicagao p : Z — X x Y dada por p(z) = (¢(2),%(z)) é um morfismo. Seja
Zog =@ ' Xo Ny~ Y5 = p~1(X, x Y3). Entao Z,g 2 X, x Y3 é um morfismo
(cf. Lema4.1.4,p. 34), completando a verificacao.

Exercicios. 61. Sejam ¢; : X; — Y, (i = 1,2) morfismos de variedades.
Mostre que p1 X g : X1 X Xo — Y] X Yy é um morfismo.

62. SeU C X,V CY sao abertos (resp. fechados), mostre que U xV C X XY
¢ aberto (resp. fechado).

63. Se X,Y,Z sao variedades, mostre que X x (Y x Z) e (X xY) x Z sao
1somorfas.

64. Se X,Y sao variedades irredutiveis, mostre que Xx 'Y € irredutivel.

4.3 produto de variedades quase-projetivas
Um polinémio F' € C[z,y] ¢ dito bi-homogéneo de bi-grau (a, b) se
F(tz,sy) = t*s"F(z,y).

Equivalente, todo monoémio que ocorre em F é da forma [ [[y;" com

>m;=a,y n;=0b.

Cada polinomio do tipo acima define um subconjunto
(P x P")p = {(z,y) € P" x P"| F(z,y) # 0}.

4.3.1. Proposicao. Sejam X CP™ Y C P" subvariedades quase-projetivas e
sejam x € X,y € Y. Entao

1. uma base de abertos de X XY € dada pelas intersecoes com os subconjuntos
da forma (P™ x P")p definidos acima;

2. um germe de fungio f em (z,y) € X XY € reqular se e s se existem
polinomios G, H € Clxz,y| bi-homogéneos nas varidveis y,. .., Tmy1, Y1,

s Yns1 € de mesmo bi-grau tais que H(x,y) # 0 e f = G/H como
germes em (x,y).
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Prova. Suponhamos, por simplicidade x € P!,y € P) . Assim, (z,y)
pertence a um aberto U de X x Y, o qual podemos supor contido em X x Y N
C™ x C". Trata-se de um aberto do fechado U € C™ x C™ (cf. 3.6.1,p. 28). Logo,
existe um polindmio f(z,y) nas varidveis 1, ..., Tm, y1, . .. Yn tal que f(z,y) # 0
e Uf C U. Bi-homogeneizando com respeito a Ty, 11, Yni1 - - -

Se f é um germe regular em (z,y) € X x Y, entao cf. (4.2, p. 35) existem po-
linémios g(z,y), h(z,y) tais que h(z,y) # 0 e f = g/h. Bi-homogeneizamos ¢, h
com respeito a mm+1,_yn+1 e completamos bi-graus multiplicando por poténcias
dessas variaveis.

Reciproca: exercicio. O
4.3.2. Proposicao. A diagonal A C P" x P* € uma subvariedade fechada.

Prova. Basta ver que A é o conjunto das solucoes do sistema de equacgoes bi-
homogeéneas z;y; = x;v;,1 < 4,7 < n+1 que expressam a proporcionalidade dos
vetores x,y. L]

Dizemos que uma variedade X é separada se a diagonal A C X x X é fechada.

4.3.3. Corolario. Toda variedade quase-projetiva é separada.

4.4 o morfismo de Segre

Para cada par de inteiros m,n > 0, consideramos a aplicagao
P™ x P~ g P(m+1)><(n+1)—1

(z,9) > (zij) = (2iy;)

1 T1Y1 T1Yn+1
(( : ) (V1 Yn )) ( : : : )
Tm+1 ITm+1Y1l -+ Tm4+1Yn+1

4.4.1. Teorema. A aplicacdo de Segre acima definida € um isomorfismo de
P xP™ sobre uma subvariedade projetiva ,,, C P+ chamada variedade
de Segre, e definida pelas equagoes

ZijZkl = ZilRkj 1<i,k<m+1,1<jl<n+1).

Prova. Escrevamos z;; para as coordenadas homogéneas do contra-dominio Z =

Prntmtn - Seja Z;; o aberto bésico z; # 0. Seja ¥ a imagem de 0. A imagem

inversa 0 'Z;; é igual a C™ x C" mediante as identificagoes habituais, C™ =
m m o __ n

P, Cm =Py .
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Fazendo : = m + 1,5 = n + 1 por simplicidade, vemos que na iltima linha e
coluna da matriz (z;;) aparecem

Y1 = Zm+1,15 -+ -y YUn = Zm+41,n

T1 = Z1n4+1y--rTm = Zmn+1-

Isto mostra que Y1, = X N Z;; é a subvariedade de Z;;—C™ ™" dada
pelas equagoes z;; = Zint12m414, ¢ = 1..m,j = 1l..n. Concluimos que o anel de
coordenadas de Y7 € isomorfo ao anel de polindmios em m + n variaveis. A
fungao inversa ¥1; — C™ x C™ corresponde ao isomorfismo de anéis Clz,y] —
Cl... Zint1s -+ Zmt1jy - - - | dado por z;,y; <> Zint1, Zms1,;. Detalhes restantes,
exercicio. O

Exercicios. 65. Descreva a imagem da diagonal pelo morfismo de Segre.
66. Xy, — X, —P".

67. Y11 € uma superficie quddrica nao degenerada em P®. Para cada x € P, a
imagem de {x} x P* C P* x P! pelo morfismo de Segre é uma reta L, C Xy 1;
idem para o(P' x {y}). Mostre que toda reta de X1 € de um desses dois tipos.
Mostre que, se z,x', 2" € P! sdo 2 a 2 distintos, entdo cada ponto de ¥y, estd
sobre exatamente uma reta incidente as 3 retas Ly, Ly, L.

68. Se L,L',L" C P3 sdo retas 2 a 2 ndo coplanares, existe uma e sé uma
quadrica que as contém; ache explicitamente para sua escolha favorita de 3 retas
distintas dos eizos coordenados (z; = x; = 0).

69. Seja Z uma variedade, Z; cobertura aberta afim. Mostre que a diagonal
Ay ={(z,2) € Zx Z} € fechada no aberto\J Z; x Z;. (Veja patologia no exc. 71
mais adiante.)

70. Mostre que, para toda variedade quase-projetiva X C P", a diagonal Ax C
X x X € fechada em X x X.

71. (Patologia) Seja Z = CU{0'} o conjunto formado pela uniao de C com um
ponto extra, 0" & C. Declare aberto em Z todo subconjunto U C Z tal que U\{0'}
¢ aberto de Zariski em C. Mostre que isso define de fato uma topologia tal que
todo subconjunto finito de Z € fechado. Se U C Z ¢é aberto, 0' ¢ U, defina F(U)
como o anel das fungoes requlares de U C C. Se 0" € U, ponha U' = U\ {0'} e
defina F(U) = {f : U — C|3] € FUO}UU") com fin = fion, £(0) = F(0)} .

Mostre que Z ¢ uma variedade. Sejam p, o : C — Z as inclusoes dbvias em C
e Z\ {0}, »(0) =0,¢'(0) =0". Mostre que a diagonal de Z nao € fechada.
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4.5 morfismos de C em P"

Sejam fi,..., fny1 € C[t] polindomios sem raiz comum. Podemos definir a
aplicagao

f:C — P
13 = [fl(t)v"'afn—i-l(t)]

A imagem inversa f~U; é formada pelos t € C tais que f;(t) # 0. Trata-se
de um aberto afim principal de C. Fazendo i = n + 1 por simplicidade, temos o
mapa induzido

[ U — C"
definido por t — (f1(t)/ fos1(t), ..., fu(t)/ fus1(t)), claramente um morfismo.
Note que se gi,...,9n+1 € C[t] sdo primos relativos e definem a mesma

aplicagao , i.e., ,

[fl(t)7 R fn+1(t)] = [91<t>7 s 7gn+1(t)]vt

entao valem as relacoes
figi = f;9:¥i < J.

Em particular, f;g,+1 = ¢ifar1,2 = 1..n; por fatoragao unica, vem f, 1 = g1
e portanto f; = g;, a menos de fator constante.

4.5.1. Lema. Seja U C C aberto nao vazio. Todo morfismo U — P" €
restrigio de um (e sé um) morfismo C — P™. Reciprocamente, todo morfismo
f:C — P™ € do tipo anterior.

Prova. De fato, suponha V = f~1U,,; # (). Temos um homomorfismo induzido
[ Clay,...,zy] — Oc(V). Sabemos que V = C,, complementar dos zeros
de algum g € CJt]. Logo, Oc(V) = CJ[t],, anel das fracoes com denominadores
poténcias de g. Seja f*(x;) = fi/g". Temos que fiy : C; — C* C P" é
dado por t — [f1(t)/g"(t),..., fu(t)/g"(t),1]. A menos de eliminagao de fator
comum, segue que f coincide com [f1, ..., fn, g"]. Isto é conseqiiéncia do seguinte
resultado.

4.5.2. Proposigao. Sejam p,v : X — Y morfismos de variedades quase-
projetivas. Se existir um aberto denso U C X tal que oy = Yy, entao ¢ = 1.

Prova. A diagonal A C Y x Y é fechada pois Y é quase-projetiva. Seja p =
(p,9): X — Y x Y. Entao p~tA é fechado e contém um aberto denso. O
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4.6 morfismos de P! em P"

4.6.1. Proposigao. Sejam Fi, ..., F,,11 € Clxq, x| polindmios homogéneos de
mesmo grau e sem fator comum. Entao [x1, 5] — [Fi(x1,22), ..., Fpi1(21, 2)]
define um morfismo de P' em P". Reciprocamente. . .

Prova. Seja ¢ : P! — P" um morfismo. Sua restricio ao aberto C = {zy # 0}
é um morfismo. Logo, tem o aspecto  — [fi(x),..., fur1(z)], onde os f; sdo
polinomios sem fator comum. Homogeneizar e ajustar grau. O]

Exercicios. 72. Estenda t — (t,t*) a um morfismo de P* em P? e descreva sua
imagem. Qual a imagem do ponto no infinito de P'? Idem para (t,t3).

73. Estenda t — (t,t*,t3) a um morfismo de P* em P? e descreva sua imagem.
Qual a intersecao da imagem com o hiperplano no infinito, x4 = 07

74. Considere as retas L : x =0,z =1, M : y = z = 0. FEscolha uma bijecao
linear de L em M e descreva o lugar dos pontos definido pela uniao das retas
que ligam pontos correpondentes, tanto em C3 como em P3.

4.7 morfismos de P em P"

4.7.1. Teorema. Seja ¢ : P™ — P" um morfismo nao constante. Entaom < n
e existem polinémios homogéneos Fy, ..., F,11 € Clzy, ..., xpme1] do mesmo grau
tais que \V(F;) =0 e ¢ = [F1, ..., FL41], tnicos a menos de fator constante.

Prova. A imagem inversa ¢ 'C", (C™ C P") contém um aberto basico U dado
por F,11 # 0. O morfismo U — C™ C P" restricao de ¢ tem a receita

[Fl/Fn+1>'-'aFn/Fn+l71]:[F17"'7Fn+1]7

em que podemos e vamos supor homogéneos do mesmo grau e mde=1. Se
|G, ..., Gnq1] é outra expressao vélida em algum aberto, seguem relagoes F;G; =
F;G;. Isto implica [Fy, ..., Fop] =[Gy, ..., Goqd] dee.,

Fi = CGi,i =1l..n+ 1,0 e C.
Se os F;’s admitissem um zero comum, forcosamente outra expressao para ¢
leva a contradicao por conta da relagao acima. Como os F;’s sao nao constantes,
temos que em P,

ﬂ V(F)=0=m<n.

1<i<n+1
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De fato, pelo corolario 5.1.19. .. [

d—1

Exercicios. 75. (Veronese) Sejavg : P1 — P¢ definido por [x1, xo] — [2¢, 20 2y, . ..

Mostre que vg € um morfismo. Mostre que sua imagem € a subvariedade definida
Y1 .- Yd

pelos menores 2 X 2 da matriz (4 7 gt ).

76. Seja v : P* — P definido por [r1,xq, 13 — (23, 1179, 1173, 43, Tow3, 3]
Mostre que v é um isomorfismo sobre sua imagem. Mostre que esta € definida
pelos menores 2 X 2 de uma matriz simétrica.

. . . ., . (1 i(m A
77. Sejam m,d inteiros positivos e sejam z; = xl( )xn(@ ) 0s monémios de

grau d nas varidveis xy, ..., T,r1 ordenados lexicograficamente. Seja
v:Pm" — PN-L
[xl, ce ,merl] — [Zh’ ey ZZ'N] .

Mostre que v € um isomorfismo sobre sua imagem. Mostre que esta € definida

pelas equagoes quadrdticas y;y; = yry, onde i,7,k,l denotam wvetores tais que

i+j=k+1, ouseja, zz = I§(1)+j(1) o gimti(m) Py
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Capitulo 5

dimensao

5.1 corpo de funcoes

Seja X uma variedade irredutivel. Para cada aberto afim U C X, seu anel de
coordenadas Ry = Ox(U) é um dominio de tipo finito sobre C. Ou seja, existe
um homomofismo sobrejetivo de C-dlgebras, Clzy, ..., x,] — Ry, cujo nicleo é
um ideal primo. Seja Ky o corpo de fracoes de Ry. Note que, passando a um
aberto principal qualquer de U, o corpo de fracoes nao muda. Segue do lema
abaixo que o corpo Ky independe da escolha do aberto afim (Leitor: verificar!).
Denotaremos por K (X) ou simplesmente K se claro no contexto, e chamamos
de corpo de funcoes racionais de X.

5.1.1. Lema. Sejam U,U’ abertos afins de uma variedade e sejam R, R’ seus
anéis de coordenadas. Seja x € UNU'. Entdo existem f € R, f' € R’ tais que

Prova. Existe um aberto afim V. C UNU’ tal que z € V. Seja A = O(V).
Certamente temos x € U, C V,z € U, C U, para algum g € R,¢g' € R
Podemos escolher h € A tal que z € V}, C U ;,. A restricao de h a Uy se escreve
h=k/g" k € R; idem h = k'/g", k' € R". Sey € Uy entao y € Vj, C Uy,
Reciprocamente, se y € U/, entdo y € Uy C Uy e h(y) # 0. Segue Uy = Uy},
com f=kg, f =K. ]

Por construgao, o corpo de funcoes K é uma extensao finitamente gerada de
C. Sabe-se entao que existe uma extensao intermedidria,

CCLCK

43
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tal que

e L|C é uma extensao transcendente pura;

e K|L é uma extensao algébrica finita.

A primeira condi¢do acima significa que L = C(xzy,...,z,), extensao gerada
por elementos algebricamente independentes sobre C, formando uma base de
transcendéncia de K|C. O ntimero r, chamado o grau de transcendéncia, inde-
pende da base de transcendéncia. A dimensao de X é definida como o grau de
transcendéncia de K|C. Em simbolos,

dim X = trdeg K.
Exercicios. 78. C" e P" tém dimensdon. Qual a dimensao da grassmanniana?
79. Temos dim X =0 <= X se reduz a um ponto.

5.1.2. Lema. A dimensdo de qualquer hipersuperficie irredutivel em C™ € igual
an—1.

Prova. Seja f € C[Xy,...,X,], irredutivel. Podemos supor que a variavel X,
ocorre efetivamente em f. O anel de coordenadas da hipersuperficie V(f) se
escreve

Clzr, ..., 2] = C[X1,..., X, /().

O corpo de fragoes C(xy, . . ., x,) é algébrico sobre C(z1, ..., T,_1), jaque f(zq,...

0. Essa relacao de dependéncia algébrica de x, sobre os demais z; é honesta
pelo mesmo argumento que usaremos para mostrar que x1, ..., Z,_1 sao algebri-
camente independentes sobre C. Se fossem dependentes, haveria um polinémio
9(X1,..., X, 1) tal que g(xy,...,2,-1) = 0. Isso implica que f divide g em
Cl[X1,...,X,], absurdo pois X,, ndo figura em g. Concluimos que o grau de
transcendéncia de C(xy,...,x,) sobre C vale n — 1, como querfamos.

m

Para o caso geral, necessitaremos de alguns preliminares algébricos.

5.1.3. Lema. Seja L O K uma extensdo finita de corpos, e seja M um L-
espaco vetorial de dimensao finita. Seja T : M — M um operador L-linear.
Entao vale a formula de transitividade para os determinantes,

det ;¢ (T) = det g (det (T)),

onde det (T) € considerado como o operador K-linear em L definido por mul-
tiplicacao.

Z
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Prova. O resultado é trivial (0=det(0)) se T" nao for bijetivo.

Suponhamos entao T bijetivo. Nesse caso, podemos escrever T' como a com-
posicao de operadores elementares, 7.e., cuja matriz, j, com respeito a uma base
de M como L—espaco é elementar. Pela multiplicatividade do determinante,
segue que basta provar a formula para operadores elementares. Suponha inici-
almente a matriz na forma

1000 0
z 100 0
u (M= 0010 0
0000 ... 1

correspondente a operacao “somar a 22 linha x vezes a 127, para algum x € L.
Temos claramente detg(det, (7)) = 1. J4 no 12 membro da férmula, devemos
calcular o determinante da matriz de T considerado como operador K —linear.
Seja {A1,..., A} base de L sobre K e seja {my,...,ms} base de M sobre L.
Temos entao a base {A\ymy, ..., \;my, A\yma, ..., A\yma, ..., } de M sobre K. Cal-
culamos T'A\;my = \j(my+xms), TA\jmy = A\;jma. Isso mostra que a matriz acima
deve ser substituida agora pela matriz formada por blocos r X r,

1 000 ... 0

pr(x) 1 0 0 ... 0O

e (T) = 0 0710 ..0
0 000 ... I

colocando um bloco identidade no lugar de cada 1 diagonal, e mais o bloco
pr(z) = (ki) do operador K —linear definido pela multiplicagdo por x em L,
i.e., , TA; = Y KijAj. Segue facilmente dety = 1, completando a verificacdo no
presente caso. Para a operacao elementar “multiplicacao de uma linha (digamos
a 18 por x € L, x # 0" procede-se de forma andloga. A matriz uy(T) é agora
diagonal, com x na posicao (1,1) e bloco identidade no restante. A matriz px (7))
apresenta o bloco r xr dado por px(z) e blocos identidade no restante. Achamos
det g (x) em ambos os membros da férmula. O

Suponhamos na proposicao acima que

e 0 espago M é também uma extensao finita do corpo L e

e o operador T é dado pela multiplicacao por um elemento m de M.
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Concluimos em particular a seguinte férmula de transitividade para a norma de
uma extensao de corpos.

5.1.4. Corolario. Seja M O L O K uma torre de extensoes finitas de cor-
pos. Seja vy - M — L a norma, i.e., a aplicacao multiplicativa definida por
vuir(m) = detp(m). Entdo temos

vuix (m) = vk (Var(m))
para cada m € M. O

Exercicios. 80. Seja k um corpo, M = k(x) = corpo de fun¢des racionais
em uma varidvel. Sejam L = k(z*), K = k(z°). Calcule vy (). Idem para
VM‘K(ZE).

5.1.5. Lema. Seja M O K uma extensdo finita e seja pp € M. Seja p,(t) =
'+ Rt K, 0 polindmio minimo de p sobre K. Entdo a norma VM|K(,u) =
+(k,)® para algum inteiro s.

Prova. Usamos a transitividade, considerando a extensao intermediaria, M 2O
L := K(p) 2 K. Temos evidentemente vy (i) = p° onde s = [M : L]. Dai
vem vk (1) = vk (Van (1)) = vk (0°) = vijr(p)®. Por fim, lembre que se o
grau do polinomio minimo de um operador linear for igual ao grau do polinomio
caracteristico (o qual coincide com a dimensao do espago K (u) sobre K), esses
polinomios sao idénticos. Ora, o termo constante do polinomio caracteristico é
igual a + o determinante. O

5.1.6. Lema. Seja A C B uma extensdo de dominios. Seja b € B inteiro sobre
A. Seja K C L a extensao dos corpos de fracoes de A e B. Se A for integralmente
fechado entao os coeficientes do polinomio minimo de b sobre K estao todos em

A.

Prova. Por simplicidade, daremos o argumento apenas no caso em que A é um
DFU. Seja p(t) = t"+a1t" ' +- - -+ a, € At] um polinémio de grau minimo que
expressa a integralidade de b sobre A. Afirmamos que p(t) é irredutivel em Alt].
Com efeito, se existir uma decomposicao p(t) = f(t)g(t) com f(t),g(t) € Alt],
ambos ndo constantes, segue que os coeficientes lideres de f(t) e de g(t) sao
unidades em A. Poderfamos entao ajustar para que f(t),g(t) sejam ambos
monicos. Lembrando que f(b)g(b) = 0 ¢ B é um dominio, deduzirifamos uma
relagdo inteira de grau menor. Pelo lema de Gauss, p(t) continua irredutivel em
K|t] e portanto, coincide com o polinémio minimo. O
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Na aplicagao que apresentamos a seguir, basta o caso DFU. O caso geral
pode ser visto em ?77?.

5.1.7. Lema. Seja S = C[X,..., X,] um anel de polinémios a coeficientes no
corpo C. Seja I C S um ideal tal que S/I € um espaco vetorial de dimensdo
finita d. Entao V(I) contém no mdzimo d elementos.

Prova. Lembramos (TZH) que os pontos de V(I) estdo em bije¢ao com a colegao
dos ideais maximais de S contendo o ideal I. Sejam my, ..., m; ideais maximais
contendo [, distintos dois a dois. Assim, temos I C Nm;. Segue a sobreje¢ao
S/I — S/ Nm;. Portanto, dim(S/ Nm;) < d. Por um argumento semelhante
ao da prova do teorema dos restos chinés, vale S/ N m;— [[ S/m;—C". (Al-

ternativamente, dados t pontos distintos Py, ..., P, em C" e dados t elementos
quaisquer ¢y, ...,¢; € C, existe polinémio f € S tal que f(P) = ¢;, 1 = 1..t.)
Logo t < d. O]

5.1.8. Teorema. Seja X uma variedade afim irredutivel e seja f € Ox(X), f #
0. Entao cada componente de V(f) tem dimensao igual a dim X — 1.

Prova. Seguimos o roteiro indicado por D. Mumford, The red book. Para aquecer,
ja vimos o caso em que X = C".

Para o caso geral, seja W uma componente de V(f). Passando a um aberto
afim se necessario, podemos supor V(f)=W. Seja R = O(X), anel de coorde-
nadas.

Normalizagao de Noether: 3 S = C[zy,...,z,] —— R, extensao inteira do
anel de polinomios. Seja q = +/f o ideal de W em R e seja p = qN S. Temos
a extensao inteira S/p —— R/q. Logo, dimW ¢é igual a dimV(p). Pelo caso ja
visto, resta mostrar que p ¢ principal. Seja t™ + gy 1t™ 1+ - -+ go 0 polindmio
minimo de f sobre K = C(zy,...,z,). Pelo lema 5.1.6, temos que cada g; € S.
A relagdo f™ + g 1f™ 1+ -+ + go = 0 implica que gy € p. Mostraremos que
p = +/(go). Ora,dado h € p, temos h € q = \/m; logo vale h" = af para algum
a € R. Aqui entra a norma v : K(X) — K(C") = C(xy,...,x,). Sabemos
que a norma numa torre de extensoes K —— FE —— F satisfaz (1) a regra de
transitividade, v i (¢) = vk (Vr/e(9)); (2) vi(r)/xk = £g0- Logo, calculamos
v(h") = v(a)v(f). Pelo argumento de que os coeficientes do polinémio minimo
estao em S, deduzimos que uma poténcia de h é um muiltiplo, em S, de uma
poténcia de gy, como desejado. O

Definimos a dimensao de uma variedade como o maximo das dimensoes de
suas componentes irredutiveis.
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Exercicios. 81. Veja na pagina 69 do Atiyah-MacDonald um ezercicio-roteiro
para demonstracao do lema de normalizacao de Noether.

82. Seja X uma variedade irredutivel. Mostre que se Z C X € fechado e Z # X
entao dim Z < dim X.

5.1.9. Exemplo. Seja X = V(zy — 2w) C C* Temos entdo dim X =
3,dimV(zy — zw,x) =2 = dimV(zy — 2w, z, 2).

5.1.10. Corolario. Seja X uma variedade irredutivel e sejam fi,..., f, €
O(X). Entao cada componente de V(f1,..., f;) tem dimensao > dim X — r.

Prova. Seja Z uma componente irredutivel de V(fi,..., f.). Passando a um
aberto afim adequado, podemos supor X afim. Procedemos por inducgao sobre
r. Suponhamos r = 1. Se f; = 0, temos Z = X e mais nada a verificar. Se
f1 # 0, podemos usar 5.1.8. Para a etapa indutiva, substituimos X por uma
componente de V(f;) contendo Z. O

5.1.11. Observacao. O resultado anterior é falso para X redutivel: tome em
C? a uniao do plano z = 0 com a reta = y = 0, e considere a intersecao com
plano z = 1.

5.1.12. Lema. Sejam X e Y variedades e sejam Z C X, W CY componentes
wrredutiveis. Entao Z x W € componente irredutivel de X XY e toda componente
aqui € desta forma.

Prova. O lema (4.1.3, p. 34) mostra que Z x W é irredutivel. Suponha ZxW C T
para algum fechado irredutivel T' C X x Y. Seja 77 C X o fecho da imagem de T’
em X. Temos assim Z C 77 e portanto Z = Tj. Similarmente, W = T;. Segue
T C Z xW e portanto, Z x W é uma componente. O restante da argumentacgao
fica como exercicio. O]

5.1.13. Lema. Sejam X e Y variedades. Entao
dimX xY =dim X +dimY.

Prova. Podemos supor X, Y afins e irredutiveis. As projecoes induzem inclusoes
naturais K(X) C K(X xY) DO K(Y). Sabemos que o anel de coordenadas de
X XY é gerado pelas fungoes coordenadas provenientes de X e de Y. Segue
facilmente que, se x1,...,2, € y1,...,ys sdo bases de transcendéncia de K (X)

e de K(Y) respectivamente, entao 1, ..., o, y1,...,Yys ¢ base de transcendéncia
de K(X xY). O
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5.1.14. Proposicao. Sejam X e Y subvariedades de C"* de codimensoes r,s.
Entdo cada componente de X NY tem codimensao < r + s.

Prova. Sabemos que dim X xY = dim X +dim Y. Temos também XNY — (X x
Y)N A, A = diagonal de C"xC"™. Como A é definida por n equagdes, segue o
resultado. O

5.1.15. Observacao. Note que o resultado anterior nao afirma que exista uma
componente irredutivel de X NY. Efetivamente, essa intersecao pode ser vazia,
e.g., V(zy — 1) NV (x).

Observe também que o ambiente em que a intersecao ocorre é importante para
a validade da prop.5.1.14. Por exemplo, considere o cone Z = V(zy — zw) C
C*. Sejam X = V(z,2),Y = V(y,w), ambos de codimensao 1 em Z (e de
codimensdao 2 em C*). Temos entretanto codimzy X NY = 3 > codimz X +
codimzY = 2. A singularidade de Z (no vértice) é o vilao da estéria, como
veremos oportunamente.

5.1.16. Lema. Seja X C P" uma subvariedade fechada e seja X cCctl o
cone associado. Entao dim X = dim X + 1.

Prova. Lembramos que o cone associado é a subvariedade de C"*! dada pelo
ideal homogéneo que define X em P". Podemos supor X irredutivel e X; =
XNnPy # 0. Seja X, = X NV(z, —1). Sabemos que V(z; — 1) é isomorfo
ao aberto basico Py —C". E claro que X1 e X; se correspondem por esse
isomorfismo. Logo, suas dimensoes coincidem. Segue que
dim X = dim X; = d1mX1 dim X — 1.
m

5.1.17. Observacao. O resultado acima decorre também do teorema da
dimensao das fibras.

5.1.18. Corolario. Sejam X e Y subvariedades fechadas de P™ de codimensoes
r,s. Ser—+s<n entio XNY # () e cada componente de X NY tem codimensdo
<r+4s.

Prova. S6 a nao vacuidade da intersecao merece cuidado. Passamos aos cones
X Y C C™*. As codimensdes nao mudam. Mas agora temos o vértice 0 € XNy
garantlndo a existéncia de alguma componente irredutivel. Observando que o
cone sobre a intersecao é evidentemente a intersecao dos cones, podemos escrever

codimXﬂY:COdimX/ﬂ\Ygr—l—s. O
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5.1.19. Corolario. Sejam Fi, ..., F, hipersuperficies em P". Entao

() F: #0.
OJ

5.1.20. Observacao. O teorema de Bézout afirma que, caso a intersecao de
n hipersuperficies seja finita, entao o nimero de pontos, contados com multi-
plicidades naturais, é igual ao produto dos graus. A finitude da intersecao vale
para escolha genérica de hipersuperficies, como mais uma feliz conseqiiéncia do
teorema da dimensao das fibras.

5.1.21. Lema. Seja f : X — Y um morfismo. Se dimX < dimY entao
f(X) estd contida em uma subvariedade fechada propria de Y.

Prova. Substituindo X,Y por abertos afins de componentes que realizam a
dimensao, podemos sup6-los afins, irredutiveis. (Leitor: detalhes?) Se f: X —
Y fosse dominante, terfamos uma inclusao de anéis de coordenadas, O(Y) C
O(X). Passando aos corpos de fragdes, temos a extensdao de corpos K(Y) C
K(X). Mas isso acarreta a desigualdade de graus de transcendéncia, dimY <
dim X. []

5.1.22. Lema. Seja X uma variedade afim, dimX = d, x € X. FEntdo
3 f07f17 s 7fd € O<X) tal que

e folr)#0 e
® V(fl,...,fd) ﬂXfO = {ZL’}

Podemos assim interpretar a dimensao de uma variedade X como o niimero
minimo de equacgoes necessarias para definir qualquer ponto x € X em alguma
vizinhanca afim de x.

Prova. Mais uma vez, normalizacao de Noether:

X OX) = B D my maximal
l U inteira
Ccr S = Clxy, ..., zq], d=dimV
Note que m, NS = n = (fy,..., f4), ideal maximal de S, correspondente a

imagem do ponto z € X em C?. A inclusao S C B dada por normalizacdo de
Noether corresponde a um morfismo V' — C?. Visto que B é um S—médulo fi-
nitamente gerado, segue que B/nB é um S/n(= C)—espago vetorial de dimensao
finita. Pelo lema (5.1.7,p.47), temos que V(nB)=V(fi,..., f4) é finito e contém
z (pois m; O nB). Temos assim
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VnB)=V(m,)UV(m)U---UV(my) =V(m,NmyN---Nmy)

para alguma escolha de ideais maximais distintos m;. Agora tome

fo € (ﬂmi)\mz.

Temos assim V(fy,..., fa) N Xy, = {z}. O

5.1.23. Observacao. Um argumento mais geométrico é o seguinte. Sejam
Xi,...,X, as componentes irredutiveis de X que passam por z. Seja m =
max{dim X; |i = 1.r}. Se m = 0 entdo r = 1,X; = {z}. Escolhemos f
de maneira a evitar as demais componentes fora de x. Se d = dim X > 0,
fazemos f; = --- = f; = 0; se d = 0 interpretamos fi,..., fq como a lista vazia
e V(D) = X. Se m > 0, escolhemos um hiperplano de equacao f; contendo
x e nenhuma dessas componentes. Trocamos X por V(f;) e procedemos por
inducao.

Se X ¢é uma variedade e xr € X, definimos dim, X como o maximo das
dimensoes de componentes de X contendo z.
O argumento delineado acima mostra efetivamente o resultado seguinte.

5.1.24. Lema. Seja x um ponto de uma variedade afim X e seja m = dim, X.
Entao existem m funcoes requlares que definem x em uma vizinhan¢a de X.

Reciprocamente, se fo, f1,..., fm € O(X) sdo tais que fo(z) # 0 eV(fi,..., fm)N
Xy, = {x}, entao dim, X < m.

Prova. Para a reciproca, trocando X por X podemos supor fy = 1. Basta
agora aplicar (5.1.10, p. 48) a cada componente de X passando por z. O

5.1.25. Lema. Seja f : X — Y um morfismo dominante de variedades afins
tal que f*: O(Y) —— O(X) € uma extensao inteira. Entio f(X) =Y, ie., f
€ sobrejetivo.

Prova. Sejam A = O(Y), B = O(X). Podemos escrever B = Alby,...,b,]. Isto
corresponde a uma fatoracao de f como composi¢ao de morfismos,

x=Xx, 5. .. 2x &y,
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com anéis de coordenadas O(X;) = A[by], O(Xs) = Alby, bo], etc. Basta mostrar
agora que f é sobrejetivo sob a hipétese adicional de que B = A[b], com b sa-
tisfazendo uma relagao da forma

(V) V' +ar ()bt 4+ 4 an(y) =0, a; € A

Dadoy € Y, sejam, C A oideal maximal correspondente. Mostremos que existe
x € X tal que y = f(z); equivalente: queremos f*~'m, = m,. Basta encontrar
ideal maximal m, C B tal que m, DO f*m,. Isto é garantido desde que 1 ¢ m,B.
Ora, se 1 € m, - B, escrevemos uma relacao

L=mo+mib+ -+ mu_1b" ', m; €my,

usando (Q).

Multiplicando por b e sempre usando (©), vem

b= Mo+ mib+ -+ mi,n—lbn_l'

mo,0 mi1 . Mon—1 1 1
( S ) by _ (b
mn'—l,O mn’—l,l mn—‘l,n—l bT;*I bﬂ‘«*l

Isto significa que 1 é autovalor. Resulta uma relacao
0=det(I — (my;)) =14+m, m € my,
absurdo. 0

Matricialmente,

5.2 teorema da dimensao das fibras.

(TDF) Seja w:V — W morfismo dominante, V,W irredutiveis. Entao
(1) toda componente de 7= (w), (w € W) tem dim > dim V' — dim W;
(2) 3 Wy C W aberto denso tal que Wy C f(V') e vale “=” no item anterior.

Prova. (1) w e W = 3 W,, aberto afim tal que
{w} =V(f1,..., fu) NW,, onde n =dimW,

e as f; sao fungoes regulares em W,,. Logo, 7 Y (w) = V(7*f1,..., 7 f,). Pelo
corolario 5.1.10, deduzimos que cada componente tem dim > dim V' — n.

(2) (Shafarevich) Primeiro, reduziremos ao caso em que é tudo afim. De
fato, valendo na situacao afim, recobrimos W por um numero finito de W;’s
abertos afins e cada 7~ !W; por abertos afins Vij- E claro que os V;; recobrem
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V. Por hipétese, para cada restricao = : V;; — W, existe um aberto denso
Whoi; que funciona. Facamos Wy = NWy;;. Tome w € Wy e seja Z componente
de 7 'w. Se Z encontra Vij, o caso afim aplicado a V;; — W, mostra que
dmZ =dimV — dim W.

Doravante, tudo afim.

K - L (corpos de fungoes)

U U

A C— B (anéis de coordenadas)

Il I

ow) o)
Seja by,...,bs € L uma base de transcendéncia de L|K. Passando a um aberto
principal de V', podemos supor by, ...,bq € B. Escrevamos
B = Alby,...,bg,bay1,-..,bn] com d = dim B — dim A,
by, ..., by algebricamente independentes sobre K e

bai1,--.,byn algébricos sobre K(by, ..., by).
Note que essa escritura de B corresponde a uma fatoracio de V.5 W,

VEwxct D
(BQA[blavbd]QA)

Tomamos, para cada j = 1 < j; < -+ < jJgr1 < N um polindomio nao
nulo Fj(zy,...,2401) € Alxy, ..., 2441 tal que Fj(b;,, ... ,bj..,) = 0, garan-
tido pelo grau de transcendéncia de L|K. Destaquemos i = 1,...,d,d + 1,
Fi(zy,...,2q,y) = aio(x1,...,20)y" + -+ € Alxy,...,2q,y],0t0 # 0. Seja
Z; C A o ideal gerado pelos coeficientes do polinomio Fj. Seja Z a uniao dos
fechados préprios V(Z;). Existe a € A tal que o aberto principal W, # 0 é
disjunto de Z. Passemos a esse aberto, renomeando W = W,. Assim, para todo
w € W, cada polinémio @; (x1,...,24) é ndo nulo, onde indicamos por @;g
a restricao a fibra sobre w; consequentemente, o mesmo vale para o polinomio
Fi(z1,...,2q,y) € Clay,...,24,y]. Seja U C C? x W o aberto principal dado
por @ = [[aip. A imagem de U em W é um aberto Wy (cf. exercicio ??,p. 77?).
Para cada w € W, por construcao, a restricio de my : V. — C?% x W sobre
este aberto é um mapa finito, logo sobrejetor (cf. 5.1.25). Em particular, temos
7 (w) # ), e portanto o aberto W, estd contido na imagem. O anel de coor-
denadas de cada componente da fibra 7—'(w) é um quociente, B, de B. Temos
evidentemente B = C[by,...,by]. Visto que Fj(bj,... ,bj,..) = 0 em B, segue

Fy(bjy, ..., bj, ) =0em B. Isto fornece uma relacio nio trivial para a escolha

de d + 1 quaisquer entre os by, ..., by. O
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5.2.1. Observagao. Note que, na afirmacao (1) do TDF, se 77 (w) = ) entao
a conclusao vale por vacuidade, ja que nao existe componente para contradizer o

enunciado. Reveja em detalhes o exemplo do morfismo C? 5 (z,y) — (z,2y) €
C2.

A colecao W’ dos pontos w € W tais que a desigualdade da afirmagao (1) é
estrita, 7.e., onde dim 7~ !(w) > dim V — dim W, est4 contida no complementar
de um aberto denso de W (garantido pela afirmacao (2) do TDF). Note entre-
tanto que o lugar onde vale “=" no (TDF)(5.2,p.52) pode nao ser aberto, cf.a
observacao (5.3.7,p. 56).

Exercicios. 83. Seja ¢ : C* — C? definida por (¢1, ¢2), ¢ € Clay, 2], Supo-
nha que existem polindmios ay, . .., ap, b1, ..., by € Clry, 22| tais que

2l + ai(¢1, ¢2)zy " + aa(pr, d2)x! % + -+ + an(¢r, ¢2) = 0.
2+ by (f1, Ga)xh ™t + ba(dr, do)xhy 2+ - + by (1, d2) = 0.

Mostre que (1) ¢ € sobrejetivo e (ii) para todo polinémio irredutivel f € Clzy, x]
existe um polinémio irredutivel g tal que ¢(V(f)) = V(g). Exemplo explicito
com m,n > 2.

5.3 primeiras aplicacoes do TDF
Inicialmente, um resultado sobre a natureza topoldgica da imagem.

5.3.1. Proposicao. Seja f : X — Y um morfismo de variedades e seja
Z = f(X) a aderéncia de sua imagem. Entdo eziste um aberto ndo vazio de Z
contido em f(X).

Prova. Visto que a aderéncia de uma uniao finita é a uniao das aderéncias,
podemos supor X irredutivel e, trocando Y por Z, supor f dominante. Pelo
TDF, existe um aberto de Y contido em f(X). O

5.3.2. Coroléario. (Construtibilidade da imagem.) Seja f : X — Y um
morfismo de variedades. Entao, a imagem f(X) € um subconjunto construtivel
de Y, i.e., uma uniao finita de intersecoes de abertos e fechados.
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Prova. Reduz-se facilmente ao caso X irredutivel e f dominante. O caso
dimY = 0 néao oferecendo dificuldade, suponhamos dimY > 0. Seja U C f(X)
subconjunto nao vazio e aberto em Y, como garantido pelo tdf (5.2, p.52). Seja
Z =Y \U. Temos dimZ < dimY. Por indugao, f(f (7)) é construtivel
em Z, e portanto também em Y. O resultado segue notando que f(X)

UUf(f~1(2)).

5.3.3. semicontinuidade da dimensao das fibras..

oo

5.3.4. Proposicao. Seja f : X — Y wm morfismo de variedades. Entao,

para cada inteiro k, o subconjunto
f® =A{z e X| dim, f~}(f(2)) > k}

€ fechado em X.

Prova. Argumentamos por indugao sobre n = dimY. Se n = 0, 6bvio. Para a
etapa indutiva, podemos supor X irredutivel e f dominante. De fato, valendo
nesse caso, podemos restringir f a cada componente irredutivel X; de X. Seja Y;
a aderéncia de f(X;) em Y e denotemos f; : X; — Y; o morfismo induzido. Se
ze fP) 6 caro que dim, f~'(f(x)) > dim, f;'(fi(x)) > k. Reciprocamente, se
r € f® seja X; € X uma componente contendo uma componente de f~(f(z))
com dimensdo > k. E imediato que = € fi(k). Segue que f*) = Ufi(k), uniao
finita de fechados. Seja r = dim X — dim Y. Doravante, vamos supor X irre-
dutivel e f dominante. Se k < r entao f*) = X. Por outro lado, para k > r+1,
temos que f*) estd contido em algum fechado Z C X, imagem inversa de um fe-
chado préprio W C Y, complementar do aberto denso em que cada componente
da fibra tem dimensao r. Aplicamos indugao ao morfismo Z — W. [

5.3.5. Observacao. O resultado é particularmente interessante quando o
morfismo f : X — Y é fechado, i.e., aplica fechados em fechados. Nesse caso,
vale o seguinte enunciado de semi-continuidade no contradominio.

5.3.6. Proposicao. Seja f : X — Y wum morfismo fechado sobrejetivo.
Entao, para cada inteiro k, o subconjunto fu) = {y € Y| dim f~(y) > k} €
fechado em Y.

Prova. Novamente, argumentamos por indugao sobre n = dim Y e reduzimos ao
caso X (logo Y) irredutivel. De fato, valendo nesse caso, podemos restringir f
a cada componente irredutivel X; de X e agora tomar Y; = f(X;), fechado por
hipétese. Denotemos f; : X; — Y; o morfismo induzido. Se y € (fi)x), ¢ claro
que dim f~!(y) > dim f; ' (y) > k. Reciprocamente, se y € fwy, seja X; € X
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uma componente contendo uma componente de f~!(y) com dimensao > k. E
imediato que y € (fi)x).- Segue que fuy = (J(fi)), unido finita de fechados.
Seja r = dim X — dim Y. Doravante, vamos supor X irredutivel e f sobrejetiva.
Se k < r entdao f¥) = X. Por outro lado, para k > r 4 1, temos que f) estd
contido em algum fechado préprio W C Y, complementar do aberto denso em
que cada componente da fibra tem dimensao r. Aplicamos indu¢ao ao morfismo

1w — w. O

5.3.7. Observagao. A semi-continuidade falha se omitirmos a hipétese de
morfismo fechado. Aprendi o exemplo seguinte com a Carolina Aratjo. Seja
g : C3 — C? definida por (z,y,2?). Note que a imagem inversa da reta
y = 0,z = 1 tem duas componentes conexas, Ly : y = 0,z = £1,2z € C.
Seja h : X — C3 a explosao de Ly. A imagem inversa de L, é L, x P!. Seja
X" obtida pela remogao do subconjunto {(0,0,1)} x P! € L, x P'. Por fim,
seja f =goh: X% — C? a composi¢ao. Agora fuy = {(z,0,1) |z # 0}.

Exercicios. 84. Seja f como na observagao acima. FEncontre um fechado
Z C X tal que f(Z) nao € fechado em C*. Identifique f) \ fu). E aberto?

85. Seja n um inteiro > 0 e seja
X ={(A,V) € M(n,n) x Gr;C" | AV = 0}.

Todas as fibras de X — GriC" sao da mesma dimensao. Qual? Jd as fibras
de X sobre Y := M(n,n) sdo vazias sobre o aberto das matrizes ndo singulares.
A imagem de X em Y € o fechado irredutivel formado pelas matrizes de posto
< n. As fibras sobre a variedade das matrizes de posto n — 1 sdo todas reduzidas
a um so ponto. Descreva as fibras sobre a variedade das matrizes de posto n —k
para os demais casos. Idem para a situacao de matrizes retangulares. Idem para
matrizes simétricas.

86. Seja Y o espaco projetivo cujos pontos correspondem aos coeficientes de
polinémios homogéneos de grau d nas varidveis x,,...,x4. Seja G = GryC* a
grassmanniana de retas de P3. Seja X = {(F,0) € Y x G|¢ C V(F)}. Mostre
que X — G (induzida por proje¢io no 22 fator) tem como fibras um espago
projetivo. Deduza que X € irredutivel e calcule sua dimensao. Examine as fibras
de X sobreY parad=1,2,3,4.

5.4 mais aplicacoes do TDF

O resultado seguinte generaliza (4.1.3,p. 34); veja também (5.1.13, p. 48).
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5.4.1. Proposicao. Seja f : X — Y um morfismo fechado de variedades.
Suponha Y irredutivel e que cada fibra € irredutivel e de dimensdo constante.
Entao X € irredutivel.

Prova. Sejam Xi,..., X, C X as componentes irredutiveis distintas. Para cada
i tal que que f(X;) =Y, seja Y; um aberto de Y néo vazio tal que

dim f&ll(y) =dim X; —dimY, Vy € Y},

a dimensao esperada, garantido pelo TDF (5.2). Se f(X;) # Y, defina Y; =
Y — f(X;). Seja U =(Y;. Entdao U é um aberto denso de Y. Escolha yg € U.
A irreducibilidade das fibras implica f~'yy C X, para algum 4, digamos i = 1,
com f(X;) =Y em virtude da escolha de yo. Logo, (fix,) " (y0) = f'yo. Para
x € X; arbitrdrio, temos (fix,) *(f(z)) € f~'f(z). Comparando dimensoes
conclufmos que esta inclusao é uma igualdade, (fix,) '(f(z)) = f'f(z), Vz €
X;. Como f(X;) =Y, sea’ € X é arbitrario, segue que existe x € X tal que
f(x') = f(x). Logo, temos ' € f~1f(z) C X, e portanto X = X. ]

5.4.2. Observagao. X = V(zy — 1)UV(z,y) — Y = C, projegao no eixo dos
x tem fibras irredutiveis e de mesma dimensao, mas. ..

Exercicios. 87. Seja PV o espaco de parametros para hipersuperficies de grau
d em P" e seja r > 1. Estamos interessados nas hipersuperficies que contém
algum subespaco P* de P*. Seja X = {(F,¢) € P x Gr,,,C"*|{ C V(F)}.
Mostre que X ¢ irredutivel e calcule sua dimensao.

88. Mostre que toda superficie cibica em P? contém pelo menos uma reta. Mos-
tre que a superficie qudrtica genérica nao contém retas. Idem para grau maior
que 4.
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Capitulo 6

fibrados vetoriais

6.1 exemplo universal

Lembramos que cada x € P representa uma reta passando pela origem em C"+1.
Seja
L={(z,v) €eP"xC""|v ez} (6.1)
Sejam p1, py as projecoes de £ em P*,C"*!. A imagem inversa p;*(z) C {2} x
C"*! se identifica, mediante o isomorfismo natural {z} x C"™'=—=C"*! com o
subespaco de C"*! que o ponto x representa. A imagem inversa p,*(v) de cada
v # 0 consiste exatamente no par ([v],v), onde [v] € P™ representa a reta gerada.
(Leitor: py'(0)?)
Notemos que £ ¢é de fato uma subvariedade quase-projetiva, definida pelo
sistema de equacoes
Ty =2y, 1 <i,j <n+1, (6.2)

onde os z; denotam coordenadas homogéneas em P" e os y; coordenadas afins
em C"t1,

Seja U; C P™ o aberto basico x; # 0. Vamos mostrar que
p U, —U; x C.

Lembramos que U;—C", mediante (z1, ..., Znq1) < (2, ..., m’;ﬂ) (omltlr L =
1). O sistema (6.2) fornece entao (y1, ..., ynt1) = vi(5, ..., 27, L @, xn+1)

A aplicacao

UxC 25 prlu; c U; x €1

(2,0) o (wt(E,. s )

¢ o isomorfismo prometido.

59
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6.2 funcoes de transicao

Mais geralmente, seja 1) : E — X um morfismo de variedades. Diremos que 9
(ou simplesmente E) é um fibrado vetorial com base X e posto r se existir uma
cobertura de X por abertos U, de maneira que

1. para cada «a existe um isomorfismo v, : U, x C"—=¢~1U, tal que
¢(wa(xav)) =T, V(ZL‘,’U) € U, x C;

2. para cada «, 3, escrevendo U,g = U, N Us, a composigao

Uap X €' be, g Y, Uagx €
— 7

¢ um isomorfismo da forma (z,v) — ¢5 ' Va(2,0) = (x,9sa(z)v), onde
wﬁa . Uag — GL(’/’)

é um morfismo. Cada 1, é dito uma trivializacao local; as composigoes,
-1 5 e AnSica

V5 Yau,; bem como g, sao chamadas fungoes de transi¢ao. O morfismo

Y E — X é chamado de morfismo estrutural. Para cada subconjunto

U C X escrevemos Fy = ¢~ 'U para indicar a restricao de £ sobre U.

Note que, restringindo a uma intersegao tripla U,gs,, temos ¢ 11%@[1511% =
(0 Y)q, € portanto, 1,515, = 1+q, chamada condigao de cociclo.

A restrigao de 1, a {x} x C" equipa cada E, = ¢¥"(z) C E, z € U,, com
uma estrutura de espago vetorial. Visto que 13,(x) é um isomorfismo linear,
vemos que a estrutura de espaco vetorial independe da escolha de «.

Um fibrado de posto 1 é também chamado um fibrado em retas.

Verifiquemos que £ —P" é um fibrado em retas, chamado de fibrado tau-
tologico sobre P". Para x € U;j, temos x; # 0 # x;. Calculamos

(p;lgpl(xﬂf) = gl(xvt(%7"’7x;1717x;tlu"'vmnle))
_ ( z1 i—1 Tjt1 a:n+1))
z0 " w0 ’_xj ""’_mj

Temos aqui
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6.3 homomorfismos

Um homorfismo de fibrados vetoriais ¢; : F; — X (i = 1, 2) sobre uma variedade
X é um morfismo A : E; — FE, tal que

L. oA = y;

Ey (6.4)

A By
& y
X
2. arestricao A\, : E1, — F», as fibras sobre cada z € X ¢é linear.

Um isomorfismo de fibrados vetoriais ¢ um homomorfismo que é um isomorfismo
de variedades. E imediato que se um homomorfismo A é isomorfismo, entdao A~*
também é um homomorfismo.

Exercicios. 89. A composicao de homomorfismos de fibrados vetoriais € um
homomorfismo de fibrados vetoriais. Idem para a composi¢ao de isomorfismos.

90. Seja A : E1 — Es um homorfismo bijetivo de fibrados vetoriais. A aplica¢dao
inversa X1 € um morfismo?

6.3.1. Lema. Seja X uma variedade e seja {U;}icr uma cobertura aberta.
Sejam 1;; - U;; — GL(r) morfismos satisfazendo a condi¢do de cociclo ;1) =
Vik. Entao existe um fibrado vetorial v : E — X munido de trivializacées
locais 1; : U; x C"—= Ey;, satisfazendo a ¢; ";(z,v) = (z,1;(z)v) Vi, j € L,z €
Uij, veC.

Prova. Seja E = JU; x C" a unido disjunta. Seja 7 : E — Eo espaco
topoldgico quociente pela relacao (z,v) ~ (2/,0") <= z =2 € Uy v =
Yij ().

A restrigao m; de m a cada U; x C" é um homeomorfismo sobre sua imagem
E;. De fato, m; é bijetiva e aberta.

Seja U C E aberto e seja my a restrigao de m a 7~ (U). Definimos

Op(U)={f:U — C|fomy € Op(r'U)}.

Temos assim um feixe de funcoes em FE. Esse feixe torna a aplicagao quociente
m: F — E um morfismo de espacos anelados.
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Seja f : E; — C tal que fom € O(U; x C"). Entao temos f € Op(E;).
De fato, ponha E = 7 'E;; observe que E N (U; x C") = U;; x C". Logo, se
(z,v) € E; N (Uj x C7), temos f o7y (z,v) = f o m(x,¢;;(x)v), mostrando que
formg € Og(ﬁz) O mesmo argumento motra que m; : U; x C" — E; é um
isomorfismo de espacos anelados. Portanto, F; é uma variedade, seguindo que
E é uma variedade.

Define-se ¢ : E — X de maneira evidente, de forma que v 'U; = E;,——U; x
C". Detalhes restantes, por conta do leitor. O

Exercicios. 91. Verifique os detalhes da demonstragao anterior.

92. Mostre que, na construcao do fibrado E no lema anterior, se X € separado
(i.e., diagonal fechada em X x X ) entao E € separado. A reciproca também vale.

93. (Colagem de variedades.) Seja (X,) uma familia de variedades. Suponha
que para cada par de indices o, seja dado um aberto X,53 C X, e um isomor-
fismo
PBa - Xag - Xﬂa

N N

Xa Xp
tal que Yoo = 1d em Xoq = Xo € 918080 = Pya €M Xoy N Xog. Mostre que
existe uma variedade Y e uma cobertura aberta (Yy,) juntamente com isomorfis-
mos po @ Xo——Y, tais que po(Xap) =Yoa NYs e gp/gl © Yol Xap = Ppa-

94. Sejam X1 = Xy = C D X1 = C* = C\ {0}. Defina p15(t) = 1/t, t € C*.
Seja Y obtido por colagem como no exercicio anterior. Mostre que Y ——P!.
Generalize para P™.

6.3.2. Lema. Seja A: E — F um homomorfismo de fibrados vetoriais sobre
uma variedade X . Entao existem uma cobertura aberta U, de X e trivializagoes
locais como no diagrama

VU, 25 gy,

%T Tna

UQXCTT)UQX(CS

onde Ao € um homomorfismo de fibrados triviais sobre U, e o mapa \* denota
a restrigao de A. O homomorfismo A\, € da forma (x,v) — (x, \o(x)v). Aqui
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Ao i Uy — M(r,8) € um morfismo e sua restricio a U,g satisfaz
M50 (7)Ao (2) = As(2)Vga(2), Y2 € Uag.
Uag X (CT—>UOCB x C*
A

¢glwal inglna
Uag x Cr T> ap X Cs
B

(6.5)

Reciprocamente, toda cole¢ao A\, nas condicoes acima provém de um homomor-

fismo de fibrados.

Prova. O ponto principal é se dar conta de que os fibrados E, F' podem ser
trivializados sobre uma mesma cobertura. Isto se deduz passando a um refina-
mento comum. Para a reciproca, usamos \, para definir \, e em seguida, \°.
Estes ultimos sao compativeis nas intersecoes sobre U,s, definindo assim um
homomorfismo A : £ — F. O

O lema anterior significa que, um homomorfismo de fibrados vetoriais pode
ser imaginado como uma cole¢ao de matrizes A\, com entradas fungoes regulares
em abertos U, de uma cobertura aberta que trivializam os fibrados e satisfazendo
a relagoes de compatibilidade naturais.

6.3.3. Proposigao. Sejam E, F fibrados vetoriais sobre uma variedade X,
definidos por fungoes de transigao ¥,g, 1.3 associadas a uma cobertura U, de X.
Entao existe um isomorfismo A : E — F' de fibrados vetoriais se e s6 se existem
morfismos A, : U, — GL(r) tais que 14(7) = A\3(2) Vg0 () Aa(2) 71, VI € Ung.

Prova. Segue imediatamente do lema anterior. O]

6.3.4. Proposicao. Seja A : E — F' um homomorfismo de fibrados vetoriais
sobre uma variedade X . Entao sao equivalentes:

1. X\ € injetivo;
2. a restricio N\, : B, — F, a cada fibra € injetiva;
3. X € um isomorfismo de E sobre um fechado de F.

Prova. Passando a uma trivializacao, podemos supor X afim e que o homomo-
morfismo A : X x C" — X x C® se expressa por uma matriz A da forma (I, u),
onde I denota um bloco identidade r x r. Temos assim \(z, (y1,...,¥.)) =

(¢, (Y1, s Yry Yrg1, - -, Ys)) onde Yy = > py(x)y;.  Isto implica que A* :
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Oxlz1,. .., 2s) = Ox|yi, ...,y é 0o homomorfismo sobrejetivo de O x (X)-algebras
definido por A*(z;) = y;, @ = 1..s. Aplicando (2.5.3,p. 17),(2), completamos a
verificacao de 2 = 3. As demais implicacoes sao simples. O

Exercicios. 95. Notacao como na demonstragcao acima, mostre que existem
1somorfismos de fibrados vetoriais, ¢ : X xC" — X xC'j¢p: X xC° — X xC*

tais que po Xop(x,, (y1,...,yr)) = (z, (Y1, ..., 4, 0,...,0)), i.e., podemos fazer
w=0.

6.4 subfibrados vetoriais

Seja K Y. X um fibrado vetorial. Um subfibrado vetorial de E é uma subvarie-
dade fechada S C E tal 1|5 : § — X é um fibrado vetorial e o mapa de inclusao
é¢ um homomofismo.

Exercicios. 96. Seja \ : C* — C? definida por (x,y) — (z,zy). Mostre que \
¢ um homomorfismo de fibrados em retas sobre C. Descreva nicleo e imagem.
Sao subfibrados?

97. Seja X uma variedade afim e seja Y C X x C™ uma subvariedade tal que,
para cada x € X a fibra Y, = Y N E, € um subespago vetorial de dimensdo
constante. Pode-se concluir que Y — X € um subfibrado?

98. O exemplo mais importante de subfibrado vetorial é o chamado subfibrado
tautologico sobre a grassmanniana,

S ={(z,v) € Gr,C" x C"|v € z}. (6.6)

A restrigao de S sobre a fatia (3.3) produz um isomorfismo Sy——V x C". Cada
(x,y) € V x C" se envia na combinacao Y y;x; € C" das linhas de x. Verifi-
que em detalhes que S € um subfibrado. De particular interesse € o fibrado L
introduzido em (6.1,p.59).

99. Seja X uma variedade afim e seja (a;;) wma matriz m X n de fungoes requ-
lares. Seja a: X x C" — X x C™ definido por

alz,y) = (x, (30 ay;(2)y;, - - -, 22 ami(2)y;)).
Suponha que o posto de (a;;(x)) € um inteiro r independente de x € X. Mostre
que o nicleo e a imagem de a sao fibrados vetoriais.
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6.5 operacoes com fibrados vetoriais

Cada uma das operacoes habituais da algebra linear tem um aspecto fibrado.
Assim, deixamos como exercicio de rotina a verificacao do seguinte. Dados E, F'
fibrados vetoriais sobre X, podemos construir

1. a soma direta EEPF;

2. o fibrado dual EV;

3. o fibrado de homomorfismos Hom(E, F);

4. o fibrado quociente F/E se E C F é um subfibrado;

5. o produto tensorial £ ® F';

6. as poténcias tensoriais, simétricas e exteriores, E*" S, E, \" E.

Analogamente, define-se seqliencia exata de fibrados,

A

E ERANN El L} E,/,

pelo requerimento ImA = ker p.

Exercicios. 100. Para cada um dos fibrados acima definidos, escreva fungoes
de transicao em termos das fungoes de transi¢ao de E|F.

6.6 o feixe de secoes

Exercicio anterior mostra que tanto a imagem como o nucleo de um homo-
morfismo de fibrados podem nao ser um subfibrado. Este incomodo vai ser
contornado por meio da nocao de feixe de segoes.

Para cada fibrado vetorial ¢ : £ — X e para cada aberto U C X, de-
notamos por E(U) o conjunto das segoes, i.e., morfismos s : U — E, tais que
Y(s(x)) =z, Vx € U. Esta condi¢ao implica que s(z) € E,. Como esta fibra tem
estrutura de espaco vetorial, vemos que faz sentido somar se¢oes bem como mul-
tiplicar por fungoes definidas em U. Passando a uma trivializacao local, deduz-se
que cada secao corresponde localmente a escolha de um vetor de fungoes regu-
lares (fi,..., fr) € Ox(U)". Mais precisamente, se ¢y : U x C"—FEy;, temos
Uyt (s(x)) = (z, (fi(z),. .., f(x)). Segue que a soma de se¢des e a multiplicacio
por funcao regular reproduz uma secao. Em outras palavras, E (U) é munido de
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uma estrutura de Ox(U)-médulo. Se U' C U sao abertos, temos um homomor-
fismo de restrigao €7, : B(U) — E(U’), claramente compativel com a restri¢ao

de fungoes, pl, : Ox(U) — Ox(U'):

() = P (F)ebu(s), Vf € Ox(U), s € B(U).

Exercicios. 101. Seja E— X um fibrado vetorial de posto r sobre uma varie-
dade X e seja s: X — E. uma se¢io. Entio cada componente de V(s) ={z €
X | s(x) =0} tem dimensdo > dim X — r.

Mais geralmente, um feixe de Oyx-mddulos M sobre uma variedade X é um
feixe (cf.p.19) que associa a cada aberto U C X um Ox(U)-médulo M(U)
satisfazendo as compatibilidades habituais com respeito a homomorfismos de
restricao:

e para cada par de abertos V' C U, temos homomorfismos de grupos pyy :
M(U) — M(V) tais que pyy = id;

e se W CV C U sao abertos, entao pyw = pvwpuv;

e aestrutura de Ox(U)-médulo de M (V') induzida por restrigao de escalares
Ox(U) — Ox(V) torna pyy um homomorfismo de Ox(U)-mddulos.

Sinonimo: Ox-Moddulo. Define-se a nocao de homomorfismo de Mddulos de
maneira evidente. Seja M um Ox-Mddulo e fixe um ponto z € X. Sejam
U, U’ vizinhangas abertas de x. Dizemos que as segoes m € M(U),m’ € M(U")
definem o mesmo germe em z se existir aberto U” C U NU’ tal que U” > x
e my = mTW. Trata-se de uma relacao de equivaléncia na colecao das segoes
de M definidas em vizinhancas abertas de z. O talo de M em x é o conjunto
quociente, denotado M. Verifica-se facilmente que M, é um O,-mébdulo.

O modelo bésico de Ox-Mddulo provém do caso em que X é uma varie-
dade afim. Escrevamos R = O(X) seu anel de coordenadas. Seja M um R-
modulo. Vamos definir um Mdédulo, denotado M , utilizando a nocao de médulos
de fracoes. Para cada = € X, definimos o talo de M em x, denotado M,, como o
O,-médulo formado pelas fragoes m/f, m € M, f € R, f(z) # 0. Cada fragao
é uma classe de equivaléncia, declarando-se

m/f=n/g <= TJh e R, h(x) #0,tal que h-(gm — fn) =0 em M.
Detalhes, a cargo do zeloso leitor.

Exercicios. 102. Seja R um anel (comutativo, com unidade) e seja M um
R-médulo. Para cada f € R seja MY = {(m, f)|m € M,r € N}. Defina a
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relagdo (m, f7) ~ (n, f*) em MY <= 3t >0 tal que f'- (f>m — f'n) =0
em M. Mostre que esta € uma relagao de equivaléncia. Define-se o R-modulo
de fragoes My = {m/f"|m € M,r > 0}, onde cada fra¢io é uma classe de
equivaléncia, com a soma e multiplicacdo definidas da maneira usual. Verifique
a boa defini¢ao dessas operagoes.

103. Mostre que o homomorfismo natural M > m +— m/1 € My € um isomor-
fismo se e s6 se o homomorfismo M > mw— f-m & M o for. Quando M = R,
mostre que Ry € de fato uma R-dlgebra comutativa, isomorfa ao anel quociente

Rlal/(xf = 1).

104. Mostre que a aplicacao natural R — Ry € injetiva se e s6 se f é ndo
dwisor de zero. Mostre que Ry = 0 (anel nulo) se e s6 se f é nilpotente. Mostre
que My herda uma estrutura natural de Rg-mddulo tal que (g/f")(m/f*) =---.
Mostre que, se m € M, m # 0, entdo existe f € R tal que m/1 # 0 em M.

105. Notagao como no exercicio anterior, mostre que, se ¢ : M — N é um ho-
momorfismo de R-mddulos entao existe um e s6 um homomorfismo gy : My —
Ny de Ry-modulos tal que pr(m/1) = o(m)/1¥m € M. Mostre que @ € inje-
tivo (resp. sobrejetivo) se ¢ € injetivo (resp. .. ). Mostre que ker(yps) = ker(p)y;
tdem para coker.

Para cada aberto U C X, consideremos o produto Il,cyM,. Podemos consi-
derar esse produto como um médulo sobre o produto de anéis 11, O,. Diremos
que uma familia (m,) € ey M, é localmente determinada se, para cada z € U
existirem m®* € M, f, € R, tais que

o rcX; CU e
(6.7)
e my,=m"/f, em M, para cada y € Xy,.

Ou seja, os membros da familia na vizinhanga de cada m, sao todos deter-
minados pela “mesma’” fracao.

6.6.1. Lema. Seja M(U) C ey M, o subconjunto formado pelas familias
localmente determinadas. Entdao

(i) M(U) é um mddulo sobre Ox(U) fazendo g - (m,) = (gm,), Vg € Ox(U);
(ii) para cada f € R seja My o Ry-mddulo das fragoes m/f', m € M,i € Z.
Seja p: My — Ilex, M, o homomorfismo natural. Entao p € injetiva e sua

imagem € igual a M(Xf).
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Prova. Sejam (m,) € M(U),g € Ox(U). Para cada = € U, existem f, €
R,m* € M tais que x € Xy, CU e my, =m"/f,, Yy € X;,. Analogamente,
temos ¢ = a/f! em X;, para algum a € R. Segue que gm, = am®/fr, Vy €
Xy, e portanto a familia g - (m,) é localmente determinada.

Verifiquemos a injetividade de p. Se u(m/f") =0, entdo m/f" = 0 em cada
M,, z € X;. Logo, existe g, € R tal que g,(z) # 0, gm = 0 em R. Seja
I = (g, |x € Xy) o ideal gerado. Evidentemente vale hm = 0, Vh € I. Temos
V(I)Nn Xy = 0. Logo, V(I) C V(f). Pelo TZH, vem f € radl e portanto,
fim = 0 para algum i. Assim, m/f" =0 em M;.

Resta mostrar que cada (m,) € M(X 7) estd na imagem de pu. Podemos
supor f =1 (por qué?).

Escrevemos m, = m®/h, em M,, Vz € X, para algum m® € M, h,(z) # 0.
Vale também m?/h, = m®/h, em M., Vz € Xj,,. Temos assim g, - (h,m? —
hym®) =0 em M, ou seja

gzhwmy = gzhymx

para algum g, € R, g.(z) # 0. Logo, temos Xj,,, C (JX,.. Pelo TZH, segue
hyh, € rad(g. | 2 € Xp,n,). Dai vem

kpk _
para algum k, a, € R. Deduzimos dai as relagoes

h’;h’;hym‘” = a,g.hym® => a,g.h,m? = h’;h’;hxmy;
1= b b, € R; (pois UX,, =X)
h’y“my =5 bxh§+1h’;m9 =5 bxh’;h’;hym:” = h’y”l S bhEm®
= mY/h, = (3. b.hFm?) em M,, Vy € X.

]

Temos um pré-feixe M definido por U — M (U) C ey M,; 0 homomorfismo
de restricao para U D U’ abertos de X correspondem a projecao, ey M, —
I err M, Trata-se efetivamente de um feixe. De fato se U,, o € N sao abertos,
U=UU, em, € M(U,) denotam se¢oes compativeis, é imediato que podemos
estendé-las a uma se¢io (m,) € M(U) pela regra my, = (my),, « € U,. Verifica-
se que (m,) é localmente determinada.

Exercicios. 106. Verifique os detalhes das afirmacgoes acima.

107. Sejam X = {0,1}, R = O(X)—C x C. Seja F o feize constante = R,
com restrigoes identidade. Mostre que nao existe R-mddulo M tal que F seja
da forma M.
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108. Sejam X wuma variedade afim irredutivel, R = O(X). Seja F o feize
constante K = Fr(R) (corpo de fragées), com restri¢oes identidade. Mostre que
F=K.

109. Seja X wma variedade afim irredutivel. Seja U C X um aberto afim,
) # U # X. Defina F como o feize associado ao pré-feize tal que, para cada
aberto V C X,

0 caso contrario.

V|—>{ Ox(V) se V CU,

—

Verifique se existe Ox(X)—mddulo M tal que F = M.

6.6.1 Moddulos quase-coerentes

Introduzido o modelo bésico de feixe de médulos sobre uma variedade afim, di-
remos que um Mddulo M sobre uma variedade X é quase-coerente se a restrigao
de M a cada aberto afim X; de alguma cobertura de X é da forma M, para
algum O(X;)-médulo M;.

6.6.2. Lema. Seja M um Moddulo quase-coerente sobre uma variedade X .
Entao a restrigao de M a todo aberto afim U de X é da forma M para M =
M(U).

Prova. E suficiente mostrar que, se X ¢é afim, entao todo Ox-Mddulo quase-
coerente M provém do R-médulo M = M(X) onde R = Ox(X). Sejam X;
abertos afins de X que exibem a quase-coeréncia de M. Sem perda de genera-
lidade, podemos supor X; = X, aberto principal. Denotemos M; o R¢,-mddulo
M(X;) que define Mx,. Para cada f € R, temos X; = U; Xy, Portanto, a
seqiiéncia abaixo

0— M = M(X) — [ M; — [1(Mi)y;
é exata. Passando aos médulos de fragoes deduzimos

0 My [1(M;) f ———TT(Mi) s,

g | |

00— M(Xy) —=[IM(Xsp,) —= [IM(Xy1p,)-

Neste ultimo diagrama, as setas verticais nos produtos sao isomorfismos pois
M x, = M;. Segue o isomorfismo oy : M(Xy) = My—M(Xy). A construgao
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mostra que oy, ay coincidem sobre X ¢4, fornecendo assim o isomorfismo desejado.

[]

Exercicios. 110. Seja M um Moddulo quase-coerente sobre uma variedade X .
Sejam U C X aberto afim, M = M(U) e x € U. Entdo o talo de M em x ¢
O,—isomorfo ao talo de M em x.

111. Seja X uma variedade afim irredutivel e seja A = O(X) seu anel de coor-
denadas. Seja K = Fr(A) o corpo de fragoes. Entio o feize constante U — K
¢ quase-coerente.

6.7 feixes localmente livres

Um feixe quase-coerente M de Ox-moddulos é dito coerente se em cada aberto
afim U C X o Ox(U)-médulo M(U) é finitamente gerado.

Um feixe M é localmente livre se X admitir uma cobertura por abertos U
tais que My —OF".

6.7.1. Lema. Seja X uma variedade afim. Seja M um Mddulo coerente sobre
X eseja M =M(X), R=0Ox(X). Sao equivalentes:

1. M € localmente livre;
2. M é somando direto de algum R";
8. existem fi,..., fr € R, n>1 tais que (f1,..., f;) =1 e cada My,— R} .

Prova. (1=2) Existe uma cobertura aberta, que podemos supor finita e formada
por abertos principais Xy,,7 = 1..k, de maneira que

Rf— My = M(Xy), Vf = fi.
Sejam mj, ..., m}, € M tais que m’/1 é imagem de e; € RY,. Definimos
k
Vv:R"= @ R — M, n=ky,
1

enviando as bases canodnicas do i-ésimo somando nos mz O homomorfismo 1)
é sobre pois cada vy : R} — M; é. Seja ¥ : Hom(M, R") — Hom(M, M)
definida por ¥(o) = 9 o 0. Novamente cada

Uy : Hom(RY, R}) — Hom(RY, RY})
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é claramente sobrejetor, logo ¥ também é. Assim, existe uma “cisao”, o : M —
R™ tal que 1 o o = 1);. Segue facilmente que R" = ker(v)) ® (M) e portanto
M ¢é somando direto de R".

(2=3) Suponhamos R" = M @& M'. Seja x € X, m = m, C R o ideal maximal
correspondente. Segue a decomposi¢ao R"/mR"—C" = M /mM & N/mN. Se-
jam mq,...,m, € M cujas classes mod. mM formam base de M/mM. Temos
a igualdade M = (my,...,m,) + mM. A sobreje¢do R" — M oriunda da de-
composicao fornece um conjunto finito de geradores, digamos vy, ..., v, para M.
Escrevemos equagoes v; = » a;;mj + > ijV;, a;; € R, p;; € m. Matricialmente,

= () =@ (). ©5)

No aberto principal definido por f, = det(1 — (;;)) # 0, temos portanto My =
(mi,...,m;)s. Podemos escrever analogamente M}, = (mj,...,m})s. Daf vem
uma sobrejegao ¢ : R} — My @ M} = R} definida mandando a base canénica
nos m;, m; Pelo lema seguinte, 6 é um isomorfismo, e portanto os m; sao l.i.
Visto que os Xy, recobrem X, extrai-se uma subcobertura finita por quase-
compacidade.

(3=-1) Exercicio. O

O belo resultado seguinte é devido a W. Vasconcelos.

6.7.2. Lema. Seja M um R-mddulo f.g. Entao todo endomorfismo sobrejetivo
0: M — M ¢ injetivo.

Prova. Trocando R pelo sub-anel R[§] € Hom(M, M) podemos supor que § € R
é uma homotetia. Se M = (my,...,m,), podemos escrever relagoes

m; = 0 E QM.

Segue det(1—6(a;;))m = 0Vm € M. Expandindo, vem (1 —6a)m = 0. Portanto
a homotetia definida por a fornece a inversa de 6. n

Exercicios. 112. Seja X = V(f) C C" uma hipersuperficie. Suponha V f(z) =
(0f /0xy,...,0f]0x,) # OVx € X. Seja R = O(X). Sejat: R* — R o
homomorfismo definido por (g1, ..., gn) = %gi. Mostre que T € sobrejetivo.
Mostre que ker T ¢ localmente livre. Mostre que, se f = z3 + x3 — 1 entdo ker T
¢ livre. Suponha f = x? + x5 + 22 — 1. Encontre 0 : R — R? tal que 70 = 1.
Mostre que R? = ker T ®o(R). (Sabe-se que ker T ndo € livre neste iltimo caso.)
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6.8 feixes versus fibrados

6.8.1. Lema. Seja E — X um fibrado vetorial. Escolhamos uma cobertura
aberta U; C X que trivializa E, 1; : Uy xC'—=E,. Sejamy; : U; — GL(n) as
fungoes de transicao correspondentes. Seja s : X — FE uma se¢ao e escrevamos
s; = sy, a restricao. Entao existem morfismos o; : U; — C" tais que

(%) si(z) = i(z,04(x)) Vo € Uy
(xx) 0i(z) = ¢ij(x)oj(x) Vo € Uy;.

Reciprocamente, dados morfismos o; : U; — C™ que verificam a condi¢do (%),
existe uma unica secao s: X — E com expressoes locais (*).

Prova. Dada a secdo s : X — E, definimos o; pelo requerimento 1; ! (s;(z)) =
(x,0i(x)). Se x € U;j, entdo vale s;(x) = s;(z), e portanto,

Uy s, 05(x)) = (2, ¢ (x)o(x) = ¢ (si(2)) = (2, 03(x)).

Para a reciproca, definimos s; : U; — Ey, usando (x). A compatibilidade
em U;; é garantida por (xx). O

Para cada fibrado vetorial E — X temos associado seu feixe E de secoes.
Por construgao, trata-se de um Ox-Mddulo localmente livre.
Reciprocamente, para cada feixe localmente livre M sobre uma variedade X,
vamos construir um fibrado vetorial M tal que
M=—=M.
Temos uma cobertura aberta afim U; C X tal que ¢; : OE‘T:MIUZ-‘ Visto que
(Mo, = M), » deduz-se um isomorfismo

. &n—dn
QOZJ : OUij—>OUz‘j'

Este é identificado com um morfismo 1;; : U;; — GL(r) satisfazendo a condicao
de cociclo. Dal resulta um fibrado vetorial v : M — X que se trivializa na
cobertura em tela, com fungoes de transi¢ao v;;. Pelo exposto sobre expressoes
locais para segoes em termos de fungoes de transicao, verifica-se que o feixe de
secoes de M coincide com M.
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6.9 fibrados em retas sobre P"

6.9.1. Proposicao. Seja £L—P" o subfibrado tautoldgico de P"xC L. Entao
seu feize de se¢oes € isomorfo ao feive O(—1), definido por

F
U {5 | F, G sao polinémios homogéneos, deg F' = degG — 1, G(z) # 0Vx € U}

para cada aberto U C P".

Prova. Cada secao de £ induz uma secao de P*xC"!. Esta ultima ¢ dada por
um vetor v = (fi,..., fnr1) de funcoes regulares em U. Por defini¢ao de £, valem
as relagoes x;f; = x;f;. Escrevendo cada f; = F;/G;, com G;(x) # 0Vx € U,
achamos 7 7 7
=L = (6.9)
Gixi Gjl‘j G
independente de i, j. Temos assim v = Z(71,...,Tn11).

Alternativamente, podemos usar 6.8.1. Seja U; o aberto basico z; # 0. Cada
secao s : U — L corresponde a n + 1 funcgoes regulares f; : U NU; — C tais
que fi(z) = ¢i(x)fj(x) Vo € UNU; . Lembrando (6.3), temos as fungdes de
transicao v;;(z) = x;/z;. Logo, f; = fjx;/x; e concluimos como antes. O

et

Mediante a identificacao
(fibrado vetorial) < (feixe localmente livre)

passamos a nos referir a O(—1) seja como fibrado, seja como feixe.
Denotamos por O(1) o fibrado dual. Temos por construcao a seqiiéncia exata
de fibrados,
F—— P" x (C"™)* — O(1).

Na fibra sobre cada x € P", a seqiiéncia exata de espagos vetoriais,
Fo— (C")* — O(1),
tem a interpretacao seguinte:

1. O(1), é o espago dual do subespago de dimensao um, O(—1),, associado
a x;

2. F, € o espaco das n — 1 equagoes lineares independentes que definem o
ponto x.
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Para cada inteiro m € Z, denotamos por O(m) a m-ésima poténcia tensorial
de O(1).

A discussao precedente permite-nos mostrar o importante

6.9.2. Teorema. Para cada aberto U C P, as secoes de O(m) formam o
O(U)-mddulo

F
{5 | F, G sao polindmios homogéneos, deg F' = degG + m, G(x) # 0Vx € U} )

Prova. As fungbes de transi¢ao para O(m) sao @Z)l(]m) = (x;/z;)~™. Logo, proce-
dendo como na demonstracao anterior, cada segao s : U — O(m) corresponde
a n + 1 fungoes regulares f; : UNU; — C tais que f;(x) = @bf?)(x)fj(x)‘v’x €
UNU;j. Temos assim fix]" = f]-x;-”. Escrevendo cada f; = F;/G;, com
deg F; = deg G;, Gi(x) # 0Vz € U N U;, achamos

G; G; G’
independente de 7,j. Supondo mdc(F,G) :]de(E,Gi) = 1, mostremos que
G(z) # 0Vx € U. De fato, caso m > 0, de GF;x2!* = G, F concluimos que existe
H tal que G; = HG; se m < 0, GF; = G;Fz;™ implica G;xz; ™ = HG e portanto
G nao se anula para z € U NU;. Reciprocamente, se F'/G é como no enunciado,
podemos usar (#) para definir uma se¢ao de O(m).

]

Para cada feixe F, escreve-se
HY(X,F)=F(X)
o espago vetorial das segoes globais.
Exercicios. 113. Mostre que H*(X,F & G) = H*(X,F) ® H°(X,G).
6.9.3. Corolario.

{F| F polinémio homogéneo de grau m},  se m > 0;
H°(P",O(m)) =

0, caso contrario.

Veremos oportunamente que todo fibrado em retas sobre P" é isomorfo a

algum O(m).
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6.10 nicleo, imagem e quociente

Seja X uma variedade e seja ¢ : M — M’ um homomorfismo de O x-Mddulos.
Lembramos que, para cada aberto U C X, é dado um homomorfismo ¢y :
MU) — M'(U) de Ox(U)-médulos. E um exercicio simples mostrar que o
pré-feixe definido por

ker()(U) = ker(¢y)

é de fato um feixe. Entretanto, para a imagem a situacao é mais sutil. Considere
por exemplo o homomorfismo de Mdédulos sobre P!,

O(-1)%2 = )
(fi, f2) = xfi+aafo

Sobre os abertos basicos U; : z; # 0, temos as se¢oes constantes 1 € @, (O(—1)® (U ).
Na intersegao, nada mais compativel, fato que nos levaria a esperar 1 € ©p1 (O(—1)%%(P
Mas isto é impossivel, pois sabemos que H°(P!, O(—1))%? = 0!

6.10.1. Lema. _ Seja P um pré-feize sobre um espago topoldgico X. Entao
existe um feize P munido de um mapa de pré-feizes m: P — P caracterizado
pela sequinte propriedade universal:

T ~

Ve <
l A1
A

f’

onde F denota um feize. Em particular, m € um isomorfismo se e s6 se P é um
feize.

Prova. Paracadaz € X, seja P* = JP(U), unido disjunta sobre as vizinhangas
abertas de x. Sejam U, U’ vizinhancas abertas de x. Declaramos segoes s €
PU),s € P(U’') germe-equivalentes em x se existir aberto U” C UNU’ tal que
r € U" e as restrigoes coincidem, sy = STU,,. Cada classe de equivaléncia é
novamente chamada um germe de secao. O talo P, é o conjunto quociente dessa
relagdo. Cada mapa de pré-feixes P — P’ induz um mapa natural P, — Pv..
Seja P(U) = [l,cy Po- Trata-se de um pré-feixe, as restrigcoes sendo definidas
por projecao. Define-se um mapa P(U) — 73(U ) associando a cada segdo o
seu germe em z. Dizemos que (s,) € P(U) é localmente determinada se, numa
sub-vizinhanca U, de cada x € U existir s* € P( ») tal que s, = s” como
germes em y para cada y € U?®. Definimos P(U ) como a cole¢ao das (s,)
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localmente determinadas. Evidentemente U — ﬁ(U ) define um sub-pré-feixe de
P. Mostraremos quej5 ¢ de fato um feixe. Seja U,, a € X uma cobertura aberta
de U. Sejam (s*) € P(U,) segdes compativeis. Isto significa que, para cada par
a, 3 € N as restrigoes de (s*) e de (s”) a U,NUjs coincidem. No presente contexto,
isto significa que as coordenadas s& = s?Vx € U, N Us. Portanto, podemos
definir s € P(U) fazendo s, = s® para cada © € U,, sem ambigiidade. E
imediato que s é localmente determinada, ou seja, temos efetivamente s € ﬁ(U ).
Observemos que, o mapa natural 7y : P(U) — ﬁ(U ) é um mapa de pré-feixes.
Além disso, o mapa induzido entre os talos, P, — 75£ ¢ um isomorfismo. De
fato, seja (s,) € P(U) representante de um germe o de P em x € U. Escolhemos
s* € P(U,) que determina o germe de cada s,,y € U,. Entao s* representa um
unico germe o de P em x que se envia em 0.

Seja_agora ¥ : P — JF um mapa de pré-feixes, onde F ¢ um feixe. Seja
(sy) € P(U). Podemos escolher vizinhancas abertas U, C U e se¢oes s* € P(U,)
tais que Vz € U, existe aberto U com z € U C U, e Sige = S:Uz- Segue que as
secoes ¥ (s) sao compativeis: se z € U, N U, temos P(S{enoy) = P(syuznoy) =
SO(ST’U%U;C). Como F ¢é um feixe, podemos concluir que (s, ;) = (s|Us N Uy).
Fica assim bem definida ©((s,)). Detalhes restantes, a cargo do leitor.

O

O feixe P construido acima é chamado de feixe associado ao pré-feixe P.

Segue da construgao que o mapa de pré-feixes P — P induz, para cada
x € X, isomorfismos naturais P, — P, entre os talos.

Define-se agora o feixe imagem de um homomorfismo de Ox-Médulos, ¢ :
M — M’ como o feixe associado ao pré-feixe

U = pu(M(U)).

Define-se o feixe quociente de um Ox-Mddulo M por um subMédulo N como
o feixe associado ao pré-feixe

U — MU)/N(D).
Dizemos que uma seqiiéncia de homomorfismos de O x-Mddulos,
MENE P

é exata se ker f = Im a.
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6.10.2. Lema. Seja ¢ : M — M’ um homomorfismo de Ox-Mddulos e seja
U C X um aberto. Entao o feixe imagem Im ¢ é o subfeize de M’ dado por

Imp(U) ={s' € M'(U)|Vx € U, s € M, com ¢,(s) =s,}.

Em palavras, o feize imagem € dado pelas secoes de M’ que localmente sao da
forma . (s) para alguma vizinhanga x € U, C U, s € M(U,).

Se M, M’ sao quase-coerentes, entio o nicleo, a imagem e o co-nicleo (quoci-
ente de M’ pela imagem) ker ¢, Im p, coker ¢ sdo quase-coerentes.

Prova. A descrigao de Im ¢ segue da construgao do feixe associado. A afirmagao
sobre quase-coeréncia provém do seguinte.

6.10.3. Sublema. Na sequéncia exata de Ox-Modulos,
a 8
M>—— NP

onde keraw = 0,Imf3 = P, se dois sao quase-coerentes (resp. coerentes), o
terceiro também €.

Prova. Suponhamos M, N quase-coerentes. Podemos supor X afim; seja R =
Ox(X). Sejam M = M(X),N = N(X),P = M/N. Consideremos a seqiiéncia
de feixes, . B _

M >——- N — P.
Ela é exata pois, para cada f € R, temos a seqiiéncia exata de R-Moddulos,

Mf>—> Nf—»Pf.

Vamos mostrar que P=P. Sabemos que P é o feixe associado ao pré-feixe
Ur— M(U)/N(U). Temos assim um homomorfismo natural induzido P — P.
O homomorfismo induzido em cada talo, P, — ﬁx ¢ um isomorfismo, logo P é
isomorfo a P.

Os demais casos sao analogos. O]

6.10.4. Proposicao. Na seqiéncia exata de Ox-Mddulos quase-coerentes
M= NEP

onde keraw = 0,Im 3 = P, se N, P sdo localmente livres, entio M € localmente
um somando direto de N .
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Prova.
A argumentacao é andloga a desenvolvida em 6.7.1. A situacao se reduz a
uma seqiiencia exata de R-mdédulos,

M2~ NEZp
onde N——R", P—RP. Nessas condicoes deduz-se que N—M & P. ]

Note que nas condic¢oes acima, segue em particular que M é localmente livre.

Exercicios. 114. Sejam M = (z) C N = Cl[z] = R. Na seqiéncia exata
M>—— N —» P, este ultimo R-mddulo nao é localmente livre.

115. Se na sequéncia exata M>—— N —» P de R-modulos N € localmente
livre e M € localmente um somando direto de N entao P € localmente livre.

116. Use a proposicao 0.10.4 e a identificacao feixe X fibrado 6.8 para construir
o fibrado quociente F/E de um fibrado vetorial F' por um subfibrado E.

6.11 imagem reciproca de fibrados vetoriais

6.11.1. Proposigcao. Seja v : E — X um fibrado vetorial de posto r. Seja
f: X" — X um morfismo de variedades. Seja

E' = {(a,v) € X' x B[ f(z) = ¢(v)}.

Entao a aplicagao ¢ : E' — X' induzida por projecao é um fibrado vetorial de
posto .

Prova. Considere o morfismo p = (f,¢) : X' x E — X x X. Visto que
a diagonal é localmente fechada em X x X, segue que sua imagem inversa
E' = p7'A também o é em X’ x X. Resta ver a trivialidade local. Mas se
U C X é um aberto tal que Ey——U x C", pondo U’ = f~1U ¢é facil ver
que Ej,—U’ x C". Alternativamente, sejam 1;; funcoes de transicdo para £
relativas a uma cobertura aberta U;. Seja U/ = f~'U;. Mostra-se que ¢;; o f :
Uj; — GL(r) sdo fungoes de transicio para E'. O

O fibrado vetorial £’ acima construido é dito a imagem reciproca de E pelo
morfismo f, também denotado f*E.
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Exercicios. 117. Seja X uma variedade e sejam f1, ..., foi1 € Ox(X) fungoes
que nao se anulam simultaneamente. Seja f : X — P" definida por f(x) =
[fi(x),..., fus1(x)]. Descreva f*O(—1). Mostre que, nesse caso, f*O(—1) é
trivial.

118. Seja m : C"*1\ 0 — P™ o morfismo quociente. Mostre que 7*O(—1) €
trivial. Mais geralmente, seja m : M(r,n)® — Gr,C" o morfismo quociente
(3.2) e seja S o subfibrado tautoldgico sobre Gr,C". Mostre que TS € trivial.

119. Notagdo como no exerciciol17, seja o : X x C"™ — X x C o homomor-
fismo definido por (x,y) — (x,Y_ fi(x)y;). Mostre que kerp ¢é um subfibrado
vetorial de posto n. Se X = V(z? +y* — 1), fi =z, fo = y entao ker ¢ € trivial.
Sabe-se que para o exemplo andlogo com V(2% +y?+ 22 — 1), ker ¢ ndo € trivial.
(Coincide com fibrado tangente da esfera.(?!))

6.12 morfismos na grassmanniana

6.12.1. Proposicao. Seja X uma variedade. Entdo a colecao dos morfismos
X — Gr,C" estd em bijecao natural com a colecao dos subfibrados de XxC" de
posto r. Precisamente, para cada subfibrado A= X xC" de posto r, exite um
e um so morfismo f tal que A = f*S, imagem reciproca do subfibrado tautoldgico

(6.6).

Prova. Seja A>—— X x C" subfibrado de posto r. As fibras de A fornecem
subespagos de posto r de C". Isto define uma aplicagao f : X — Gr,C".
Para verificar que é um morfismo, podemos supor A trivial. O homomorfismo
A=XxC" — X x C" corresponde a um morfismo g : X — M(r,n) tal que
g(z) tem posto r, Vo € X. Compondo com o morfismo quociente, M°(r,n) —
Gr,.C™, obtemos o morfismo desejado. A reciproca é um exercicio simples. [

Exercicios. 120. Seja V um espacgo vetorial de dimensao n e seja f : X —
Gr,. V. um morfismo. Mostre que existe um fibrado vetorial E — X e um
homomorfismo sobrejetivo ¢ : X x V. — E tal que, para cada v € X, vale
f(z) = ker p,. Reciprocamente. ..

121. Sejam V. W espacos vetoriais de dimensao finita e sejam v, s inteiros po-
sitivos. Para cada par de subespacos V' C V. W' C W, associe o subespago
VW' CV W. Mostre que a aplicagdo

v :Gr,V xGr,W — Gr, VW
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assim definida € um morfismo, sua imagem € fechada e ¢ induz um isomorfismo
em o(Gr,.V x GrgW). Isto generaliza o morfismo de Segre.

6.13 fibrados projetivos

Seja ¢ : E — X um fibrado vetorial de posto r. Vamos contruir uma nova
variedade, P(E), chamada a projetivizacao de F, juntamente com um morfismo
7 :P(E) — X, chamado o fibrado projetivo associado. Como conjunto, P(E)
nada mais é que a unido disjunta dos espagos projetivos P(E,),z € X, asso-
ciados aos espacos vetoriais E,, fibras de 1. A estrutura de variedade é defi-
nida mediante uma trivializacao local de E. Para cada aberto U C X tal que
Yy U x C"—Ey, decretamos P(Ey) aberto em P(FE), e fazemos da bijegao
my U x P~ — P(Ey) um morfismo. Em outras palavras, um subconjunto
W C P(E) é declarado aberto <= 7, (W NP(Ey)) é aberto em U x P!
para cada aberto U que trivializa E. Analogamente, uma funcao f: W — C é
dita regular <= f oy é regular em 7' (W NP(Ey)). Detalhes por conta do
leitor.

Observemos que, por construgao, temos um morfismo 7 : P(E) — X, dito
estrutural, cuja restrigao a cada P(Ey)——U x P"! se identifica & projecao
U x P! — U. Temos também o subfibrado vetorial, chamado tautoldgico,

Op(—1) ={(z,y,v) |z € X,y e P(E,),v €y} CT"E.

Assim, a restricdo de Og(—1) a cada fibra P(F,) nada mais é que o fibrado
tautologico

OEE(_l) = {(y7'U) € P(Ex) X Ez | v E y}

6.13.1. Proposigao. Sejam ¢ : E — X um fibrado vetorial, 7 : P(F) — X
o fibrado projetivo associado. Fize um morfismo f 'Y — X. Para cada
morfismo g : Y — P(FE) tal que f = wo g, temos um subfibrado em retas,
L = g*(Og(—1)) = f*E. Reciprocamente, para cada subfibrado em retas,
L>—— f*F sobre Y, existe um tunico morfismo g nas condi¢coes explicitadas.

Prova. Para mostrar a reciproca, definimos a aplicacao g : Y — P(F£) fazendo
g(y) = Ly, que é um subespago de posto 1 de f*E, = E,, portanto um ponto de
P(E,) C P(FE). Verifiquemos que g é um morfismo. Para isso, podemos supor
L, E triviais. Logo, o homomorfismo L =Y x C>—— Y x C" é dado por

(y,t) = (y,tA(y)), com A(y) = (Ar(y), -, Ar(y)),
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com \; € O(Y), r fungoes regulares que nao se anulam simultaneamente. Agora
a aplicacao g é dada por g(y) = (y,[M(y),..., A\ (y)]) € Y x P"1 claramente
um morfismo.

Exercicios. 122. Sejam E, F' fibrados vetoriais sobre uma variedade X. Seja
P(E) xx P(F) ={(z,y,2) |z € X,y € P(E,),z € P(F,)}

chamado o produto fibrado de P(E),P(F) sobre X. Seja 7 : P(E) — X o
morfismo estrutural. Seja py : P(E) xx P(F) — P(E) a proje¢ao. Mostre que
p1 € um fibrado projetivo, isomorfo a P(nLF) — P(E), projetivizagao da imagem
reciproca.

123. Notagcdo como no item anterior, mostre que o subfibrado
PiOp(—1) @ p30p(—1)— pimpE @ psmpF

define um morfismo P(E) xx P(F) — P(E® F) cuja restri¢io a cada fibra
sobre x € X coincide com o mergulho de Segre, P(E,)xP(F,) — P(E, ® F,).

124. Construa, para cada fibrado vetorial E — X, um fibrado em grassmanni-
anas Gr,EE — X andlogo ao caso de fibrados projetivos. Enuncie e demonstre
um resultado similar a proposicao anterior. Mostre que sen F também denota
um fibrado vetorial /X, entio Gr,E X x GrgF se identifica a uma subvariedade
fechada de Gr,,F ® F

6.14 explosao

Reveja o subfibrado

P Cn+1
onde A e (3 sao induzidos pelas projegoes. Lembramos ainda que O(—1) é definido
pelas equacoes

onde z,y denotam coordenadas homogéneas em P" e afins em C"*1L,
Enquanto A é um fibrado em retas, a aplicacao [ goza das seguintes propri-
edades:
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1. Vo e C"™ v # 0= 7w ={([v],v)}, i.e., consiste em um tinico elemento.
2. 710 =P" x {0}.

3. A restricao de § induz um isomorfismo
O(=1)\ g7 10—C" 1\ 0.

A aplicacdo 8 : O(—1) — C"™! é chamada a explosao de C™™! no ponto 0.
Note que O(-1) pode ser imaginado como a colagem de C"! \ 0 com uma
copia de P substituindo o ponto 0. Esta copia de P" deve ser vista como
a colecao das direcoes de chegada ao ponto 0. Uma imagem aproximada ¢é a
projecao da quadrica z = xy sobre o plano horizontal.
Outra interpretacao 1til para a explosao é como o fecho ou aderéncia do
gréfico da fungao C"™'\ 0 — P™ que define P" como espago quociente.

6.15 aplicacao racional

Sejam X, Y variedades irredutiveis. Uma aplicacao racional ¢ : X --+» Y é uma
classe de equivaléncia de de morfismos de abertos densos de X em Y mediante
a relagao de coincidéncia na intersecao dos dominios. Por abuso, se ¢ : U — Y
¢ um morfismo definido em um aberto denso U C X, dizemos também que ¢ é
uma aplicagao racional de X em Y. A uniao dos dominios dos representantes
de uma aplicagao racional é dito o dominio de regularidade.

Exercicios. 125. Todo morfismo é uma aplica¢dao racional.

126. Se X ¢ uma variedade irredutivel, toda funcao reqular definida em um
aberto nao vazio de X define uma funcao racional.

127. Considere X = V(zy — zw) C C*. Entio £ : X, — C define a mesma
funcao racional que % Qual o dominio de reqularidade? E se substituirmos o
contradominio C por P* > C?

6.16 explosao e projecao

Seja W C V = C"*! um subespaco de codimensao r+1 e seja V —» V/W—C" !
o espacgo quociente. Passando as projetivizagoes, tem-se uma aplicacao racional
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7 Pt =P(V) --» P(V/W) =P

definida por [v] — [0] = [v + W], chamada a projecao de P"=P(V) com centro
P(W).

6.16.1. Lema. Se x1,...,2,41 sdo coordenadas homogéneas (base de V*) e
W:xy ==z, =0 entao

(i) m se escreve w([x1, ..., Xna1]) = (X1, .-, Tpya].

Suponha n > 2,r > 1. Entao

(ii) P(V) \ P(W) € o maior aberto de regularidade de .

Seja B C P" x P" o fecho do grdfico de w. Sejam y,...,yr,+1 coordenadas
homogéneas em P". Entao

(ili) B € definido pelas equagoes bihomogéneas x;y; = x;v;, i,j = L.r + 1. Seja
b: B — P" (resp.v): B — P") a aplica¢ao definida pela projecao no primeiro
(resp. sequndo) fator, P* x P" — P".

EcB ——= P"xPr

b ¢
P(W) C f/ \ Pr

Seja E = b~'P(W), chamado divisor excepcional da explosio B — P(V) ao
longo de P(W). Entdo

(iv) b induz um isomorfismo B\ E—P" \ P(W);

(v) ¥ : B — P € um fibrado projetivo, com fibra P*", subfibrado do fibrado
projetivo trivial P* x P" — P7;

(vi) E=P(W) x P, subfibrado trivial.

Prova. (i) Temos a inclusao dual (V/W)* —— V*; a imagem de cada y €
(V/W)* é um funcional que se anula em W. Estendemos uma base @1, ..., T, 41
de (V/W)* a uma base de V*, dual da base {v1,...,v,41} C V. Escrevemos
v = 1" 2i(v)vi, que tem a mesma classe que 377 @;(v)v; médulo W. Daf

vem a expressao de m em coordenadas homogéneas,
w([v]) = w([x1, ..., Tpia]) = [21, -+ Trg1]

(i) Seja w € P(W) e suponha, por absurdo, w € U C P"| U aberto no dominio
de regularidade de 7. Para cada z € P* \ P(WW), a reta zw corta U. Seja Zw; =
[tz1, . tzri1,t2ee + Wyya, ooy t2n01 + Wpya],t € P Exceto para um niimero
finito de valores de ¢, temos zZw; € U. Mas para t # 0, 7(Zw;) = [21,. .., Zr+1]-
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Por continuidade, segue w(w) = 7(Zwy) = [21, ..., 2-11]. Mudando z, chegamos
a uma contradicao.

(iii) As equagoes definem um fechado B’, o qual contém B, pois traduzem a
igualdade [z1,...,241] = [1, ..., Yrs1]. Mostraremos que B’ é irredutivel e que
B contém um aberto denso de B’. Examinemos a intersecao de B’ com um
aberto tipico, z; = 1,y; = 1. Dois casos: (a) i <r+1; (b) i > r+ 1. No caso
(a), e.g., T41 = 1 = y,11, B’ é definido pelas equagbes x1 = y1,...,2, = Yy, em
C"xC". Claramente B’ é irredutivel e coincide com B nesse aberto. No caso
(b), €.9., xpi1 =1 =y,1, B’ é dado pelas equagoes

(@) 1= Trp1¥ty- -3 Ty = Trp1Yr

em C"xC". Nesse aberto, B’ é isomorfo a C", com as funcoes coordenadas
Trily---yTns Y1, - - -, Y, Novamente irredutivel. Entretanto, agora a restricao de
b nao é mais um isomorfismo, ji que o homomorfismo de anéis de coordenadas
se escreve b* : Clxy, ..., 2, —— Clx,i1, ..., Tp, Y1, .., Yy,] com a regra (O).

(iv) A imagem inversa de P(1¥) é localmente definida pelo ideal

(@1, Trp) = (Tr1)-

A igualdade provém de (©). Restringindo ao aberto principal z,4; # 0, a
inclusao b* fornece o isomorfismo

C[.ﬁCl, e ,iEn]

oo —Cl1/ T, gty Ty Y1y -5 Y]

(v) Sobre o aberto U =P, as equagoes de B = B’ sao dadas por (©). Temos

assim o isomorfismo P*~" x U—=1) U definido por

2y ey Znera1sY) = ([Z1Y1, ooy 21y 21y v oy Zr—rt1 | YY)
([=1 aly) = (ay 1, 21 +1),9)

z1 Zr Tn+1

E facil ver que as mudancas de coordenadas se comportam bem.

(v) Fazendo x; = - - - = 2,41 = 0 nas equacoes de B, resulta P(W)xP". O

6.17 Explosao e projecao, mais intrinsecas.

6.17.1. Proposicao. Sejam W C V como em 6.16.1. Considere o diagrama
de fibrados vetoriais sobre P"=P(V/W),
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W == W

| I

S \% Q

’ ! H
Opr(—1) VW Q

onde, como de costume, abreviamos V' o fibrado trivial X xV de fibra V' e base X
(arbitrdria, clara no contexto), Q denota o quociente tautoldgico e S = ker(V —
— Q), fibrados vetoriais sobre P(V/W). Entdao o subfibrado projetivo

P(S) C P(V) x B(V/W)

¢ igual a explosao de P(V') com centro P(W).

Prova. Visto que tanto B como P(S) sao subvariedades irredutiveis de P(V) xP(V/W),
basta mostrar que coincidem sobre algum aberto denso. Considere a composi¢ao

de homomorfismos de fibrados sobre P(S),

A
— T

Os(—1) == § —= Op (—1).

Note que A é nulo na fibra sobre um ponto (z,y) € P(S) C P(V) x P(V/W)
se e sO se o subespago de V que corresponde a x é um subespaco de W =
ker(S — Opr(—1)), ou seja, (z,y) € E = P(W) x P(V/W) C P(S). E facil
perceber que, se x € P(V)\P(W) e y = 7(z) ¢é sua projegao em P", entao temos
(z,y) € P(S)\ E, e reciprocamente. Isso mostra que P(S)\ £ = B\ E. O

Exercicios. 128. Seja ¢ : C* — C?,(2,9) — (x,2y). Mostre que p~'0 =
V(z). Seja Ly = V(y —tx), t € C firo. Mostre que o~ L, = V(z) UV(y —t).
Ache o™ 'V(y® —a? —2?), "'V (y? — 27).

129. Seja p : C* — C3 (x,y,2) — (z,2y,72). Mostre que ¢ induz um iso-
morfismo C3\ o710 = C3. Descreva a aderéncia de p~(V(zz —y*)\ 0) C C3.
Idem para o' (V(z?z — y?) \ 0) C C?.

130. Sejam W C V como em 6.16.1, dimW = n — r. Mostre que a aplicagao
L P(V/W) — Gry—p 1V, [v+ W] (v) + W (= subespago gerado por W e v)
€ um morfismo injetivo.



86 CAPITULO 6. FIBRADOS VETORIAIS

131. Fizado um ponto Py € P, seja U = P*\ {Py}. Sejap: U — Gr,C"* q
aplicacao definida por P — PPy = reta projetiva que liga P a Py. Mostre que 1
¢ um morfismo. Descreva a aderéncia de seu grdfico em P" x GroC"*. Mostre
que ¢ se fatora pela projecao de centro Py. Precisamente, escreva Py = (vg) C
V =C*, sejam: U — P(V/{v)) a projegio. Seja v : P(V/{vg)) & GraV

como no exercicio anterior. Mostre que ¢ =107

132. Seja p : P2 x P? ——» P2 q aplicacdo racional dada pelo produto vetorial,
p(z,y) = (21,22, 23) X (y1,92,y3) = (| 2222 |,...) € P*>. Mostre que o lugar de
indeterminacgao, complementar do aberto de definicao de p, € a diagonal. Para
cada elemento (z,x) da diagonal, descreva um morfismo @, : C — P? x P?
tal que p,(0) = (z,x) # @ (t)Vt # 0. Calcule lim; o p(¢.(t)) para diferentes

escolhas de ,. Descreva a aderéncia do grdfico de p.



Capitulo 7

eliminacao

7.1 introducao
Seja M((r,n) o espago das matrizes r x n. Considere a correspondéncia

Z ={(m,z) € M(r,n) x P" ! |mz =0.}

. N
M(r,n) pr—t

Seja W C M(r,n) a imagem de Z. Cada matriz m € Z admite uma solu¢ao nao
trivial, i.e., existe x € P! tal que max = 0. Naturalmente isso s6 é possivel
quando nenhum subdeterminante n X n de m é nao nulo. De fato, é facil ver
que as equagoes de W em M(r,n) sdo precisamente os referidos menores. Em
particular, W é fechado em M(r,n).

O objetivo deste capitulo é mostrar que, em geral, vale o seguinte

7.1.1. Teorema. Z C X x Y ¢é uma subvariedade fechada e Y € projetiva,
entao a imagem W de Z em X pela projecao é fechada.

Prova. Digamos que Y C P” seja fechada. Entao Z é fechado em X x P". Isto
nos permite supor Y = P". Por outro lado, seja X’ C X um aberto de X. Entao
Z NX'"xY éfechado em X’ X Y e evidentemente a imagem dessa intersecao é
W N X', Lembramos que W é fechado em X se e s6 se W N X’ é fechado em
X' para cada X' percorrendo uma cobertura aberta de X. Assim, reduzimos a
verificacdo ao caso em que X ¢ afim. Isto significa X C C¥ fechado. Por fim,
basta provar no caso X = CV, Y = P". Isto serd feito por inducdo sobre n > 1.
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72 n=1

Neste caso, temos o fechado de Zariski Z C CV x P! definido por um sistema de
equacoes

foz(xvy) = 07 Tr = ($17"'axN) € CN7 Yy = [yanl] € Pla

com o = 1..M. Cada f, é homogéneo em y. Devemos mostrar que a cole¢ao
W = {z € CV| o sistema acima admite solu¢io em P'}
¢ dada por um sistema de equagoes em x. Dizemos assim que as relagoes pro-
metidas sao obtidas por eliminagao de y. Sem perda de generalidade, podemos
supor que os f, sdo todos do mesmo grau em y (leitor: por que?).
Considere os polinébmios homogéneos em y,

F(LIJJ) = Ztafa = Zaa<§7 I)ya’
G(g,x,y) = Zuafoz = Zbﬁ(ﬁ, x)yﬂ’

com novas variaveis ¢, u. Se w € W, entao os polinomios homogéneos em y
F(t,w,y),G(w,w,y)
admitem uma raiz comum 7 € P!, independente do valor atribuido as varidveis
t,u. Isto significa que a resultante Rpg(t, u,x) obtida por eliminacao de y, em
F(t,z,y0,1),G(u,x,yo, 1) é nula. A resultante se escreve na forma
Rpa(t,u, ) =Y gij(x)t'y’.

Concluimos que w satisfaz g;;(w) = 0,Vi,j. Reciprocamente, se a resultante
¢ nula para todo valor das varidveis t,u, segue que F'(t,z,yo, 1), G(u,x,yo,1)
admitem um fator comum polinomial na variavel y,. Como t nao figura em G,
concluimos que o fator comum divide cada f,, produzindo assim um ponto em

Z. [l

Exercicios. 133. Seja Z C C x P! definido pelas equacoes

J1=12yo +y1, f2 = Yo + Y1
Aplique o argumento acima para obter uma equac¢dao para a imagem de Z em C.
Teste mais exemplos.

7.3 P

Para a etapa indutiva, seja Z C CN x P*,n > 1, fechado de Zariski. Considere o
diagrama de explosao de um ponto em P", seguido do produto cartesiano por C*,
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B p ' ZCCNxB
. N S PgN\
P" pr-t Z CCNxPpr CN x prt
NP q./
(CN

Veja que p(Z) = q(q(p~2)). Agora p=*Z é fechado em CV x B. Por outro lado,
como B — P* ! ¢ uma P!'-fibracao localmente trivial, podemos aplicar o caso
n = 1 para concluir que ¢(p~'Z) é fechado em CV x P"~!. Por fim, indugao. [

7.4 aplicacoes

7.4.1. Proposicao. Seja o : X — Y um morfismo de variedades. Se X €
projetiva e Y é quase-projetiva, entio p(X) € projetiva.

Prova. Temos Y aberto de alguma variedade projetiva Y C P (cf. (3.6, p. 28)).
Compondo com a inclusao, podemos considerar ¢ : X — P". Vamos mostrar
que ¢(X) é fechado em P". Seja Z C X x P™ o gréfico de ¢. Sabemos que Z é
fechado, (??,p.??). A imagem de Z em P" coincide com ¢(X).
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Capitulo 8

espaco tangente

8.1 hipersuperficie

Seja X = V(f) € C™ uma hipersuperficie e seja x € X. Suponha (f)=rad(f).
Ou seja, f é um polinomio livre de quadrados, i.e., sem fator repetido. Definimos
o espaco tangente a X em z como o subespago de C" formado pelos vetores
ortogonais ao gradiente de f no ponto x. Em simbolos,

of

Oy

T:CV(f):{v:(vl,..., n) € C" .

of
()U1+ +—()n20}
Os elementos de T, V(f) sao chamados de vetores tangentes a hipersuperficie no
ponto x. O significado geométrico do vetor tangente é ressaltado pelo seguinte
resultado.

8.1.1. Lema. Notagao como no pardgrafo anterior, temos que um vetorv € C"
¢ tangente a V(f) em x se e s6 se o polinomio f(x + tv) € divisivel por t2.
Equivalente: t =0 € uma raiz de multz’plicz’dade > 2.

2
a v+t (- ).

0 =0 <= vETIX

Prova. Taylor:  f(z + tv) —|—t Z

]

Dizemos que x é um ponto nao singular quando dim 7, X = dimV(f) =n — 1.
Equivalente: V f(z) # 0.

8.1.2. Lema. Toda hipersuperficie de C* contém um aberto denso formado
por pontos nao singulares.
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Prova. Suponhamos inicialmente X = V(f), com f irredutivel. Se todo ponto de
X fosse singular, terlamos X C V(&, ,...,8 L), Pelo TZH, seguiria gf e (f).

Comparando graus, % = 0Vi, absurdo. O caso geral segue facilmente. O]

Analogamente, se V(f) C P" é uma hipersuperficie projetiva, temos para
cada x € V(f) um espaco tangente projetivo, definido por

TEV(f) ={ly1, - ynt1] GP”|Z(% yi = 0}.

Exercicios. 134. Se V(f) C C" é um hiperplano que passa pela origem, entdo

TV(f) = V(f)Vz € V().

135. Todo ponto de intersecio de duas (ou mais) componentes de uma hipersu-
perficie € singular.

136. Se F € Clxy,...,z,) é um polinomio homogéneo de grau d, mostre a
relagdo de Euler, d- F =Y 2F 5 Ti-

137. Se V(f) € P™ é uma hipersuperficie projetiva entao TP, V(f) contém x
para cada x € V(f).

138. Se f € Clxy,...,x,| € um polindmio homogéneo livre de quadrados e x €
V(f)\ 0 entao T,V(f) = T,V(f)Vy € C*z. Mostre que TP,V(f) C P! ¢
igual a projetiviza¢ao do subespago T,V (f) C C™.

139. Seja V(f) C P™ uma hipersuperficie quddrica. Mostre que o conjunto dos
pontos singulares X(f) € um subespaco projetivo. Seja A a matriz simétrica
associada a forma quadrdtica f. Mostre que X(f) € a projetivizagcdo do nicleo
de A.

8.2 tangente a uma variedade afim

Mais geralmente, seja X C C" uma subvariedade fechada. Definimos o espaco
tangente a X em x como o subespago de C" formado pelos vetores ortogonais
ao gradiente em x de cada f € I(X). Em simbolos,

9 9
afl 83;1(;5)%:0, er](X)}.

Dizemos que x é um ponto nao singular quando dim 7, X = dim X, onde X,
denota a uniao das componentes irredutiveis de X contendo z. Veremos opor-
tunamente que, se existir mais de uma componente contendo z, este ponto é
singular, a exemplo do caso de hipersuperficies.

(T)vy + -+ +

TmX:{v:(vl,..., n) € C"
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Exercicios. 140. Ache o espago tangente a V(zx,zy) C C> em cada um de
seus pontos. Idem para V(zx, zy,y — x2).

8.2.1. Lema. Seja X C C" uma subvariedade fechada. Eziste um aberto denso
de X formado por pontos nao singulares.

Prova. Mostraremos que, para cada componente irredutivel de X, existe um
aberto denso formado de pontos nao singulares de X. O ponto é mostrar o
seguinte.

8.2.2. Lema. Toda variedade irredutivel admite um aberto denso isomorfo a
um aberto denso de uma hipersuperficie.

Prova. Sem perda de generalidade, podemos supor X uma variedade afim ir-
redutivel. Seja R seu anel de coordenadas. Seja K = Fr(R) seu corpo de
funcoes racionais. Seja x1,...,z, uma base de transcendéncia de K. Seja
L = C(zy,...,z,). Pelo teorema do elemento primitivo, a extensdo algébrica
finita K|L é da forma K = L(z) para algum z € K algébrico sobre L. Seja
p(z,2) = 2™ + 30 ai(z)z' o polinémio minimo de z sobre L. Reduzindo
a um mesmo denominador e passando a um aberto principal, podemos supor
Tlyeney Tpy 2,00, ..., 0m € R. Seja A = Clzy,...,2,,2] € R. O corpo de fragoes
de A éigual a K. Invertendo mais um nimero finito de elementos de R e de A,
chegamos a uma igualdade A, = R,. Como A é o anel de coordenadas de uma
hipersuperficie, segue o resultado desejado. O

Para ver como este tultimo lema implica o precedente, basta aplica-lo ao
aberto de cada componente obtido pela exclusao das demais. Entretanto, faz-se
necessario mostrar que o espaco tangente é invariante por isomorfismo.

Daremos em seguida uma descricao intrinseca do espaco tangente de uma
variedade afim que faz apenas uso do anel de coordenadas, e de fato, depende
apenas do anel local. Isto nos habilitara a construir o espago tangente de uma
variedade arbitréria.

8.2.3. derivacgoes.

Seja R uma C-algebra e seja M um R-mddulo. Uma C-derivacao de R em
M é uma aplicacao C-linear £ : R — M que satisfaz a regra de Leibniz,

§(fg) = f€(g) + g&(f).

E claro que a colecao Der(R, M) das C-derivacoes de R em M é naturalmente
um R-moédulo. Se R = Clzy,...,x,], ¢ um bom exercicio verificar que Der(R, R)
é o médulo livre com base 0/9xy,...,0/0x,.
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Seja X uma variedade afim, z € X, m, C O(X) o ideal maximal correspon-
dente. Consideramos o corpo C como O(X)-médulo mediante a identificagao
O(X)/m, = C. Concretamente, dados f € O(X),z € C, escrevemos f -z =
f(z)z. Podemos também considerar C como um O, -médulo de maneira analoga.
Definimos derivacao de X em z como uma derivagao de O(X) no O(X)-médulo
C. Deixamos como exercicio a simples verificacao de que as derivacoes de X em
x correspondem bijetivamente as derivacoes do anel local O, no O,-médulo C.
Se ¢ é uma derivagao vale £(1) = £(1%) = 2£(1) = £(1) = 0= &(c) = 0Vc € C.

E claro que as derivacoes de X em z formam um subespaco vetorial de
Hom(O(X),C). Denotamos por Der,X o espago vetorial das derivagoes.

8.2.4. Lema.  Seja Cle] = C[t]/(t?). Seja X uma variedade afim e seja
¢ : O(X) — Cleg] um homomorfismo de C-algébras. FEntao existem tunicos
z € X,& € Der, X tais que ¢(f) = f(z) +&(f)e, Vf € O(X). Reciprocamente,

toda derivacao . ..

Prova. Como adivinhar x,&? Se ja os conhecéssemos, terfamos ¢(f — f(x)) =
&(f)e. As fungbes que se anulam em z vao no ideal (g). Definimos entdo m =
¢~ {e). Trata-se de um ideal maximal: examine o quociente O(X)/m & Cle]/(¢)
Defina o ponto = tomando V(m).

Agora podemos tentar definir uma derivagao £ : O(X) — C requerendo

o(f = () = &(f)e.

Leibniz? Dados f,g € O(X), escrevemos
Um6=¢ﬁg—f@M%D=

3
o((f — f(@)(g — g(x) + f(x)g + g(x)f — 2f(x)g(x))
= &(f)E(9)e” + o(f(x)g + g(x) f — 2f(x)g(x))
= ¢(f(x)g — f(x)g(x) + g(x) f — f(z)g(x))
= o(f(2)(g — 9(x)) + g(@)(f — f(x)))
= f(x)¢ o(f — f(x))

—9(r)) +g(z
(

g )o(f —
f(x)E(g) + g(x)E(f))e.
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Cada homomorfismo de C-algebras
O(X)=Clxy,...,x,] — C[t]
ri — pi(t)
corresponde a uma curva parametrizada

C — X
t o= (pi(0), .- (),

supondo algum p;(¢) nao constante. A discussao precedente mostra que Der, X
pode ser imaginado como o espaco das “curvas infinitesimais”...

8.2.5. Lema. (equagoes de Der,X) Seja x € C" e seja
¢:Clxy,...,x,] — C

deriwacgao de C" em x. Entao existe um e um so vetor v € C" tal que

5(]0) = Zax ( )Usz

Em palavras, toda derivacao se expressa como uma derivada direcional, de modo
que temos um isomorfismo natural, Der,C" = C" £ < v.

Prova. Seja v; = &(x;). Por Leibniz, vale

(x7) = 2z:&(2;) = aéﬁ)(x)vi;

analogamente,

E(2fwy) = 2m18(w1) w2 + 27E(22)

O(z2x T
— —(8;12)( Jur + (8;22)(:1:)172.

1

I
Mais geralmente, para um mondmio z! mostra-se {(z!) = >, %(az)vi, e
K

por linearidade. . . O

8.2.6. Proposicao. Seja X C C" wvariedade afim e seja x € X. Entdo para
cada & € Der, X existe uma unica derivada direcional &, € Der,C™ tal que

(%) &(f) =E(N)Vf € Clan, ..., 2,

com f = imagem de f em O(X) = Clay,...,2,]/1(X). Em particular, temos
&(f) =0Vf e I(X). Reciprocamente, se v € C" satisfaz

Zax v, =0VfeI(X)

entdo &, induz uma derivagdo & € Der, X satisfazendo ().
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Prova. Dado & € Der, X, a composicao

Clat,..., 2] — OX) 5 C

fo=f
é uma derivagdo. Logo, é da forma &,. Como f = 0 para f € I(X), segue
& (f) = 0. Reciprocamente, se esta condigao vale, entao &, : Clzy,...,z,] — C
passa ao quociente e induz uma derivagao £ : O(X) — C. O

O resultado abaixo estabelece uma identificacao natural do espaco tangente
com o espaco das derivagoes.

8.2.7. Corolario. A correspondéncia v « &, estabelece um isomorfismo entre
Der, X e o subespago T, X C C" = Der,C" definido pelo sistema linear

> of (z)v; = 0 Vf € I(X).
&ri

Doravante, consideramos indistintamente cada vetor tangente como uma de-
rivagao e vice-versa. Para um, temos as equagoes, enquanto que para o outro,
temos a definicao intrinseca.

Outra caracterizacao intrinseca do espaco tangente é fornecida pela seguinte

8.2.8. Proposicao. Seja X uma variedade afim e seja x € X. Sejam, C O,
0 ideal mazimal correspondente no anel local de X em z. Considere m,/m2 como
espago vetorial sobre C = O,/m,. Seja 6 : O, — C uma derivagio de X em .
Entao temos

e 6(m2) =0 e portanto resulta o funcional linear §' : m,/m2 — C;

e a aplicacdo 6 — ¢ define um isomorfismo de espagos vetoriais
T, X —(m,/m2)* = Hom(m,/m?2, C).

Prova. Dados f,g € m,, temos 0(fg) = f(x)d(g) + g(x)o(f) = 0. Para cada
funcional ¢ € (m,/m2)*, seja & definida por composicio m, — m,/m> = C.
Estendemos a € : O, — C fazendo £(f) = &(f — f(x)). Verifica-se que £ é uma
derivacao e que 5 = 0, =e. m

A proposicao precedente nos permite definir o espaco tangente para cada
ponto z € X de uma variedade arbitraria:
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T,X = (m,/m2)*.

8.2.9. Lema. Seja ¢ : X — Y morfismo de variedades e seja y = ¢(z),r €
X. Para cada derivacao § € T, X, €& : Ox, — C, temos {o¢* € T,)Y. A
aplicacao induzida T, X — T,Y ¢é linear, denotada dy¢. Se X C C", Y C C™
sao subvariedades e ¢ € induzida por ¢ : C* — C™, definida por polinomios
D1y, Pm € Clay, ..., x,], entdo temos o diagrama de aplicagoes lineares,

o SY om
U U

T.X — T)Y
dz ¢

onde a matriz de d,) € a matriz jacobiana (gg? (x)).
J

Exercicios. 141. (Regra da cadeia.) Mostre que se ¢ : X — Y, :Y — Z
s@o morfismos de variedades ey = ¢(x), v € X, entao d,(Yo¢) = dy(¢)(d,(9)).

Conclua que, se ¢ € um isomorfismo entio d,¢ : T,X—T,Y .

142. Dado x € X C C" wvariedade afim, para cada v € T, X C C", temos um
homomorfismo,

f = [y +evr, ... 2, +cvy)
= f(z)+eVf(x)-v

com Vf(x) = (%(m), . .,%(:B)). Assim, a derivagdo &, nada mais € que

produto interno de v com o gradiente.

8.2.10. Proposicao. Seja X C C" uma variedade afim irredutivel. Entao
o dim7, X >dimX Vz € X e,
e 0s pontos singulares de X formam um fechado proprio.

Prova. Sejam fi,..., fy geradores do ideal de X. Seja r o posto maximo
da matriz jacobiana (%(m)},x € X. Existe um aberto denso onde o posto
¢ maximo. Por outro lado, existe um aberto denso formado por pontos nao
singulares. Logo, vale r = n — dim X. Concluimos também que o lugar dos

pontos singulares é definido pelos menores r X r da matriz jacobiana. O
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8.2.11. Lema de Nakayama. Seja A um anel local com ideal maximal m e
seja M um A-mddulo finitamente gerado. Se M = wm - M entao M = 0.

Prova. Sejam vy, ..., v, geradores de M. Por hipdtese, cada v; admite uma
expressao

V; = Zmijvj, mij cm.

(2)- 0 (2)

(1= (mig) () =o0.

Multiplicando pela matriz dos cofatores, obtemos det(I — (m;;))v, = 0. Mas
esse determinante é da forma 1 4+ m para algum m € m, logo inversivel. O]

Reescrevendo matricialmente,

ou

Exercicios. 143. Seja A um anel local com ideal maximal m e seja M um A-
modulo finitamente gerado. Seja N C M um submoddulo tal que M = N +m-M.
Entao M = N.

144. Seja n o numero minimo de geradores de M. Entdo n € igual a dimensao
do espago vetorial M /m - M sobre o corpo k = A/m.

8.2.12. Proposicao. Seja X uma variedade. Sao equivalentes:
1. dim7,X = dim, X;
2. m, C O, € gerado por dim, X elementos.

Prova. Sabemos que dim 7, X = dimm/m?. Por Nakayama, dimm/m? é igual
ao numero minimo de geradores de m. Logo, 1.=2. Reciprocamente, temos que

2.= dim 7T, X = dimm/m? < dim, X = dim Z < dim 7,7,

onde Z denota uma componente irredutivel de X passando por x de dimensao
maxima. Por fim, x € 7 C X = dim7T,7Z <dim7T,X. O

Nas condigoes da proposicao anterior, dizemos que o ponto x € X é um
ponto nao singular. Pode-se mostrar que exatamente uma componente irre-
dutivel passa por um ponto nao singular.

Uma variedade ¢ lisa ou nao singular se cada ponto = € X é nao singular.
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Exercicios. 145. C", P*, GriyC" sao variedades lisas.

146. A “maioria” das hipersuperficies de P" sao lisas. Fizados d,n > 1 seja
N = (":d) — 1; cada ponto (a;) € PN corresponde a uma hipersuperficie de P"
de grau d, definida pelo polinomio F =" a;x'. Considere

D ={(z,F) € P" x PN | VF(z) = 0}.

Mostre que D — P" é um fibrado projetivo com fibra PN~""1. Deduza que a
imagem de D em PN estd contida em uma hipersuperficie.

8.2.13. Proposicao. Seja X uma variedade irredutivel de dimensdo m e seja
x € X um ponto nao singular. Entao existe uma vizinhanga afim U de x tal que
U C C™" ¢ definida por r equagoes cujos gradientes sao independentes em cada
ponto de U.

Prova. Podemos supor X C C™ afim. Sem perda de generalidade, podemos
tomar x = 0 € C". Sejam M = (z1,...,2,), [ = I(X) C M o ideal de X.
O ideal de z em O(X) é a imagem, m = M/I, de M pela aplicacdo quociente
O(C") — O(X). Esta induz uma sobrejecao de espagos vetoriais,

o M/M? — m/m?.
Por 8.2.12, temos
dimm/m? = m, e evidentemente, dim 9/M? = n.
Seja r =n —m. Assim, dimker a = r. Por outro lado,
ker oo = (I + 9M2) /92,

Sejam f1,..., f, € I cujas classes médulo 9? geram ker a. Os gradientes de
fi,..., f» sao independentes no ponto x, visto que as classes desses polinomios
sdo Li. em /M2, Seja J = (f1,..., fr). Seja Z uma componente irredutivel
de V(J) passando por z. Temos m < dimZ < dim7,Z < m. A primeira
desigualdade provém de (5.1.10, p.48); a segunda, de (8.2.10, p.97). A dltima,
da dlgebra linear: o subespaco T,Z C C™*" é definido por um sistema que inclui
pelo menos r equagoes independentes, a saber V f;(x)-v = 0,7 = 1..r. Segue que
dim, V(J) = m. Lembrando que m = dim7, X < dim7,V(J) < m, segue que
V(J) é liso em z. Logo, X é a tinica componente de V(fi,..., f.) passando por

x. Passando a um aberto principal, segue o resultado.
O
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8.2.14. Observacao. Utilizamos de forma essencial na demonstracao acima o
seguinte importante

8.2.15. Teorema. Seja z um ponto nao singular de uma variedade X. Entao
existe uma unica componente irredutivel de X passando por .

A prova deste teorema exige mais nogoes de algebra comutativa e sera esbogada
a seguir.

8.2.16. Lema. Seja z um ponto de uma variedade X. Entao existe uma unica
componente irredutivel de X passando por x se e so se o anel local O, € um
dominio.

Prova. Podemos supor X afim e que toda componente de X contém x. Seja
R =0(X). Se X é irredutivel, é claro que o anel local O, é um dominio, como
sub-anel do corpo de fungoes racionais de X. Reciprocamente, se Y, 7 C X =
Y U Z sao fechados préprios passando por x, tais que nenhuma componente de
Z (resp. de Y) estd contida em Y (resp. Z), existem funcoes f,g € R tais
que f(Y) =¢g(Z) =0e f (resp. g) nao pertence ao ideal primo de nenhuma
componente de Z (resp. de Y'). Segue que o germe de f em O, é ndo nulo. Do
contrério, existiria h € R tal que h(z) # 0 e hf = 0. Em particular, hf(Z) = 0.
Isto obriga h a pertencer ao ideal primo de toda componente de Z, logo h(z) = 0,
contradigao. Analogamente, temos g # 0 em O, e fg = 0. O

O leitor pode ver no livro do Shafarevich ou em qualquer texto de &lgebra
comutativa (e.g., Atiyah&MacDonald, FEisenbud) outras provas do seguinte
Teorema. Seja x um ponto nao singular de uma variedade X. Entao o anel
local O, é um dominio.

Os principais ingredientes sao

1. Se A é um anel local noetheriano com ideal maximal m, entao [m’ = 0.

2. Seja x um ponto nao singular de uma variedade X tal que dim, X = m.

Seja m = (z1,...,2y,) o ideal maximal de O,. Seja f € Clzy,..., 2]
um polindémio homogeéneo de grau k tal que f(21,...,2,) € m*1. Entao
f=0.

A argumentagao para mostrar que O, é um dominio é a seguinte. Sejam a,b € O,
nao nulos. Por (1), existem i, tais que a € m*\ m* b € m/ \ m’T'. Logo,
existe um polinomio homogéneo F', de grau i, a coeficientes em O,, tal que
a = F(z,...,2,) e com algum coeficiente fora de m. Analogamente para
b = G(z1,...,%m). A hipétese sobre F,G significa que F,G € Clzy,..., 7,
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sdo polindmios homogéneos nao nulos, onde F é obtido de F substituindo
cada coeficiente por seu valor em z. Portanto F -G # 0. Segue de (2) que
ab = FG(z1,...,2n) # 0. Com efeito, escreva FG = Y c;x!, combinagao de
monomios homogéneos de grau k = ¢ + j com coeficientes ¢; € O,. Temos
cr = cr(0) + df,¢f € m. Seja h = > cr(0)z!. De ab = 0 = > (cr(0) + )27,

deduzimos h(zy, ..., 2,) € mFL contradicio. O

Para provar (2), suponha por contradicdo que f # 0. Logo, existe t =
(t1,...,tm) € C™ tal que f(t) # 0. Fazendo uma mudanga linear de coor-
denadas, podemos supor t = (1,0,...,0). Temos assim f = a% + f', onde
€ {xa, ..., xm). De f(z1,...,2m) € m*! vem uma expressao

2K =azft S iz, b € O,

logo

(1—az)zf = >0 bz
Como 1 — az é inversivel em O,, isto implica que z; € rad(zs,...,2y,). Con-
cluimos que o ponto x é definido por m — 1 equagoes numa vizinhanca adequada.
Aplicando (5.1.24,p.51) vem dim, X < m, contradicao. ]

Para a prova de (1), usamos o teorema da base de Hilbert. Seja a € [m’.
Para cada i, existe um polindmio homogeéneo F; de grau i, a coeficientes em O,,
tal que a = Fi(21,...,2m), onde m=(z1,...,2,). Pelo TBH, existe r tal que
F.i1 € (F,...,F,). Escrevemos F,; = > | G;F;, onde cada G; é homogéneo
de grau r + 1 — 4. Deduzimos a = Fry1(21,...,2m) = O] Gi(z1, .-+, 2m))a. A
soma entre parénteses ¢ um elemento p € m. Concluimos que a(l — p) = 0 e
portanto a = 0.

8.2.1 a série de Taylor

Um pouco mais de atencao mostra que, se x € X é um ponto nao singular e

m = (z1,...,2m) C O, com m = dim, X, entdo cada elemento de O, admite
uma, e s6 uma expansao de Taylor. Dizemos que uma série formal F' = Fj +
Fi + - € C[|xy,...,2Zm|], onde cada F; denota um polindmio homogéneo de

grau 7 é uma série de Taylor de f € O, se

J
f_ ZE(ZI7“'7zm) S m]+1v.]
0
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Toda f € O, admite uma expansao de Taylor: fazemos Fy = f(z); agora
f — f(z) € m é uma combinagao linear de zi,...,2z,. Por inducao, suponha
=30 Fi(z1,.. ., 2m) = > a527 € mI™ onde cada 2’ denota um mon6mio

de grau j + 1. Usamos os coeficientes a;(z) para definir Fj,;. A unicidade
da série resulta facilmente de (2): se Y F; é uma série de Taylor de 0, entao

Fi(z1,...,2m) Emt = F;, = 0Va.

Seja A um anel. Dizemos que zq,..., 2, € A é uma seqiiéncia regular se o
ideal gerado é proprio, z; é nao divisor de zero e cada z; é nao divisor de zero
modulo o ideal I = (z1, ..., z,_1) gerado pelos elementos anteriores.

8.2.17. Proposicao. Se z € X ¢ um ponto ndao singular, m = (z1,...,2zy) C
O., com m =dim, X entdao zy,..., 2, € uma sequéncia reqular.

Prova. Seja I = (z1,...,2;_1). Suponha a € O,/I,a # 0. Por (1), existe k tal
que @ ¢ m*. Equivalente: a ¢ I +mF. Seja F = > F; € C[|z1,..., 7, a série
de Taylor de a. Na soma parcial G = 25—1 F;, existe pelo menos um monoémio
de G que nao contém as variaveis x1,...,x;_1. Como a série de Taylor de z;a é
claramente x; F, deduzimos que z;a & I. O

8.3 fibrado tangente

8.3.1. Teorema. Seja X uma variedade irredutivel lisa. Entao
TX ={(z,0) |z e X, e T, X}
¢ um fibrado vetorial.

Prova. A afirmacao subentende a definicao da estrutura de variedade para T'X.
Isto sera feito por colagem. Seja U C X aberto afim, U C C" fechado, com
ideal T = (f1,..., fr,...) C Clxy,...,z,] tal que os gradientes V f1, ...,V f,. sdo
independentes em cada ponto de U, com r = n — dim X. Definimos

TU = {(x,v) e U xC"|Vfi(x) -v=0,i=1.r}.

E imediato que TU — U é um fibrado vetorial. Para verificar que essa cons-
trucao “cola” bem e se globaliza, faremos uma pequena digressao. Seja ¢ : C* —
C™ um morfismo, ¢ = (¢1,...,dm), ¢; € Clzq,...,x,]. Definimos

¢~5: C'xC" — Cmx(C™
(z,v) = (¢(x),do(z)v)

onde do(z) : C* — C™ é a transformagao linear dada pela matriz jacobiana

(0¢i/0x;). Suponha que ¢(U) C V, subvariedade fechada de C™, de maneira

(8.1)
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que podemos considerar ¢y : U — V. Nesta situagao sabems que, para cada
v € T,U, temos do(z)v € Ty V. Deduzimos que ¢(TU) C TV. Além disso,
se ¢y é um isomorfismo, concluimos que %TU :TU — TV é um isomorfismo.
Estas consideragoes nos permitem definir a estrutura de variedade de T'X reco-
brindo com os subconjuntos da forma 7'U. Como em situagoes anteriores, um
subconjunto de T'X é declarado aberto se e s6 se a intersecao com cada TU ¢é
um aberto de TU. O feixe de fungoes regulares se define de forma similar. O
carater localmente afim resulta da propriedade analoga de TU. O

8.3.2. Corolario. O feize de secoes de TX € o feize de Ox-mddulos de
derivagoes. Mais precisamente, para cada aberto afim U C X, se R = O(U)
entao o R-mddulo de secoes TX (U) € isomorfo a Der(R, R).

Prova. Suponhamos inicialmente U C C™ fechado, com ideal I C Clxy,...,x,]
contendo funcgoes fi,..., f. tais que os gradientes V fi, ..., Vf, sao independen-
tes em cada ponto de U e em numero correto. Nessas condigoes temos que
TU — U se identifica ao subfibrado de U x C" — U formado pelas derivadas
direcionais, i.e., , (z,v) € U x C" tais que V f;j(z)-v = 0. O vetor v corresponde
a derivagao ¢, : R — C tal que 0,(f) = Vf(z)-v. Seja s : U — TU uma
secdo. Assim , para cada z € U, temos s(z) = (z,v(z)) € U x C", com v(x)
ortogonal a cada gradiente V f;(x). Para cada f € R, seja 0,(f)(x) = du@) f-
Cumpre-nos mostrar que ds(f) € R, ou seja, é uma funcdo regular. As coor-
denadas (v1(z),...,v,(z)) do vetor v(z) sdo fungoes regulares. Lembrando que
Sy f = Z%(m)vi(x), segue o requerido, 65 € Der(R, R). Reciprocamente,
dada uma derivagdo 0 € Der(R, R), podemos associar uma se¢ao s de TU da
seguinte forma. Para cada f € Clzy,...,,], seja f sua restricio a U; temos
§f € R. Por Leibnitz, vale 6f = > %5fi. Aqui, cada 07; € R, permitindo de-
finir s(z) = (x, (071 (x),...,0T,(x))). Como o vetor que apareceu ¢ certamente
ortogonal aos gradientes, temos efetivamente uma secao regular de TU.

Para um aberto afim arbitrario U, tomamos uma cobertura por abertos prin-
cipais U, em que ja vale T'(U,) = Der(R,, R,). Seja s uma secao de TU. Para
cada x € U, temos s(z) = (z,0;),d, € T, X. Devemos mostrar que, para cada
f € R, a fungdo =z — 6,(f) é regular. Como funciona em cada U,, segue o
desejado para todo U. O]

8.3.3. Exemplos. TC" = C" x C".
8.3.4. TP! = O(2).

Facamos o calculo da funcao de transicao. No aberto Uy, temos a identificagao

CxC = TUy, aqual associa a cada (z,v) € CxC o vetor tangente ¢ (z,v) = v-;
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o lado direito significa multiplo constante do operador derivagdo em Clz], o
anel de coordenadas do aberto sob consideracdo. Em U, ¢s(y, w) = w4. Na

d

intersecao U;s = C*, temos !

vy = 1. ady + ydv = 0,2 /dv = —y/dy.".d/dy = —2d/dr = —z*d/dx.
Calculamos

o1 P2y, w) = o1 (wd/dy) = ¢y (—a*wd/dx) = (1/z, —2*w) = (y, —y~*w).

Lembrando (6.9.2,p. 74), (6.3.3,p. 63) e fazendo y = 1 /z3, vemos que o fibrado
associado a essa funcao de transigao é isomorfo a O(2).

Lembrando o cédlculo feito para o espago de segoes globais (6.9.2,p. 74), para
H°(P', O(2)) devemos saber associar a cada forma quadratica ¢ = ax? + bxyzs +
cr3 uma derivagao no anel de fungoes regulares de cada aberto de P*. De fato,
reescrevendo ¢ = ax; — (22, a, f formas lineares, temos a derivagao §,(F/G) =

(GVF — FVQ) - (8,a)/G*. Deixamos como exercicio a verificacao dos detalhes.

Note que, no enunciado do coroldrio anterior, ndo estamos afirmando que
para um aberto arbitrario U C X, o mddulo de se¢oes T X (U) seja sempre
isomorfo ao médulo Der(O(U), O(U)). Apenas temos sempre um homomorfismo
natural TX (U) — Der(O(U),O(U)). Por exemplo, para U = X = P!, sabemos
que TPY(U) = H°(P', O(2)), o espago das formas quadréticas nas coordenadas
homogeéneas x1, x2, enquanto O(U) = C e Der(C,C) = 0.

8.3.1 o fibrado tangente de P"

Denotamos por O o fibrado trivial com fibra C; seu feixe de secoes é o feixe de
funcoes regulares. Consideremos o homomorfismo

e:0—— O(1)%+!
definido por
1= (21, ., Zpg1)-
Vamos construir um homomorfismo sobrejetivo

§: O(1)#+ —, Tpr
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cujo niicleo é igual a imagem de . Uma segao de O(1)®"*1 sobre um aberto
UCP"éumvetor f = (f1,..., for1), fi € O)(U), onde cada f; = F;/G;, com
F;, G; polindomios homogéneos tais que deg F; = 1+ deg G;, G;(z) # 0Vz € U.
Associamos ao vetor f a derivacao direcional d; : O(U) — O(U) tal que

(GVF — FVG) - f

G? ’
onde F, G sao polindmios homogéneos de mesmo grau e G(z) # 0Vz € U. Note
que temos efetivamente 6;(F/G) € O(U). (Leitor: por que?) O homomorfismo

0 é sobrejetivo sobre os abertos da cobertura afim canonica de P", visto que toda
derivacao Clzy,...,z,] = Clzy, ..., 2,] é do tipo d;. (Verificar!)

0f(F/G) =

8.3.5. Teorema. Notacdo como no pardgrafo anterior, o fibrado tangente de
P" ¢ isomorfo a O(1)®" /0.

Prova. Vamos verificar que a seqiiéncia de homomorfismos de fibrados vetoriais
sobre P"
0— 0 - 01 2L TP — 0 (8.2)

definidos acima, é exata. Ja argumentamos que § é sobrejetiva. A injetividade
de € é imediata. Para mostrar a anulagao de doe, lembramos a relagao de Euler,

OF i = (deg F)F.

oz,
Podemos entao escrever
GY. §Eu;— FY $Cu; G(deg F)F — F(deg G)G
0. (F/G) = ‘ o L = o =0.

Sabendo que kerd O Ime e ambos sao subfibrados de mesmo posto, segue a
igualdade. Alternativamente, restringindo sobre um aberto afim canonico, diga-
mos U = P? , suponha f € O(1)(U)®"*! satisfaz 0y = 0. Temos em particular

5f(;_j) =0=>xfi—xf1=01=1n+1.

Mas ja vimos (6.9, p. 73) que essa condi¢ao implica f = F - (xq,...,%,.1) para
algum ' € O(U), ou seja, f = e(F). ]

8.3.6. Observagao. Tomando poténcia exterior em (8.2), deduz-se um isomor-
fismo

N\ TP"=0(n +1). (8.3)
Recupera-se em particular (P!) o exemplo2, (8.3.3,p. 103).
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Exercicios. 147. Sejam x1,...,T,+1 coordenadas homogéneas em P™. Escreva
% = %i/Tpy1 para as funcgoes coordenadas no aberto afim C* = P", . Seja
feClz,...,z]. Seja F € Clxy,...,Tne1] um polinémio homogéneo de grau d
tal que

f(zla"'7zn> = F(x:ilw"ax:il?l) = F(xla"'7$m7$n+l)/xg+1‘

8f _ OF /. d-1
Mostre que 32 = 5-/n 1.

148. Seja w = (wy, ..., w,1) € O(1)(P2 )T Mostre que

n+1

F 1 oF
5w<_) = 411 (wzanrl xiwnJrl)-
:B;iz—l-l riﬁ Ox;
149. Continuando, seja 6,(f) = 3.2 = L, v € Clzy, ..., 2,]. Mostre que existe
w como acima tal que 8,(f) = 6w (= )
a1
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