


(E;) familia finita de fibrados vetoriais / X
— existe um mapa plano f: X' — X tal que

o f*: A (X) — A(X') é injetivo;
e cada f*E; admite filtracao por subfibrados vetoriais
Ei=0C---CE} CE)= f*E,

com quocientes sucessivos fibrados em retas,
I _ =10
L; = E; "/E].



Comecar com UM fibrado E. Sejap:P(FE) — X o
fib.projetivo associado. Temos a seq. exata tautoldgica,

OE(—l) Hp*E — F.
O mapa p*: A(X) — A(P(FE)) é injetivo:

z2€ A(X) = z=50(FE)Nz=p,(c1(Op(l) Np*z)
onde € = postoF — 1,
Indugdo no posto de K = dq: X' — P(F)
tal que ¢*F admite filtracao e ¢~ injetivo.

Compondo com p, completa a verificacao para o caso de
um fibrado. Repetir para o caso geral. . . .



Lema. FE = fibrado munido de filtracao
E=E0~>...> FElE) =0

com fibrados em retas quocientes L) = EU~1 /EU).

Ponha \; = ¢;(LY)) € EndA,(X) e defina

01 — Z)\]
02 = 2ici NNy
O — )\1"')\6

as funcoes simétricas elementares.

e
(1) Se E admitir secdo s sem zeros entdo || A\; =0.
1

o Vi=1,...,¢€;
0 para 1 > e.

) e(B)= T (1+A) : ()= {



Prova. (1) V C X subvariedade. Queremos
(11 A;) NV = 0. Pela férmula de projecao aplicada a
V C X, permite supor V = X.

Analise o diagrama de mapas de fibrados vetoriais

b s

F=FEW E e

Seja W o esquema de zeros de s’
Se W = X entao a secao s fatora na seta pontilhada.

Inducao no posto = Ay--- A, = 0.



W = esquema de zeros s’, agora #X =
W divisor de Cartier efetivo = A\; N [X] = [W] € A (X).

Se W = () entdo A; N [X] =0, fim.

Se W #£ (), sejai: W — X ainclusdo. Restringindo a W,

F = EQ) E L)

segue i*s’ = 0, logo 7*s induz uma secao s de F
(em pontilhado.) Inducdo no posto de E =



(projform)



Prova de (2): ¢(E) = [ (14 ei(LY)).
1
Considere p : P(F) — X; o subfibrado tautolégico
Op(—1) > p*FE fornece secdo de p*E ® Og(1) sem zeros.
Assim, pondo h = ¢10g(1), \; = c1(p*LY)) e usando (1),

0 = Hcl(p*L(j)@)OE(l))

1
e

- )
1

— Zhe_kg,;,
0

onde o) denota a k-ésima funcdo simétrica elementar nos \’.



he +helo]+---+ho!_+0 =0.
Achamos, V z € A, (X),
p(hép*z + he lolp* 2+ -+ ho!_p*2+olp2) =0=
(s1(E) + s0(E)o1)z=0... = c1(F) = —s1(F) = 04
Em geral, com e=e—1,7>1,

0 = Dy ((he—l-i e h€+i_10'i e he—l—i—QO.é T hi—la.é) ﬂp*Z)

(14+s(E)+---)1+01+---+0.) =1. 0



CZ(E) =0V 1> e.
E'>s E —» E" = ¢(E) = ¢(E')e(E").

c1(F) = a(E') + a(E")
c2(E) = co(E') + c1(E')er(B") + eo(E")

Ce(E) — Cel(E/)CG// (E”)

Para provar férmulas para ¢(F), podemos sempre supor
E = soma direta de fibrado em retas.



A chave para as principais aplicacoes é o seguinte enunciado.

E = fibrado vetorial de posto e sobre
X = esquema de dimensao pura n.

s = uma secao regular de E. Entao
c.(E)N[X]=[2(s)] in A,_(X).

Em palavras: o ciclo do esquema de zeros

representa a classe de Chern maxima.

Prova. e = 1 = a férmula segue de propriedades do ciclo
associado a um divisor de Cartier.



e > 2. Pelo “splitting principle”, podemos escolher um
mapa plano f : X’ — X de dimens3ao relativa m tal que
f*: A(X) = A(X') é injetivo e f*FE se encaixa em
sequencia exata de fibrados vetoriais,

Fff*E — L, postoL =1
cal
Oy
A secio f*s induz uma secdo s’ de L, ambas regulares.
Seja i : Z(s') — X' inclusdo. A restricao ¢*f*s sobre
Z(s'") fatora por uma secao s de ¢*F', também regular.

Por inducao,
Ce1(F) N [Z2(s)] = [2(5)] em A,_(Z(5)).



Note que Z(3) = Z(f*s) = f1Z(s).
Escreva g : Z(s) — Z(s) o map (plano!) induzido por f.
Sejam j: Z(s) — Z(s)ek: Z(s) - X

os mapas de inclusao. Temos

fRd2(s)] = igug™2(s)]

= 1Jx|2(5)]
(inducao)

= 1 Ce1(P7F) N[ Z(5)]
(projform)

= Ce1(F) Ner(L)[X]
(Whitney) = c,(f*E) N f*[X]

f (ce(E) N [X]).
Como f* é injetivo,. . .



Exemplos

Teorema de Bézout: Fi, ..., F, hipersuperficies em P" (e < n),
graus dj,...,d,, Intersecao propria:
a dimensao de cada componente irredutivel Z; de
[ = Z(Fl,...,Fe) é n—e=

Z] = ce(Opn(dr) D - - D Opn(de)) N [P"]
= dih---dhn [P]
= dy- - d [P ]

= (multiplicando por A" ¢ e calculando grau))

degZ = midegZi + - - -+ mydegZ, = d; - - - d,.



introducao ao calculo diferencial

B = A-dlgebra, M = B-mdédulo,
d: B — M é uma A-derivacao de B a valores em M se
o A-linear: d(ab+ b)) = adb + db/
e Leibniz: d(bb’') = bdl' + b'db
Dery(B, M) C Homy(B, M)

B-submaodulo.
(Segue d(A) = 0; A = "“constantes” :-)



Cada homo ¢ : M — M’ de B-médulos induz

Der4(B, M) — Dery(B, M')
d— pod

homo de B-moddulos.

Teorema. Existe dp/q : B — {lp/4 uma
A-derivacao universal, i.e., tal que
Vd € Dera(B, M), 3'¢; € Homp(2p,4, M) satisfazendo

d=pgodpa.

(universal = unicidade) Qp,4 =mddulo cotangente.

Exemplo (1): B = A[{z,}]|, anel de polinébmios;
§: B — M uma A-derivacdo, [ := z{' -2, =

u
1 —1
Of = erxt x5? -+ xledxy + egx{tws® - - xfudxg + - - -

=) %5%‘ = Qujizy/4 = @ Bdz,, livre.



dpa: B =Al{z.}] — Qpu=@ Bdz,

Exemplo (2): ¢ : B — B’ homo de A-algebras,
d: B — M uma A-derivacdo = dop: B — M também é.
= homo de B-médulos Der4(B’, M) — Dera(B, M).

Proposicao. Se existir A-derivacao universal
dp/a: B — {1p/4, entdo para todo ¢ : B — B homo
sobrejetivo de A-algebras, I = ker ¢, existe

dpia: B — {lp,4 e temos uma seq. exata,
[/12 g QB/A@)BE — QE/A — 0

feLo(f+1%) = (dpjaf) ®1.



]/[2 i) QB/A®BE — QF/A — 0
[/I? =médulo conormal.
fel, o(f+1°) = (dpaf)®1 estd bem definido:

se f,9 €1,(dp/a(fg)) ® 1= (fdg+gdf) ®1 =
dg® f1+df ® g1 =0.

Fazemos ) := QE/A = {lp/a ®B B/ dp/al = coker o
onde dp/4l = B-submodulo de €)p,4 gerado por
dpjaf,f €1, dpjal 3 B — Qp/a ®p B.

Define-se dz,4 compondo dpj4: B — Qg4 — Q:
note que se f € I, entdo a imagem de dp/4f em Q é 0,

e assim passa ao quociente, induzindo dz,,: B — €.



Devemos mostrar que toda d € Ders(B, M)
provém de algum A € Homp(2, M), ie, d= Xodg,.
Temos certamente d o ¢ € Der (B, M).

Logo d o ¢ = puodp/a para algum pu € Homp(§25/4, M).

Se f €I, temos u(dp/af) = dpf =0

e assim j passa ao quociente, 1t : 2 — M.

Visto que I anula Q e M, trata-se de fato de um B-homo.



Exemplo (4): B = A[{xz,}]/I, anel de polindmios
mddulo um ideal (=caso geral:-)
:>QB/A — @BCZCCQ/CZ]
onde dI = B-submddulo gerado por df, f € I.

Conclusoes:

e segue o teorema de existéncia (e unicidade!) da
derivacao universal;

e (p/y € gerado, como B-mddulo, pelas imagens de
dB/Ab, b € B;

e se B ¢ de tipo finito sobre A, entao {2p,4 € B-modulo f.g.



cotangente x conormal

Proposicao. Seja i : B®4 B — B dado por
multiplicacao. Entao ker i é gerado por
b®1—-1®0b,b € B.

Prova.
by @b, +---+b,b. e¢kery=0=>0b6b, +---+bb. =
1 r 1 r

b1 @b+ +b®b, =01 ®1—-1®b)(1® b))+
1®b)1ebt)+ - +b,®1-1®b)(1Q10,)
+(1®@b)(1@b)=>(0;®1—-11b)(1®0b)
+ 3 (1 ® bb)
|
1® > bbb =0.



kerpy=b®1—-1xRb,bec B) = I(A)

ideal da diagonal de
Spec(B) Xspec(4) Spec(B) = Spec(B ®4 B).

Proposicao. Sejam I = I(A),C = B®4 B.
Seq. exata cindida,

/P = Qeu®cB — Qpu

| |
Qp/a Qp/aDp/a



