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representacoes racionais
G =gal, V = k—espaco vetorial, dim V finita.
Uma rep. racional de G em V é um homo. de
grupos algébricos G — GL(V).
Exemplos: ( ) GL, — G,, = GL(k),x — det x.
(2) GL, = GL(M

(3) GL, & GL Mnxm),

r +— Mz):a—= Ax)a:=za
(4) GL,, & GL(M,y),

r = plx):a= pr)a=axr!



representacao racional G — GL(V)
+<——acao GxV — V

Dado homo h: G — GL(V), defina
ap: G XV — V poray(g,v) :=h(g).v.
Ou seja, fazemos a composicao da acao natural
a:GL(V)xV — V com

GxV Y QL) x V.
Recipr., dada uma acaoa : G x V. — V defina
h,: G — GL(V) C End(V') fazendo

ha(g)(v) = a(g,v);
verifica-se que h, € homo de g.as.



End(V)xV =% V
morfismo evidente: a(\,v) = A(v). Segue

VX 5 End(V) morfismo, ganha-se morfismo

X xV = V por composicio.

Recipr., se o morfismo u satisfaz u(x,v) linear em v
para cada x fixo, escrevemos (com (v;) base de V')

u(w,vy) = ) uy(T)v;,

onde a matriz (u;;(x)) determina u e define um

morfismo X — End(V)(~ A™).



todo GAL é subgrupo fechado de algum G L,

Doravante G =gal. Veremos que
G € isomorfo a um sg fechado de algum G L,,.
Seja X um G-espaco afim. Traducao em anéis
de coordenadas: k|G x X| =Ek|G]| ® k| X] e a

acdo corresponde (credo) a um homo
a* : k| X] = k|G| ® k| X]. Dados
g€ G,xe X, fek|X]| defina
s(9)(f(z)) = f(g o).
Temos s(g) € GL(k|X]), induzindo representacio
G — GL(k|X]).



Todo subesp. V C k| X| de dim finita esta
contido em um subesp. W C k| X| de dim finita
que é s(G)-invariante: ¥ f € W, s(g)f € W Vg € G.

Se W, W' C k|X] sdo s(G)-invariantes, idem para
W + W’. Isso reduz ao caso dimV =1,V = k.
Escreva a*f = > | 9; ® fi, g; € k[G], f; € k[X]. =
flg.x) = (a*f)(g,2) = D1 9i(9) filz) =
s(9)f(z) = flg @) = 221 9ilg ) filz) =
s(9)(f) =221 9i(g )i € (fro s fu):
Fazer W =subesp. gerado portodosos s(g)(f),g € G.



V =subesp. de k| X| € invariante por s(G) <=
aV C k|Gl ®V.

(<) Paracada f €V, a*f € k|G] ® V = a conta
anterior mostra que s(G)f C V. Para a recipr.,
(=) escolha base f; € V e estenda a uma base
fz’,hj de k[X]

Dado f € V, escreva a*f € k|G] ® k[ X],
a*f:Z?uZQ@fz Z’Uj@hj, U;, V5 € k[G] —>

s(9)(f)(x) = f(g'x) =
> uilg ) filz) + > vi(g ) hy(x).

invariancia = s(g)(f) e V=9, =0=
aV CEk|G]® V.




aVCEGIQV =sy:GXxV — V

acao quecorrespondeaumarep. racionalde G emV.

Aplicamos ao caso da acao G X G — G por

translacao a esq. ou dir. Definimos
A9 f)(@) = f(g 'x), (p(9) f)(x) = f(zg) =
A, p: G — GL(k|G]) representacoes.

Sao fiéis: ker = {e}:
AMg)=1= f(g") = fle)Vf €k[G] = g=e.



todo GAL é subgrupo fechado de algum G L,

Podemos supor k|G| = k[fi, ..., fnl], fis Li., t.q.
o subespaco V := (f1, ..., fn) é p(G)-invariante.
De p*V C k|G] ® V' deduzimos
p(g)fi = >_m;i(g)fjVg € G.

Segue homo de gps
G 5 GL,=GL(V)

g —  (my(g))
Se p(g) = 1, p(g) fi = fiVi. Como p(g) é homo
de k-algebras, segue p(g)f = fVf € k|G] e
assim g = e.



Ja temos iso de gps abstratos,
G - p(G) =fechado em GL(V).

E de fato iso de variedades pois o homo de
anéis de coordenadas
p* k|GL(V)] — k[G], tij — gi
é sobrejetivo:

p(9)fi(z) = fi(xzg) = > myi(9)fi(z) =
fi(g) = >_m;i(g) fi(e)
rho*(t;;)



H C G sg fechado =
H={g9¢€GNg)Ic(H) =1c(H)}
{9 € Glp(9)Lc(H) =1c(H)}
Denote H' o lado direito.

feIa(H),hh € H= (Ah)f)(N)=
f(Wh)=0= ANh)Ig(H) CIg(H) =
HCH'..

Exc. complete os argumentos acima.
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decomposicao de Jordan

V =esp.vet. dim. finita. Um operador
a € End(V') é semi-simples se diagonalizavel,
l.e., existe base de V formada por autovetores de a.
a € unipotente se a — 1 € nilpotente.

S C End(V') familia de operadores comutantes
—=existe base B de V' que triangulariza
simultaneamente S : |a|p triangular superior Ya € S.
Se cada a € S é semi-simples, diagonaliza-se simul.
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Inducao sobre dim V.

De fato, podemos supor que algum a € S

admite um autosubespaco com autovalor
a, € k, W ={v|av = a,v} 0, W £ V.

Parave W,b €S, vale
abv = bav = a,bv = bv € W,

l.e., W é S-estdvel. Por inducao, existe base
B' = {vy,...,v,,} C W que faz a matriz de

cada restricao |a|W g triangular superior Va € S:



avq
av9

a11v1
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avq
av9

a11v1
a12V1 + A2V

CL]_]_ CL]_2 alm

(lalpr = (0 oz o aam

0 0 0 amm

AUy, = A1mU1 1+ ** ° 1+ QmmUm

Seja S =colecdo dos operadores @ induzidos no

quociente V = V/W :

a(v+W)=av+ W;



avq
av9

a11v1

e (P
B! = o 92m

oooooo

0 0 0 amm

AUy, = A1mU1 1+ ** ° 1+ QmmUm

Seja S =colecao dos operadores @ induzidos no

quociente V =V/W : a(v+W) =av + W;

por inducio, existe base B = {U, 11, ..., U} de
V que triangulariza cada membro de S:




A Um+1—Am+1,m+1Um+1




A Um+1= Am+1,m+1Um+1 =~
AV 41 = Omt1,m+1Vm+1 T A+ 1Vm T+ - -1+ 01 m+101



A Um+1= Am+1,m+1Um+1 =~
AV 41 = Omt1,m+1Vm+1 T A+ 1Vm T+ - -1+ 01 m+101
av, = Am+1,nUm+1 + T AppUnpn, =
AVp = Am+1.nUm+1 + 1 Qpp Uy
- AmpUm 1+ + + 1 G101,




A Um+1= Am+1,m+1Um+1 =~
AV 41 = Omt1,m+1Vm+1 T A+ 1Vm T+ - -1+ 01 m+101
av, = Am+1,nUm+1 + T AppUnpn, =
AVp = Am+1.nUm+1 + 1 Qpp Uy
- AmpUm 1+ + + 1 G101,

Fazendo B = {v1, ..., Upm, U1, ..., Un} resulta
ai] @12 ... Glm  Glm+1 - Qln
U azp ... agm  G2mi1 .. G2n
[a] B = 0 0 0 amm @mm+l - Gmn

900 g tme - AL
0 00 0 0 0 ann
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(i) Produto de dois endomorfismos comutantes
semi-simples (nilpotentes, unipotentes) de V é
semi-simples (resp.: nilpotente, unipotente);
(ii)) Se a € End(V),b € End(W) s3ao semi-
simples (nilpotente, unipotente) o mesmo vale
para a®b € End(Ve W), a®b € End(VoW);
(iii) Se a € End(V),b € End(W) sao semi-
simples (nilpotente) o mesmo vale para a ® 1 +
l1®be End(V @ W).
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Prop. Dado a € End(V) =
(i) existem dnicos elementos a,, a, € End(V)
t.q. as, é semi-simples, a,, é nilpotente,

Ay, = Apds € A = Qg + Ay

(decomposicao de Jordan aditiva);

(ii) existem polinbmios P, () € k|T| sem termo
constante t.q. a; = P(a),a, = Q(a),
(iii) se W C V é um subespaco a-invariante,
entdo W é também invariante sob ag, a,, € vale
a|W = as|\W + a,|W ¢é a decomp. de Jordan
aditiva da restricdo a|W . Resultado similar vale
paraa € End(V/W);
(iv) Sejam ¢ : V. — W.b € End(W) transt.
lineares. Se wpoa = bo p entio Yo ay =
bsow,poa, =...
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Pol. caracteristico
det(T — a) = [[,(T — o)™, ; distintos 2 a 2.

Vi:={x e V|(a — a;)"z = 0}.
Cada V; é a-invariante: (a — o;)"iz =0 =
a(la — a;)"x =0 = (a — oy)"azx.
Seja P(T) =det(T — a)/(T — o;)". Temos
mdc(Py, ..., P,) = 1, logo existe relacao
1 => Q;P,. Assim,VveV,v=
> QiFP(a)v,QiP(a)ve V=V =) V.



Veremos que é de fato soma direta.

(T — ;)™ coprimos 2 a 2 =-(usar restos
chinés) AP(T) € k[T t.q.
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Escrevendo P(T) = a; + ¢;(T) (T — «;)" segue que
as = P(a) = a; + gi(a)(a — ;)™

= a,x = ox Ve € V; =as é ssimples.

De fato,

cada V; € auto-subespaco de a,, e concluimos
que a soma ¢é direta: autovetores associados a

autovalores distintos sao indepenc

entes.
potente:

an:=a—as= (T — P(T))(a) é nil
(@ —a,)|Vi= (a —a;)|Vi



Escrevendo P(T) = a; + ¢;(T) (T — «;)" segue que
as = P(a) = a; + gi(a)(a — ;)™

= a,x = ox Ve € V; =as é ssimples.

De fato,

cada V; € auto-subespaco de a,, e concluimos
que a soma ¢é direta: autovetores associados a

autovalores distintos sao indepenc

entes.
potente:

an:=a—as= (T — P(T))(a) é nil

(a = a)|Vi= (a — a;)|Vi = ((a —a,) V)" =0



Escrevendo P(T) = a; + ¢;(T) (T — «;)" segue que
as = P(a) = a; + gi(a)(a — ;)™

= a,x = ox Ve € V; =as é ssimples.

De fato,

cada V; € auto-subespaco de a,, e concluimos
que a soma ¢é direta: autovetores associados a

autovalores distintos sao indepenc

entes.
potente:

an:=a—as= (T — P(T))(a) é nil

(a = a)|Vi= (a — a;)|Vi = ((a —as) V)" =0

= (a — ag)™>) = 0,
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unicidade

a = as + a, = bs + b, onde ag, a,, sao
polinomios em a =bs comuta com a =
b, comuta com a,, idem b, =
b, — as = a, — b,, nilp& ssimples =-0.

Para (iii), se W C V' é um subespaco
a-invariante, entao W é também invariante sob
as, @, Pols sao ambos polindomios em a. Visto que

Concluimos por conta da unicidade.
(iv) fica como exc.



