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representações racionais

G =gal, V = k−espaço vetorial, dimV finita.
Uma rep. racional de G em V é um homo. de

grupos algébricos G → GL(V ).

Exemplos: (1) GLn → Gm = GL(k), x 7→ detx.
(2) GLn

a→ GL(Mn×n),

x 7→ a(x) : α 7→ a(x)α := xαx−1.

(3) GLn
λ→ GL(Mn×m),

x 7→ λ(x) : α 7→ λ(x)α := xα.

(4) GLm
ρ→ GL(Mn×m),

x 7→ ρ(x) : α 7→ ρ(x)α := αx−1.



representação racional G → GL(V )

←→ ação G× V → V

Dado homo h : G → GL(V ), defina
ah : G× V → V por ah(g, v) := h(g).v.

Ou seja, fazemos a composição da ação natural
a : GL(V )× V → V com

G× V
h×1V−→ GL(V )× V.

Recipr., dada uma ação a : G× V → V defina
ha : G → GL(V ) ⊂ End(V ) fazendo

ha(g)(v) = a(g, v);
verifica-se que ha é homo de g.as.



End(V )× V α−→ V
morfismo evidente: α(λ, v) = λ(v). Segue

∀X ϕ→ End(V ) morfismo, ganha-se morfismo

X × V u→ V por composição.

Recipr., se o morfismo u satisfaz u(x, v) linear em v

para cada x fixo, escrevemos (com (vj) base de V )

u(x, vj) =
∑
uij(x)vi,

onde a matriz (uij(x)) determina u e define um

morfismo X → End(V )(' An2
).



todo GAL é subgrupo fechado de algum GLn

Doravante G =gal. Veremos que
G é isomorfo a um sg fechado de algum GLn.

Seja X um G-espaço afim. Tradução em anéis
de coordenadas: k[G×X] = k[G]⊗ k[X] e a

ação corresponde (credo) a um homo
a? : k[X] → k[G]⊗ k[X]. Dados
g ∈ G, x ∈ X, f ∈ k[X], defina

s(g)(f(x)) = f(g−1x).

Temos s(g) ∈ GL(k[X]), induzindo representação
G −→ GL(k[X]).



Todo subesp. V ⊂ k[X] de dim finita está
contido em um subesp. W ⊂ k[X] de dim finita

que é s(G)-invariante: ∀ f ∈W, s(g)f ∈W ∀g ∈ G.

Se W,W ′ ⊂ k[X] são s(G)-invariantes, idem para

W +W ′. Isso reduz ao caso dimV = 1, V = kf.

Escreva a?f =
∑n

1 gi ⊗ fi, gi ∈ k[G], fi ∈ k[X]. ⇒

f(g.x) = (a?f)(g, x) =
∑n

1 gi(g)fi(x)⇒

s(g)f(x) = f(g−1.x) =
∑n

1 gi(g
−1)fi(x)⇒

s(g)(f) =
∑n

1 gi(g
−1)fi ∈ 〈f1, ..., fn〉.

FazerW =subesp. gerado por todos os s(g)(f), g ∈ G.



V =subesp. de k[X] é invariante por s(G) ⇐⇒
a?V ⊂ k[G]⊗ V.

(⇐) Para cada f ∈ V, a?f ∈ k[G]⊗ V ⇒ a conta
anterior mostra que s(G)f ⊂ V. Para a recipr.,

(⇒) escolha base fi ∈ V e estenda a uma base
fi, hj de k[X].

Dado f ∈ V , escreva a?f ∈ k[G]⊗ k[X],
a?f =

∑n
1 ui ⊗ fi +

∑
vj ⊗ hj, ui, vj ∈ k[G]⇒

s(g)(f)(x) = f(g−1x) =∑n
1 ui(g

−1)fi(x) +
∑
vj(g

−1)hj(x).

invariância ⇒ s(g)(f) ∈ V ⇒ vj = 0⇒
a?V ⊂k[G]⊗ V.



a?V ⊂k[G]⊗ V ⇒ sV : G× V −→ V

ação que corresponde a uma rep. racional de G emV.

Aplicamos ao caso da ação G×G → G por

translação à esq. ou dir. Definimos

(λ(g)f)(x) = f(g−1x), (ρ(g)f)(x) = f(xg)⇒

λ, ρ : G → GL(k[G]) representações.

São fiéis: ker = {e}:
λ(g) = 1⇒ f(g−1) = f(e)∀f ∈ k[G]⇒ g = e.



todo GAL é subgrupo fechado de algum GLn

Podemos supor k[G] = k[f1, ..., fn], f
′
is l.i., t.q.

o subespaço V := 〈f1, ..., fn〉 é ρ(G)-invariante.
De ρ?V ⊂ k[G]⊗ V deduzimos
ρ(g)fi =

∑
mji(g)fj ∀g ∈ G.

Segue homo de gps
G

ρ→ GLn = GL(V )

g 7→ (mji(g))
Se ρ(g) = 1, ρ(g)fi = fi ∀i. Como ρ(g) é homo

de k-álgebras, segue ρ(g)f = f∀f ∈ k[G] e
assim g = e.



Já temos iso de gps abstratos,
G

ρ−→ ρ(G) =fechado em GL(V ).

É de fato iso de variedades pois o homo de
anéis de coordenadas

ρ? : k[GL(V )] −→ k[G], tij 7→ gij
é sobrejetivo:

ρ(g)fi(x) = fi(xg) =
∑
mji(g)fj(x) ⇒

fi(g) =
∑
mji(g)︸ ︷︷ ︸
rho?(tji)

fj(e)



H ⊆ G sg fechado ⇒
H = {g ∈ G|λ(g)IG(H) = IG(H)}

{g ∈ G|ρ(g)IG(H) = IG(H)}

Denote H ′ o lado direito.

f ∈ IG(H), h, h′ ∈ H ⇒ (λ(h)f)(h′) =

f(h−1h′) = 0⇒ λ(h)IG(H) ⊆ IG(H)⇒
H ⊆ H ′...

Exc. complete os argumentos acima.
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a ∈ End(V ) é semi-simples se diagonalizável,

i.e., existe base de V formada por autovetores de a.



decomposição de Jordan

V =esp.vet. dim. finita. Um operador
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decomposição de Jordan

V =esp.vet. dim. finita. Um operador
a ∈ End(V ) é semi-simples se diagonalizável,

i.e., existe base de V formada por autovetores de a.
a é unipotente se a− 1 é nilpotente.

S ⊆ End(V ) faḿılia de operadores comutantes
⇒existe base B de V que triangulariza

simultaneamente S : [a]B triangular superior ∀a ∈ S.
Se cada a ∈ S é semi-simples, diagonaliza-se simul.
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Indução sobre dimV .

De fato, podemos supor que algum a ∈ S
admite um autosubespaço com autovalor

αa ∈ k, W = {v|av = αav} 6= 0,W 6= V.

Para v ∈W, b ∈ S, vale

abv = bav = αabv ⇒ bv ∈W ,

i.e., W é S-estável. Por indução, existe base

B′ = {v1, ..., vm} ⊂W que faz a matriz de

cada restrição [a|W ]B′ triangular superior ∀a ∈ S:




av1 = a11v1

av2 = a12v1 + a22v2

· · ·
avm = a1mv1 + · · ·+ ammvm




av1 = a11v1

av2 = a12v1 + a22v2

· · ·
avm = a1mv1 + · · ·+ ammvm

(
[a]B′ =

( a11 a12 ... a1m
0 a22 ... a2m... ... ... ...
0 0 0 amm

))




av1 = a11v1

av2 = a12v1 + a22v2

· · ·
avm = a1mv1 + · · ·+ ammvm

(
[a]B′ =

( a11 a12 ... a1m
0 a22 ... a2m... ... ... ...
0 0 0 amm

))

Seja S =coleção dos operadores a induzidos no
quociente V = V/W : a(v +W ) = av +W ;




av1 = a11v1

av2 = a12v1 + a22v2

· · ·
avm = a1mv1 + · · ·+ ammvm

(
[a]B′ =

( a11 a12 ... a1m
0 a22 ... a2m... ... ... ...
0 0 0 amm

))

Seja S =coleção dos operadores a induzidos no
quociente V = V/W : a(v +W ) = av +W ;

por indução, existe base B = {vm+1, ..., vn} de
V que triangulariza cada membro de S:





a vm+1 =am+1,m+1vm+1





a vm+1 =am+1,m+1vm+1 ⇒
avm+1 =am+1,m+1vm+1+am,m+1vm+· · ·+a1,m+1v1





a vm+1 =am+1,m+1vm+1 ⇒
avm+1 =am+1,m+1vm+1+am,m+1vm+· · ·+a1,m+1v1

· · ·
a vn = am+1,nvm+1 + · · ·+ annvnn ⇒
avn = am+1,nvm+1 + · · ·+ annvn

+amnvm + · · ·+ a1nv1.





a vm+1 =am+1,m+1vm+1 ⇒
avm+1 =am+1,m+1vm+1+am,m+1vm+· · ·+a1,m+1v1

· · ·
a vn = am+1,nvm+1 + · · ·+ annvnn ⇒
avn = am+1,nvm+1 + · · ·+ annvn

+amnvm + · · ·+ a1nv1.

Fazendo B = {v1, ..., vm, vm+1, . . . , vn} resulta

[a]B =

 a11 a12 ... a1m a1,m+1 ... a1n
0 a22 ... a2m a2,m+1 ... a2n... ... ... ... ... ...
0 0 0 amm am,m+1 ... amn
0 0 0 0 am+1,m+1 ... am+1,n... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0 0 ann





(i) Produto de dois endomorfismos comutantes
semi-simples (nilpotentes, unipotentes) de V é
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(i) Produto de dois endomorfismos comutantes
semi-simples (nilpotentes, unipotentes) de V é
semi-simples (resp.: nilpotente, unipotente);
(ii) Se a ∈ End(V ), b ∈ End(W ) são semi-
simples (nilpotente, unipotente) o mesmo vale
para a⊕b ∈ End(V ⊕W ), a⊗b ∈ End(V ⊗W );
(iii) Se a ∈ End(V ), b ∈ End(W ) são semi-
simples (nilpotente) o mesmo vale para a⊗ 1 +

1⊗ b ∈ End(V ⊗W ).
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Prop. Dado a ∈ End(V ) ⇒
(i) existem únicos elementos as, an ∈ End(V )
t.q. as é semi-simples, an é nilpotente,

asan = anas e a = as + an
(decomposição de Jordan aditiva);

(ii) existem polinômios P,Q ∈ k[T ] sem termo
constante t.q. as = P (a), an = Q(a);
(iii) se W ⊂ V é um subespaço a-invariante,
então W é também invariante sob as, an e vale
a|W = as|W + an|W é a decomp. de Jordan
aditiva da restrição a|W . Resultado similar vale
para a ∈ End(V/W );
(iv) Sejam ϕ : V → W, b ∈ End(W ) transf.
lineares. Se ϕ ◦ a = b ◦ ϕ então ϕ ◦ as =
bs ◦ ϕ,ϕ ◦ an = . . .
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det(T − a) =

∏r
1(T − αi)ni, αi distintos 2 a 2.

Vi := {x ∈ V |(a− αi)nix = 0}.
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Pol. caracteŕıstico
det(T − a) =

∏r
1(T − αi)ni, αi distintos 2 a 2.

Vi := {x ∈ V |(a− αi)nix = 0}.

Cada Vi é a-invariante: (a− αi)nix = 0⇒
a(a− αi)nix = 0 = (a− αi)niax.

Seja Pi(T ) = det(T − a)/(T − αi)ni. Temos
mdc(P1, ..., Pr) = 1, logo existe relação

1 =
∑
QiPi. Assim, ∀ v ∈ V, v =∑

QiPi(a)v,QiPi(a)v ∈ Vi⇒ V =
∑
Vi.



Veremos que é de fato soma direta.

(T − αi)ni coprimos 2 a 2 ⇒(usar restos
chinês) ∃P (T ) ∈ k[T ] t.q.
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Veremos que é de fato soma direta.

(T − αi)ni coprimos 2 a 2 ⇒(usar restos
chinês) ∃P (T ) ∈ k[T ] t.q.

P (T ) ≡ 0( mod T ), P (T ) ≡ αi( mod (T − αi)ni)
Faça as := P (a).

Cada Vi é igualmente P (a)-invariante:
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Veremos que é de fato soma direta.
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chinês) ∃P (T ) ∈ k[T ] t.q.

P (T ) ≡ 0( mod T ), P (T ) ≡ αi( mod (T − αi)ni)
Faça as := P (a).

Cada Vi é igualmente P (a)-invariante:
(a− αi)nix = 0⇒ P (a)(a− αi)nix = 0 =

(a− αi)niP (a)x.
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Escrevendo P (T ) = αi + qi(T )(T − αi)ni segue que
as = P (a) = αi + qi(a)(a− αi)ni

⇒ asx = αix ∀x ∈ Vi ⇒as é ssimples. De fato,
cada Vi é auto-subespaço de as, e conclúımos
que a soma é direta: autovetores associados a

autovalores distintos são independentes.
an := a− as = (T − P (T ))(a) é nilpotente:

(a− as)|Vi = (a− αi)|Vi



Escrevendo P (T ) = αi + qi(T )(T − αi)ni segue que
as = P (a) = αi + qi(a)(a− αi)ni

⇒ asx = αix ∀x ∈ Vi ⇒as é ssimples. De fato,
cada Vi é auto-subespaço de as, e conclúımos
que a soma é direta: autovetores associados a

autovalores distintos são independentes.
an := a− as = (T − P (T ))(a) é nilpotente:

(a− as)|Vi = (a− αi)|Vi⇒ ((a− as)|Vi)ni = 0



Escrevendo P (T ) = αi + qi(T )(T − αi)ni segue que
as = P (a) = αi + qi(a)(a− αi)ni

⇒ asx = αix ∀x ∈ Vi ⇒as é ssimples. De fato,
cada Vi é auto-subespaço de as, e conclúımos
que a soma é direta: autovetores associados a

autovalores distintos são independentes.
an := a− as = (T − P (T ))(a) é nilpotente:

(a− as)|Vi = (a− αi)|Vi⇒ ((a− as)|Vi)ni = 0

⇒ (a− as)max(ni) = 0.
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a-invariante, então W é também invariante sob
as, an pois são ambos polinômios em a. Visto que
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unicidade

a = as + an = bs + bn onde as, an são
polinômios em a ⇒bs comuta com a⇒

bs comuta com as, idem bn⇒
bs − as = an − bn nilp& ssimples ⇒0.

Para (iii), se W ⊂ V é um subespaço
a-invariante, então W é também invariante sob
as, an pois são ambos polinômios em a. Visto que
as é ssimples, a restrição as|W tbm. é (exc.!!!:-).

Conclúımos por conta da unicidade.
(iv) fica como exc.


