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5.4 automorfismos semi-simples
G = gal conexo; σ automorfismo de G.

Definimos Gσ := {x ∈ G |σx = x}; é um
subgrupo fechado de G. Denotamos por

χ : G → G o morfismo dado por
χx = (σx)x−1.

Defina ação G×G → G fazendo
g.x = (σg)xg−1.

Temos um morfismo dominante ψ : G
χ→ χG

satisfazendo G-equivariância:
ψ(gx) = χ(gx) = (σ(gx))(gx)−1 =

(σ(g)σ(x))x−1g−1 = σ(g)(χx)g−1 = g.ψx.



χG ⊆ χG é uma órbita, logo aberta em seu fecho.

Segue que e ∈ χG é um ponto simples, pois

existe um aberto de tais pontos, que se espalha

pela órbita. Note que Gσ = ψ−1e.

Pelo teorema da dim.fibras, vem

dimχG = dimG− dimGσ.



Gσ := {x ∈ G |σx = x}; χx = (σx)x−1.

A diferencial dσ é um automorfismo da álgebra de Lie g.
Regra da cadeia ⇒ dχ(X) = dσ(X)−X, logo

ker dχ = {X ∈ g | dσ(X) = X} =: gσ.
Visto que χ(Gσ) = {e}, segue dχ(L(Gσ)) = 0.

Mostremos que a inclusão L(Gσ)⊆gσ
é de fato uma igualdade:

dim Im(dψe)
TNI
= dim g− dim gσ
≤dim g− dimL(Gσ)

= dimG− dimGσ = dimχG.

5.4.4(ii) Segue L(Gσ)=gσ.



σ semi-simples

significa σ? : k[G]

x

operador linear s.simples
(loc.finito).

5.4.3 Todo σ s.simples é do tipo conjugação
por algum s ∈ GLn s.simples:

G
fechado
⊆ GLn

∃
3 s, σx = sxs−1.

Não consegui completar o argumento.
Nas aplicações e em outras referências,

define-se σ s.simples como o automorfismo
σx = sxs−1 para algum s que normaliza

G ⊂ GL(V ).



Sugestão de Csaba&Lucas: tentar usar a ação

g.x = (σg)xg−1 e mergulhar equivariante G
φ
⊂ GLn :

φ(g.x) = φ((σg)xg−1) = φ(σg)φ(x)φ(g−1) = gφ(x)

⇒φ(σg)φ(x) = gφ(x)φ(g)??

desisti por ora:-(

supor ab initio σ definido por
σx = sxs−1

para algum s ∈ GLn s.simples.
(É o único caso de interesse no restante.)



σ,s,χ como acima, mostrar ⇒χG = χG.

Seja m(T ) =
∏r

1(T − ai) o pol.min. de s;
s.simples ⇒ráızes distintas. Faça

S :=

x ∈ GLn
∣∣∣∣∣∣∣

(a) : xGx−1 = G;

(b) : m(x) = 0;

(c) : o pol.carac. de Ad(x)|g
é o mesmo de dσ.


Então s ∈ S, é fechado em GLn e

todo x ∈ S é s.simples. Dado um tal x, defina

Gx={g ∈ G|gxg−1 = x}, gx={X ∈ g|Ad(x)X=X}.



Gx={g ∈ G|gxg−1 = x}, gx={X ∈ g|Ad(x)X=X}.
Compare com

Gσ = {g ∈ G |σg = g = sgs−1};
g = sgs−1 ⇐⇒ gs = sg ⇐⇒ gsg−1 = s i.e.,

Gs = Gσ, gσ = gs.
Vale dim gx=dimGx (mesma conta do L(Gσ)=gσ.)

Mas dim gx =multiplicidade do autoespaço de
Ad(x) com autovalor 1, que é a mesma de

dim gσ pela condição (c) de S.
Agora agimos com G em S por conjugação. O
estabilizador é Gx, todos com a mesma dim.



Segue que as órbitas de G em S,

G · x = {gxg−1|g ∈ G}

são todas da mesma dim, e portanto fechadas.
Em particular

G · s = {gsg−1|g ∈ G} ' χG = {sgs−1g−1|g ∈ G}

gsg−1↔ gs−1g−1↔ sgs−1g−1

fechado em S ⊂ GLn, logo fechado em G.

(UFA !:-)



5.4.5. s ∈ G s.simples ⇒
(i) A classe de conjugação C = {xsx−1|x ∈ G}
é fechada.
(ii) Z := {x ∈ G|xsx−1 = s} centralizador de s
⇒g = (Ad(s)− 1)g⊕ L(Z).

σx = s−1xs é automorfismo s.simples de G. Se χ é
como acima, então C=s · Imχ ,Z=Gσ. Usar 5.4.4.

Para (ii) note que Ad(s) é endo s.simples de g;



5.4.5. s ∈ G s.simples ⇒
(i) A classe de conjugação C = {xsx−1|x ∈ G}
é fechada.
(ii) Z := {x ∈ G|xsx−1 = s} centralizador de s
⇒g = (Ad(s)− 1)g⊕ L(Z).

σx = s−1xs é automorfismo s.simples de G. Se χ é
como acima, então C=s · Imχ ,Z=Gσ. Usar 5.4.4.

Para (ii) note que Ad(s) é endo s.simples de g;⇒
α := Ad(s)− 1 é s.simples ⇒g = ⊕gλ decomp.

em auto-espaços de α, Imα = ⊕
λ 6= 0

gλ

L(Z) = {X ∈ g|Xs− sX = 0} = g0.



5.4.6.

Suponha D =gal diagonalizável agindo como
um grupo de automorfismos no gal conexo G:

G = D-espaço, g → d.g autom. de G,
s.simples (por 3.2.3). Defina

ZG(D) = {g ∈ G|d.g = g ∀d ∈ D}.
D age também como um grupo de

automorfismos na álgebra de Lie g. Seja
Zg(D) = {X ∈ g|d.X = X ∀d ∈ D}.



5.4.7. Cor. L(ZG(D)) = Zg(D).
Prova por indução sobre dimG, começando

com G = {e}. Se D age trivialmente em g, a
afirmação segue de 5.4.4(ii). Se não, escolha
d ∈ D tq. a coleção dos pts. fixos de d em g é

subespaço próprio de g. Por 5.4.4 (ii) tal
subespaço é a álgebra de Lie do subgrupo
Gd := {g ∈ G|d.g = g}; dimGd < dimG.

Como D é comutativo temos
dimZG(D) = dimZGo(D). Indução.



5.4.8. Cor.
G =gal conexo, nilpotente ⇒
Gs := {g ∈ G|g s.simples}

é um subgrupo do centro de G.

Escreva (x, y) := xyx−1y−1;G nilpotente ⇒ ∃n > 0 tq.

todos os comutadores iterados (x1(...(xn, xn+1)...)) = e.

Seja s ∈ G s.simples, σ : x 7→ sxs−1. Então sendo χ

como em 5.4.1, temos χx = (s, x). Dáı χnG = {e}.
Usando 4.4.13 (ii) segue que Ad(s)− 1 é um mapa linear

de g que é s.simples e nilpotente, logo nulo.

Por 5.4.4(ii) conclúımos que σ é trivial, i.e., s está no

centro de G. Por fim, usar 2.4.3 (i).


