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5.4 automorfismos semi-simples
GG = gal conexo; o automorfismo de G.

Definimos G, := {z € G |ox = x}; é um
subgrupo fechado de G. Denotamos por
Y : G — G o morfismo dado por
xxr = (ox)x L.
Defina acdo G x G — (G fazendo
g.x = (0g)zg .
Temos um morfismo dominante ¥ : G = YG
satisfazendo (G-equivariancia:
P(gr) = x(97) = (o(gz))(gz)™" =
(0(g)o(z))a g = o(g9)(xx)g " = g-¥x.



vG C vG é uma érbita, logo aberta em seu fecho.
Segue que e € YG é um ponto simples, pois
existe um aberto de tais pontos, que se espalha
pela érbita. Note que G, = i 'e.
Pelo teorema da dim.fibras, vem
dim yG = dim G — dim G,,.



G, ={reG|ox=x}; xv = (ox)x .

A diferencial do é um automorfismo da algebradelLieg.

Regra da cadeia = dx(X) =do(X) — X, logo
kerdy ={X € g|do(X)=X}=:g,.

Visto que x(G,) = {e}, segue dx(L(G,)) = 0.
Mostremos que a inclusio L(G,)Cg,

é de fato uma igualdade:

dim I'm(d.) ='dimg — dim g,

<dimg — dim L(G,)
= dim G — dim G, = dim yG.
5.4.4(ii) Segue L(G,)=g,.



o semi-simples



Sugestao de Csabadlucas: tentar usar a acao

L ¢
g.x = (0g)xg ' e mergulharequivariante G C GL,,:

d(g9.2) = ¢((0g)xg™"') = ¢p(09)d(x)p(g ") = go(z)
=¢(og)o(x) = gp(x)d(g)??
desisti por ora:-(

supor ab initio o definido por
oxr = STS
para algum s € GL,, s.simples.

(E o Unico caso de interesse no restante.)



S :

0,5,X como acima, mostrar =YG = YG.

Seja m(T) = [[,(T — a;) o pol.min. de s;
s.simples =-raizes distintas. Faca

x € GL,

(a): 2Gx1 = G;

(b): m(x) = 0;

(c): o pol.carac. de Ad(zx)|g
€ o0 mesmo de do.

Entao s € S, é fechado em GL, e

todo z € S é s.simples. Dado um tal z, defina

G,={g € Glgrg =12}, g, ={X € g| Ad(2) X =X}



G,={g € Glgzg "= x}, g, ={X € g| Ad(2) X =X}.
Compare com
G, ={9€Glog=yg=sg9s'};
g=50s ! & gs=5g9 < ¢sg ' =s l.e.,
Gs — Gmga — Ys-

Vale dim g, =dim G, (mesmacontado L(G,)=g,.)
Mas dim g, =multiplicidade do autoespaco de
Ad(x) com autovalor 1, que é a mesma de
dim g, pela condicdo (c) de S.

Agora agimos com G em S por conjugacao. O
estabilizador é (G,, todos com a mesma dim.



Segue que as 6rbitas de G em S,
G-x={gzg'lg € G}

sao todas da mesma dim, e portanto fechadas.
Em particular

G-s=1{gsg 'lgc G} ~xG = {sgs 'g'|g € G}
gsg‘1 < 98_19_1 < 895_19_1
fechado em S C GL,, logo fechado em G.
(UFA!-)



5.4.5. s € G s.simples =
(i) A classe de conjugacio C' = {zsz !z € G}
é fechada.
(it) Z := {x € G|zsr ! = s} centralizador de s
=g = (Ad(s) — 1)g® L(Z).

ox = s 'xs é automorfismo s.simples de GG. Se y é
comoacima,entao C'=s-Imy,Z=G,. Usar5.4.4,
Para (ii) note que Ad(s) é endo s.simples de g;



5.4.5. s € G s.simples =
(i) A classe de conjugacio C' = {zsz !z € G}
é fechada.
(it) Z := {x € G|zsr ! = s} centralizador de s
=g = (Ad(s) — 1)g® L(Z).

ox = s 'xs é automorfismo s.simples de GG. Se y é

comoacima,entao C'=s-Imy,Z=G,. Usar5.4.4,
Para (ii) note que Ad(s) é endo s.simples de g;=
o = Ad(s) — 1 é s.simples =g = ®g, decomp.

em auto-espacos de o, Ima = Aio 3P

L(Z)={X € g|Xs—sX =0} = g0



5.4.6.

Suponha D =gal diagonalizdvel agindo como
um grupo de automorfismos no gal conexo G-
G = D-espaco, g — d.g autom. de G,
s.simples (por 3.2.3). Defina

Za(D) ={g € Gld.g =gVd € D}

D age também como um grupo de
automorfismos na dlgebra de Lie g. Seja

3,D)={X € g|d.X = X Vd € D}.



5.4.7. Cor. L(Zgz(D)) = 34(D).
Prova por inducao sobre dim G, comecando

com GG = {e}. Se D age trivialmente em g, a
afirmacao segue de 5.4.4(ii). Se nao, escolha
d € D tq. a colecao dos pts. fixos de d em g é
subespaco proéprio de g. Por 5.4.4 (ii) tal
subespaco é a algebra de Lie do subgrupo
Gq:={g € G|ld.g = g}, dimG,; < dimG.
Como D é comutativo temos
dim Zg(D) = dim Zgo(D). Inducao.



5.4.8. Cor.
(G =gal conexo, nilpotente =
Gs:={g € Glg s.simples}
é um subgrupo do centro de G.

Escreva (z,y) := zyx 'y 1; G nilpotente = dn > 0 tq.
todos os comutadores iterados (x1(...(z,, pi1)-..)) = €.
Seja s € G s.simples, 0 : z — sxs!. Ent3o sendo y
como em 5.4.1, temos xx = (s,x). Dai x"G = {e}.
Usando 4.4.13 (ii) segue que Ad(s) —1 é um mapa linear
de g que é s.simples e nilpotente, logo nulo.

Por 5.4.4(ii) concluimos que o é trivial, i.e., s estd no
centro de GG. Por fim, usar 2.4.3 (i).



