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álgebras de Lie, derivações e espaços tangentes

R =anel comut., A = R−álg., M = A-módulo ⇒
DerR(A,M) :={D∈HomR(A,M)|D(ab)=aDb+bDa}

A-módulo das R-derivações de A em M :

D(R) = 0; (aD)(b) = aDb.

Se φ : A → B é homo de R-álgebras e
M = B-módulo, é naturalmente A-módulo.

Temos induzido homo de A-módulos,

DerR(B,M)
φ′−→ DerR(A,M)

D 7−→ D ◦ φ



Se φ : A → B é homo de R-álgebras e
M = B-módulo, é naturalmente A-módulo.

Temos induzido homo de A-módulos,

DerR(B,M)
φ′−→ DerR(A,M)

D 7−→ D ◦ φ
D ◦ φ = 0 ⇐⇒ D ∈ DerA(B,M)⇒

0→ DerA(B,M)→ DerR(B,M)→ DerR(A,M)
seq. exata de A-módulos.

A = R[T1, ..., Tn],M = A-módulo:
D ∈ DerR(A,M), gi := D(Ti)⇒
D(TiTj) = TiD(Tj) + TjD(Ti)

...⇒ D(f) =
∑ ∂f

∂Ti
gi.



vetor tangente

Uma curva parametrizada A1 φ→ An é dada por
um k-homo k[T1, ..., Tn] → k[T ], Ti 7→ φi(T ).

A curva está contida na var. afim X ⊆ An

com anel de coordenadas
k[X] = k[T1, ..., Tn]/I, I = 〈f1, ..., fs〉 ⇐⇒

f1(g1(T ), ..., gn(T )) = ... = fs(g1(T ), ..., gn(T )) = 0
em k[T ].



Uma curva infinitesimal passando por um
ponto x = (x1, ..., xn) ∈ An é dada por um

k-homo k[T1, ..., Tn]
φ→ k[T ]/〈T 2〉,

Ti 7→ φi(T ) + 〈T 2〉 = xi + viε, ε
2 = 0.

A curva inf.mal está contida na var. afim X ⊆ An

se φ passa ao quociente,

k[T1, ..., Tn]
φ−→ k[T ]/〈T 2〉

↓ ↗
φ

k[X] = k[T1, ..., Tn]/〈f1, ..., fs〉 ⇐⇒
fi(x1 + v1ε, ..., xn + vnε) = 0 em k[ε]⇐⇒

x ∈ X,
∑ ∂fi(x)

∂Tj
vj = 0.



Cada k-homo k[T1, ..., Tn]
φ→ k[T ]/〈T 2〉 =: k[ε],

Ti 7→ xi + viε, ε
2 = 0

corresponde a uma derivada direcional, i.e.,

uma k-derivação Dv : f 7→
∑ ∂f(x)

∂Tj
vj,

Dv ∈ Derk(k[T1, ..., Tn], kx).

Aqui kx = k, considerado como
k[T1, ..., Tn]-módulo via f · c = f(x)c, c ∈ k.

φ fatora por k[X] → k[ε] ⇐⇒ Dv provém do
subespaço Derk(k[X], kx)→Derk(k[T1, ..., Tn], kx),

definido por
∑ ∂fi(x)

∂Tj
vj = 0

(: vetores ortogonais aos gradientes.)



Espaço tangente

X =var. afim, x ∈ X, TxX := Derk(k[X], kx).

Cada D ∈ TxX define um mapa k-linear
λD : mx/m

2
x −→ k.

De fato,
f, g ∈ mx⇒ D(fg) = f(x)Dg + g(x)Df = 0,

ou seja, D|mx passa ao quociente. Recipr...
Tx = Homk(mx/m

2
x, k). (exc.)

x é não singular ou liso ou suave em X

se dimxX = dimk Tx.
(Veremos que ∀x ∈ X, dimxX ≤ dimk Tx,

igualdade valendo sobre um aberto denso.)



Derk(OX,x, k) = Homk(mx/m
2
x, k).

Dado λ no lado direito, definimos
Dλ(f) = λ(f − f(x) + m2

x).

Dλ(fg) = λ(fg − fg(x) + m2
x)...

fg − f(x)g(x) + m2
x =

fg − fg(x) + fg(x)− f(x)g(x) + m2
x =

f(g − g(x)) + (f − f(x))g(x) + m2
x =

(f − f(x) + f(x))(g − g(x)) + (f − f(x))g(x) + m2
x

= f(x)(g − g(x)) + (f − f(x))g(x) + m2
x.

Vemos assim que TxX só depende do anel
local de X em x, permitindo estender a
definição para variedades não nec. afins.



mapa tangente

φ : X −→ Y, x ∈ X, y = φx⇒ Ox
φ?←− Oy ⇒

mx/m
2
x←− my/m

2
y ⇒

Homk(mx/m
2
x, k)

dφx−→ Homk(my/m
2
y, k)

|| ||
TxX

dφx−→ TyY

Funtorial, regra da cadeia: X
φ−→ Y

ψ−→ Z

TxX
dφx−→ TyY

dψy−→ TzZ

| ∧|
d(ψ◦φx)=d(ψy)◦d(φx)



módulo de diferenciais

R anel comut., A = R álg. comutativa,
m : A⊗R A� A multiplicação

⇒I := kerm = 〈a⊗ 1− 1⊗ a〉a∈A ideal da
diagonal; A⊗R A/I ' A.
O módulo de diferenciais

ΩA/R := I/I2.

É munido de “derivação universal”,
dA/R : A −→ ΩA/R

a 7→ a⊗ 1− 1⊗ a+ I2.



∀A-módulo M, iso. funtorial
HomA(ΩA/R,M)'DerR(A,M)(

ΩA/R
λ−→ M

)
↔

(
A

λ◦dA/R
−→ M

)
Para D ∈ DerR(A,M), D : A → M, defina
D̃ : A⊗R A → M,a⊗ b 7→ bDa. (R-bil.)

Claramente R-linear. D̃(a⊗ 1− 1⊗ a) = Da

D̃ ((a⊗ 1− 1⊗ a)(b⊗ 1− 1⊗ b)) =

D̃(ab⊗ 1− a⊗ b− b⊗ a+ 1⊗ ab) =

D(ab)−bDa−adB−0 = 0⇒ λD : I/I2 → M

passa ao quociente, D = λD ◦ dA/R.



φ : A → B homo de R-álg. ⇒ existe único
φ◦ : ΩA/R −→ ΩB/R

φ◦dA/R = dB/R ◦ φ

A
φ−→ B

dA/R ↓ ↓ dB/R
ΩA/R

φ◦−→ ΩB/R

HomB(ΩB/R,M) ' DerR(B,M)

↓ ↓
HomA(ΩA/R,M) ' DerR(A,M)



A = R[T1, ..., Tm]
/
〈f1, ..., fn〉 =: R[t1, ..., tm],

⇒φ : Am −→ ΩA/R, φ(ei) := dti é sobrej.

com núcleo K := 〈∇f1, ...,∇fn〉

gerado pelos vetores ∇fj =
∑
Difjei.

Mostrar que Am
/
K satisfaz a propriedade

universal que caracteriza ΩA/R. Faça
dA/R : A → Am/K, dA/R(f(t)) =

∑
(Dif)(t)ei +K.

A ver: toda D ∈ DerR(A,M) fatora por dA/R;
f ∈ R[t1, ..., tm]⇒ D(f(t)) =

∑
(Dif)(t)Dti.

Defina D̃ : Am → M, D̃(ei) := Dti.
Segue D = D̃ ◦ dA/R. Detalhes...

Escrevemos ΩA/R = ⊕Adti
/
〈df1, ..., dfn〉.



4.2.5

(1) A = R[T1, ..., Tm] ⇒ΩA/B é A-módulo livre

com base (dT i)1<i<m. Óbvio pelo visto acima.
(2) A = R[T ]/〈f〉, condição nec. e suf. para
ΩA/R = 0. Considerar o caso R = corpo.

ΩA/R = Adt/〈f ′(t)dt〉 ' A/〈f ′(t)〉 = 0 ⇐⇒
〈f ′(t)〉 = 1 ⇐⇒ 〈f(T ), f ′(T )〉 = 1 ⇐⇒
ráızes simples em todo ponto A → k...
A condição é automática se R =corpo de car. 0
e f irredut́ıvel.



(3)A = R-álgebra, doḿınio, F = corpo de
frações de A ⇒ΩF/R ' F ⊗A ΩA/R.

Mais geralmente, S ⊂ A sistema multiplicativo ⇒
ΩS−1A/R ' S−1A⊗A ΩA/R.

Verificar a proprde universal é satisfeita, fazendo
δ : S−1A → S−1A⊗A ΩA/R, δ(

a
s) := sda−ads

s2

(com d := dA/R). Tome D ∈ DerR(S−1A,M);

D′ := D|A⇒ D′ ∈ DerR(A,M)⇒ D′ =

λ ◦ d, λ ∈ HomA(ΩA/R,M); estendemos
λ : S−1A⊗A ΩA/R → M,λ(as ⊗ ω) = a

sλ(ω).



(4)F = corpo, E = F (x1, ..., xm) extensão de
tipo finito ⇒ΩE/F é esp. vet. de dim. finita sobre E
gerada pelos dxi.

E = corpo de frações do doḿınio de tipo finito
A := F [x1, ..., xm]; agora (1) ⇒ΩA/F é
A-módulo gerado pelos dxi e por (3) segue
ΩE/F = E ⊗A ΩA/F , e.vet. dim.finita...

(5) A = k[T,U ]/(T 2 − U 3) ⇒ΩA/k não é
A-módulo livre.



(5) A = k[T,U ]/(T 2 − U 3) ⇒ΩA/k não é A-
módulo livre.

ΩA/k = Adt⊕Adu
/
〈

d(t2−u3)︷ ︸︸ ︷
2tdt+ 3u2du〉 ' A2/〈(2t, 3u2)〉

não é livre pois a fibra
kx ⊗A ΩA/k ' k2

x/〈(2t(x), 3u(x)2)〉 tem dim 2
para x = (0, 0) e dim 1 ∀x 6= (0, 0).

(6) A,B=R- álgebras ⇒isom. de A⊗A B-módulos

ΩA⊗RB/R ' (ΩA/R ⊗R B)⊕(A⊗R ΩB/R) t.q. dA⊗RB/R
corresponde a (dA/R ⊗R idB)⊕ (idA ⊗R dB/R).

(Em palavras: tg. pdto. fibrado=soma dos tgs. relativos.)

(Usar propr.de univ...exc.)



diferenciais e extensões de corpos

F ⊆ E ′ ⊆ E ext. tipo finito ⇒seq. ex. e.v./E:

DerF(E ′, E) ← DerF(E,E) ← DerE′(E,E)←0

E ′
D|E′→ E ←7 E

D→ E ←7 E
D→ E|| || ||

ϕ ∈ HomE′(ΩE′/F , E)← HomE(ΩE/F , E)← HomE(ΩE/E′, E)
−↓ ||
ϕ′ ∈ HomE(E ⊗E′ ΩE′/F , E), ϕ′(e⊗ ω) := eϕ(ω).

Dualizando, ⇒ seq. ex.

E ⊗E′ ΩE′/F → ΩE/F → ΩE/E′ → 0



+cálculo diferencial

I ⊂ A = R álgebra, B := A/I ⇒
I/I2 −→ ΩA/R ⊗A B

λ−→ ΩB/R → 0

(a+ I2 7→ dA/Ra)⊗ 1

seq. exata de B-módulos, onde λ provém da

derivação composta A� B
dB/R→ ΩB/R,

HomA(ΩA/R,ΩB/R) 3 λ, λ ◦ dA/Ra = dB/R(a+ I)

λ(ω ⊗ b) = bλω

I 3 a⇒ λ((dA/Ra)⊗ 1) = λ(dA/Ra) = dB/R0 = 0.



M = Bmódulo ⇒seq. exata

0→DerR(B,M)
α→ DerR(A,M)→ HomB(I/I2,M)

(B
D→ M) 7→ (D′ : A

q
� B

D→ M)

(A
D→ M) 7→ (D : a+ I2 7→ Da)

I 3 a⇒ D′(a+ I2) = D ◦ q(a) = 0;

recipr., D = 0⇒ D(I) = 0⇒ D passa ao
quociente, A� B → M .

α é inj. pois provém de

HomR(B,M)⊂→ HomR(A,M).



0→DerR(B,M)
α→ DerR(A,M)→ HomB(I/I2,M)

|| ||
HomB(ΩB/R,M)→ HomA(ΩA/R,M)

||
HomB(ΩA/R ⊗A B,M)

A última igualdade vale mais geralmente: se
A → B é homo de anéis, N = A-módulo,

M = B-módulo então
HomA(N,M) = HomB(N ⊗A B,M) :

(N
φ→ M) 7→ (n⊗ b 7→ bφn)

(n 7→ ψ(n⊗ 1))←7 (N ⊗A B
ψ→ M)



B =anel, seq. B-módulos
N ′ → N → N ′′ → 0 é exata se (e só se)

∀M, 0 → Hom(N ′′,M) → Hom(N,M) → Hom(N ′,M)

é exata



volta a corpos F ⊆ E ′ ⊆ E
E ⊗E′ ΩE′/F

α→ ΩE/F → ΩE/E′ → 0

E ′ ⊆ E extensão algébrica (separável: char.0)
⇒ α injetiva.

Equiv.: HomE(E ⊗E′ ΩE′/F , E) ←− HomE(ΩE/F , E)

|| ||
sobrej. DerF(E ′, E) ←− DerF(E,E)

Significa: ∀F -deriv., D : E ′ → E se estende.⋂
↗ D′

E
E = E ′(x) ext. simples, x =elemento primitivo,

f(T ) =
∑
aiT

i ∈ E[T ] pol. ḿın. de x sobre E ′;

estendemos D(x) := a ∈ E; posśıvel desde que...



volta a corpos F ⊆ E ′ ⊆ E

Significa: ∀F -deriv., D : E ′ → E se estende.⋂
↗D′

E

E = E ′(x) ext. simples, x =elemento primitivo,

f(T ) =
∑
aiT

i ∈ E[T ] pol. ḿın. de x sobre E ′;
estendemos D′(x) := a ∈ E; posśıvel desde que

0 = D′f(x) = f ′(x)a+
∑
D(ai)x

i⇒ a = ...



E = F (x)⇒ dimE ΩE/F ≤ 1

Se x é transcendente então
ΩE/F = Edx,dim = 1.

char.=0, x algébrico separável ⇒
ΩE/F = Edx/〈f ′(x)dx〉,dim = 0.

Mais geralmente,
dimE ΩE/F = tdegFE,
grau de transcendência.



álgebra linear / R

R = doḿınio, corpo de frações F , A = matriz
m× n com entradas em R,

M =M(A) módulo quociente de Rn pelo
submódulo gerado pelas linhas de a.



álgebra linear / R

R = doḿınio, corpo de frações F , A = matriz
m× n com entradas em R,

M =M(A) módulo quociente de Rn pelo
submódulo gerado pelas linhas de a.

Rm
tA−→ Rn �M



álgebra linear / R

R = doḿınio, corpo de frações F , A = matriz
m× n com entradas em R,

M =M(A) módulo quociente de Rn pelo
submódulo gerado pelas linhas de a.

Rm
tA−→ Rn �M

P ∈ GLm(R) ⇒M(A) =M(PA)



álgebra linear / R

R = doḿınio, corpo de frações F , A = matriz
m× n com entradas em R,

M =M(A) módulo quociente de Rn pelo
submódulo gerado pelas linhas de a.

Rm
tA−→ Rn �M

P ∈ GLm(R) ⇒M(A) =M(PA)

Q ∈ GLn(R) ⇒M(AQ) 'M(A)



∃f ∈ R, f 6= 0, P,Q invert́ıveis em Rf t.q.

PAQ = ( Ir 0
0 0 ).



∃f ∈ R, f 6= 0, P,Q invert́ıveis em Rf t.q.

PAQ = ( Ir 0
0 0 ).

⇒∃f 6= 0 t.q. Mf é livre, de posto n− r.
Ademais, f pode ser escolhido de modo que
n− r das imagens da base canônica formem

base de M.



∃f ∈ R, f 6= 0, P,Q invert́ıveis em Rf t.q.

PAQ = ( Ir 0
0 0 ).

⇒∃f 6= 0 t.q. Mf é livre, de posto n− r.
Ademais, f pode ser escolhido de modo que
n− r das imagens da base canônica formem

base de M.

Trivial sobre um corpo; escolher f como
denominador comum de P,Q.



R = k[X] anel de coordenadas, X irredut́ıvel.

M = R-módulo, x ∈ X, fibra

M(x) := M/mxM

e.vet. /k.

Façamos M =M(A) como acima



R = k[X] anel de coordenadas, X irredut́ıvel.

M = R-módulo, x ∈ X, fibra

M(x) := M/mxM

e.vet. /k.

Façamos M =M(A) como acima⇒

M(A)(x) =M(A(x))

Se r = posto (genérico) de A então vale:



(i) dimk(X)M(A)⊗ k(X) = n− r;

(ii) {x ∈ X | dimkM(A(x)) = n− r} é aberto
denso em X.

(iii)
dimkM(A(x))=n− r ⇒ ∃f ∈ R, f(x) 6= 0

t.q. M(A)f é livre, de posto n− r.

Aplicar a
ΩX = Ωk[X]/k = ⊕k[X]dxi

/
〈∇f〉f∈I(X)︸ ︷︷ ︸

matriz jacobiana



TxX ' Homk(ΩX(x), k)


