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algebras de Lie, derivacoes e espacos tangentes

R =anel comut., A = R—alg., M = A-médulo =
Derp(A, M):={D e Homp(A, M)|D(ab)=aDb+bDa)
A-médulo das R-derivacoes de A em M:
D(R) =0; (aD)(b) = aDb.

Se p: A — B é homo de R-dlgebras e
M = B-moddulo, é naturalmente A-mddulo.
Temos induzido homo de A-mddulos,

Derp(B, M) -2+ Derg(A, M)
D+—— Dog



Se p: A — B é homo de R-algebras e
M = B-mddulo, é naturalmente A-moddulo.

Temos induzido homo de A-mddulos,
DGI‘R(B M) % DGI‘R(A,M)
D+—— Dog
Dop=0 <= D€ Dery(B,M) =
0 — Dery(B, M) — Derg(B, M) — Derg(A, M)

seq. exata de A-mdédu

A=R[T),... T,

0S.
M = A-mddulo:

D € Derg(A, M), g; := D(T;) =
D(TZT) T,D(T;) +TD(Tz-)

( ) Zang



vetor tangente

Uma curva parametrizac

um k-homo k[T, ...,T,,

a Al & A" é dada por

A curva estd contida na var.afim X C A"
com anel de coordenadas

kI X| =kT,....,T,|/1,

[=(f1,..,[s) <

fi(gi(T), ... gn(T)) = ... = fo(q1(T), ... gu(T)) = 0
em k|T.



Uma curva infinitesimal passando por um
ponto z = (x1,...,x,) € A" é dada por um
k-homo k[T, ..., T,] % k[T]/(T?),

1 — ¢Z(T) + <T2> = X; + Vj€E, €2 = 0.

A curva inf.™ estd contida na var.afim X C A"

se ¢ passa ao quociente,

k[T), ... T)] O KT /(T2

! o
k[X] — k[Tl,,Tn]/<f1,,fS> <
fi(x1 + vi€, ...,y + v€) = 0 em kle] <

:J:EX Za‘f@ i = 0.



Cada k-homo k[T}, ..., T,] > K[T]/(T?) =: kle],
CB’HZI}L’—l—U@E, 6220

corresponde a uma derivada direcional, 1.e.,

uma k-derivacdo D, : f — > ag}])
D, € Dery(k|TY,...,T,], k).

Aqui k, = k, considerado como
k|Ty, ..., T,]-mddulo via f-c= f(x)c,c € k.

¢ fatora por k| X| — kle] < D, provém do
subespaco Dery(k|X], k )%Derk(k[Th T, k),
definido por Z v] =0

(: vetores ortogonais aos gradlentes.)




Espaco tangente

X =var.afim, x € X, T, X := Deri(k|X|, k).
Cada D € T, X define um mapa k-linear
Ap :m,/mi — k.

De fato,

f,9€my = D(fg) = f(x)Dg+ g(z)Df =0,
ou seja, D|m, passa ao quociente. Recipr...

2
T, = Homg(m,/m7, k). (exc.)
x € nao singular ou liso ou suave em X
se dim, X = dim;7,,.

(Veremos que Vz € X, dim, X < dimy T,
igualdade valendo sobre um aberto denso.)



Derk(C/)ij, k) — Homk(mx/m?v, k)
Dado A no lado direito, definimos
DA(f) = A(f — f(z) +m3).
Dy(fg) = Mfg — fg(x) +m2)...
fg— f(z)g(x) +m; =
fg— fa(x) + fg(x) — f(x)g(x) +m; =
flg—g(x)+ (f = f(2))g(z) +mi =
(f = f(@) + f(2)(g — g(x)) + (f = f(z))g(x) +m]
= f(2)(g — 9(x)) + (f = f(2))g(x) + m.

Vemos assim que 71,..X sé depende do anel
local de X em x, permitindo estender a
definicao para variedades nao nec. afins.



mapa tangente
¢*
p: X — YreXy=¢r=0,+—0,=
m,/m; «— m,/m’ =

Homy(m, /m2, k) 2% Homy(m,/m7, k)

T.X LN T,Y
Funtorial, regra da cadela: X ey Y 7
de:L’ dwy

1, X — 1,y — 1,2

! T

d(¢0¢x)=d(¢y)0d(¢x)




modulo de diferenciais

R anel comut., A = R 3alg. comutativa,
m: ARrA— A multiplicacao
=l:=kerm=(a®1—1® a),ca ideal da
diagonal; AQr A/I ~ A.

O médulo de diferenciais
QA/R .= ]/12
E munido de “derivacao universal’,
dA/R A — QA/R
a—=aRl—-—1®a-+ I



YV A-modulo M, iso. funtorial
Hom4(§24/r, M )~Derg(A, M)

(QA/R$M>H A — M)

Para D € Derg(A, M),D : A — M, defina
D:A®rA — M,a®bws bDa. (R-bil)
Claramente R-linear. Da®1—1®a) = Da
D(a®1-1®a)(b®1—-1®0b)) =
Dab®1—a®b—bRa+1® ab) =
D(ab)—bDa—adB—0=0= Ap:I/I? — M
passa ao quociente, D = Ap o dy/p.



®»: A — B homo de R-alg. = existe tnico
¢°: Qarp — Qp/g

¢°dpo/p = dp/RO @

A % B

da/R < l dp/r

Q4R RN Qp/r

HomB(QB/R, M) ~ DGI’R(B, M)

| |
HOIHA(QA/R, M) ~ DGI‘R(A, M)



A=R[Ty,...Tul /[ {f1, e, fn) = [tl,... tml,
=@ 1 A" — Qup, gb(ez) = dt € sobrej.

com ntcleo | K := (Vfi,....V f,)

gerado pelos vetores V f; = > "D, f;e;.

Mostrar que A™ /K satisfaz a propriedade
universal que caracteriza {),,r. Faca

dajp: A — A"/K,dyr(f(t) =2 (Dif)(t)e; + K
A ver: toda D € Derg(A, M) fatora por dp;

f € Rlty,....tn| = D(f(t)) = 2_(Dif)(t) Dt
Defina D : Am/v% M,D(GZ) = Dt;.
Segue D = D ody/p. Detalhes...

Escrevemos (24/p = @Adti/<df1, e dfin).



4.2.5

(1) A= R[T1,...,T,) =Qy4/p € A-mddulo livre
com base (d1't)1<ij<m. Obvio pelo visto acima.
(2) A = R|T|/{f), condicdo nec. e suf. para
{04/r = 0. Considerar o caso R = corpo.

Qup = Adt/(f'(t)dt) ~ A/{f()) =0
S'() =1 = (1), fT) =1
raizes simples em todo ponto A — k...

A condicao é automatica se R =corpo de car. 0
e f irredutivel.



(3)A = R-algebra, dominio, F' = corpo de
fracoes de A =Qp/p ~ F @484/

Mais geralmente, S C A sistema multiplicativo =
QS'_lA/R ~ S_lA X 4 QA/R'

Verificar a propr® universal é satisfeita, fazendo
0: 5 1A = S 1A X A QA/R» 5(%) = sdas—zads
(com d :=d4/gr). Tome D € Derp(S'A, M);
D':=D|A= D' € Derg(A,M) = D' =
Aod, A\ € Homu(Q24/r, M); estendemos
A STTA@AQar =& MAEQw) =2\ (w).




(4)F = corpo, E = F(x1,...,x,) extensdo de
tipo finito =g/ € esp. vet. dedim. finita sobre E
gerada pelos dx;.

E = corpo de fracoes do dominio de tipo finito
A= Flxy,...,zy); agora (1) =Q4/r é
A-médulo gerado pelos dx; e por (3) segue
QE/F = F ®y QA/F, e.vet. dim.finita...

(5) A=k[T,U]/(T* — U’) =Qy; ndo é
A-mddulo livre.



(5) A = K[T,U/(T? — U?) =4/, ndo é A-
modulo livre.
d(t?—u?)
Qa/p = Adt & Adu/(2tdt + 3udu) ~ A?/{(2t, 3u?))
nao é livre pois a fibra
Ky @484/, k2/{(2t(x), 3u(z)?)) tem dim 2
para x = (0,0) e dim 1 Vx =# (0,0).

(6) A, B= R- dlgebras =isom. de A ® 4 B-mddulos
Vuw,B/R > (Qa/p Or B)®(A®pQp/R) t.q9.dag ,.B/R
corresponde a (ds/p Qr1dp) ® (ids Qrdp/R).

(Em palavras: tg. pdto. fiborado=soma dos tgs. relativos.)
(Usar propr.9¢ univ...exc.)



diferenciais e extensoes de corpos

F C E' C F ext. tipofinito =seq.ex.e.v./E:
DGIF(E/,E) N DGI‘F(E,E) — DerE/(E,E)%O
FrWE « ERE « ERE
p < HOIIIE/(QE//F,E) < HomE(QE/F, E) < HOHlE(QE/E/, E)

} |
¢’ € Homp(E @p Qg p, E), Oe®w) = ep(w).

Dualizando, = seq. ex.
E®E/ QE’/F — QE/F — QE/E’ — O



+-calculo diferencial

[ C A= R algebra, B:= A/l =
I/1? — Qur®4B =5 Qpp — 0
(a+I? — dyjpa) @1

seq. exata de B-mddulos, onde A provém da
dp/R

derivacao composta A - B — (lp/p,
HOIIIA(QA/R, QB/Rl > )\ A\ O dA/Ra — dB/R( a =+ I)
AMw ®b) = bw
) ®

19a$X((dA/Ra ) )\(dA/Ra) :dB/RO:O



M = B médulo =seq. exata

0— Derg(B, M) = Derg(A, M)— Homp(I/I? M)

(B2 M)~ (D:A= B3 M

(A5 M)~ (D:a+ 1%+ Da)
I>a= D'(a+1? =Dogla) =0;

recipr., D = 0= D(I) =0 = D passa ao
quociente, A » B — M.

« € Inj. pois provém de

HOIHR(B, M)C% HOIIIR(A, M)



0— Dergr(B, M) = Derg(A, M) — Homp(I/I?, M)
| |
HomB(QB/Ra M) — HOmA(QA/Ra M)
|
Homp(24/r ®4 B, M)
A ultima igualdade vale mais geralmente: se
A — B é homo de anéis, N = A-mdédulo,
M = B-modulo entao
Hom 4(N, M) = Homg(N ®4 B, M) :
(N % M) (n®b s bon)

(nsh(n® 1)) < (N@4B 5 M)



B =anel, seq. B-modulos
N — N — N" — 0 € exata se (e s6 se)

VM,0 — Hom(N", M) — Hom(N,M) — Hom(N', M)
é exata



volta a corpos F C £/ C F

E Qp QE’/F = QE/F — QE/E’ — 0
E' C E extens3o algébrica (separdvel: char.0)

= « Injetiva.
Equiv.: Homg(E ®@p Qpp, F) <— Hompg(Qg/p, F)

sobrej. Derp(F', F) <—  Derp(E, F)
Significa: V F-deriv., D : B’ — E se estende.
Az
E

E = E'(x) ext. simples, x =elemento primitivo,
f(T) =Y a;,T" € E[T] pol. min. de x sobre F’;
estendemos D(x) := a € F; possivel desde que...



volta a corpos F C £/ C F

Significa: V F-deriv., D : E' — FE se estende.

Ve
E

E = E'(x) ext. simples, x =elemento primitivo,

f(T) =5 a/T" € E[T] pol. min. de = sobre E’;
estendemos D'(x) := a € FE; possivel desde que
0=D'f(x)= f'(x)a+> D(a;)x' = a=..




Se x é transcendente entao
char.=0, x algébrico separavel =

Mais geralmente,
dimg Qg /p = tdegp L,
grau de transcendéncia.



algebra linear / R

R = dominio, corpo de fracoes F', A = matriz
m X n com entradas em R,
M = M(A) médulo quociente de R" pelo
submoédulo gerado pelas linhas de a.



algebra linear / R

R = dominio, corpo de fracoes F', A = matriz
m X n com entradas em R,
M = M(A) médulo quociente de R" pelo
submoédulo gerado pelas linhas de a.

tA
R — R" - M



algebra linear / R

R = dominio, corpo de fracoes F', A = matriz
m X n com entradas em R,
M = M(A) médulo quociente de R" pelo
submoédulo gerado pelas linhas de a.
R" A R M
PeGL,(R) =M(A) = M(PA)



algebra linear / R

R = dominio, corpo de fracoes F', A = matriz
m X n com entradas em R,
M = M(A) médulo quociente de R" pelo
submoédulo gerado pelas linhas de a.
R™ A R" - M
PeGL,(R) =M(A) = M(PA)
Q €GL,(R) =M(AQ) ~ M(A)



df € R, f # 0, P, Q invertiveis em R t.q.
PAQ = (7).



df € R, f # 0, P, Q invertiveis em R t.q.
PAQ = ({ 7).
=df # 0 t.q. M, é livre, de posto n —r.

Ademais, f pode ser escolhido de modo que

n — r das imagens da base canonica formem
base de M.



df € R, f # 0, P, Q invertiveis em R t.q.
PAQ = ({ 7).
=df # 0 t.q. M, é livre, de posto n —r.

Ademais, f pode ser escolhido de modo que

n — r das imagens da base canonica formem
base de M.

Trivial sobre um corpo; escolher f como
denominador comum de P, ().



R = k|X] anel de coordenadas, X irredutivel.
M = R-mddulo, z € X, fibra
M(x) = M/m, M
e.vet. /k.

Facamos M = M(A) como acima



R = k|X] anel de coordenadas, X irredutivel.
M = R-médulo, z € X, fibra
M(x) := M /m, M
e.vet. /k.
Facamos M = M(A) como acima=
M(A)(z) = M(A(z))

Se r = posto (genérico) de A entdo vale:



(i) {z € X | dimp M(A(x)) =n —r} é aberto
denso em X.

(iii)

dim; M(A(z))=n—r=df € R, f(x) #0
t.q. M(A) é livre, de posto n — r.

Aplicar a
Ox = Qyxyyn = @k[X]dxi/ ,<Vf>f€I(X),

matriz jacobiana



TxX ~ Homk(ﬂx(m), ]{)



