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S = klxi,...,z,], k alg. fechado.

A" =k" D Z;

[(Z)={feS|f(z) =0Vz e Z} : ideal de Z.

JCS,V(J)={zecA"| f(x)=0fe J}:
conjunto algébrico; variedade afim. Fato:

V(J) =V ({J)), mesmos zeros do ideal gerado.
Fechados da topologia de Zariski.



exemplos
e A" =V (0);0 =V(1)

of € S f & k : V(f) =hipersuperficie;
hiperplano, quadrica,. . . .

o X = V({J) = X = (\e;V(f) : toda
variedade é intersecao de hipersuperficie.

e Teorema da base de Hilbert: intersecao finita.

o M := M,,«n(k) = A™ O MP :=matrizes de
posto < p; anulacao dos menores dets. p X p.
M'={C e M|3A € M,,1,B € Mix,t.q.C=A- B}

eSL, = {A € M,.,|det(A) = 1}, grupo
especial linear.

O, = {A|'AA = I} subgrupo ortogonal...



1.1.2. (i) I ideal préprio em S = V(I) # ()
(it) I(V(I)) =rad(])

TZHilbert (fraco): m C S max =
dcy,...,cn €k,m={(x1 —C1,...,Tp — Cp).

ICm=V{I)DV(m)=A{(c,...,cy)} =(i).



felIlV),f#£0;I" =1 klz,..., 2,1 =

J = I7 + (tf — 1> n3o tem zeros em A1
4 J = (1) = d relacao

— (tf — 1) - h + Zgz(x,t)hz(x),hz c 1.

Aplicando o homo
klxi,...,xn,t] = k(z1,...,2,),t— 1/f

resulta 1 =) g;(z, %)hz(x) = Vfg)hi(x) =

= > vi(x) fY"hi(x) = f € rad([).
Exc. (i) =(i).




irredutiveis

X esp. topolégico # () = equiv.:

(i) todo aberto # () é denso;

(i) VY, Z C X, se Y, Z sdo fechados préprios
entao Y U Z # X.

(I)=(ii): X\ Z e X \'Y s3o abertos# (), logo
densos =(X\Z)N(X\Y) #A0 = ZUW # X.
Recipr.=exercicio.

X é irredutivel se satisfaz (i) (ou (ii):-).
Redutivel caso contrario.



X DY subesp. topol.
Y é irred. <= sua aderéncia Y é irred.

(=) Sejam U,U’ C Y abertos nio vazios.
Ent3o UNY,U'NY s3o abertos de Y

para a topologia induzida, ambos # (). Segue
UNU #0.

Recipr.=exc.



1.2.4. X e.top. noetheriano =X admite so
um numero finito de subesp. top. irredutiveis
maximais. Estes sao fechados e cobrem X.
(Noeth. significa dcc para cadeias de
fechados.)

Suponha demonstrado que X = X; U---UX,,,
unido finita de fechados irredutiveis.

Seja Y irredutivel maximal;
Y=YNnXju---UYNX,, =Y =YnNJX,
para algum i, logo Y C X;, igual por maxim® .
Exc.: dcc <= toda colecao nao vazia de
subesp. fechados admite membro minimal.



Forme a colecao ) dos subesp.top. fechados
Y C X que nao se escrevem como uniao finita

de fechados irredutiveis. Queremos mostrar

Y = (). Negando, existira membro minimal
Y C X em ). Temos Y redutivel (por que?),
Y =Y ' UY”, ambos fechados préprios.

~y

Por minimalidade, Y, Y” n3ao sao membros de ) ...

As (jos?) componenentes irredutiveis de X sao
os fechados irredutiveis maximais.

X noeth.=uniao finita de comps.irreds.



top.Zariski: irred. < ideal primo
X =V(I) C A" nao vazio é irred.
<= I[(X) é ideal primo de S := k|xq,...,x,)

(=)Sejam f,g €S, fg € I(X). Temos
V(f9) 2 X = V()UV(g) 2 X = V(f) 2 X
(digamos) = f e rad(I(X)) = I(X).

(<) X =Y U Z fechados =I1(X) =I(Y)NI(Z)
= I(X)=1(Y) (digamos) =X =Y.

Exc.:complete os detalhes acima.



k-algebra afim < conjunto algébrico

X C A" subconjunto algébrico <> I =ideal de S
k| X| := anel das restricGes de funcoes
polinomiais em X
I = I(X) ideal radical = ker(S — k| X]):
S> f— f|X.
k| X| é algebra afim, i.e,

e tipo finito sobre k e

e sem nilpotentes+# 0.



V' d

X é “determinado” por k| X

Por enquanto, enunciado meramente top.conjuntista:

X 3 x < m, =ideal dasfuncoes quese anulamem z.
X < Max(k|X])
X DY =fechado < ideal I(Y) C k| X];
componentes irredutivels de X <
ideais primos minimais de k| X |;
componentes conexas de X 7



base de abertos

X =conjunto algébrico, f € k| X

D(f) =1z € X | f(x) # 0} = X \ V(f)
U C X aberto =Y := X \ U =V (I) fechado
=Y = (e, V() = U =UD(f).
D(f) € D(g) = V(f) 2V(9) =

I(V(f)) C1(V(g)) = f™ € (g) para algum m > 1.



separar fechados disjuntos

Y,Z C X fechados, Y NZ =0 = 3
abertoU C X talque Y C U, UN Z = ().
Y=VU),Z=V(J), I,J ideais de k| X]| =
V=VI+J)=I1+J=1=3fecl,geJ
f+g=1
Agora para cada y € Y vale g(y) = 1.
Faca U = D(g).



funcoes regulares
X =variedade afim, x € X, denotamos

F,. =colecao dos germes de funcoes
f: U — k definidas em alguma viz. aberta U > .
Lembramos que
(fi:U1 — k), (fo:Uy — k) eF,
representam o mesmo germe em x se existir
aberto x € U3 C U; N U, tal que as restricoes
f1|Us = f2|Us3. Trata-se de rel. equiv. Cada classe

de equiv. é chamada um germe de funcao em .



funcoes regulares

F., & naturalmente um anel.
Um germe de funcao f € F, é regular em
r € X se existirem

e uma viz. aberta U 2 ¢ e

e funcbes  ¢g,,h, € k|X] tais que
ha(z) # 0, f(y) = ha(y) '9:(y) Yy € U N D(hy).

Denotamos Ox . a colecao dos germes de
funcoes regulares em .
Exc.: Ox, € um anel local.



Para cada aberto U C X temos um anel
Ox(U) formado pelas funcdes cujos germes
sao regulares em todos os pontos de U.

1.45 Se X é uma variedade afim, entao o
homomorfismo natural k| X]| 2 Ox(X) é iso.

Lembramos que Ox(X) é subanel do anel das
funcoes X — k. Claro que o mapa ¢ é
injetivo e podemos considerar k| X| C Ox(X).
Para mostrar a igualdade na inclusao acima,
pegue f € Ox(X). Forme a colecdo
Dy={g €kl X]||g- [ € k[X]},
ideal dos denominadores de f.



Dy=1{g9 € k[X]|g-f €kl X]}.
Devemos mostrar que 1 € Dy.
Negando, existe ideal maximal m O Dy.
Sendo £ alg. fechado, temos m = m,,
assoclado a algum ponto z € X.
f regular em x = existem g,, h, € k|X] tais que

g:(x) 0 e f(y) = g:(y)™" - ha(y)
para todo y em alguma vizinhanca (ab.) U de z.

Agora Z := X \ U é fechado disjunto de {z},
logo existe v € k| X| tal que u(Z)=0,u(zx)=1.
Assim, g.(y) f(y) = ha(y) Yy € U

= w(Y)9:(y) f(y) = u(y)h.(y) Vy € X =
u- g, € Dy C my,, contradigao.



Feixe de funcoes regulares

X =varieade afim, U C X aberto ~
Ox(U) = anel das funcdes regulares em U.
U CV C X abertos ~» mapa de restricao
PUV - Ox(V) — OX(U)

o= fU

Se U = J,x Ua € uma cobertura aberta e

para cada « temos elementos f, € Ox(U,) tais que

\V/Ua@ =U,N Ug + 0 valer fa|Ua5 — fﬁ‘U&g

ent3o existe um e um sé f € Ox(U) tal que
flUy = faVa € X,



espacos anelados (ringed spaces)
X =espaco topoldgico munido de um feixe de anéis:

e colecao de anéis {R(U)|U = aberto de X}

e YU C U'abertos, tem-se homo. (restr.)
puv s R(U') — R(U)
tais que YU C U’ C U" abertos,
puu’ = Puu’ © Pu'u”

eSe U =/

Exemplo modelo: X =variedade afim munida
do feixe estrutural Oy.

J U, € uma cobertura aberta...



]P)n

—colec3o dos subespacos de dim. 1 de k™!
k"IN 0 — P
(X0y - - vy Ty) — (Tt -+ 1 xp)

P" € munido da topologia quociente:

Z C P" é fechado <= 7 'Z fechado em k"1 \ 0.

7 :=n'ZU {0} é um cone com vértice O,
uniao de retas = 0.



Lema. Z C k"1 é fechado invariante por
homotetias <= I(Z) é ideal homogéneo.

(=) Tome F € I(Z),F = Fy+--- + Fy,
F; homog. de grau 7. Paracada z € Z,t € k
tem-se t- 2z € Z. Logo

0= F(tz) = Fy(2) +tFi(2) + - - + t9Fy(2),
polindbmio em ¢ nulo para todo ¢... .
(<=): Exc.
V ou F: I ideal homog. <= rad(l) homog.



Para cada polinomio homog. F' € k|xy, ..., x,]
denota-se V(F') = {x € P"| F(x) = 0}.

F # 0~ V(F') é dito uma hipersuperficie projetiva.
Exc. Z C P" é fechado <= é uma intersecao
de hipersuperficies projetivas.
D(F) =P"\ V(F) aberto basico.

degF' =1 = ID(F') homeomorfo ao hiperplano
afim V(F — 1) Cc A",



Opn
Para cada aberto U C P", definimos

Opn(U) = {£ | F, G homog. mesmo grau ,G(x) # 0Vz € U}.
® O[pm(IPm) =k
o Opn(D(H)) = {4 | degF = mdegH }
o Opn(D(Xo)) = {5k | degF = m} = k{2, ..., 2

Exc: Opn € um feixe.



morfismos de espacos anelados
f(XaR) — (Y,S)

e mapa continuo f: X — Y (por abuso)

e para cada aberto U C Y, homo. de anéis
[ 8W) — R
compativel com as restricoes de abertos U’ D U :

17
S{U) — R(f'U

l |
S(U) — R(fU)
i



f:(X,R) — (Y,S) é um isomorfismo se
existir g : (Y,S§) — (X,R) ...
Se X, Y sao variedades afins, cada morfismo
f : (X, OX) — (Y, Oy)

corresponde a um € um sé homo
Oy(Y) — OX(X)
| |
kY] —  Ek|X]

Exc. x — (2%, %) é um morfismo bijetivo de
Al em V(y* — 2°) C A% lIsomorfismo?



(pré-)variedades
Um espaco anelado (X, Ox) é uma
pré-variedade se existir uma cobertura aberta
finita X = | J X, tal que cada (X,,Ox|X,) é
isomorfo a uma variedade afim.

7/

Prop. P" € uma pré-variedade.
P =) D(X;), D(X;) ~ A"

Se X é pré-var., idem para cada Y C X aberto
ou fechado com a estrutura induzida.



produtos

Sejam X,Y objetos em uma categoria.
Um objeto Z é um produto de X, Y se

7 - X
existem morfismos ¢ |
Y
W L X
tais que \V/gpl A T 6. W — Z t.q.
Y «— Z

W:poe Z:XXY,
p=qol P, ¢ UNICOS...




produto de varieades afins <— produto tensorial
X.,Y, Z variedades afins. Cada diagrama de morfismos

Z = X
q
Y
#
k[Z] <— E[X]
corresponde aos homos Q#T
kY]

Segue que o produto de variedades afins
corresponde ao produto tensorial:

KX x Y] = k[X] @ k[Y]




mini-curso de algebra tensorial

k =anel, M, N, P = k-mddulos. Forme a

categoria com objetos M x N Ap =mapa

k-bilinear e morfismos diagramas comutativos

MxN -2 p

vl e onde 3, sao bilineares, A linear.
Q
Um objeto M x N = R é inicial se para todo

objeto M x N 5 P31 )\s: R — P taq.
6:)\5004.



~ existe e e unico |
Forme o moddulo livre £ com base o conjunto

M x N. Considere o submddulo R C L
gerado pelos elementos
(m +cm/,n) — (m,n) —c(m',n),
(m,n+cn') — (m,n) — c(m,n’)
Vm,m €M, nn €N,cek.

Por fim defina M @ N = £/R & M x N
m®@n=(m,n)+ R +—(m,n)
Cada elemento de M ® N é combinacao linear
de indecomponivelis.
Exc: ® é bilinear, universal.



Se A, B sao k-algebras, em particular sao
k-médulos. Resulta que A ®;. B € uma
A-algebra, idem B-3lgebra, induzindo por
restricao a mesma estrutura de k-algebra:

A «a
s N a®1
k — AR, B
Ny S 1®Db
B b

(a®b)(a'®b) = ad ® bb.



1.5.2 A, B = k-algebras sem divisores de zero
(nilp)= A ®; B também.
Tome f:Z(IZ @bz,g:Zc] @d] - A@k B,fg:()
Podemos supor {b;},{d;} I.i.
(e.g, a®@b+d b +ad"®(b+V) =
(a+a")®b+ (a'+a")®b.)
Suponha, por contradicao, a;c; # 0.
Jh: A — ]f, h(alcl) 7& 0.
0= fg=) aici¥bd;;~

AR B %BM

0= (h®1)(fg) =) hlaicj)bid; =
> h(a;)b; Y h(cj)d; = digamos > h(a;)b; = 0.%



1.6.3. Prop. O produto de prevariedades existe
e é unico a menos de Iso.

Escreva X = UU;, Y = UV, cobertura aberta
afim, finita. Faca conjuntistamente X x Y.
Declaramos U C X x Y aberto se cada
Uﬂ(Uiij)oforem UZX‘/}

Uma funcao f definida numa viz. ab. V de
r € U; x V; é dita regular em z se assim o for
sua restricdo a V N (U; x Vj).

Temos assim um espaco anelado localmente
afim, /.e., uma pré-variedade. Verifica-se que as

propriedades categdricas de produto sao satisfeitas.



Hausdorff

Um esp.top. X é Hausdorff se pontos distintos
podem ser separados por abertos disjuntos.
Munindo X x X da topologia produto, 1sso é
equiv. a exigir que a diagonal A C X x X seja
fechada. De fato, se X x X DO A é fechada,
dados x # y em X, existem abertos U,V C X
taisquex e U,yeVelUxVCXxX\A,
ou seja, (U x V)N A=0= UnNV=(.Recipr. exc.



variedades

Uma pré-variedade X é uma variedade se sua
diagonal Ay C X x X é fechada. Lembre que
em X x X a topologia NAO é a do produto:
existem abertos que nao sao uniao de produtos
de abertos. Por exemplo, em A?=A!xA! 3
diagonal é fechada mas nao é igual a intersecao

de produtos de fechados...Exc.



Se X évar. afim, entao Ay C X x X é
fechada, definida pelas equacoes
r;, =Y;,t=1l..n
onde k| X| = k|z1,...,x,], k| X x X] =
klxy,...,Z0, Y1, ..., Ynl

Se X é var., entdo toda sub-pré-var. de X
(aberta ou fechada) é var.

P™ é var. Veja a seguir. . . (ou diretamente,
equacoes da diagonal de P"xP".)



critérios de separacao

1.6.12. Prop. (i) X = variedade, U,V C X
abertos afins =U NV aberto afim e as imagens
por restricao de Ox(U),Ox (V) em
Ox (U NV) geram esta k-algebra;

(ii)) X = pré-variedade, X = UV} cobertura
aberta afim. Entao X é variedade <= :
V(¢,7), VNV, é afim e as imagens por restri¢ao
de Ox(V;),Ox(V;) em Ox(V;NV;) geram.



i) UNV ~AxN (U x V) fechado em afim

=U NV atim e suas funcoes regulares sao

restricGes das de U x V/, a saber, k|U| ® k|V],
por sua vez gerada por k|U| ® 1 e 1® k[V].

(ii) Exc.



O de setembro de 2018
1.6.11. Prop. Y =variedade, X pré-var.

(i)Se f: X — Y é um morfismo, entdo seu
grafico I'y = {(z, f(z))|z € X} é fechado em
X XY:

(ii))Se f,g : X — Y s3o morfismos que
coincidem em um aberto denso, entao f = g.

Na situacdo de (i), considere o mapa continuo

X XY 3 (x,y)— (f(z),y) €Y xY. Temos
I'r=1imagem inversa do fechado Ay, logo € fechado.

Para (ii), similar.



X := A2\ {0} ndo é afim

Ox(X)={f/g| [, 9 € klz,y], g(a,b)# 0¥(a, b) # 0}
Mas g(a, b)# 0V(a,b) #0 = g =constante#0.
Logo, Ox(X) = k[x,y] = k[A?].

Se X fosse afim, a inclusio X C A?

corresponderia ao mapa identidade em k|x, |
=Inclusao seria = ¥%.



1.6.13. “reta com ponto dobrado”
0'e X = A U{0'}. Abertos afins
XO — Al, XO’ — Al \ {O} @ {O/} ~ Al.

Temos dois mapas, f, f': Al — X que
coincidem no aberto denso A'\ {0}, mas

f(0) =07 f(0) =0

Logo X é pré-var., mas nao € variedade.



PP
O mapa P™ x Pr = Plmtl)(nt1)-1

,CE:(.CIZ()Z"'Iﬂ?m)ay:(y():"'IQn)'H(ajiyj)

pode ser imaginado como multiplicacao da matriz
L0

(m+1)x1: tx( }

T,
resultando a matriz

m-+1)x (n+1): (z;;, = x;y;) de posto 1.
( j j

) pela matriz y, 1 x(n + 1)




Segre: P x P? — Pimthn41)—1

Trata-se de um mergulho, 1.e., isomorfismo
sobre sua imagem, que é subvariedade fechada
com equacoes

. — . . N AL
ZZ]ZTS — Zzszr]’ (equ1V . er Z’I“S

0<72,r<m,0<73,s<n.

A Imagem Inversa
S_lDZU = A" x A" CP" x P" x; # 0 # y,.

= 0),



Fazendo ¢ = j = 0, nesses abertos coordenados
(xo=1:21:...:Tp) = (T1,..., Tpp)
(o=T1:y1: 2 Yn) = (Y1, -+, Yn)

O mapa S Se expressa

(T1y ey Ty YLy e -+ 5 Yp)
4
L1y eees Tiny Yl o s Yoy 1YLy ooes TinYly ooy L1y ovey L)

com Iinverso dado pela projecao nas

m + n primeiras coordenadas.

Excs. (i) equacoes de Apn.
(ii) Fechados de P"' xP" e polinémios bihomog.



dim X

A" O X =variedade afim irredutivel =seu anel
de coordenadas k| X| = k|x1,...,x,] € um dominio.
O corpo de fragoes k(X ) = k(x1,...,x,) é
uma extensao finitamente gerada de k.
O grau de transcendéncia tdeg;, k(X ) de k(X)
sobre k é o nimero maximo de elementos

algebricamente independentes sobre k.
Define-se dim X = tdeg; k(X).



dim X
U = D(f) aberto principal de X
=k|U| = k| X|;, mesmo corpo de fragdes,
k(U) =Ek(X).

Se U C X ab. afim, existe f € k|X] tal que
D(f) = D(f|U). Segue E(U) = k(X).
X =var. irred. nao nec. afim, define-se
k(X)=k(U) onde U =ab. afim de X.

Independe do aberto afim escolhido: se V' é

outro ab. afim, temos U NV ab. afim de U e
jd vimos que kK(U) = k(UNV) =k(V).
Define-se dim X = dim U = tdeg;, k(X).



dim X

Se X = [ X, decomposicao em fechados

irredutivelis maximais, define-se
dim X = maxdim X..

Prop. Se X é variedade irredutivel e Y C X ¢é
fechado préprio entao dimY < dim X.

Podemos supor Y irredutivel, ambos afins. Logo,
existe ideal primo P C k| X|, kY] = k[ X]|/P,P # 0



Digamos k| X|=k|z1, ..., x,|, y;=restricio de z; a Y.
Escreva d = dim X, e = dim Y. Podemos supor
Y1, ..., Y alg.indep. Segue x1, ..., . alg.indep.=e < d.
Suponha d =e¢. Tome f € P, f #0. Temos
f,x1,..., . alg.dep., digamos
ao(x) fm+ar(z) f™ '+ +an(z) =0,a,, # 0.
Reduzindo mod. P = a,,(y) = 0%. o
Veremos aprox. linear para calculo de dim.

dim Vx(f) =dim X — 1 se X afim, irred., f
ndo unidade em k| X].




alguns resultados sobre morfismos
1.9.1. Lema. ¢ : X — Y mortismo de vars. afins,
¢* : k|Y] — k[X]| homo associado.

(i) ¢* sobrej.=¢p(X) fechado em Y;

(i) @* injet. <= @(X) denso em Y;

(i) X irred. =-idem para o fecho ¢X e

dim ¢ X < dim X.

Seja I =ker ¢*; ¢* sobre =X =Vy(I).". (i).

(y = ¢z = m, = (¢*)_1m51: o I)




alguns resultados sobre morfismos
1.9.1. Lema. ¢ : X — Y mortismo de vars. afins,
¢* : k|Y] — k[X]| homo associado.
(i) ¢* sobrej.=¢p(X) fechado em Y;
(i) @* injet. <= @(X) denso em Y;
(i) X irred. =-idem para o fecho ¢X e
dim ¢ X < dim X.
Seja I =ker ¢*; ¢* sobre =X =Vy(I).". (i).
Agora ¢* inj. <= Iy (¢pX) = {0}." (ii).
A 12 afirm de (iii) segue de 1.2,3 junto com
(ii), aplicado ao morfismo X — ¢X.
Note que ¢X = Vi (I).




a imagem contém um aberto de seu fecho

¢: X — Y édito dominante se ¢X =Y.
Teor. @ domin.=@.X contém um aberto de Y.

Podemos supor X irredutivel. De fato, se valer
nesse caso, considere as restricoes de ¢ a cada
componente de X com imagem densa em Y.

Podemos supor X, Y afins (e irredutiveis).
(Exc.)



traducao algébrica

A =k|Y| C B =Ek|X| dominios. Mostrar que
Vbe B,b#A0= da € A,a# 0 t.q. todo
O Y : A — k,y(a) # 0 se estende a

b B — k,ab(b) #0.

Reinterprete: 1) corresponde a um ponto y € Y

no aberto basico Dy (a). A extensdo representa
um ponto x € Dx(b) C X que se envia em y.
Conclusdo: o aberto basico Dy(a) C Y esta

contido na imagem do aberto basico Dx(b) C X.




V

O teorema de extensio:

A C B =dominio d

Vbe B,b+# 0= 3

e tipo finito sobre A =
a € A,a+#0t.q. todo

Y : A — k,y(a) # 0 se estende a
Y : B — k,y(b) # 0.
ACB
vpd T

k

(alg.

fech.)
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Sejam A C B C (' como acima. Se valer para
A C B epara B C (C entao vale para A C C.

= v 3 s
ace ACB3p bpe BC(C>c

U TRV
k k

Dados ¢, ... queremos a tal que a # 0 = 35
Temos b... para o qual da....

Agora Ya # 0 = H{D/, {b/b # (0. Faca ¢ = {bv



V

Sejam A C B C (' como acima. Se valer para
A C B epara B C (C entao vale para A C C.

= v 3 s
ace ACB3p bpe BC(C>c

U TRV
k k

Dados ¢, ... queremos a tal que a # 0 = 35
Temos b... para o qual da....

Agora Ya # 0 = H{D/, {b/b # (0. Faca ¢ = {bv
O uso da fatoracao A C B C C
Impoe a necessidade do Vb... .
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B = Alby, ..., b,], proceder por inducdo em m.
O argumento A C B C (' acima permite

reduzir ao caso m =1, B = A|b;| = A|T|/I,1 # 0.

Tome f € I\ 0 de grau minimo, coef. lider a.
Temos f(b1) = 0, f irredutivel sobre F'rA;
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B = Alby, ..., b,], proceder por inducdo em m.

O argumento A C B C (' acima permite
reduzir ao caso m =1, B = A|b;| = A|T|/I,1 # 0.
Tome f € I\ 0 de grau minimo, coef. lider a.
Temos f(b1) = 0, f irredutivel sobre F'rA;
algoritmo da divisdo = I = {g|3d > 0,a% < (f)}.
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B = Alby, ..., b,], proceder por inducdo em m.

O argumento A C B C (' acima permite
reduzir ao caso m =1, B = A|b;| = A|T|/I,1 # 0.
Tome f € I\ 0 de grau minimo, coef. lider a.
Temos f(b1) = 0, f irredutivel sobre F'rA;
algoritmo da divisdo = I = {g|3d > 0,a% < (f)}.

Seja h € A|T| tal que h(b;) = b # 0.
Temos mdc(h, f) =1 em (FrA)|T]. Logo,
Ju,v € A[T],a’ € A\O, uf +vh = a'. Assim,
o = (uf 4+ vh)(b1) = v(by)b.



V

B = Alby, ..., b,], proceder por inducdo em m.

O argumento A C B C (' acima permite
reduzir ao caso m =1, B = A|b;| = A|T|/I,1 # 0.
Tome f € I\ 0 de grau minimo, coef. lider a.
Temos f(b1) = 0, f irredutivel sobre F'rA;
algoritmo da divisdo = I = {g|3d > 0,a% < (f)}.

Seja h € A|T| tal que h(b;) = b # 0.
Temos mdc(h, f) =1 em (FrA)|T]. Logo,
Ju,v € A[T],a’ € A\O, uf +vh = a'. Assim,
o = (uf 4+ vh)(b1) = v(by)b.

Mostraremos que a = ae’ funciona.
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a=ac'e A C B=A[T|/I 5b=h(b)
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TcAT S &k
Certamente podemos estender ¢ a ¢ : A[T] — k.

Passar ao quociente para obter ¢ : B — k requer
vl = 0.



i)
a=ac'e A C B=A[T|/I 5b=h(b)
vy

a0 ¢ / T

TcAT S &k
Certamente podemos estender ¢ a ¢ : A[T] — k.
Passar ao quociente para obter ¢ : B — k requer

I = 0. Seja f(T') a imagem de f pelo homo
induzido A[T' 4 k|T]. Como a # 0, temos
f(T) € k e assim existe raiz v € k.



i)
a=ac'e A C B=A[T|/I 5b=h(b)
vy

a0 ¢ / T

TcAT S &k
Certamente podemos estender 1 a ) : AlT| — k.
Passar ao quociente para obter {bv: B — k requer
QZI = 0. Seja f(T') a imagem de f pelo homo
induzido A[T' 4 k|T]. Como a # 0, temos
f(T) ¢ k e assim existe raiz v € k. Faca

O(T)=7.
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vy

a0 ¢ / T
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Certamente podemos estender 1 a ) : AlT| — k.
Passar ao quociente para obter {bv: B — k requer
QZI = 0. Seja f(T') a imagem de f pelo homo
induzido A[T' 4 k|T]. Como a # 0, temos
f(T) ¢ k e assim existe raiz v € k. Faca
&(T):y. Pela descricao de I 2 g¢,



i)
a=ac'e A C B=A[T|/I 5b=h(b)
vy

va0 | V&L

TcAT S &k
Certamente podemos estender 1 a ) : AlT| — k.
Passar ao quociente para obter {bv: B — k requer
QZI = 0. Seja f(T') a imagem de f pelo homo
induzido A[T' 4 k|T]. Como a # 0, temos
f(T) ¢ k e assim existe raiz v € k. Faca
&(T):y. Pela descricido de I > g, alg=q'f € (f),



i)
a=ac'e A C B=A[T|/I 5b=h(b)
vy

va0 | V&L

TcAT S &k
Certamente podemos estender ¢ a ¢ : A[T] — k.
Passar ao quociente para obter ¢ : B — k requer
I = 0. Seja f(T') a imagem de f pelo homo
induzido A[T' 4 k|T]. Como a # 0, temos
 J(T') € k e assim existe raiz y € k. Faca
(T)=". Pela descricdo de I > g, alg=g'fe(f),
segue U(g) = ¢'(7)f(7)/¥a’ = 0.



i)
a=ac'e A C B=A[T|/I 5b=h(b)
vy

a0 ¢ / T

TcAT S &k
Certamente podemos estender 1 a ) : AlT| — k.
Passar ao quociente para obter {bv: B — k requer
QZI = 0. Seja f(T') a imagem de f pelo homo
induzido A[T' 4 k|T]. Como a # 0, temos
f(T) ¢ k e assim existe raiz v € k. Faca
&(T):y. Pela descri¢do de I 5 g, alg=g'fe(f),

segue $(g) = ¢/(v)7(7) /100" = 0. Note que
b = (h(T)) # 0 pela definicao de o’'.



excs
e Complete detalhes acima.
e Se X é var. afim, mostre que os fechados de
X X [P" s3qo intersecoes de zeros de polinGmios
homogéneos > a;(x)y’, 1| = d, a;(x) € k[X],
onde y = (yo, ..., Yn) Sa0 coordenadas
homogéneas. (P" =UyU---UU,)
e Fechados de P xP" e bi-homogs.

segre

e Equacdes para Apt C P! x P! C P?; retas
da quadrica imagem...



GAL

Um Grupo Algébrico é uma variedade G
munida
de estrutura de grupo de modo que as operacoes

GxG 5 G
(9,9") — g9
G -5 G
g > g
sao morfismos. Se G é afim, GAL.
Homo de g.a. é morfismo...

G,G g.as=G x G idem.



w N =

4

~N O Ol

exs
. A, grupo aditivo.
.G, = k*= A'\ 0 grupo multiplicativo.
. GL,, : det # 0 grupo linear geral.
. D, C1,, diags, triangs.
. SL, :det = 1.
.0, : X*X = I ortogonal.

. ...Descreva os anéis de coordenadas.



Se G é uma pré-variedade com estrutura de
grupo algébrico, entdo é de fato uma variedade.



Se G é uma pré-variedade com estrutura de
grupo algébrico, entdo é de fato uma variedade.

Mostrar Ag C G x GG é fechada: olhe o mapa
(z,y) = zy

O ponto e € GG é fechado e As é a imagem inversa.



Se G é uma pré-variedade com estrutura de
grupo algébrico, entdo é de fato uma variedade.

Mostrar Ag C G x GG é fechada: olhe o mapa
(z,y) — xy *.
O ponto e € (G é fechado e An é a imagem inversa.
g € G = grupo algébrico=
T gr € x> Ig

s30 I1sos da variedade G.
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(G admite exatamente uma componente irredutivel
G° > e.



fatos preliminares

(G admite exatamente uma componente irredutivel
G° > e.

Se X,Y sao compon. irred. O e, olhe para
Z = u(X xY)CaG.

E um fechado irred. que contém XY, logo
Z/=X=Y.



G° é um sg. fechado normal e de indice finito.
Trata-se da unica componente conexa de GG
contendo e.
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G° é um sg. fechado normal e de indice finito.
Trata-se da unica componente conexa de GG
contendo e.

Novamente

G° = u(G° x G°) = i(G°) = 2G°v 1 C G.




G° é um sg. fechado normal e de indice finito.
Trata-se da unica componente conexa de GG
contendo e.

Novamente

G° = u(G° x G°) = i(G°) = 2G°v 1 C G.

As classes laterais de G° em G sao as
componentes irredutiveis de G. Disjuncao
—-Sa0 as componentes conexas.



Todo sg. fechado de G de indice finito contém G°.



Todo sg. fechado de G de indice finito contém G°.

7/

Se H é sg. fechado, entao H° é a lnica
componente Irredutivel de H por e. Indice finito
=G =uniao disjunta de classes laterais de H.
Segue evidentemente G° C H°.



Todo sg. fechado de G de indice finito contém G°.

7/

Se H é sg. fechado, entao H° é a lnica
componente Irredutivel de H por e. Indice finito
=G =uniao disjunta de classes laterais de H.
Segue evidentemente G° C H°.

OsgruposG,, G,,, GL,,D,, T, U,, SL, sdo conexos

O polinbmio det —1 é irredutivel.

O,, ndo é conexo: a imagem de det é {+1}.



SO, = O°

Abrevie G := O,;
V' :=espaco das matrizes anti-simétricas,
dimV =n(n —1)/2.

Vo:={yeV|det(l+y)#0} éaberto de V.
Go:={r € G| det(l1 +z)# 0} é aberto de G.
Visy—a=(1-y)(1+y)"

Goor—y=(1+z)(1-2)
(transformada de Cayley)
s3o inversas uma da outra.
[mathoverflow]


https://mathoverflow.net/questions/98881/-connectedness-of-the-linear-algebraic-group-so-n

Goorv=y:=(1+z2)'(1-2)eV:









Gosz=yi=(+2)' (1—z)eV:
y=1-2)((1+2)") =—y =
1+2)(1-%)=—(1-2)(1+ &) <

(?

l+z—"2—z2=—-(1—-a2+2—2%) <
L

L L




Gosz=yi=(+2)' (1—z)eV:
y=1-2)((1+2)") =—y =
1+2)(1-%)=—(1-2)(1+ &) <

(?

l+z—"2—z2=—-(1—-a2+2—2%) <

1L 2y (-:OK:-)




Gosz=yi=(+2)' (1—z)eV:
y=1-2)((1+2)") =—y =
1+2)(1-%)=—(1-2)(1+ &) <

ltr——ar=—(1-a+b—2h) =
1L 2y (-:OK:-)
I

yeVo=z:=1-y)(1+y) " € G




Goorv=y:=(1+z2)'1-2)eV
y="1-2)((1+a)") =y <
1+2)(1-%)=—(1-2)(1+ &) <
1+$—t$—:vt:v;—(1—:v+ta?—:vta:) —

1L 2y (-:OK:-)

|

yeVo=z:=1-y)(1+y) " € G

l1+z)y=1—-z=y—1=—2(1+y)
= 1nversas



Goorv=y:=(1+z2)'1-2)eV
y="1-2)((1+a)") =y <
1+2)(1-%)=—(1-2)(1+ &) <
ltr——ar=—(1-a+b—2h) =

l=x% (-:0OK:-)

yeVo=z:=(1—y)(1+y) ¢ G
l+zx)y=1-z=>y—1=—2(1+y)
—> 1nversas
Voirred. 20 < 1 € Gy
detx =1,z € 50,,.



U,V abertos densos de G =UV = (.
v € G = V! aberto denso =
tVINUA4AQ0=3av'tieU=2cUV.
HsgG =HsgG.

w(Hx H)CH= u(HxH)CH
(continuidade) pu(H x H) C
HxH=HxH= u(HxH
Similar para iH = H.




Se H O U = aberto# () de H entdo H = H.
H=\J,.2U ab. em H, denso =H= HH = H.

¢ : G — G'homo de g.as. =

e ker ¢ sg. fechado normal de G;

e ¢GG sg.fechado de G' e ¢G° = (¢G)°.
#G contém aberto de seu fecho, logo oG = ¢G.

oG° fechado em ¢G e conexo, de indice finito

=¢pG° = (¢G)°.



Familia ¢; : X; — G, X, irred, Y; :=¢;X; e, Y 1 =Yy,
H =menorsg. fechado de G contendo todosos Y; =

e H é conexo:

e existem ¢1,...,%, taisque H =Y ---Y;

.
Para ¢ := 14y, ...,1, escreva Y' =Y, ---Y, | subv.irred

Escolha 7 com dim Y maxima. Para todo j
segue Y' C Y'Y C YW =Y"= Y'sg
edefato Y =YY'=Y"'= H.




G; € G familia de sgs fechados, conexos
= H := gerado por eles é fechado conexo €
gerado por um numero finito de G;'s.

H, K sgs de G,
(H,K) = (zyz 'y ',z € Hy € K)
comutadores.
H, K sgs fechados e um deles conexos
=(H, K') conexo, fechado.

Digamos H conexo. Usar a familia
di(r) = zixz il e K.



acoes
X =variedade, G =grupo algébrico, um morfismo
GxX — X

(9,x) +— alg,z) =gz
é uma acao se

ecr=xVreX
¢ g.(¢.x) = (g9¢").xVr € Xg,¢' € G.

Diz-se entao que X é um (G-espaco.



exemplos

e i : G X G — G multiplicacdo (a esquerda).
o 1: G x G — G conjugacio g.x = gzg .

e X = M, «, matrizes, G = GL,, age por
multiplicacdo (a esquerda).



orbita, estabilizador

X = G-espaco



