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(TDF) Sejaw:V — W morfismo
dominante, V. W irredutiveis. Entao
(1) para toda componente irredutivel Z
de cada fibra w ' (w), (w € W) temos
dimZ > dimV — dim W

Wo € W aberto denso tal que
Wy C w(V) e vale ="
no item anterior.

(2)
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demonstracao

(1) w € W = existe aberto afim W,
tal que {w} = V(f1,...,[n) N W,,
onde n=dimW, e
as f; sao funcoes regulares em W,
Logo, 7 H(w) = V(n*f1,..., 7).
Segue que para cada componente
Irredutivel vale dim > dimV — n.
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(2) (Shafarevich) Primeiro, reduziremos
ao caso em que é tudo afim. De fato,
valendo na situacao afim, recobrimos

W por um numero finito de W;'s
abertos afins e cada 7 'W,
por abertos afins V;;.

E claro que os Vi; recobrem V.
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Por hipotese, para cada restricao
7 : Vi; — W, existe um aberto denso
Woi; que funciona. Fagamos
WO mWO@]

Tome w & WO e seja Z componente
irredutivel de 7 'w. Se Z encontra Vj;,
o caso afim aplicado a V;; — W,
mostra que dim Z = dim V — dim W
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Doravante, tudo afim.

K — L (corpos de funcoes)

U U

A <— B (anéis de coordenadas)

o) o,

Seja by,...,b; € L uma base de
transcendéncia de L|K.

(d=dimV — dim W)
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Passando a um aberto principal de V/,
podemos supor by,...,b; € B. Escrevamos
B=Alby,...,b3,bs:1,...,bN]
d=dimB —dim A
com bq,...,b; algebricamente
independentes sobre K e
bii1, - - -,bn algébricos sobre K (by,...,by).
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Seja
Fi(bl, oo bd, y) — Ck@()(bl, oo bd)yei -+
(& A[bl, >0l o bd, y], 871\ # 0 tal que
F;(b1,...,b4,bqi) = 0, relacao de
dependéncia algébrica.
Seja Z; C A o ideal gerado pelos
coeficientes do polindmio a; (b1, ..., by).
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Seja Z a unido dos fechados préprios
V(Z;). Existe a € A tal que o aberto
principal W, # () é disjunto de Z.
Passando a esse aberto, podemos supor
que para todo w € W, cada polindmio
;o (b1,...,bq) é ndo nulo, onde
indicamos por @; a restricao a fibra
sobre w. Logo, existe (ci,...,cq) € C?
tal que @;g(c1,...,cq) # 0.
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Seja U C C? x W o aberto principal
dado por @ = || ;0. Por construgao, a
restricio de ¢ : V — C% x W sobre
este aberto é um mapa finito, logo
sobrejetor (77). A imagem de U em W
é um aberto W,. Em particular, para
cada w € Wy temos 7 1(w) # 0.
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O anel de coordenadas de cada
componente irredutivel dessa fibra é um
quociente B de B: a Imagem de cada
Fy(b,y) em Bly| fornece uma relacio

5 né'c_trivial para b;.; sobre
C(by,...,by). Assim, dimB < d.
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aplicacoes

Seja f : X — Y um morfismo de
variedades e seja Z = f(X) a aderéncia
de sua imagem. Ent3o existe um aberto

ndo vazio de Z contido em f(X).
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Visto que a aderéncia de uma uniao
finita é a uniao das aderéncias,
podemos supor X irredutivel e,

trocando Y por Z, supor f dominante.
Pelo TDF, existe um aberto de Y

contido em f(Z).
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Seja f : X — Y um morfismo
fechado e sobrejetivo.

Ent3o, para cada inteiro k, o
subconjunto

foy={y € Y| dim f'(y) > k}

é fechado em Y.
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Novamente, argumentamos por inducao
sobre n = dim Y e reduzimos ao caso
X (logo Y) irredutivel. De fato,
valendo nesse caso, podemos restringir
f a cada componente irredutivel X; de X
e agora tomar Y, = f(X;),
fechado por hipotese.
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Denotemos f; : X; — Y; o morfismo

induzido. Se y € (fi)x), € claro que
dim f~'(y) > dim fi"'(y) > k.

Reciprocamente, se y € f(;), seja

X; € X uma componente irredutivel

contendo uma componente irredutivel
de f(y) com dimensio > k.

E imediato que y € (fi)x)- Segue que

foey = U(fi) k), unido finita de fechados.
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Sejar =dimX —dimY.
Doravante, vamos supor X irredutivel e
f sobrejetiva. Se k < r entdo f*) = X.

Por outro lado, para £ > r

1, temos

que f(x) esta contido em algum fechado
proprio W C Y, complementar do

aberto denso em que cada componente
irredutivel da fibra tem dimensao r.

Aplicamos inducdo ao morfismo f~'W — W. [
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A semi-continuidade afirmada na prop.
acima falha se omitirmos a hipdtese de
morfismo fechado. Aprendi o exemplo
seguinte com a Carolina Araujo.
Seja g : C° — C° definida por (x,y, 2%).
Note que a Imagem inversa da reta
y = 0,z = 1 tem duas componentes

conexas, L.

Yy =0,z =:

1.
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Seja h : X — C° a explosio de L.
A imagem inversa de L. é L, x P'.
Seja X" obtida pela remocio do
subconjunto
{(0,0,1)} x P! ¢ L, x P'. Por fim,
seja f: X" — C?® a composicio. Agora

fl — {(xvovl) |377é0}



