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Capitulo 1

Introducao

1.1 O que sao equacgoes diferenciais parciais?

Vagamente falando, uma equacao diferencial parcial é uma equacao que envolve uma
funcao desconhecida u(zxy,...,x,) e suas derivadas parciais de até uma certa ordem. A
ordem de uma equagao diferencial parcial é a ordem da derivada mais alta que aparece na
mesma. Por exemplo, uma equacao diferencial de primeira ordem nas variaveis x,y é da
forma

F(x,y,u,uz,u,) =0,

enquanto uma equacao diferencial parcial de segunda ordem nas variaveis x,y é da forma

F(2,y, U, Uy, Uy, Uy, Uy, Uyy) = 0.
1.2 De onde vém as equacoes diferenciais parciais?

As equagoes diferenciais parciais vem de problemas de modelagem em ciéncias (Fisica,
Biologia, etc). Alguns exemplos de tais equagoes sao

e a equacao de Burger com viscosidade
Up + Uy = VUgy,

que aparece em varias areas da matemaética aplicada, dentre elas modelagens de dina-
mica de gases e de fluxo de trafico.

e a equacao de Laplace
Au =0,

2 ~ . ~
" 2 A equacdo de Laplace e suas generalizacoes apare-

i=1 9z?
cem em varios contextos, dentre éles, teoria de potencial(teoria de gravidade de Newton,
eletrostatica), geometria riemaniana (operador de Laplace-Beltrami), processos estocé-
ticos (solugao estacionaria da equagdo de Kolmogorov para o movimento browniano),
analise complexa (as partes real e imaginaria de uma fungao analitica sdo solugoes da

equagao de Laplace).

onde é o operador A = "



a equacao de calor

uy = kAu,

usada para modelar a evolugao temporal do temperatura de um corpo.

e a equacao da onda
u = A,

que descreve a propagacao de uma onda num meio.

e a equacao de Schrodinger
N h?
h—=(—-—=—A+V
"ot ( om= T ) ¥
onde |¢(x,t)|> da a probabilidade de encontrarmos uma particula no ponto z e no

instante ¢, estando ela sujeito ao um potencial V.

e as equacoes de Navier-Stokes

0
d_:: +(v-V)v=—-Vu+vAv + f(z,t),

que é um sistema de equacoes diferenciais parciais que modela o movimento de um
fluido, v(z,t), p(x,t) e f(x,t) sdo o campo de velocidade, a pressao e a forga externa
no ponto z, no instante .

1.3 Equacgoes diferenciais parciais e leis de conservagao

Muitas equagoes diferenciais parciais vém de leis de conservagao, a seguir daremos um
exemplo simples de tal equacgao.

Exemplo 1. Considere uma rua comegando no ponto x e terminando no ponto x + Ax. Se
u(z,t) € a densidade de carros no ponto x, no instante t, entao quantidade total de carros

na rua no instante t €
+Az
/ u(s,t)ds.
xT

Admitindo que a variagao desta quantidade seja decorrente apenas do fluxo f de carros através
dos pontos © e x + Az, entao a taxa de variacao do nimero de carros entre os pontos x e
x + Az no instante t, € dada pela sequinte lei de conservacao

d rz+Azx

. u(s,t)ds = f(u(x,t)) — flu(x + Ax,t)). (1.1)

Mostraremos que esta lei de conserva¢ao nos leva a uma equagao diferencial parcial para
u(x,t). De fato, assumindo que u seja de classe Ct, entio (1.1) pode ser reescrita como

/m " (s ) = flu( ) — flulz + Az, 1),
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portanto

S (s t)de f(u(z, b)) — fu(z + A, 1))

Ax Ax
Assumindo que f seja de classe C' e tomando-se o limite quando Ax tende a 0, temos

w(@,t) = = (f(u(z,1)))a-

Logo, a densidade de carros u(x,y) satisfaz a equagdo diferencial parcial quasi-linear de
primeira ordem

ut + (f(u))z = 0. (1.2)
Se em (1.2) fizermos f(u) = %, teremos a equagao
ug + uu, = 0, (1.3)

chamada de equagao de Burger sem viscosidade. Ela é também usada para modelar o
movimento de uma onda, neste caso u(z,t) é a altura da onda no ponto z, no instante ¢. Em
varias aplicacoes ela aparece como simplificacao de modelos mais complexos e sofisticados.
Apesar da sua simplicidade, ela esconde varios fenomenos inesperados, como veremos.

Assim como no exemplo visto acima, muitas leis de conservagao sao expressas por meio
de equagbes integrais e garantem que certa grandeza fisica (energia, calor, massa, etc) é pre-
servada ou transformada durante um processo. A seguir daremos outro exemplo de equacao
diferencial parcial que vem de uma lei de conservacao.

Exemplo 2. Seja u(z,t) a massa de uma certa substincia num ponto x € U C R™ no
instante t. Seja 0 C U uma regidgo para a qual vale o Teorema da Divergéncia, entdo a
massa total em € no instante t € dada por

/Q u(s, £)dz.

Pode ser que a massa esteja sendo produzida (ou destruida) de dentro de U, digamos por meio
de uma reagao quimica. Vamos chamar de f(x,t,u) a densidade de massa que é produzida
(ou destruida) no instante t no ponto x € U. Portanto, a taxa na qual a massa € produzida
(ou destruida) em §2 no instante t é

/Qf<s,t,u<s,t>)ds.

Podemos assumir que devido a mobilidade da massa haja um fluzo ®(x,t,u) da mesma para
dentro ou para fora de U, portanto o seu fluro através de € €

/ (s, t,u) - 7 dS(s),
0N

onde 1 € o vetor normal unitdrio a superficie 0S), apontando para fora. Portanto a lei de
conserva¢ao de massa €

d

i ), u(s, t)ds = — /89 (s, t,u(s,t)) - ndS(s) + /Q f(s,t,u(s,t))ds.
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Do Teorema da Divergéncia, temos

d
a /. u(s,t)ds = — /Q V(s t,u(s,t))ds + /Q f(s,t,u(s,t))ds.

Se u for de Classe C*, podemos passar a derivada em relagio a t para dentro da integral e
teremos

/Qut(s,t)ds+/QV-CI)(s,t,u(s,t))dSZ/Qf(s,t,u(s,t))ds.

Em particular, se x € U e §) for a esfera de raio r > 0 centrada em x, assumiremos r
suficientemente pequeno para que ela esteja contida em U. Entao dividindo a ultima equacao
pelo volume V() e tomando o limite quando r tende a zero, seque do Teorema do Valor
Meédio que

w+V-d=f (1.4)

nos dando outra equacgao diferencial parcial que vem de uma lei de conservacao.



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Parciais de
Primeira Ordem

2.1 Definicao e classificacao

Uma equacao diferencial parcial de primeira ordem é uma equagao da forma
F(zy,.. . @, u, Uy, .oy Uy, ) =0, (2.1)

onde u(z1,...,u,) ¢ uma fun¢do desconhecida.
Se a equagao (2.1) for linear nas derivadas parciais u,,’s, ou seja, se puder ser colocada
sob a forma

Zai(xl,...,xn,u)uxi =c(x1,..., 2y, u), (2.2)
i=1

dizemos que ela é quasi-linear. Se a equagao (2.2) puder ser colocada na forma

n n

Zai(:vl, e T Uy, = (T, x,)  OU Z ai(x1, .o Ty, = (21, .., x)u,  (2.3)

i=1 i=1

dizemos que a equacao ela é linear.

Dizemos que u é uma solugao de (2.1) numa regiao 2 C R™, se ao substituirmos u(z1, ..., z,)
e as suas derivadas parciais na equagao (2.1) ela é satisfeita identicamente para todo (x1, ..., z,)
em ().

2.2 Equacgoes diferenciais parciais quasi-lineares



2.2.1 Alguns exemplos simples

Para darmos uma a idéia de como resolver equagoes quasi-lineares, nesta se¢ao considera-
remos alguns casos particulares. A teoria geral sera apresentadas nas duas se¢oes seguintes.

Exemplo 3. Considere o sequinte problema de valor inicial (podemos tratar a varidvel y
como o tempo):

augy +uy =0 (2.4)

u(z,0) = hz), (2.5)
onde assumiremos que a € uma constante.

A equagdo (2.4) é linear de primeira ordem, ela é um caso particular de equagao de
transporte linear. Ela modela o transporte, digamos de impurezas, num fluxo de fluido
uniforme.

Ao longo de uma curva no plano parametrizada por x = z(t) e y = y(t), temos

d dx dy
Eu(m(t),y(t)) = uxE + uya,

em particular, se

dx @_

=a =1 (2.6)

e u for uma solugao de (2.4), temos teremos

%U(ﬂc(t), y(1)) = aug(x(t), y(1)) + uy(2(t), y(t)) = 0,

portanto u é constante ao longo de curvas satisfazendo (2.6). Tais curvas sdo chamadas de
curvas caracteristicas projetadas de (2.4). Como a ¢ constante, as curvas caracteristicas
projetas sao retas paralelas ao vetor (a, 1), ou seja

r=ux,+at e Y=Y+t ou x=u1x,—ay,+ ay. (2.7)

Estas retas passam pelos pontos (z, — ay,,0) e (z,,y,), como u é constante ao longo destas
retas, temos

w0, Yo) = u(xy — ayy, 0) = h(x, — ay,)-
Tendo em vista a arbitrariedade de (z,,¥,), segue que para todo z,y, temos
u(z,y) = h(z — ay).

Portanto a equagao (2.4) transporta o dado inicial (2.5) na diregao do vetor (a, 1), sem mudar
a sua forma, por isso ela é chamada de equagao de transporte passiva.



A

Figura 2.1: A solugao do problema de valor inicial (2.4) e (2.5), mostrada em trés instantes
diferentes. E uma onda viajante.

Resumindo, se quisermos o valor de v no ponto (x,,¥,), pegamos a curva caracteristica
projetada (reta) que passa por este ponto, encontramos a sua interse¢do com o eixo x, ou
seja, o ponto (z, — ay,, 0) e fazemos u(z,, y,) = h(z, — ay,). Portanto a solu¢ao em qualquer
ponto é completamente determinada a partir do dado inicial. O que aconteceria se tivéssemos
especificado o dado inicial sobre uma curva caracteristica projetada, digamos x = ay? Neste
caso seria dado u(as, s) = h(s) ou invés de u(s,0) = h(s).

Ao resolvermos (2.4) e (2.5) o que fizemos foi encontrar uma superficie solugao S : z =
u(z,y), contendo uma curva  dada por
r=s, y=0, z=h(s).
A curva caracteristica projetada de (2.4) passando por (s,0) em ¢t = 0 é dada por
r=X(s,t)=s+at, y=Y(s,t)=t, (2.8)

ao longo da mesma

u=2Z(s) = h(s).

Como a solugao desejada é u = z(x,y), isto significa que temos que expressar s em termos
de = e y, o que é imediato de (2.8) e obtemos s = x — ay. Em geral, estaremos interessados
em encontrar uma superficie solugao de (2.4) que contenha uma curva dada por

r=f(s), y=g(s), z=h(s). (2.9)
A curva caracteristica projetada passando (f(s),g(s)) em t =0 é dada por
r=f(s)+at, y=g(s)+t (2.10)

ao longo da qual u = Z(s) = h(s). Para encontrarmos u(x,y) devemos ser capazes de
expressar s em fungao de x e y. De (2.10) facilmente eliminamos ¢ e encontramos

z—ay = f(s) —ag(s) = w(s),
portanto, se
w'(s) = f'(s) = ag'(s) = (=g'(5), ['(s)) - (a,1) #0, (2.11)

ou seja, se o campo vetorial (a, 1) for transversal 4 curva plana (f(s), g(s)), a funcéo
w terd inversa
s=w 'z —ay).
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Portanto,
u(z,y) = h(w™ (z — ay))

¢ solucao do problema de Cauchy (2.4) e (2.9).

Quando a curva (f(s), g(s)), na qual especial especificamos o dado inicial satisfaz a con-
digdo (2.11), dizemos que ela é nao caracteristica.

Através deste exemplo simples, vimos que existe um compromisso entre a equacao dife-
rencial (2.4) e a curva (f(s),¢(s)) na qual especificamos o dado inicial. Pode ser que em
fungao desta curva, ndo tenhamos solu¢do para o problema de Cauchy (2.4) e (2.9). Por
exemplo se especificarmos o nosso dado sobre a curva I dada por f(s) = as e g(s) = 1, entao
se (x,,y,) nao estiver sobre I', a caracteristica projetada passando por (z,,1,) sera paralela a
I', portanto nao poderemos acessar o dado inicial através da mesma e o problema de Cauchy
correspondente nao teréa solugao.

Vale a pena ressaltar que se J(s,t) for o Jacobiano da transformagao (2.10), ou seja,

J(s,1) = det ( ))2 ; )

entdo (2.11) é equivalente a dizer que
J(s,0) #0

e pelo Teorema da Funcao Inversa, a condicao de transversalidade é equivalente a dizer que
a transformagao (2.11) é localmente (para todo s e ¢t pequeno) invertivel, nos permitindo
expressar s e t em funcao de x e y.

Vimos que a superficie solugao S : z = u(s,y) pode ser escrita como S = Uy, onde para
cada s fixo, 75 é a curva dada por v; = {(X(s,%),Y (s,t),h(s)}, a qual é chamada de curva
caracteristica. A proje¢ao desta no plano xy é o que haviamos definido como uma curva
caracteristica projetada.

Note que 5 é a solucao do seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinérias

dx dy dz

1, —=0
Y dt Y

a " w

com condigoes iniciais

2(0) = f(s), y(0) =g(s), z(s) = h(s),

portanto o que fizemos acima foi para cada s fixo encontrar a curva caracteristica passando
pela curva dada v, em ¢ = 0.

Exemplo 4. Considere o sequinte problema
uy —zuy =0, u(z,0) = h(x) (2.12)

que ainda € uma equagao de transporte linear. Note que agora as caracteristicas projetadas
sao dadas por

dx d_y_

ar _ _
a T w

10



portanto,

Destas relacoes encontramos

e concluimos que

y P P ~ S - .
, / /- /

/ P S - / ,
s 7 P

Figura 2.2: Curvas caracteristicas projetadas da equacao u, — xu, = 0.

\_
o

A

Figura 2.3: A solugao de u, — zu, =0, com h(z) = ﬁ, nos instantes y = 0,1, 2, 3.

Exemplo 5. Considere o sequinte problema de valor inicial
uy +uu, =0, u(z,0) = h(z). (2.13)

A equacao diferencial acima é exemplo de equacao de transporte nao linear ela é chamada
de equagao de Burger sem viscosidade. Neste exemplo o dado é prescrito na curva
I'={(f(s),g(s))}, onde f(s) =se g(s) =0, a qual é ndo-caracteristica, pois

f'(s) —g'(s)h(s) =1 #0.
As curvas caracteristicas sao solugoes do sistema de equagoes diferenciais ordinarias

dx @_1 dz

a:'% _07

a7 dt
11



com condigoes iniciais

Encontramos
r=nh(s)t+s=X(s,t), y=s=Y(s), z=h(s)=Z(s). (2.14)

No presente exemplo as curvas caracteristicas projetadas ainda sao retas, porém os seus
coeficientes angulares nao sao mais constante, dependem do dado inicial h(s). Das duas
primeiras equagoes de (2.14), temos as seguintes expressoes para as curvas caracteristicas
projetadas:

x—h(s)y=s (2.15)
que s@o retas que passam por (s,0) e tém coeficiente angulares Z—g = h(s). Substituindo
(2.15) na terceira equagao de (2.14), temos

Z(s) = h(x — Z(s)y). (2.16)

Agora é s6 lembrarmos que u(z,y) = Z(S(z,y)), onde s = S(z,y) é obtido a partir das duas
primeiras equagoes de (2.14), o que é possivel, uma vez que a curva I' é ndo caracteristica.
Portanto, de (2.16), temos

u(z,y) = Z(5(x,y)) = h(z — S(z,y)y) = h(x —yu(z,y)),
ou seja, u é dado implicitamente a partir da relagao
u(z,y) = h(z —u(z,y)y).
Exemplo 6. Se no Exemplo 5 fizermos
h(x) = ax + f,
onde «, B sao constantes, entao de (2.14), temos
u(z,y) = a(r —yu(z,y)) + 5,
e podemos calcular explicitamente a solu¢do, encontrando

_ax+f
S l4ay

u(z,y)

Para y fixo o grdfico de u € uma reta. Se a > 0 esta reta vai ficando horizontal, a medida
em que y tende a infinito. Por outro lado, se a < 0, a reta se torna vertical quando y se
aproxima do valor critico y, = —é e a solugcao deixa de existir, veja Figura 2.4.

Das duas primeiras equagoes de (2.14) segue que as caracteristicas projetadas no plano
xy da equacao de Burger sao as retas

Cs:x=h(s)y+s,

12



— | “‘\ | | |
- \ \Ill

Figura 2.4: A solugao da equagao de Burger com condigao inicial h(z) = az + 5, a = —0, 2,
B = 0,1 nos instantes y = 0,3,4 e 4,9. O valor de t, = 5.

as quais passam por (s,0) e os seus coeficientes angulares sao iguais a h(s). Ao longo de C,
temos u = h(s). Note que se h'(s) < 0, entdo as retas C, e Cs,, com s; # Sg, Se cruzarao
para algum valor de y > 0, ou seja, no ponto

[ 82h(s1) — s1h(s2) Sg — S1
(zerve) = ( h(s2) —h(s1) " h(sa) — h(sn) '

Portanto, temos um problema, pois sendo u constante ao longo destas retas, no ponto (., y.)
a fungdo deve tomar valores distintos h(s1) e h(sy), portanto nao pode ser univalente, o que
nao ¢é fisicamente aceitavel.

Quando duas caracteristicas projetadas se cruzam, dizemos que temos um choque. De-
rivando

u = h(x — uy)
em relacao a x, temos
uy = N (s)(1 — yuy),

portanto W(s)
s
ST T W)y
logo, para h'(s) < 0, u, se torna infinito no instante positivo
-1
Y= m

O menor y para o qual isto acontece corresponde ao valor s = s, no qual A/(s) tem um

minimo. No tempo
1
T=———,
W (s,)

u, explode, portanto, nao pode haver uma solucao de classe C! além deste tempo, isto é tipico
de equacgoes nao-lineares. Em particular, se quisermos uma solugao u que esteja definida para
valores de tempo maiores do que T, temos que abrir maos dela ser de classe C! e introduzir
a nogao de solugao fraca.

Exemplo 7. Se no Exzemplo 5 fizermos h(s) = e~**. Entdo para s > 0, R (s) < 0, portanto,
h(s1) > h(s2) para 0 < s; < so. Logo as caracteristicas correspondentes a sy e Sy se cortardo.
Conforme mostramos na Figura 2.5, a parte mais alta da onda ultrapassard a parte mais
baixa da onda, nos conduzindo a singularidades na solugao. Uma solugao nao pode tomar
valores mailtiplos. Consequentemente, a onda nao poderd ser solucio de classe C* da equacdo
de Burger depois do tempo y quando a onda se quebra.

13
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Figura 2.5: Mostramos a solu¢ao u(x, y) do problema de valor inicial (2.13), com h(s) = e™*",
em seis instantes y.

2.2.2 Equagoes quasi-lineares gerais a duas variaveis independentes

A seguir consideraremos as equagOes quasi-lineares gerais, sem perda de generalidade,
nos concentraremos no caso em que u € uma funcao de apenas duas variaveis, pois este caso
¢ mais facil de visualizarmos geometricamente, mas tudo que faremos a seguir se estende
naturalmente para o caso em que u depende de n varidveis e isto seréd feito no final desta
secao.

Quando temos apenas duas variaveis independentes, uma equacao quasi-linear, tem a
seguinte forma

a(z,y, w)u, + b(x,y, u)u, = c(z,y,u). (2.17)

Assumiremos que os coeficientes a, b e ¢ estao em C1(Q), onde Q ¢ um aberto do R3.
Se u(x,y) ¢ uma solucdo de (2.17), entdo a superficie S : z = u(x,y) é chamada de
superficie integral. De (2.17), para cada ponto de S, temos

(a(x,y,u(x,y)),b(x,y,u(m,y)),c(m,y,u(w,y)) ) (ux(x,y),uy(x,y), _1) =0,

mas o vetor (u,(x,y),u,(z,y), —1) é perpendicular a S em cada ponto (z,y, u(z,y)) e conclui-
mos que o vetor (a(z,y, u(z,y)), b(x,y,u(x,y)), c(z,y,u(x,y)) estd no plano tangente a S no
ponto (z,y,u(x,y)). Consequentemente, para encontrarmos uma solugao de (2.17), olhamos
para uma superficie S tal que em cada ponto (z,y, z) € S, o vetor (a(z,y, 2),b(x,y, 2), c(x,y, 2))
esteja no seu plano tangente. Como construir tal superficie?

Figura 2.6: Superficie caracteristica.

Podemos ver a superficie S como uma uniao de curvas, no nosso caso estas curvas sao
muito particulares, C, em cada ponto delas o vetor tangente tem que ser paralelo ao vetor
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(a,b,c), isto fard que em cada ponto S tangencie o campo (a,b,c). Portanto C satisfaz o
seguinte sistema de FDQO’s autonomo

dx

— = 2.1
= = aley2) (218)
dy

— = 2.1
dz

i 2.2
o= ), (220)

chamadas de equagGes caracteristicas de (2.17). A curva C' é chamada de uma curva
caracteristica do campo vetorial caracteristico (a(z,y, z), b(z,y, 2), c(x,y, 2)).

Teorema 1. Se uma superficie S € uma unido de curvas caracteristicas, entao S € uma
superficie integral.

Prova. Para mostrarmos que S é uma superficie integral, devemos mostrar que em cada
ponto P, = (., Yo, 20) de S vale a relagao (2.17). Como S é a uniao de curvas caracteristicas,
entao existe uma curva caracteristica v passando por P,. Por definicao o vetor tangente a
vem P, é (a(Zo, Yo, 20), b(To, Yo, 20), ¢(To, Yo, 20)), Mas estando este no plano tangente a S no
ponto P,, o vetor normal a S neste ponto, (ug (%o, Yo), Uy(Zo, Yo), —1), deve ser perpendicular

a (a(Zo, Yos 20), 0(Z oy Yos 20)5 (o, Yoy Z0) ), OU SE]A,
a(Zo, Yo, 20)Ua(To, Yos Z0) + (X0, Yoy Z0) Uy (To, Yo, 20) = (T, Yo, 20) Uz (Tos Yos Zo),

portanto S é uma superficie integral. n

A seguir mostraremos que toda curva integral S é a uniao de curvas caracteristicas, ou
seja, por cada ponto de S a curva caracteristica que passa por ele esta contida em S.

Teorema 2. Seja P, = (4, Yo, 2o) um ponto da superficie integral S : z = u(zx,y). Seja v a
curva caracteristica passando por P, (a existéncia e unicidade da mesma seque dos teoremas
de EDO’). Entao vy estd em S.

Prova. Seja v = {(z(t),y(t),2(t))} e (o, Yo, 20) = ((t0),y(to), 2(t,). A partir de v e S
definimos

U(t) = =(t) — ulxz(t), y(1)), (2.21)
como P, estd em S, entao U(t,) = 0. De (2.21) e de (2.18), temos

O (0).y() % (1) (1)

= cx(t),y(t), () — us(x(t), y(2))alx(t), y(t), 2(t)) — uy(2(t), y(t), 2(t))b(z (L), y(t), 2(1)).
Esta equacao pode ser reescrita como

dU

E = C(:anvu(xay) + U) - uw(:t,y)a(x,y,u(x,y) + U) - uy(x,y)b(x,y,u(x,y) + U)?
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onde na expressao acima, x e y sao as funcoes de ¢, dadas pela descricao de . Portanto a
equacao diferencial para U é da forma
dU
’ = f(t,U), Ul(t,) =0. (2.22)
Seja
g(l‘, y) (.T y,u ( ) y)) - u:ﬂ('r? y)a(xu Y, U(Jf7 y)) - uy(xa y)b(l‘, Y, U((L’, y))
Como (z(t),y(t),u(z(t), y(t))) estd em S, para todo t, segue que g(x(t),y(t)) = 0, para todo

t, logo
ft,0) = g(x(t), y(t)) = 0,

para todo ¢, o que implica que U = 0 é uma solugao de (2.22), da unicidade da solugao de
(2.22), segue que U = 0 é a solugao de (2.22), portanto, z(t) = u(z(t),y(t)) para todo ¢, o
que implica que v estd em S. O

Sejam S; e Sy duas superficies integrais e suponha que P, € S; N Sy. Seja v a curva
caracteristica que passa por P, (por cada ponto passa uma unica curva caracteristica), pelo
Teorema anterior, v tem que pertencer a S; e S3. Ou seja, se duas superficies integrais
tem um ponto em comum,elas contém a curva caracteristica que passa por este
ponto.

Uma maneira de selecionarmos uma u(z, y) particular de um conjunto infinito de solugoes
de (2.17), consiste em preescrevermos uma curva 7y no espago ryz que deve estar contida na
superficie integral S : z = u(z,y). Seja 7 representada parametricamente por

T = f(S), Y= 9(8), Z = h(S), (223)
estamos interessados numa solugao de (2.17), tal que
h(s) = u(f(s), 9(s)),

para todo s. Este problema é chamado de Problema de Cauchy para (2.17). Estaremos
satisfeitos com uma solugao local u do nosso problema definida para z, y proximos dos valores

To = f(50), Yo = 9(50).

Um caso especial do problema de Cauchy é quando v tem a seguinte forma:
r=s, y=0, z=h(s).

Em muitas situagoes a variavel y serd identificada como o tempo, por isso o problema de
Cauchy acima é chamado de problema de valor inicial. A projecao de v no plano zy é a

I'={(f(s),9(s))}-

Definigao 1. (Condi¢ao de transversalidade) Dizemos que I € uma curva nao-caracteristica
se para nenhum s ela ndao for tangente ao campo vetorial caracteristico projetado

(a(f(s),9(5), h(5)), b(f(s),9(s), h(s)), ou seja, se
(=9'(s), f'(5)) - (a(f(s), 9(s), h(s)), b(f (s5), g(5), h(s)) # 0. (2.24)
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De agora em diante assumiremos que (2.24) aconte¢a. Esta condigdo estd nos dizendo que o
campo caracteristico projetado no plano xy, (a(x,y, z),b(x,y,2)) € transversal a I' em cada
ponto.

Para resolver o problema de Cauchy, partir de cada ponto da curva v = {f(s), g(s), h(s)},
construiremos uma curva caracteristica passando pelo mesmo, como isso nossas curvas ca-
racteristicas serao parametrizadas por dois parametros s e t, ou seja,

r=X(s,t), y=Y(s,t), z=X(s,1)

sendo que s nos dé informacgao do ponto de v onde a curva caracteristica esta passando e t é
o parametro que usamos para parametrizar a curva caracteristica (para um s fixo). Portanto,
temos que resolver o seguinte sistema de EDQO’s

dx dy

E :a(a:,y,z) % :b(x,y,z) % :c(:v,y,z),

satisfazendo as condigoes

ZE(S,O) :f(s)v y(S,O) :g(s)v Z(S’O) :h(3>'

Assumindo que a, b, c, f, g, h sejam de classe C*, segue da teoria de equacoes diferenciais
ordinarias que o problema acima tem solugao tnica (X(s,t),Y(s,t),Z(s,t)), a qual é de
classe C', nas variaveis s,t. A solugdao do nosso problema é u = z(x,y), entretanto quando
encontramos as curvas caracteristicas o que temos é z = Z(s, t), isto significa que precisamos
encontrar s e t em fungao de z e y, das relagoes

r=X(s,t), y=Y(s1),
é neste ponto que entra a condi¢ao de transversalidade dada na Definicao 1. O Jacobiano da

transformacao acima é
XY 9x  ov
—( ) = det ( g_)% §_§ ) .

d(s,1) at ot
Por outro lado, tendo em vista a condigao (2.24), concluimos que
IXY), ( 7(5) g(s) )
o) T a0 0060, b)) 076,90 ) 7O

Logo pelo Teorema da Funcgao inversa, veja Observagao 1, a transformagao

(l‘, y) - (X(Sv t)v Y(S7 t))

possui inversa,
(s,t) = (S(2,9), T(z,y)),

para todo s e t suficientemente pequeno. Com isso construimos uma solugao

z = Z(S<x7y>7T(x7y>>

do nosso problema. A unicidade da solugao (2.17) e (2.23) segue do Teorema 2.
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Observagao 1. ( O Teorema da Fungao Inversa) Dada uma transformagio G : U C
R™ — R" de classe C', digamos que

G(z) = (Gi(x),...,Gp(x)),

entao o jacobiano de G num ponto x, € U € definido como

G2y ($0> T Gn,r1<$0)
Giay(®o) - Gra,(z
(G, ...,Gp) (o) = det | '( 0) ,'( 0)
O(x,...,xy,) : :
Gl,xn (xO) e Gn,xn ($0)
Seja U um aberto do R™ contendo x,, G : U — R™ uma funcao de classe C* e
I(Gy,...,Gy)
(1, ..., xn) () #0.

O Teorema da Funcgao Inversa diz que existem abertos V. C U, contendo x, e W C R"
contendo z, = G(z,), tal que G : V — W € uma bijegao e sua inversa G : W — V € de
classe C1.

Exemplo 8. Resolva o sequinte problema de Cauchy

ur + zu, =0, u(x,0) = h(zx).
Resolugao. Note que I' = {(s,0)}, a(x,y,u) =z, b(z,y,u) =1 e ¢(z,y,u) = 0, logo
(a(f(5), 9(5), h(s)),b(f(s), 9(s), h(5)), c(f(5), g(5), h(s))-(=g'(s), f(s)) = (r,1)-(0,1) = 1 # 0,
logo I' é nao-caracteristica. As equacoes diferenciais caracteristicas sao

% =1 Z—f =x % =0,

com condigoes iniciais
t(r,0) =0, z(r,0)=r, z(r,0)=h(r).
Encontramos
t(r,s) =s+ci(r), x(r,s) =cor)e’ e z(r,s) = cs(r).
Usando as condigoes iniciais, concluimos que
t(r,s) =s, x(r,s)=re’ e z(r,s)=h(r).
Podemos facilmente expressar r e s em termos de t e x:
s(z,t)=t, r(z,t)=mze",

portanto,
u(z,t) = z(r(x,t),s(x,t)) = h(ze™).

Note que as caracteristicas projetadas sao as curvas
re t = ¢,

onde £ é uma constante, ao longo das quais u = h(). O
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Exemplo 9. Resolva o problema
uy + au, = u?,  u(z,0) = cosw.

Resolugao. Note que o dado é prescrito na curva I' = {(0, s)}, as equagoes caracteristicas
sao dadas pelas equacoes

dt_l dx_a dz—zQ,

dr Todr Todr
com condigoes iniciais

t(s,0) =0, x(s,0) =3, 2(s,0)=cos(s).

Encontramos
1
t(s,7) =7+ c1(s), z(s,7)=ar+ca(s) e — 05.7) =7+ c3(s).
Usando as condigoes iniciais, concluimos que
cos s
ts,7)=71, x(s,7)=ar+s e z(s,7)=-—"7"7.
(5.7) (5.7) (5,7) = ot
Podemos facilmente expressar s e 7 em termos de t e x:
T(z,t) =t, s(z,t)=2x—at,
portanto,
cos(z — at)

u(z,t) = z(s(x, t), 7(z,t)) = T~ tcos(z —al)’

que é uma solugao para (z,t) proximo de I'. Note que a soluc¢ao explode quando
1 —tcos(x —at) =0,

em particular a primeira explosao ocorre quando ¢t = 1, para valores de x satisfazendo
r =a = 2mn, onde n € Z. O

Exemplo 10. Resolva a equag¢ao
Uy +wuy = u,  u(l,y) = h(y).

Resolugao. Note que o dado é prescrito na curva I' = {(1, s)}, as equagoes caracteristicas
sao dadas pelas equacoes

dx_l @_ dz

a7 A aw

com condigoes iniciais
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Figura 2.7: u(z,t) = cos(z—at)

1—tcos(z—at) "
Encontramos

r=t+1,

portanto
y=12/2+1t+ s.

Da equagao diferencial para z encontramos
z = h(s)e'.
Expressando s e t em fungao = e y, temos

t=x—-1, s=y—(z—-1?%2—-(z—-1)=y— (2> —1)/2,

u(z,y) = 2(S(x,y), T(x,y)) = h (y — (2* = 1)/2) e
O

Exercicio 1. Use o método das caracteristicas e encontre as solugoes dos sequintes problemas:
(a) A solugao de
$2u$ + ryu, = u?
que passa pela curva uw =1, x = y*>. Quando € que a solucao se torna singular?
(b) A solugao de
Uy + x2yuy +u =0,
tal que u(0,y) = y*.
(¢) A solugdo de
Uy = TUy — U+ 1,

tal que u(x,0) = sen .
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(d) A solugao de
Uy + UUy = —X

tal que u(x,0) = h(zx).
Sugestao : ao resolver o sistema acoplado x' = z e 2/ = —x, escreva-o como uma equagao
diferencial ordindria de sequnda ordem x”" + x =0, x(0) = s, 2/(0) = 2(0) = f(s).

(e) A solugdo de
Uy — uw?u, = 3u,
tal que u(z,0) = f(z).
Respostas:(a) u(z,y) = =, (b) u(z,y) = g2 3777 (c) u(z,y) = 1- L +=25< - (d)
u(z,y) = f(zcosy—useny)cosy—(rcosy—u seny)seny, (e) u(z,y) = f (x — GZ—; + %) e3v
Exercicio 2. Seja u a solugao de

a(x, y)U% + b(l’, y)uy = —u,

de classe C* no disco unitdrio 2 no plano xy. Suponha que a(x,y(x+b(x,y)y > 0 na fronteira
de 2, Mostre que u se anula identicamente. (Sugestao: mostre que maxg < 0 e mingu > 0,
usando condi¢oes para um mdzimo no ponto de fronteira).

Exercicio 3. Seja u uma solugio de classe C* de u, + uu, = 0 em cada uma das regioes
separadas por uma curva x = £(y). Suponha que u seja continua, mas u, tenha uma descon-
tinuidade tipo salto na curva. Mostre que

dg
_ = u’
dy
logo & a curva € caracteristica. ( Sugestao: Da equagio de Burger, temos
(uy —uy ) +uluy —uy)=0.

Y

Além disso, u(&(y),y) e d%u(f(y),y) sao continuas na curva. )
Exercicio 4. Mostre que a solucao da equacgao

uy + a(u)u, =0
com condi¢do inicial u(z,0) = h(z), € dada por

u=h(x—a(u)y).

Mostre que a solugao se torna singular em algum ponto y > 0, a menos que a(h(s)) € uma
fungao nao decrescente de s.
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2.2.3 Equagoes quasi-lineares a n variaveis independentes

Uma equagao quasi-linear mais geral para uma fungao v = u(xy,...,,) é da seguinte
forma

n

Zai(xl,...,:vn,u)um =c(x1,...,Tn,u), (2.25)

i=1

" ” L . . - -
as “curvas”’ caracteristicas no espaco i ... x,z sao dadas pelo sistema de equagoes diferenciais
ordinérias

dx; , dz
o =a;i(z1,...,2n,2) (1=1,...,n), g

=c(T1, ..., T, 2), (2.26)

no problema de Cauchy queremos passar uma “superficie” integral z = u(z1, ..., x,) em R""!
numa variedade (n — 1)-dimensional, I', dada parametricamente por

xi = fi(s1,...,8n1) (i=1,...,n), z="h(s1,...,8,-1)-
Ao resolvermos o sistema (2.26), encontramos a solucao (local) tinica
ri=Xi($1,. . 8n-1,t) (1 =1,....n), z=2Z(S1,--.,80_1,1),
tal que

XZ'(Sl, .. .,Sn_hO) = fi(Sl, ce 7571) (Z = ]., ce ,n), Z(817 .. .,Sn_l,O) = h(Sl, ce ,Sn—l)-

Como a solugao a superficie desejada ¢ z = u(xy,...,x,), devemos encontrar sy, S,_1,t em
termos de x1,...,x,, 0 que é possivel se o Jacobiano
of ofs ... Ofn
0s1 0s1 0s1
det | op o am |70
Ospn—1 Osn—1 Osn—1
al CLQ ... an
onde os a;’s sdo calculados sobre v, ou seja, a; = a;(f1(8), ..., fu(s), h(s)).

Exemplo 11. Resolva o sequinte problema de valor inicial
u, +uy, +uy, +u=0, u(r,y0)=~h(zy).

Neste exemplo o dado inicial é preescrito sobre a variedade v dada por = = s1, y = so,
z = 0. As curvas caracteristicas sao solucoes do seguinte sistema de equagoes diferenciais
ordinarias:

dx ] @_1 dz_L alw__w7

dat 7 odat oAt 7 dt

com condigoes iniciais

z(0) =s1, y(0)=s2, 2(0)=0, w(0)=h(s,ss).
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A superficie solugao é w = w(x,y, z). Resolvendo o sistema acima, encontramos
r=t+s, y=t+sy z=1t w=h(s,s2)e " (2.27)
Das trés primeiras equagoes de (2.27) expressamos si, So,t em termos de z,y, z e obtemos
S1=T—2, So=y—z =2z
Substituindo estes valores na quarta equagao de (2.27), temos
u(z,y,z) =h(x —z,y —x)e ~.

Verifique que esta expressao realmente é a solucao do problema. O

Exemplo 12. (A equacgdo de Euler) Um caso particular de equacao quasi-linear de primeira
ordem em n varidveis € quando a;(xy,..., Ty, 2) = x;:

leux = au (2.28)
i=1

onde o € uma constante. Como a equagdo acima € singular na origem, consideraremos o
sequinte problema de valor inicial

si 1=1,....,.n—1

1=n
z="h(s1,...,8,-1)

As equacoes caracteristicas sao dadas pelo sequinte sistema de equacoes diferenciais ordind-
T1as:
dx; . dz

dt:xi(z:l,...,n), = oz

==

com condi¢oes Inicials
zi(0)=s; (i=1,...,n—1), x,(0) =1, 2(0) = h(s).

Resolvendo as equacgoes caracteristicas encontramos

siet i=1,...,n—1
Zlﬁ'l: t .

e 1=n
e
at
z="h(s1,...,8,-1)e™.
_ ot Xy _ X4 y
Portanto, z,, = e es; =g =, parat=1,...,n—1 Logo
Iy T2 Tn—1
_ e
w(Ty, .. xn) =a0h | —, —, ..., )
Tp Tp Tn

Em particular, todo A > 0, temos

U(AZ1, . ALy) = A u(y, .., X)),
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Exercicio 5. Resolva o sequinte problema de valore inicial:

Uy +yuy +u, =u, u(z,y,0)=h(z,y).
Exercicio 6. Encontre a solu¢ao o sequinte problema
u, + zuy + (x4 2)u, = 2, u(z,y,0) = zy.

(Resposta: u(z,y,z) = % +xze(y—x —2%/2 +xe™7) ).

2.3 Equacao de primeira ordem geral

2.3.1 Equagao de primeira ordem geral com duas variaveis indepen-
dentes

Uma equagao de primeira ordem geral nas variaveis independentes z,y é da forma

F(x,y,u,uz, uy) =0, (2.29)
ou
F(z,y,2,p,q) =0. (2.30)

onde p = u,, ¢ = u,. Assumiremos que Fp2 + Fq2 # 0, para garantir que (2.30) seja de
primeira ordem. No ponto (x,, Yo, z,) esta equagao estabelece uma relagao funcional entre p
e ¢. De fato, se assumirmos que F, (%, Yo, 20, P, ¢) # 0, entdo o Teorema da Fungao Implicita
determina ¢ em funcao de p:

F(%O, Yoy Zos D, Q(p)) =

0,
para todo p (no caso quasi-linear, sabemos que (p,q, —1) é perpendicular a um certo vetor,
portanto, dado p, temos q).
Os planos tangentes ao grafico de z = u(z,y) sdo dados por

2= 20 =p (T — 2o) + q¢(P)(Y — Yo), (2.31)

os quais, quando p varia, descrevem uma familia a um parametro de planos passando por
(%o, Yo, 20), €stes planos tém como seus envelope uma superficie C, chamada de Cone de
Monge, veja Figura 2.8. Em geral este cone nao seréd circular reto, mas uma superficie
regrada, em toda parte contendo uma reta de tangéncia com um dos plano dados por (2.31).
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<=py~q(p;).1>
<=p—qiph1>

Figura 2.8: O cone de Monge e suas familias de planos tangentes.

Observagao 2. Uma superficie C' € regrada, se por cada um de seus pontos passa uma reta
que também esta em C. FExemplos de familias regradas conhecidas sao o plano e o cone.
Tais superficies podem sempre ser descritas (pelo menos localcamente) como um conjunto de
pontos que sao varridos por uma reta se movendo, no caso do cone circular mantemos um
ponto fixo e o outro sobre um circulo.

Uma superficie integral é definida como a superficie S, tal que em cada ponto (z,, ¥,, 2,) ela
tenha um plano tangente P que também ¢é tangente ao cone de Monge C', isto é, P é da forma
(2.31) para alguma escolha de p. A tnica reta de tangéncia entre C' e P determina um campo
de diregao em S. As curvas integrais deste campo sao chamadas de curvas caracteristicas,
embora elas dependam da escolha do plano tangente P, isto é, de uma escolha de p,, visto
que este determina ¢ = ¢(p,). Note que no caso quasi-linear, ap + pg = ¢, o cone degenera-se
a uma reta e nao necessitamos especificar p,.

As consideracoes geométricas acima também nos fornece uma maneira de construirmos
solugoes. Como no caso quasi-linear, queremos obter um sistema de equacoes diferenciais
ordinérias que podemos integrar para obtermos as curvas caracteristicas. Mas antes vamos
descrever o processo analitico atrés da construcao de cones de Monge através da familia de
planos tangentes (2.31).

Suponha que S, seja uma familia de superficies em R?® dada por z = w(z,y,a), onde w
depende suavamente de z, y e do parametro real a. Considere também equagao d,w(x,y, a) =
0. Para cada a fixo, estas duas equacoes determinam uma curva 7, em R3. O envelope &
da familia de superficies S, é exatamente a unisao destas curvas 7,. A equacao para & é
encontrado simplesmente resolvendo d,w(x,y,a) = 0 para a em fungao de = e y, ou seja,
a = f(z,y) e substituindo em z = w(x,y,a) e obtendo z = w(z,y, f(z,y)). Além disso, ao
longo de 71, a é constante e temos

dz = wedr + wydy, 0= Weadx + Weydy.
Aplicaremos o raciocinio acima a familia S,, de planos tangentes (2.31), ou seja,
2= w(T,y,p) = 2 +p (T — 2o) + () (Y — o),
portanto temos

dz = pdx + qdy, (2.32)
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dq
=d —dy. 2.33
0 x -+ a0 Yy ( )

By

Derivando (2.30) em relagdo a p temos F, + Fqg—g = 0, ou seja, Z_Z = — 5 substituindo

esta relagao em (2.33), temos

der dy
— ==, 2.34
F R, (2.34)
Equagoes (2.32) e (2.35) podem ser colocadas na forma paramétrica como
dx
E = Fp(x7y7Z7PJQ> (235)
dy
E = Fq(xaywzap’q) (236)
dz dx dy
E = p% + q% = pr(I7 Y,z,p, q) + qu(xu Y,z,p, Q) (237)
Entretanto, este é um sistema indeterminado de equacoes diferenciais, precisamos de equacoes
dp ., dg
para - e ol

Derivando (2.29) em relagao a x, temos

0 = Fo+ Fuu, + Fy, (ug)s + Fy, (ty)s
= Fo+ Fp+4poFy+ Fy(ug)y
= e+ Fp+p.tFy+ Eypy
= F,+ F.p+p.F,+p,F,
= F.,+Fp +pzcjl—f + Qy%
dp

= F, F, + —.
+p +dt

(usamos (2.35) e (2.36))

Com isso concluimos que

dp

- = —F,—pF,. 2.38

o p (2.38)
De maneira analoga, mostramos que

dq

As equagoes (2.35) a (2.39) s@o chamadas de equagoes caracteristicas e as solugoes sao cha-
madas de faixas caracteristicas, porque as especificacoes de p e ¢ nos dao pedacgos dos planos
tangentes ao longo da curva (z(t),y(t), 2(t)), veja Figura 2.9.

Note que a fim de construirmos a superficie integral S, estamos realmente interessados
somente no suporte da faixa, ou seja, a curva (z(t),y(t), z(t)), mas para encontra-la precisa-
mos também de encontrar as fungdes p(t) e ¢(t). Para resolver este problema (2.30), temos
assumir que a curva y é nao caracteristica, ou seja, em cada ponto seu o cone de Monge nao é
tangente a mesma naquele ponto. Mesmo assim o problema de Cauchy parece nao razoavel,
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< -p(1), -q(1), 1>

z (x(1), ¥(1), 2(1))

Figura 2.9: Faixa caracteristica.

porque geometricamente (2.30) determina somente o cone ao longo de v e nao sabemos em
que direcao seguir ao longo da caracteristica. Analiticamente, temos 5 equagdes para resol-
ver, mas v nos da apenas os valores de z, y e z. A maneira de resolver isto é especificar ao
longo de v duas fungoes ¢ e 1 para dar condigoes iniciais para p e ¢. Geometricamente isto
equivale a especificar o plano tangente em cada ponto de e substituir a curva uma faixa,
veja a Figura 2.10.

Figura 2.10: Condicao inicial do problema de Cauchy.
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Vamos agora supor que v seja parametrizado por f(s), g(s),h(s)). A escolha do plano
tangente ao longo de v, ou seja, das fungoes ¢ e 1) nao é arbitraria, elas devem satisfazer
duas condi¢oes. Primeiro cada plano tangente deve ser tangente ao cone de Monge naquele
ponto; em outras palavras, as func¢oes ¢ e b devem satisfazer a equagao

E(f(s),9(s), h(s), ¢(s), ¥ (s)) = 0. (2.40)

Além disso, os planos devem se ajustar suavemente em 7, como as escamas de um peixe. De
(2.32) e (2.33), temos % =p % + qj—g, o que implica na condicao

h(s) = o(s) ['(s) + () g'(s). (2.41)

Dizemos que a curva I' = {f(s), g(s)} é nao caracteristica, se

(Fp(f(5), 9(5), h(s),1(s), vba(s)), Fy(f (5), 9(s), h(s), ¥1(s), va(s))) - (=g (s), f(s)) # 0(2.42)

quando isto acontecer, seremos capazes de inverter a fungdo G(s,t) = (z(s,t),y(s,t)) e
encontramos s e t em funcao de x, y.

Fungoes ¢ e 1) satisfazendo (2.40) e (2.41) nao precisam ser tnicas nem mesmo precisam
existir. Isto significa que o problema de Cauchy pode nao ter solucao ou ter mais de uma
solugdo. Entretanto, fixados ¢ e 1 satisfazendo (2.40) e (2.41), a solucdo u(zx,y) existe e &
lnica, isto é consequéncia do problema de existéncia e unicidade de solucoes de equacgoes
diferenciais ordinarias.

Teorema 3. Se I' for nao caracteristica e se existirem fungéoes ¢ e 1 satisfazendo (2.40) e
(2.41), entao existe uma solugao para o problema de Cauchy préozimo de 7y, a qual € inica
para cada escolha de ¢ e .

Exemplo 13.

w+u=1
e T Uy
{ Y (2.43)

onde I' € o circulo de raio 1 no plano xy.

Resolugao.

F(z,y,2z,p.q) =p*+ ¢ —1=0.

As equagodes caracteristicas sao dadas por

dx

% = Fp<1’79727P7Q):2p7
dt

% = Fq(x7yazvp7q):2Q7
dz

- = pE(w,y.2p.4) +qFy(2,y,2,p,4) = 2p% + 2¢° (2.44)
d

) _ —F,—pF, =0

dr

dq

— = —F,—qlF,=0.

dr v 4

28



Uma parametrizagao para [' é z = f(s) = coss e y = g(s) = sen s, nela prescrevemos o dado
inicial h(s) = 0. Portanto,

z(0) =coss, y(0)=sens, z(0)=0.
Para prescrevermos o dado inicial para p e ¢ devemos encontrar fungoes 1, e 15, tais que
F(f(s),9(r), h(s),91(s),¢2(r)) =0 e B'(s) = i (s)f'(r) + ¢a(s)g'(r)
0 que equivale a
Vi(s) +3(s) =1 e —p(s)sens+ 1y(s)coss =0,

temos duas solugoes possiveis:

(i) ¥1(s) =coss e y(s) =sens

ou
(ii) 1(s) = —coss e 1hy(s) = —sens.

No caso (i) encontramos
r=(27+1)coss, y=(27+ l)sens, z=27, p=-coss, ¢=sens,

portanto
Pyt =025+1) = (z+1)%

Portanto a equagao acima nos da implicitamente a solucao u(x,y) = z(s(x,y), 7(z,y)):
(u+1)* =2+

o que implica que
u=—14+/22+ 192,

mas a fun¢do —1—+/z? + y? nao satisfaz a condi¢ao de contorno, seu valor no circulo unitéario
é —2. O que nos leva a solucao

u(z,y) = —1++/2* +y>
Se escolhermos a alternativa (i7), encontraremos
x=(=27+1)coss, y=(—27+1)sens, z=27, p=—coss, ¢= —sens,

portanto
2yt =(-2s+1)=(—z+1)%

Portanto a equagao acima nos da implicitamente a solucao u(x,y) = z(r(x,y), s(z,y)):
(—u+1)* = 2% + 97,

o que implica que
u=1%+/x2+ 12
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mas a funcao 1+ /22 + y? nao satisfaz a condi¢do de contorno, seu valor no circulo unitario
é —2. O que nos leva a solugao

w(z,y) =1 — /22 + 92

Exemplo 14. Resolva o problema de Cauchy

ugy =u, u(0,y) = Y2

Resolugao. Note que F(x,y,2,p.q) = pg —z = 0 e 7 é parametrizada como (0, s, s>

s%).
Primeiro temos que completar v a uma faixa (0, s, s%, ¢(s),¥(s)). De (2.40) e (2.41), ¢ e ¢
devem satisfazer
D(s)0s) — £ =0, 25 = $(s)0 + ()1,
ou seja,
o(s) =s/2 e Y(s)=2s.

Portanto as equacoes caracteristicas sao

da dy  dz dp dg _

g T Gy Ta=2 o=p =4

Da terceira equagao temos z = C'(s)e* e da condigao inicial, encontramos z = s?e**. De
maneira analoga, resolvemos as duas tltimas equacdes e encontramos p = s¥/2, ¢ = 2s*. As
duas primeiras caracteristicas podem ser escritas como i—f = 2sel e Z_ZZ = s*/2. Integrando-as
e usando as condigdes iniciais, encontramos = = 2se’ e y = s(e’ + 1)/2. Finalmente, para
obtermos u(x,y), observe que

x/2 + 2y = 2se*

portanto,
(/44 y)?* = s%e* = 2,

u(z,y) = (z/4+y)*.

Exercicio 7. Considere a equagao

(a) Encontre as faizas caracteristicas.

(b) Encontre as superficies integrais passando por pelo circulo x = coss, y = sens, z = 1.

(Resposta: z = eT1=v o?+y?) ).

¢) Encontre as superficies integrais passando pelas retas x = s, y = 0, z = 1. (Resposta:
=etY)

u=-=e .

Exercicio 8. Encontre a solucao de

3
T

com u(z,0) = 2232, (Resposta: u = 22%/2(1 — 27)y)~1/?).

Uy = U
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Exercicio 9. Encontre a solucao de

U= Ty + Yuy + (Ul +ul)/2
com u(z,0) = (1 — 2?)/2.
Exercicio 10. Resolva o problema de valor inicial

2
1, T

Qla = Uy = 75 u(z,0) = .
(Resposta; U(x,y) = xcosy + seni?y) + (a:-i—s;r;gs)j/seny )

2.3.2 Equagao de primeira ordem geral com n variaveis independen-
tes

A seguir consideraremos uma equacao de primeira ordem geral com n varidveis indepen-
dentes, a qual é da seguinte forma forma

F(xla"'axn7zap17"'7pn>207 (245)
onde p; = u,, € z = u. O problema de Cauchy consiste em encontrar uma superficie integral

no espaco i ...x,z passando por uma variedade n — 1-dimensional v, dada paramentrica-
mente por

z="h(s1,... 801, T = fi($1,.--.,8n-1), 1=1,...,n.

Isto é feito passando por cada ponto P de ~ a faixa caracteristica a v em P. Primeiro

completamos v numa faixa encontrando fungoes p; = ¢(s1,. .., S,-1) para as quais

oh " Of
= , 1=1,....n—1 2.46
9, % s, (2.46)
k=1

F(fi,- s fo,hyo1, ..., 0n) = 0. (2.47)
Uma faixa caracteristica ¢ um conjunto de "elementos" (z1,...,z,, 2, p1,...,pn) dependendo

do parametro ¢ que satisfaz (2.45), as equagoes (2.46) e (2.47) o seguinte sistema de equagoes
diferenciais

dx; dp;

E:Fp“ %:—le—sz“ Zzl,,n (248)
(&4
dz -
= > piF,. (2.49)
=1

Para assegurarmos existéncia devemos ter

of ... O
0s1 0s1
det o o #0 (2.50)
8sn,1 85n71
Fpi Fpn

em cada ponto de 7.
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2.3.3 As equagoes de Hamilton-Jacobi

Uma equagao de primeira ordem geral com n + 1 variaveis independentes (n > 1) é forma
forma

F(xla-"7In+17zap17"'7pn+l>:O) (251)
um caso particular é quando
F = Pn+1 + H(I’l, o3 Ty Tpt1,P1y - - - 7pn) - 07 (252)

ou seja, F' ¢é linear em p, 1 e nao depende explicitamente de z. A equagdo acima chamada
de equagao de Hamilton-Jacobi, a fun¢do H(z,t,p) é chamada de fungao de Hamilton.
Fazendo t = z,,41, a equagao parcial (2.52) pode ser escrita como

u + H(z,t, Vyu) = 0. (2.53)

As suas 2n equagdes caracteristicas sao

d
= = V,H(xtp) (2.54)
d
d—f = _V,H(z,t,p), (2.55)

onde x = (z1,...,2,) € p = (P1,...,pn). O sistema (2.54) e (2.55) é chamado de sistema
canodnico de H. Uma vez encontradas z(t) e p(t) acima, encontramos p,1 € z a partir das
equagoes caracteristicas

dpn,

pdt“ ~ 1, (2.56)
d
d—j ~ p-V,H-H. (2.57)

Mostra-se que a equagao de primeira ordem geral (2.45) pode ser transformada numa
equagao de Hamilton-Jacobi (2.52), o que torna o estudo de tal equagao muito importante.
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Capitulo 3

Solucoes fracas de equacoes de leis de
conservacao

3.1 A necessidade de solucoes descontinuas

Até entao haviamos feito a hipotese da existéncia de uma solugao suave de uma EDP;
todavia, em muitas aplicacoes fisicas solugoes fracas (descontinuas) aparecem naturalmente,
por isso é importante que generalizemos o conceito de solucao, permitindo tais solugoes. Esta
secao deve ser vista mais como uma motivacao para definirmos solucao fraca, a sua defini¢ao
formal s6 serd dada na préxima secao.

Por definicao uma solu¢ao de uma ED P tem que ser suave, ou seja, no caso de EDP’s de
primeira ordem, as suas derivadas parciais de primeira ordem tém que ser continuas. Portanto
faz sentido calcularmos suas derivadas e substitui-las na EDP e verificar se, de fato, temos
uma solucao. Estas solugoes sdo chamadas de solugoes classicas. Agora iremos generalizar
o conceito de solucao permitiremos que exista uma curva no espaco tempo ao longo da qual
a superficie solugao passa por um salto. Se existe uma descontinuidade na superficie solucao
no espaco tempo, deve existir uma maneira de verificarmos a solugao ao longo desta curva de
descontinuidade sem ter que calcular derivadas, uma vez que estas nao existem. Nesta secao
desenvolveremos este critério.

Exemplo 15. Considere a equagao de transporte linear
u+cu, =0, z€R,t>0,c>0,
sujeito a condi¢ao inicial

1, sex <0

0, sex>0. (3.1)

(e 0) = i) = {
As caracteristicas projetadas desta equacao nao dependem da condicao inicial, sdo as retas
x — ct = constante. O dado inicial se propaga ao longo destas retas, portanto a solucao
é u(x,t) = u,(z — ct). Em particular, como o dado inicial é descontinuo em x = 0, esta
descontinuidade se propagaré ao longo da reta x = ct.
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u=1

u=0

T X

1

Figura 3.1: A solugdo do problema do Exemplo 15, com ¢ = 1/2.

u u

I x I x
1 172 1

Figura 3.2: A solu¢ao do problema do Exemplo 15, com ¢ = 1/2, nos instantes t = 0 e t = 1.

Exemplo 16. Considere a equacao de Burger
u+uu, =0, zeR t>0,

com condi¢ao inicial
1, sex <0

ulw,0) = uy(z) = { 0

sex > 0.
A 4%4%4%
47474744
47474744
V4474744
94%%%%
V44"
/5/
7
1

Figura 3.3: As caracteristicas do problema de valor inicial do Exemplo 16.

Ao contrario do problema anterior, as curvas caracteristicas da equacao de Burger de-
pendem da condigao inicial, sdo retas passando por (s,0) com velocidade u,(s), veja Figura
3.3. Elas se colidem para ¢t > 0 e como u é constante ao longo das caracteristicas, temos um
impasse. Um maneira de evitar tal impasse é introduzir retas x = mt, onde m > 0, ao longo
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das quais a descontinuidade em = = 0 e transportada. Defina

0, sex>mt
u(z, t) = { 1, sex <mit. (3.2)

entao u satisfaz as condic¢Oes iniciais e em cada lado da reta x = mt temos uma solucao
classica. A questao é como escolher m? Devemos abrir maos da unidade da solugao neste
problema? Existe outro tipo de solucao que nao consideramos?

Nas respostas destas perguntas estao os pilares da nocao de solugoes descontinuas de
uma FDP. Como descontinuidades nas derivadas se propagam ao longo das caracteristicas,
entao as descontinuidades na propria funcao devem se propagar ao longo de alguma curva
especial no espago tempo. Tais curvas sao chamadas de trajetoérias de choque. O que
ditara esta trajetoria de choque é a lei de conservagao (a conservagao deve acontecer até
mesmo sobre a descontinuidade) na forma integral associada & EDP. A lei de conservacao
implicard numa condigao de salto que permitird que uma trajetoéria de choque se ajuste a
solugdo sobre a descontinuiade. Das solugoes dadas em (3.2), somente aquela com m = 1/2
satisfara a condi¢ao de choque.

3.2 Condigao de salto

Considere a lei de conservagao na forma integral

b
i u(z, t)de = B(a,t) — B(b, 1), (3.3)

onde u é uma densidade e ® é o fluxo associado, o qual pode depender de z, t e u. Por
exemplo, se u(zx,t) for a densidade de massa, temos uma lei de conservagao de massa, a qual
nos diz que em cada instante a taxa de variagdo da massa no intervalo [a, b] é igual ao fluxo
de massa ®(a,t) que esta entrando em [a, b] menos o fluxo de massa ®(b,t) que esta saindo
de [a, b].

Vimos que se v e ® forem de classe C!, entao 3.4 ¢ equivalente a

que é a forma diferencial da lei de conservagao (3.4). Ou seja, (3.3) e (3.4) sdo equivalentes
para u de classe C'. No entanto, (3.4) vale para funcoes mais gerais, nao precisam ser C*,
na verdade nem precisam ser continuas.

Se em (3.4) fizermos ® = u?/2, teremos a equagio de Burger, ou seja, esta equacao estd
associada a uma lei de conservagao.

Assumiremos que a trajetoria de choque seja dada por uma curva suave x = s(t), ao longo
da qual u tenha uma descontinuidade tipo salto e em cada lado da mesma wu seja de classe
C!, veja Figura 3.4. Mesmo que u e ® tenham uma descontinuidade tipo salto, insistiremos
que (3.4) seja vélida e usaremos este fato para encontrarmos x = s(t).

Sejam

u(s™,t) = lim wu(x,t) e wu(s™,t)= lim wu(z,t).
x—s(t)~ z—s(t)t
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x = alf)

?— e

| | I Sy
a sld) b

Figura 3.4: A trajetoria de choque x = s(t), ao longo da qual a descontinuidade se propaga.

Para explorar que u ¢ de classe C'!' em cada lado de z = s(t), reescrevemos a equagao (3.4)
como

d s(t) d b

— u(z, t)dr + — u(z,t)dr = ®(a,t) — O(b, ). (3.5)
dt J/, dt Jyu

Usando a regra de Leibniz para derivacao sob o sinal da integral, temos

s(t) b
/1 mwxmx+/1umawm+ﬂg,oy—u@twy:¢@¢y—¢ma. (3.6)
a s(t)

Tomando o limite quando a tende para s(¢)~ e b tende para s(t)*, as duas integrais acima
vao para zero, pois os integrandos sao limitados e os comprimentos dos intervalos tendem
a zero. Com isso obtemos a seguinte condi¢ao de salto, também chamada de condicao de
Rankine-Hugoniot:

s'ful = [@(u)], (3.7)

onde [...] é o salto da quantidade que esté dentro do colchete ao longo da descontinuidade,
ou seja, é a diferenga entre valores da quantidade quando nos aproximamos de x = s(t) dos
lados direito e esquerdo, respectivamente.

A quantidade §'(t) é a velocidade do choque, ou seja, a velocidade com que a descon-
tinuidade se propaga, portanto determina a posigdo do choque (descontinuidade) em cada
instante.

No Exemplo 16 a solucao tem uma descontinuiade tipo salto ao longo da reta x = mdt.
Embora esta funcao nao esteja definida sobre a curva x = mt, ela é C! em cada lado desta
curva. Para a equagdo de Burger, temos ®(u) = u?/2, fazendo ut =0 e u™ = 1 em (3.7),
devemos ter N B N -

s'(t) = @(uZ—@Eu ) e 1
ut —u 2 2
e concluimos que devemos ter m = 1/2, para que u(z,t) satisfaga a condigao de choque e,
portanto, ser fisicamente apropriada. Logo

u(z,t) = { (1): 9;<>tt//22 (3.8)

satisfaz a condigao de choque, portanto é (a tnica) solugao fraca (descontinua) do problema
de valor inicial do exemplo (16), veja Figura 3.5.
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u=1

1=

T =X

1

Figura 3.5: A solugao do problema de valor inicial do Exemplo 16, satisfazendo a condigao
de choque.

[ u

Y

T X T X

1 172 1

Figura 3.6: Mostramos a solugao (3.8) nos instantes t = 0 e t = 1. Note que o choque (a
linha vertical) se move com velocidade 1/2.

Exemplo 17. Considere a equagao de Burger com a sequinte condi¢ao inicial

1, r <0
h(z)=¢ 1—z, 0<z<l1 (3.9)
0, x> 1.

pa

N

Figura 3.7: As curvas caracteristicas projetadas dadas por (3.10).

As curvas caracteristicas projetadas (veja Figura 3.7) sdo dadas por x = h(s)y + s, onde
h é dada por (3.9), portanto elas sao dadas por

Y+ s, s<0
r=3 (1—=9s)y+s, 0<s<l1 . (3.10)
s, s> 1.
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Entao para y < 1, temos

1, x <0
u(r,y)={ 12 0<a<l (3.11)
0, x> 1.

Note entretanto que as curvas se intersectam em y = 1. Além daquele tempo y, as
diferentes caracteristicas projetadas estao pedindo para satisfazer condig¢oes diferentes, o que
nao pode acontecer. Nao temos mais solugao classica. Como definir v para y > 1, de forma a
satisfazer a condi¢ao de choque (3.7)? O dado inicial para x < 1 quer u = 1, enquanto que o
dado inicial para x > 1 quer u = 0, para y > 1. Tentaremos fazer um compromisso definindo
uma curva r = £(y), tal que u = 1 a sua esquerda e u = 0 & sua direita. Em outras palavras,
u” =1ewu" =0. Da condigao de choque, devemos ter {'(y) = 1/2, além disso queremos que
(1,1) pertenga a mesma, logo,

v — y+1
=5
Portanto, para y > 1, faremos
1, z< y;—l
M%MZ{o,x>%; (3.12)

Com isso u acima é uma solucao classica da equacao de Burger em cada lado da curva
r = (y+1)/2 e satisfaz a condi¢do de choque ao longo da curva de descontinuidade.

Figura 3.8: A solugao fraca da equagado de Burger com condigao inicial (3.9).

38



Figura 3.9: Mostramos a soluc¢ao u nos instantes y =0, y =1/2, y=1e y = 2.

Exemplo 18. Considere a equagao de Burger com o sequinte dado inicial

0, <0
h(z) = { L 250 (3.13)

As curvas caracteristicas projetadas da equacao de Burger com dado inicial acima, veja Figura
3.10, sao dada por

S, 5s<0
x_{y—l—s, s>0. (3.14)

1|
T X
! |

Figura 3.10: As curvas caracteristicas da equacgao de Burger com dado inicial (3.13).

Embora estas caracteristica nao se intersectem, ainda temos um problema. Temos uma
regiao (de rarefagdo) na qual ndo temos informagoes suficientes (ndo temos caracteristicas
projetadas passando pela mesma). Como definir a solugdo na mesma? Veremos que é possivel
encontrarmos (infinitas) solugoes que satisfazem as condigoes de choque. De fato, note que

we,y) = { N (3.15)

¢ uma solucao cléassica em cada lado da curva z = y/2 e satisfaz a condigao de choque, veja
Figura 3.11.
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Figura 3.11: wu(z,y).

Outra possivel solugao ¢é

0, z <0
ur(z,y) = z/y, 0<z<y (3.16)
L, x>y,

que é uma solugao continua (portanto nao existe choque) do problema acima. Este tipo de

solucao parecida com um leque na regiao 0 < z < y é chamada de onda de rarefacao, veja
3.12.

U=Xry

Figura 3.12: ws(x,y) a onda de rarefacio.

Na verdade, podemos construir uma familia a um parametro -, de solugoes descontinuas,
satisfazendo a condigdo de choque. De fato, para cada v € [0, 1), defina

0, sex <0
r/y, sel0<x<~y
U (,y) = 3.17
(:9) v, seqy<a < iy, (3.17)
1, sex>"’7+1y.

é facil mostrar que tais solugoes satisfazem a condigao de choque (3.7). Portanto, encontramos
infinitas solucoes diferentes satisfazendo a condigao de choque. Como tais solugoes aparecem
de problemas vindo da fisica, deve existir algum mecanismo que nos permita pegar a solucao
que seja fisicamente relevante. Se uma solucao for mais realista fisicamente, gostariamos de
consideré-la nossa solugao “real”.

Na secao seguinte formalizaremos o conceito de solugao fraca e teremos uma condicao
adicional, chamada de condicao de entropia, que nos permitira selecionar uma tinica dentre
as solugoes fracas obtidas acima.

Exercicio 11. Encontre a solu¢do da equagao de Burger

u +uu, =0, t>0
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com dado inicial

1, sexr < —1
u(z,0) = h(z) = 0, se-I<z<l (3.18)
-1, sex>1.

Resposta: Para t < 2,

1, sexr <t/2—1
u(z,t) = 0, set/2-1<x<-t/2+1 (3.19)
-1, sex>—t/2+1.

set > 2,

1, sex <0
e, t) = { -1, sexz>0. (3.20)

Exercicio 12. Mostre que a funcao u(x,y) definida para y > 0 por

2
u=—3(y+V3r+y), poadr+y’ >0, u=0, paradr+y® <0

€ uma solucao fraca da equagio de Burger.

3.3 Definicao formal de solucao fraca

Até entao para noés uma solucao descontinua de uma EDP era uma funcao u de classe
C' da EDP em cada lado da trajetéria de choque, a qual tinha um salto sobre a mesma,
satisfazendo a relagao de choque (3.7). Nesta se¢ao formalizaremos o conceito de solugao
descontinua.

Considere o problema de valor inicial

{ut—l—[f(u)]gg = 0, z€R, t>0 (3.21)

u(z,0) = u,(x), zeR,

onde f é de classe C! em R.

Seja C}(R) o conjunto das fungoes ¢(z,t) de classe C* em R? que se anulam fora de um
conjunto compacto. Dizemos que o suporte de ¢, denotado por supp ¢, é

supp ¢ = {(z,1) : ¢(z,t) # 0}

Suponha que
suppop N {t >0} C D,

onde D = [a,b] x [0,T], veja Figura 3.13.
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Figura 3.13

Seja u = u(z,t) € C' uma solugao cléssica de (3.21). Entao multiplicando a EDP que
aparece em (3.21) por ¢ e integrando sobre o semiplano {¢t > 0}, temos

0 = // (ue + [f(u)]2)¢ dadt
_ // g + [f(w)]a)o dadt

= [ [ (G0t (wo) = fo. — o) dad

B // (£9)e + (ug)e) dwdt = // (féu + ugy) dwdt
= //D((f@x—(—ugb)t) dmdt—//jj(f¢x+u¢t) dudt

= 7{ —(ug)dz + (fo)dt — // (fér +ug;) drxdt (usamos o Teorema de Green)
oD D

— —/ju(a:,O)M(x,O)dm—//Ij(f¢x+uqbt) dxdt

(¢p =0 sobre as retas x = a, z =bet =T, dt =0 no eixo dos x)

— —/abuo(x)¢(x,0)dx—//D(f%—i-uqﬁt) dxdt.

Portanto, obtemos

Wby +ugy) drdt + | uppds = 0. (3.22)
/L J

t=0

Mostramos que se u for uma solucao cléassica de (3.21), entao para qualquer ¢ € C}, vale
(3.22). Por outro lado, a equagao (3.22) faz sentido mesmo que u e u, sejam apenas limitadas
e mensuraveis, o que nos leva a seguinte definigao de solugao de (3.21).

Definicao 1. Uma funcgao limitada e mensurdvel u(x,t) é chamada de solugao fraca do
problema de valor inicial (3.21) com dado inicial limitado e mensurdvel u,, se (3.22) for
vdlida para toda ¢ € C..
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O conceito de solucao dado na Definigao 1 é uma generalizacao da nocao de solugao
classica. Ou seja, mostra-se que se (3.22) acontece para toda ¢ € C! e se u for de classe C,
entdo u ¢ uma solugao classica de (3.21).

Mostraremos que nem toda descontinuidade é permitida, a condi¢do (3.22) impoe uma
restricao sobre as curvas de descontinuidades, em outras palavras, vale a condi¢ao de choque
(3.7), como veremos a seguir. Suponha que I' seja uma curva suave ao longo da qual u tem
um descontinuidade de salto, ou seja, u tem limite bem definido em ambos os lados de I' e
é suave fora de I'. Seja P um ponto sobre I' e seja D uma bola centrada em P pequena o
suficiente para que ela esteja na regiao t > 0. Suponha que em D a curva I' seja dada por
x = x(t). Sejam D; e D, as componentes de D que sao determinadas por ', veja Figura
3.14.

Figura 3.14

Seja ¢ € C1(D). De (3.22), como ¢ se anula em t = 0, temos

0— / /D (un + fon)dzdt — / /D (6 + o)t + / /D (o + fo)dadr

desdobramos a integral sobre D nas integrais sobre D; e D5, para explorarmos que u é suave

em cada um dos conjuntos D; e Dy. Seja V = (3%, %), como em D; u é uma solugao classica,

entdo V - (f,u) = 0, logo
(fru) Vo=V -((f,9)0) =V -(f,u) ¢ =V -((},y)d) = (fd)s — (—ud):,

consequentemente,

//Dl<u¢t+f¢m)dl'dt = //Di(fau)'v¢dxdt

= [ [ Vo) as
N //ff% (f9)e — (—uo),) dxdt

= % —(ug)dx + (fp)dt, (usamos o Teorema de Green)
aD;
como ¢ = 0 em 0D, fazendo u; = u(z(t) — 0,t) e u, = u(z(t) + 0,¢), entdo

//Dl(uobﬁfaﬁx)dxdt:/QIQ_(ulqs)der(f(ul)@dt

43



/ /Df“‘f’t S o)dadt = /Q Q —(wrd)da + B(f (u,)dt

somando-se as duas expressoes acima e fazendo [u] = u, —u; e [f(u)] = f(u,) — f(w), temos
Q2 B
0= g ¢l—uldr + [f (u)]¢dt = / ([f ()] = [uls'(t)) ¢(s(t), t)dt

usamos o proprio ¢ como parametro de I' e assumimos que ¢t € (a, ). Tendo em vista a
arbitrariedade de ¢, concluimos que

[f ()] = [uls'(t) = 0.
De fato, se para algum t, € («a, ) tivéssemos [f(u)] — [u]s'(t,) # 0, digamos
[f ()] = [u]'(to) = m >0,

como [f(u)] — [u]s'(t) ¢ continua, entao existiria um § > 0, tal que [f(u)] — [u]s'(t) > m/2,
para todo t € (t, — d,t, + ). Seja P, = (z(t,),1,)), tome R > 0 suficientemente pequeno, tal
que a bola Dg centrada em P, de raio R esteja contida em D e a sua intersegao com I esteja
contida em {(z(t),t) : t € (t, — d,t, + §)}. Tome ¢ € C)(Dpg), tal que ¢ = 1 em Dp/o, onde
Dp/s € a bola centrada em P, de raio R/2. Entao
B to+6
/ ([f ()] = [u]s'(£) & (s(t), t)dt = /t ) ([f (w)] = [u]s'(£)) di > (md)/2 >0,

uma contradigao.

Exemplo 19. Considere o problema de valor inicial (3.21) com condigdo inicial

o) = -1, sex <0
o 1, sex>0"

Figura 3.15
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Para cada a > 1, o problema acima tem uma solugao fraca u,, definida por (veja Figura
3.15)

-1,  se2x < (1—a)t,

—a, se(l—a)t<2x<0

a, se0<2zx<(a—1)

+1,  se (a— 1)t < 2z.

uo(z) =

Este é outro exemplo que mostra que as solugoes fracas nao sao tnicas e se quisermos
unicidade devemos impor alguma condicao adicional. Como a equagao de Burger vem de
uma lei de conservacao, deve existir algum mecanismo para pegarmos a solucao fisicamente
relevante, portanto devemos impor uma condicao a priori nas solugoes que nos permita
distinguir a correta das outras.

Definicao 2. Dizemos que uma solucao fraca satisfaz a condigao de entropia se

N —ulz,t)  E
Uz +ad) “(“”’)g? a>0,t>0, (3.23)

a

onde E € independente de x,t e a.

A condicao de entropia nos diz que se fixarmos um ¢ > 0 e permitimos z variar de —oo
a +00, s6 podemos saltar para baixo ao passarmos pela descontinuidade, ou seja, u, < wu;.
Dentre as solugoes u, do exemplo 19, a tnica que satisfaz a condicao de entropia é aquela
com « = 1, pois devemos ter u, < u;.

A seguir enunciaremos os teorema de existéncia e de unicidade de solugoes fracas satis-
fazendo a condicao de entropia, as demonstragoes estao fora do objetivo deste curso, mas o
leitor interessado pode encontré-las no livro do Smoller, veja [4].

Teorema 4. (Existéncia de solugoes fracas) Seja u, € Loo(R) e f € C*(R) com f" >0
em {u : |u| < ||uo||le}. Entao existe uma solu¢ao u de (3.21) com as sequintes propriedades:

(a) lu(z, )] < [tolloo = M, (2,1) ER X R,
(b) Existe uma constante E > 0 dependendo somente de M,

po=min{f"(u) : [ul <uolloc} € A= max{[f'(u)]: |ul <|uo|loc},

tal que para todo a > 0,t >0 ex € R,

w(z + a,t) —u(z,t) FE
a t

(¢) u € estdavel e depende continuamente de u, no sequinte sentido: se v, € Loo(R) com
|Vo|loo < ||to||Zow € v € a solugao de (3.21) correspondente a v,, entao para todo xi, x5 € R,
com x1 < xo9 e todo t > 0,

/I2 lu(z,t) — vz, t)|de < /WrAt () — vo()|duz.

x1 x1—At
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Teorema 5. (Unicidade de solugoes fracas) Seja f € C?, f” > 0 e sejam u e v duas
solugdes frecas satisfazendo a condigdo (3.23). Entdo u = v em quase todos os pontos, em
t>0.

Se f” > 0, da condicao de entropia, devemos ter u, < u;, portanto da condicao de choque
e do Teorema do Valor Médio, temos

5 — f(ul> — f(ur) _ f/(f),

U — Uy

onde u, < & < uy, logo se f” > 0, detemos

f'ur) < f1(&) < f'(w),

portanto
f(uy) < s < f(w),

chamada de desigualdade de entropia.
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Capitulo 4

Equacoes de Segunda ordem para
funcoes de duas variaveis

4.1 Caracteristicas para equacoes lineares e quasi-lineares
de segunda ordem
Uma equagao quasi-linear de segunda ordem mais geral é da forma
AUy + 2buyy + cuy, = d (4.1)

onde a, b, c,d dependem de z,y, u, uy, u,. Aqui o problema de Cauchy consiste em encontrar
uma solugao u de (4.1) com valores (compativeis) dados de u, u,, u, sobre uma curva 7y no
plano xy. Seja

z=f(s), y=g(s) (4.2)
uma parametrizacao de . Prescrevemos os dados de Cauchy sobre ~
u(f(s),9(s)) = h(s), uz(f(s),9(s)) = ¢(s), uy(f(s),9(s)) = ¥(s). (4.3)

Note que ao longo de 7, os valores de uma fungao v(z,y) e as suas derivadas v, e v, estao
relacionados

dv(f(s),9(s))
ds

A férmula acima aplicada a solucao do problema de Cauchy implica na identidade entre os
dados

= v(f(5), 9()).f'(s) + vy (f(5), 9(5))g (s). (4.4)

W (s) = o(s)f"(s) + ¥ (s)g'(s). (4.5)

Em particular, nao podemos especificar mais de duas das fungos h, ¢, arbitrariamente.
Ao invés disso, em «y especifidamos os valores de u e da derivada normal de u (Vu -7 =

(s uy) - (=g, [) NV 2+ 97):

—ua(f(s),9(5))9'(f(5), 9(s)) + uy(f(s),9(s))["(s)
VI(s)+g'(s)
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com isso resolvemos o problema de compatibilidade de entre os dados u, u, e w,.

Condicoes de compatibilidades acontecem para derivadas parciais de ordem superior de
qualquer fungao em <, em particular, fazendo v = u, e v = u,, respectivamente, de (4.5),
temos

du,
ds

du,

= e f'(8) g9 (5), == = ey f(5) 11y 9'(5) (4.7)

(para simplificar a notagdo omitidos os argumentos (f(s), g(s)) nas derivadas de u, teria-
mos condigoes de compatibilidade envolvendo derivadas de ordens superiores, mas que nao
nos interessam na presente apresentacao, visto que a equagao (4.1) é de segunda ordem). Nas
relagbes (4.7) usamos apenas o fato que estamos calculado derivadas ao longo de v, ou seja
a Regra da Cadeia. Agora se u for solugao de (4.1), teremos uma equagao a mais na nossa
condicao de compatibilidade, ou seja, temos o seguinte sistema de equacoes

AUgy + 2bUgy + Cliyy = d (4.8a)
f/uxoc + g/uxy = ¢/ (48b)
fltty + g'uyy =" (4.8¢)

Estas equagoes determinam de maneira tnica as derivadas t,y, Uz, Uy, a menos que

g0
A=|0 f ¢ |=ag(s)?—2bf"(s)g(s)+cg(s)* =0. (4.9)
a 2b c

Definigao 3. Dizemos que a curva inicial vy € caracteristica (em rela¢ao a equagao diferencial
e 0s dados) se A = 0 ao longo de v. Se A # 0 ao longo de vy, dizemos que ela € nao-
caracteristica.

Note que no diz respeito a equagao diferencial (4.1) o status de uma curva ser (ou nao)
caracteristica s6 depende dos coeficientes das derivadas de segunda ordem!

Ao longo de uma curva nao-caracteristica, os dados de Cauchy determinam de maneira
Unica as derivadas de segunda ordem de u. Na verdade, podemos encontrar sucessivamente
derivadas de ordens superiores de u ao longo de v, desde que elas existam. Em particular, se
num dado ponto (z,,y) sobre v todas as derivadas de u existirem, ao derivarmos sueessiva-
mente a equagao diferencial, encontraremos tais derivadas e com isso teremos uma série de
poténcias formal para a solu¢ao do problema de Cauchy em termos de poténcias de x — z, e

Y = Yo:

1 gmtnzy
— ni _ ng
Z ny1! no! OxtOzy? (o, Yo) (2 = 20)™ (y = o).

n1,n2>0
Exemplo 20.
No caso de uma curva inicial caracteristica, as equagoes (4.8a,b,c) sdo inconsistentes, a
menos que identidades adicionais sejam satisfeitas pelos dados iniciais. Consequentemente

o problema de Cauchy com dados prescritos numa curva caracteristica geralmente nao tem
solugao (ou se existe, nao ¢ unica).
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Para uma curva caracteristica, seque da condigao (4.9) que
ady® — 2bdxdy + cdr® = 0, (4.10)
que pode ser resolvida para dy/dx na forma

@_ b+ Vb2 —ac

4.11
dx a ( )

que é uma equagao diferencial ordinéria para v, desde que a, b, ¢ sejam fungdes conhecidas de
z,y. Este é o caso em que uma solugao fixa u(z,y) de (4.1) é considerada, ou no caso em que
a equagao é linear, pois os coeficientes a, b, c dependem apenas de x,y. O coeficiente d embora
dependa de z, y, u, u,, u,, nao aparece na defini¢ao de curva caracteristica. Por exemplo, para
a equacao da onda em uma dimensdo espacial, temos uy — c*u,, = 0, portanto as curvas
caracteristicas satisfazem as equacgoes diferenciais ordinérias % = j:%, ou seja, Z—f = *c,
portanto, x £ ¢t = k, onde k é uma constante. No caso da equacao de calor u; — u,, =0, a
equacao caracteristica é solucao da equagao j—; = 0, portanto, t = k.

Quando a curva é dada implicitamente por uma equagao ¢(z,y) = constante, entao
tomando a diferencial de ¢, obtemos ¢,dz + ¢,dy = 0, entao ao longo de v a equacao (4.10)

reduz-se a
agl + 2bg,¢, + cdi, = 0. (4.12)

No caso da equagao da onda em uma dimensao espacial, as equagoes caracteristicas sao
dadas por ¢(z,y) =k e n(x,y) =k, onde ¢(x,t) = x + ct e n(z,t) =z — ct.

4.2 Classificacao de equacoes quasi-lineares de segunda
ordem

Temos a seguinte classificagdo de uma equagao diferencial dada por (4.1):

(a) Eliptica se ac — b* > 0

(b) Parabolica se ac — b* = 0

(c) Hiperbolica se ac — b* < 0.

Se considerarmos o caso de variaveis reais, segue de (4.11) que no caso hiperbdlico temos
duas familias de curvas caracteristicas, uma no caso parabélico e nenhuma no caso eliptico.
Portanto, a equagao g, + u,, = 0 ¢ eliptica, a equagao uy — c*u,. = 0 & hiperbolica e a
equacao u; — kug, = 0 é parabdlica.

4.3 Propagacao de singularidades

As curvas caracteristicas estao intimamente relacionadas com a propagacao de certos tipos de
singularidades. Vimos que o problema de Cauchy determina de maneira tnica os valores das
derivadas segundas de u ao longo de uma curva nao-caracteristica. Uma maneira de definir
uma solugao generalizada de (4.1), nao necessariamente de Classe C?, consiste em considerar
solucoes de classe C'! com saltos nas derivadas segundas ao longo de 7. Mais precisamente,
assumiremos que um certa regiao do plano seja dividida por uma curva v em duas porgoes
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I e II, nas quais existem duas solucoes u! e u!! de (4.1), de classe C?, nos fechos de I e
11, respectivamente. Estas duas solugoes definem uma solugdo v na uniao de I e I1, com
descontinuidades ao longo de . Tal fungdo u nao pode ser uma funcao generalizada de
(4.1), a menos que (4.1) seja valida em algum sentido generalizado. Isto requer condigdes
de transicao ao longo de ~y. Se quisermos que u seja de classe O, entdao u! e Ul e as suas
derivadas parciais de primeira ordem devem coincidir sobre . Se as suas derivadas segundas
também coincidirem, entdo u é uma solucdo classica de (4.1). Como u! e u!! tém os mesmos
dados de Cauchy sobre v, portanto, descontinuidades nas derivadas segundas de u s6 podem
acontecer ser v for uma curva carateristica (se u! e u!! e as suas derivadas parciais de primeira
ordem sao continuas, entdo as derivadas de parciais de segunda ordens de u! e u!! seriam
iguais se vy nao for caracteristica, ndo havendo portanto um salto nas mesmas).

Na anélise que se segue, assumiremos que a equacao seja linear, ou seja,
0= Lu = a(x, y)uzy + 2b(z, y)uyy + c(x, y)uyy + 2d(x, y)u, + 2e(x, y)u, + f(z,y)u,

onde os coeficientes sao regulares. Seja  um aberto de R?, v um arco em  de modo que
2 — v consiste de dois conjuntos abertos e disjuntos I e I1. Seja v dada por x = ¢(y) e
suficientemente regular.

Definicao 4. Seja v uma func¢ao definida em 2, dizemos que v tem uma discontinuidade de
salto ao longo de vy sev =v! em I, v =20 em II ev! € continua em I +~ e vl é continua
em II +~. O salto de v em (¢(y),y), denotado por [v], € dado por

[v] = v" (6 (y),y) — v'(¢(y), y)-

A fungao v € continua ao longo de v se, e somente se,

[v] =0

1

ao longo de ~y. Note que se v1, v forem de classe C* em I +~ e I + v, respectivamente,

temos
d%[v] = U£I(¢(y),y)¢'(y) + v (0(y),y) — (W (o), )¢ (y) + v} (6(y), v))
= (v (8(y), y) —va(o(y), 1)) &' (v) + (v  (B(y), y) — vy (¢(y), )

= [vz] [vy],

¢ = ?T;j nos da a velocidade com que a singularidade se move ao longo de 7.

Suponha que u! e u!! sejam de classe C? em I+ e I+, respectivamente, e que u seja

de classe C' em (). Portanto
[u] = [ug] = [uy] =0

portanto, subtraindo a equacdo diferencial formada por u! e u’! ao longo de v, temos
aftgy] 4+ 2b[tgy] + cuy,] =0, (4.13)

pois os coeficientes sao continuos. Entao

d

0= —[u,] = [uzw]¢, + [uwyL 0=—

dy = [Uay] @ + [uyy] (4.14)



usamos que [ug,| = [uy,]. De fato,

[tay] = ulh (6(y), y) — ul, (D(y),y) = ufh(D(y),y) — Ul (D(y),y) = [uyal,

pois u!, ull € C3.
De (4.14), os saltos das derivadas segundas de uma solugao v € C'* ao longo de y nao sao
independentes. Se fizermos [u,,] = A (intensidade do salto), entao

[ua) = X, [uay] = =M, [uy,] = A¢™. (4.15)
Desta equagao e de (4.13), temos
Ma — 2b¢' + c¢™®) = 0.

Entdo se v nao for caracteristica, da secdo anterior devemos ter a — 2b¢’ + c¢? # 0, logo
A = 0. Portanto, conforme haviamos dito, ao longo de uma curva nao caracteristica as
derivadas segundas de u nao tém saldo. Se a curva v for caracteristica, em principio nao
podemos dizer se havera ou nao saltos das derivadas segundas de u ao longo da mesma.
No entanto, mostremos que ao logo de uma curva caracteristicas ou nao temos saltos das
derivadas segundas de v em nenhum ponto, ou temos saltos nas derivadas segundas de u em
todos os pontos. Em outras palavras, sobre uma curva v for caracteristica, ou seja,

a— 2b¢' + c¢* = 0, (4.16)

entdo ou A(y) nunca se anula ou é identicamente nulo.

Nas contas acima, necessitamos apenas que u?, u’! fosse de classe C? em fechos de I+ e
II + 7, respectivamente. Somente agora precisaremos que estas funcoes sejam de classe C3.
Veremos como a intensidade do salto A se propaga ao longo de 7. De (4.15), temos

NI

'\ = d = ! 4.18
_(¢ ) - @[uwy] - [u:va:ykb + [uacyy]~ ( . )

Derivando a equagao diferencial em relagao a x, temos
AUz + 20Uy + CUgyy + (g + 2d)Usy + (€ + 2Dy ) Ugy + Cotlyy + (2d, + fug + 2e,u, + fru = 0.

Portanto, temos

a[Upzs] + 20[Ugay] + C[Usyy] + (ay + 2d)[ugy] + 2(€ + by) [Ugy] + cluy,] = 0. (4.19)
Note que
aUgzz] + 20[Ugay] + C[Uayy] = a[tgze] + 2b[tgzy] + (= (') — [Uzay]@’) (usamos (4.17))

[
= afuges] + (20 — cd')[ugzy] — c(AS')’
= afugee] + (20 — (c0) )N = [Ugzz]®’) — c(AP")" (usamos (4.18))
= (a—2b¢' + c¢)[tzze] + (20 — /)N — c(AS')
(2b — e’ )N — ¢(A¢') (usamos (4.16))
= 2(b—cd )N — cAg". (4.20)
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Por outro lado, temos

(ap + 2d) [Ugs) + (€ + 20,)[Uny] + Coltiyy] = (az +2d)X + 2(e + b)) (= \) + ¢ (¢ N)
= (ay — 2b2¢ + cp¢* +2d +2ed )\, (4.21)

Substituindo (4.20) e (4.21) em (4.19), temos a seguinte equagao diferencial ordinaria:

0=2(b—cd')N + (ay — 2b,¢' + c, ¢ + 2d — 2e¢/ — c¢") A,

cuja solucao ¢é

v ap=2bg¢’tegd’?+2d—2¢0"—co” 5

)\(y) = )\Oefyo 2(b—cd’)

Y

portanto A nunca se anula ou é identicamente nulo, estamos assumindo que b — c¢’ # 0. [

4.4 A equacao linear de segunda ordem
Uma equagao linear de segunda ordem mais geral é da seguinte forma
gy + 2bUgy + cuyy + 2du, + 2eu, + fu =0 (4.22)

onde os coeficientes a, b, c,d, e, f dependem apenas das variaveis independentes x, y.
A fim de obter uma forma mais conveniente da equacao introduziremos a novas variaveis
independentes £ e n através da substituigao

§=9o(x,y) n=1v(z,y), (4.23)

a qual suporemos invertivel, ou seja,

oEn) _ = o
d(z,y)

o ob '7&0-
ox 0Oy

Fazendo v(z,y) = u(&(x,y),n(x,y)), da regra da cadeia, temos

Vg = Uy + Uyy

Vy = Uégy + Uy
Upr = Ugebl A 2Ugnatly + Uyl + Ueon + UnTlis
Uyy = ué&ﬁi + 2ugy&yny + Unvﬂi + ey + Uy

Uay = UeebySo + ugn(Eamy + &) + Upynatly + Ueay + UnTay.

Portanto se v(x,y) é solugao de (4.22), ela se transforma em

A(E,n)uge +2B(E, n)ug, + C(§,n)ue, + D(E, n)ue + E(E,n)u, + Fu =0, (4.24)
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onde

Al,n) = agi+2bg.0, + co?,

B(&n) = agi+ bty + dyts) + o}
C(&m) = apl+ 2biht)y + )

D(&,n) = a@un + 2004y + coyy

E(,n) = aty, + 200,y + cipy,
F(&n) = f.

E facil mostrar que

B? — AC = (V* — ac) (2&3)2

Portanto, B2 — AC e b? — ac tém o mesmo sinal, ou seja, se a transformacao é invertivel, ela
preserva a natureza da equacao diferencial.

Vamos escolher a transformacao de forma que a equagao diferencial fique mais simples.
No caso hiperbdlico, introduziremos as caracteristicas como novas coordendas. Sejam

& = ¢(x,y) = constante, n =11(x,y) = constante
duas familias de caracteristicas no plano zy. Portanto, de (4.12), ¢ e ¢ devem satisfazer
agy + 2b¢a ¢y + cdy =0, a + 2buthy, + ey =0,

o que implica que A =0 e C' = 0, portanto a equagao fica na forma normal:

uey + D(E, n)ue + E(E,n)u, + Fu = 0. (4.25)
Fazendo um nova mudanga de coordenadas (rotacdo de 45 graus)
d=&+n, Y =E-—n
a equacao pode ser transformada em
Ugrr — Uyry + 2D"uyr + 2B,y + F'u = 0.

No caso eliptico, onde ac—b* > 0, nao existem caracteristicas reais, podemos encontrar ¢
e 1 de modo transformar (4.22) numa equagao onde A = C e B = 0. Isto é obtido fazendo-se

bt ety g, + by,

¢x W y (by = W )

onde W = vac — b?. Eliminando ¢ nas equacoes acima, vemos que 1) tem que ser solucao

da equacao de Betrami
avo +bu) (e tel |
w . %% ’
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Exemplo 21. (A equagao da Tricomia)
Uyy — Ylgy = 0. (4.26)

Para esta equagdao ac — b*> = —y. Portanto, para y < 0, ac — b* > 0 e a equagao € eliptica.
Para y > 0, ac — b* < 0 e a equagio € hiperbélica. No eivo x ela é parabdlica. De (4.10) a
equacao caracteristica reduz-se a

—ydy® + dz* =0

ou
dr + +\/ydy =0, paray > 0.

As curvas caracteristicas para y > 0 sao portanto
3x + 2y3/2 = constante.

A transformacao
£=3x—2%2  n=3x+2)"

reduz a equa¢do a forma normal

I ue — uy
u _— —_——
én 6 5—77

hyperbolic

\/['ﬂ.llwﬂz.

Figura 4.1: As curvas caracteristicas de uy, — yuz, = 0.

elliptic

Exemplo 22. Classifique a equacao abaizo e encontre a sua solu¢do geral.
YUz + a:zuxy — yu, = 0.

2
Note que ac — b* = — (%) < 0, portanto para x > 0 a equacao € hiperbolica, € parabdlia

se x =0 e eliptica se v < 0. Para x > 0, as suas caracteristicas sao dadas por

' bi\/bQ—ac:x2/2j:x2/2 :{ 0, ou
” :

xy x/y

Y

Portanto, y = constante ou 2 —y? = constante. Logo temos a sequinte mudanca de varidveis
E(r,y) =22 —y? en(z,y) =y. Com isso a nossa equagdao se transforma em

uegy =0 (desde que x # 0).
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Integrando esta equagcao em relagao a n, encontramos

ue = f(§),

onde f € uma funcdo arbitraria de uma varidvel. Portanto,

ugn) = [ FOE +Gn) = F©) + Gl
Voltando as varidveis originais, temos

v(z,y) = u(z® =y y) = F(2* —y*) + G(y)

€ a solugao da equagdo original, onde F' e G sao funcoes de uma varidvel arbitrdrias, de
classe C?. Por conveniéncia, podemos usar a mesma letra, ou seja, u para a solucio do
problema original, portanto temos

u(z,y) = F(z° - y*) + G(y).
Exemplo 23. Classifique a equacao abaizo e encontre a sua solu¢do geral.
Uy, + y2uzy +2 YUy = 422

Note que ac —b? = (zy)? — 2*y* = 0, logo a equagdo € parabdlia para todo x. A equagio
para a sua caracteristica € dada por

Portanto,
Yy _
= = constante.
T

Considere a sequinte transformacao

Y
f =, n=-—.
T
Com isso a nossa equagao se transforma em

U& = 4.
Integrando esta equacao em relagao a &, encontramos
ug = 4¢ + g(n).
Integrando novamente em relagao a &, encontramos

u(€,m) =28+ £f(n) + g(n).

Voltando as varidveis originais, temos

v(z,y) = 20 + xf (%) tg (g)

X

€ a solugcao da equagao original, onde f e g sao fungoes de uma varidvel arbitrdrias, de classe
C2.
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4.5 A equacao da onda em uma dimensao espacial

O exemplo mais simples de equagao hiperbolica é a equagao da onda em uma dimensao, dada
por

Lu = uy — Pugy =0, (4.27)

u é uma funcao das varidveis independentes x e t, a posicao e o tempo, respectivamente, u
pode ser visto como o deslocamento vertical de particulas numa corda vibrante e ¢ é uma
constante positiva, que da a velocidade com que a onda se propaga no meio (corda). As
caracteristicas sao duas familias de retas, dadas por x & c¢t. Fazendo

r4+ct=§& n=x—ct,

a equagao (4.27) se transforma em
Ugn =0.

A equagao acima diz que u,(&,7) ndo depende de 7.

Ug = f1(€)>

a qual integrada em relagao a & nos da

ug.n) = [ K+ Gn) = FIE) + G,
Voltando a variavel original, a solugao é da seguinte forma
u(z,t) = F(c+ct) + G(x — ct), (4.28)

onde u serd de classe C? se, e somente se, F,G forem de classe C?. As fungoes v = F(x +
ct) e w = G(x — ct) satisfazem as equagoes de transportes passivos vy — cv, = 0 e w; +
cw, = 0, portanto representam ondas se propagando (sem mudar a forma), com velocidades
¢ para a direita e esquerda respectivamente. Portanto a solugao u(x,t) é a superposi¢ao de
duas ondas se propagando sem mudar a forma, com velocidade ¢ para a direita e esquerda,
respectivamente.

Considere o problema de valor inicial

U(ZL‘,O) = f(I), ut<x>0) = g([L’) (429)

Portanto de (4.28) e (4.29, temos

u(z,0) = F(z) + G(z) = f(x) (4.30)

u(x,0) = cF'(z) — cG'(z) = g(z). (4.31)
Derivando (4.30) em relagao a x, temos
F(z) + G'(x) = f'(=).
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Portanto, temos o seguinte sistema para F’ e G’
F'(z) + G'(x) = f'(x), F'(z) = G'(z) =g(z)/c. (4.32)
Somando as duas equagoes de (4.32), encontramos

F'@) = ['(2)/2 + g(a) /2,
a qual integrada de 0 a x nos da
1 x
Fla) = f0)/2+ 5 | o(s)s+ F0) = £0)/2

Subtraindo as duas equagoes de (4.32), encontramos

G'(x) = f'(x)/2 = g(x)/2c,

a qual integrada de 0 a x nos da

1 xX

Gla) = f@)/2+ 5 [ g()ds +G(0) - £0)2
0

Note que de (4.30), F0) + G(0) = f(0), portanto ao somarmos as expressoes para ' ¢ G

acima, as constantes de integracao desaparecerao. Portanto

x+ct

u(z,t) = Fx+ct) + G(x —ct) = %(f(x +ct)+ f(z —ct)) + —/ g(&)d¢.  (4.33)

2C x—ct

Para f € C%? e g € C' a expressao acima ¢ uma solucao de classe C? do problema de valor
inicial (4.27) e (4.29). A expressdo acima ¢ chamada de Formula de D’Alambert.

Definigao 5. Note que u(x,t) é determinado de maneira tinica a partir dos valores das
fungaées iniciais f, g no intervalo [x — ct,x + ct], cujas extremidades sao cortadas pelas curvas
caracteristicas pelo ponto (x,t). Este intervalo é chamado de dominio de dependéncia da
solug@o no ponto (x,t).

(0, 20)

X=xp—ct x=xp+ct

x
X — ¢l X xpgtetp X

Figura 4.2: A figura da esquerda mostra o dominio de dependéncia solugao u no ponto (z,, t,).
A figura da direita mostra o dominio de influéncia do ponto (z,,0).

Defini¢ao 6. O wvalor inicial no ponto (x,,0) no eixo dos x influencia u(z,t) somente nos
pontos (x,t) que estdo na regiao em forma de cunha que € limitada pelas caracteristicas
através de (x,,0), ou seja, para xr, — ct < x < x, + ct.
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x=xy—R-ct

x=x+ Rect

I I 1 | X
WR x xtR

Figura 4.3: {(z,t):t> 0,2, — R—ct <z < z,+ R+ ct}

Portanto, se o dado inicial estiver suportado no intervalo {z : |z — z,| < R}, entao a
solugdo estara suportada na regiao {(x,t): t > 0,2, — R —ct < x <z, + R+ ct}. Portanto,
se o dado inicial tiver suporte compacto, a solucao tera suporte compacto. Este fendmeno é
chamado de velocidade de propagacao finita da equacao da onda.

Para dados iniciais com suporte compacto, podemos mostrar usando método de energia
que a solugao do problema de valor inicial (4.27) e (4.29) é unica, portanto é dada pela
Formula de D’Alembert. De fato, defina

B(t) = + /_ T 1 )

o0

Entao

El(t) = / (ututt + 02uxuxt)d$

— 02/ (UgUpy + Ugtiy)dT
= 02/ (upuy) dx

= lim [ue(t, 2)ug(t, ©)]7=F
k—o0

= 0.

E(t) = E(0) = 1/OO (uZ(x,0) + *u2(x,0))dr,

—00

logo se uy(z,t) e ug(z,t) forem solugoes do problema de valor inicial (4.27) e (4.29), entdo
U =u; — Uy
também sera solugao da equacao de calor com condi¢oes iniciais
u(z,0) =0 = u(x,0),

portanto para a solucao u temos

E(t) = E(0) =
para todo ¢, devemos ter u?(x,t) + c*u?(x,t) = 0, portanto, u,(z,t) = 0 = w(x,t), para todo
x,t, logo u(x t) tem que ser constante, como u(z,0) = 0 e u é continua, segue que

u(z,t) =0,
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paratodox € Ret > 0. O

Note que a féormula (4.28) representa uma solucao de classe C?(R?) de (4.27) para quais-
quer f,g € C*(R). Somos levados a consider qualquer funcio u da forma (4.28) para f,g
gerais, como uma solugao fraca de (4.27), embora ela nao tenha derivadas no sentido ordina-
rio. Note que qualquer u da forma (4.28) satisfaz a equac@o funcional:

w(z,t) —u(r+cC,t +¢) —ulx —en,t +n) +ulx + e —en,t + ¢ +n) =0. (4.34)
De fato,

wlxz—ent+n) = Flx—cen+ct+n)+Gx—cn+c(t+n))
= F(z+ct)G(x —ct)
= wu(z,t)

portanto a primeira e a terceira parcelas de (4.34) se cancelam. Por outro lado,

wa+cC—ent+C+n) = Fla+c(—cn+ct+C+n)+Ga+cC—cn—clt+(+n)
= Fla+cC+c(t+()+G(x+ceC —c(t+())
= u(x +c(,t+ ),

portanto a segunda e a quarta parcelas de (4.34) se cancelam. O

Geometricamente, para qualquer paralelogramo ABCD no plano xt limitado por quatro
curvas (retas) caracteristicas a soma dos valores de u em vértices opostos é igual:

u(A) + u(C) = u(B) + u(D). (4.35)

a

Figura 4.4: O paralelogramos caracteristico com vértices A, B, C, D

4.5.1 O problema de valor inicial e de contorno

Em muitas aplica¢oes temos que lidar com regioes limitadas, o que nos leva a um problema
misto, ou seja, de valor inicial e e de contorno. Um exemplo é o deslocamento vertical
u(z,t) de uma corda vibrante de comprimento L = 7 e com as extremidades presas, o que
corresponde as condigoes de fronteiras u(0,¢) = 0 = u(m,t) e as condigoes iniciais u(z,0) =
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f(z) e uy(z,0) = g(x), as quais correspondem a forma e velocidade iniciais da corda. O
problema consiste em encontrar a solugdo de (4.27) para 0 < = < L e todo t > 0, que
satisfaca as condicoes iniciais e de contorno dadas.

Podemos usar (4.35) para resolver a equagao da onda (4.27) para 0 < < L e todo ¢ > 0.
Temos que prescrever além do dado inicial

u(z,0) = f(z), w(z,0)=g(z), 0 <z <L, (4.36)

certas condic¢oes de fronteiras, por exemplo
u(0,t) = a(t), u(L,t)=p(t), t>0. (4.37)
Estamos interessados na solu¢ao de (4.27) na faixa 0 < x < L, t > 0. Dividimos esta

faixa num nimero de regioes pelas caracteristicas através dos cantos e através dos pontos de
intersegoes das caracteristicas com as fronteiras, etc.

P

Vil
v V1
u=ali) e = BCe)
A
v
W
il 111
i i
r J;
4/ = -

F]

N\

-

X

1
Hp = g1

0 w={{x], t

Figura 4.5: A divisao da faixa 0 < x < L, t > 0 em regioes I, 11,111, ...

Na regiao I a solugao u é determinada pela formula de D’Alembert (4.33) a partir dos da-
dos iniciais apenas. No ponto A = (z,t) da regiao I formamos o paralelogramo caracteristico
com vértices A, B, C, D e obtemos u(A) a partir de (4.35) como

u(A) = —u(C) + u(B) +u(D),

com u(B) obtido pela condi¢ao de fronteira e u(C'), u(D) conhecidos, visto que C, D estao
na regiao /. De maneira analoga, obtemos u em todos os pontos das regides [1I, IV, V... ..

Se quisermos uma solucao u de classe C? deste problema misto no fecho da faixa, os dados
f,g,a, B devem se ajustar de modo que u, suas derivadas de primeira e segunda ordem sejam
iguais quando calculadas a partir de f, g ou de «, 5. Necessitamos das seguintes condi¢oes
de compatibilidades:

(0),  @"(0) = *f"(0)

a(0) = f(0), a(0) = g(0),
g(L), B"(0) = f"(L).

B(0) = f(L), B'(0) (4.38)

Estas condicoes sao suficientes para v € C?, quando f,a, 3 € C%? e g € C*.



Outra alternativa para resolvermos o problema misto consiste em usarmos o método de
separacao de variaveis, o qual aplicado & corda com extremidades presas nos leva a uma
solugao u(x,t), tal que para cada t, u(z,t) tem a seguinte expansao de Fourier em senos

t) = Z a,(t)sen(nz).

Substituindo esta expressdo em (4.27), temos

day,(t)
dt

= —c*nta,(t),

cuja solucao geral é
a,(t) = ¢, cos(nct) + d,sen(nct).

Portanto,

(cn cos(nct) + dysen(nct)) sen(nx).

Mg

n=0

Das condicoes iniciais, temos

oo
g(x) = u(x,0) = Z nedpsen(nz).
n=0
Tendo em vista as relagoes de ortogonalidade envolvendo as fun¢oes sennx e cos mx, obtemos

2 [T D) Q
= —/ f(x)sennx dx, ¢, =— g(x)cos nz d.
0

nmwe Jo

Observagao 3. Dada uma série de fungoes ) u,(z), se cada ul(x) for continua em |a,b]
e >, u(x) convergir uniformemente em [a,b], entao

LS o) = Y (@)

4.5.2 A corda semi-infinita
Considere o seguinte problema:
Upp = CQum, x>0,t>0,
u(z,0) = h(t), t>0
u(z,0) = f(z), u(z,0)=g(z), x>0,

onde h, f,g sao dadas. Procedendo da mesma forma que na obtencao da Férmula de
D’Alembert, encontramos



cF'(z) — cG(x) = g(x), = >0.

Integrando a tltima equacgao e resolvendo o sistema nas incognitas F' e GG, encontramos

F(x):%f(x)%—%c/og(s)dsjtk, x>0

1

G(m):%f(x)—% /Oxg(s)ds—k, x> 0.

Para escrevermos
u(z,t) = Gz + ct) — G(x — ct),

temos que conhecer GG para argumentos negativos, pois * — ct pode ser negativo. E neste
momento que usamos a condi¢ao de fronteira

F(ct) + G(—ct) = h(t), t>0,

portanto
Gy =h (%) - Fly),
ou seja,
Gn=n(Y) -5t -5 [ ads—rk y>o

A linha caracteristica x = ct separa o primeiro quadrante em duas regioes
I={(z,t):0<z<ct} e II={(xt):a2>ct}

Na regiao I a presencga da fronteira x = 0 nao é sentida, visto que qualquer informacao
vinda da fronteira com velocidade fixa ¢ ainda nao alcangou esta regiao ainda. Por causa da
condigao de fronteira homogénea em = = 0, esta se comporta como uma fronteira de reflexao.
A regido escura na figura mostra o dominio de dependéncia de um ponto (z,t) da regiao I1.
A solugao é a superposi¢ao dos dados iniciais que estao se propagando e de suas imagens se
propagando em diregoes opostas.

Portanto, a solucao desejada é

(1‘+ct)+f x—ct) £U+Ct N >
U(.T, t) = flet+z)—f(ct—z ttf:% f t— sew =0
—+20f ds—i—h(c z), sex —ct <0.

Ou seja, se o ponto (x,t) estiver abaixo da caracteristica x — ¢t = 0, o valor de u(x,t)
serd como se a corda fosse infinita, o ponto nao sentira o fato de que a corda é limitada a
esquerda, a nao ser apos o tempo t = z/c. Se o ponto (z,t) estiver na regiao I, a caracteristica
emanando de (z,t) encontra o eixo t no ponto ¢t = x/c ai se reflete e vai encontrar o eixo
x no ponto ¢t — x. Devemos olhar esse percurso no sentido oposto: um sinal emanando de
ponto ct — x, no instante ¢ = 0 e se propagando para a esquerda, com velocidade ¢, encontra
a extremidade da corda, onde ele reflete, e vai estar no ponto x no instante ¢t. Nesta reflexao
hé& uma troca de sinal f(x —ct) passa a ser —f(z —ct). Os valores iniciais de u;(z, 0) também
sao refletidos. Finalmente, existe uma producao de sinais na extremidade da corda que se
propagam para a direita, ao longo desta corda, com velocidade ¢; assim no insntante t — (z/c),
ai se origina um sinal de intensidade h(t — [z/c]) que vai compor o valor de u no ponto x, no
instante .
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X=Ct
Yl 11

(x.t)

(x.1)

(x-ct,0)  (ct-x.0) (x+ct.0) X

Figura 4.6: O dominio de dependéncia do ponto (x,t)

4.6 Sistemas de equacoes de primeira ordem

Uma equagao linear de segunda ordem geral é da forna
gy + 2bUgy + CUyy + 2duy, + 2euy + fu+g =0,

onde os coeficientes sao fungoes de = e y apenas. Podemos transforma-la num sistema de
equacgoes lineares de primeira ordem, introduzindo as seguinte variaves: u = uy, u, = ug €
u, = ug, nos levando as seguintes equagoes

ou _ ., Qua_Ous
oy 7 oy  ox

e
8u2 a’LLQ au;), 8U3
—+0 2d 2 = 0.
agx—i- (8y+8x —i—cay—i- us + 2eus + fuy
Estas equagoes podem ser escritas como
1 00 o Uy 00 O 9 Uy 0 1 0 Uy
010 90 up |+ 0 0 —1 7 us | = 0 0 0 us |+
0 b ¢ Y Us 0 a b v U3 —f —=2d —2e U3

que ¢é da forma

ou ou

onde A, B e C sao matrizes quadradas de ordem 3 e D um vetor com 3 componentes.
Em muitas aplicacoes ao invés de y, usa-se a variavel ¢, que pode ser vista como o tempo.
Portanto, temos as variaveis independentes x e t. Além disso, ao invés da equagao ser de
segunda ordem, ela pode ser de ordem N, portanto equivalente a um sistema de N equacoes
lineares de primeira ordem, o qual pode ser escrito como

ou ou

A(z,t)— + B(z,t)— = C(z,t)u + D(x,t), (4.39)

ot ox
agora as matrizes A, B e C sao de ordem N e o vetor B tem N componentes. O problema
de Cauchy para a equagao acima prescreve u sobre uma curva t = ¢(z), no plano xt:

u=u(z,¢(r)) = f(z). (4.40)



A curva é caracteristica se nao pudermos encontrar as derivadas de u a partir dos dados
na curva. Note que sobre a curva t = ¢(x), temos

Az, d(x))u(z, p(x)) + B2, o(2))ua (2, o(2)) = Cx, o(x)) f(x) + D(x, ¢(x)),  (4.41)

ug (2, (x)) + wi(z, (x))¢' (x) = f'(2), (4.42)

aplicando B na tltima equacao, temos

B(z, ¢(x))ua(z, 6(x)) + Bz, o(x))us(z, o(2))¢ () = B(w, ¢(x)) f'(x), (4.43)

subtraindo (4.43) de (4.41), temos

(A(z,¢(x)) = B(z, ¢(x))¢ (z))ue(z, ¢(x)) = Clx, ¢(x)) f(x) + D(z, ¢(x)) — B(x, ¢(x)) f'(z).

Portanto, a curva sera caracteristica se

det(A(z, ¢(z)) — B(z, p(x))¢'(z)) = 0.
ou seja, se
dt
dot (e, 0) ~ Blo, o) 1 ) =0
x
Em particular, o eixo dos x, ou seja, t = ¢(z) = 0, para todo x, ¢ uma curva nao caracteristica
se A(z,0) for nao singular. Neste caso

u(z,0) = A™H(2,0)(C(z,0)f(x) + D(x,0) — B(x,0)f'(x)),  ua(w,0) = f'(z).

O nosso objetivo a seguir ¢é resolver o problema de valor inicial (4.39) e (4.40). Assumindo
que A(z,0) seja nao singular que A(z,t) seja continua, entdo para ¢t pequeno A(zx,t) serd nao
singular para todo x, aplicando a inversa de A(z,t) a equagao (4.39), ela pode ser reescrita
como

ou ou
i + B(x, t)% = C(x,t)u+ D(z,1), (4.44)
com novas matrizes B, C' e vetor D, mantivemos os mesmos nomes por simplicidade. A equa-
¢ao que nos da as equagdes caracteristica (equacao diferencial caracteristica) correspondente
agora é

dz
—I1—B =
det (dt (a:,t)) 0,

que é equivalente a

dz
— = \(=z,t),
dt ’L( )
onde \;(z,t) denota o i-ésimo autovalor da matriz B(x,t). Resolveremos esta equacao di-
ferencial ordinaria de modo que z(T) = X, ou seja, a equagao da i-ésima caracteristica é

dada por x = «;(t, X, T), podemos imaginar tomando 7" suficientemente pequeno para que
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ela esteja definida para t = 0. Assumiremos que os autovalores sao reais de modo que a equa-
¢ao acima seja satisfeita por uma familia de curvas caracteristicas ;. Mais precisamente,
assumiremos que o sistema seja hiperbolico no sentido que existe um conjunto completo de
auto-vetores reais &1, . .., ¢V de B, tal que

Bk = Mgh,

onde &* sao linearmente independentes e dependem "suavemente"de z e t (isto acontece
quando os autovalores de B sao reais e distintos). Defina a matriz

D(z,t) = (€'... &)

entao

I''BI = A,
onde A;; = \;d;;. Com isso podemos colocar o sistema na forma canonica
v + Av, = cv +d, (4.45)
onde u = Av ou seja, v = I'"1u, com condicao inicial
v(z,0) =T Yx,0)f(z) = g(z). (4.46)
De fato, o sistema pode ser reescrito como

d(T'v) N B@(Fv)

=COr! D
ot ox CT™ v+

ou seja,
ov or ov or 1
FE—FEU—FB(ZL’,” (F%—F%U)—CF U+D,

aplicando I'! a esta equacao, temos

ov or ov oI
— 4T 4T 'B(T— 4+ =0 | =T"'CT"w+T"'D
3t+ atv+ < 8x+8xv) Cl o 7
portanto
ov ov or or
— 40 'Bpr==(-r'‘B= 11— 41 tort D
ar * o ( oz ot " ) vEs e
logo
or or
=-I'B— _—T'— 41 'crt d=1"'D.
¢ 02 ot T !

A seguir resolveremos (4.45) e (4.46). Ao logo da caracteristica C;, dada por =z =
a;(t, X, T), a i-ésima componente de v, v;, satisfaz
dvi(z,t)  Ovidx Ov;  Ov ov;

= - I 4 - alti i 1 4.45)).
o 5% i + oy 5 + N\ pe Zk:czkvk—i—d@ (na ultima igualdade usamos (4.45))

Portanto, temos
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X, T

Figura 4.7: As curvas caracteristicas retrogradas em (X, 7).

d
Sviloi(t, X, T), 1) = > cnloa(t, X, T), tyop(as(t, X, T), t) + di(ou(t, X, T), 1),
k
a qual integrada em relacao a t de 0 a T, temos
UZ‘(OQ‘(T, X: T)7 T) = Ui<ai(0a X: T)u O)

+ / ' (Z ca(ou(t, X, T), tyog(eu (t, X, T), 1) + di(ai(t, X, T),t)) dt,

ou seja,

Uz‘(X7 T) = g(az(()? X: T))

. /T (Z cir(ay(t, X, T), o (ay(t, X, T),t) + di((t, X, T), t)) dt.

k

A equagao acima pode ser escrita como
v=W+ Sv. (4.47)

onde onde a i-ésima componente do vetor W é
T
Wi = g(aul0. X, ) + [ difant. X 7).ty
0

e S é o operador linear que leva o vetor v em w = Sv, tal que
T
w; = / S calonlt, X, T), tyuglan(t, X, T), t)dt.
0k

Se os nossos dados forem suficientemente regulares o mapeamento S : C' — C' é continuo no
espago dos vetores continuos limitados v(z,t), com dominio na faixa 0 < ¢ < 7, usando em
C a “norma do méaximo™:

[lv]| = >, |ox(z, £)].

k=1,...,N
z,0<t< 1
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A norma do operador S é definida como

5] = sup [|Sv]],

llvf|=1

assumiremos por ocnveniéncia que ¢ (1, t) e suas derivadas parciais de primeira ordem sejam
uniformemente limitadas, em —oco < x < oo e 0 <t < 7. Entao,

ISII<qg=7  sup > lea(z,t)].
1,T k
0<t<r

Seja T : C — C, definida por Tv = K + Sv, como S é linear, entao dados vy, v € C, temos
1 Tvr = Tos| = |[Svr = Svaf| = [|S (v = va2) || < S]] [Jor — val| < g [Jor — va],

portanto, para 7 suficientemente pequeno, temos ¢ < 1, T" é uma contracao. Consequente-
mente possui um e tinico ponto fixo v, o que é o limite da seguinte sequéncia

=T =W 4+ Svt, ' =0.

Portanto a solucao de (4.47) é o ponto fixo obtido acima, pois ele satisfaz v = Tv = K + Sv.
Note que

VT = (IS + 8+ SW = (I =S = 8)T W = (I = 8)7'W = S™H(I - 5)7'W
Como
15" = S)TH < IS = S)THHIWL < g™ = S)~H] W

vai para zero quando n — 00, segue que a sequéncia v" converge para
-1
v=>1-8)"W,

que é o ponto fixo.

Nao é claro que o v obtido acima satisfaré (4.45), teremos que mostrar que suas derivadas
parciais de primeira ordem sao continuas. Para tal teremos que trabalhar num espaco de
Banach menor, dos vetores v(z,t), tais que v e v, sdo continuos e limitados para 0 <t < 7
e todo x, no qual temos a seguinte norma:

[v[[| = max([Jv], [[va]]).

Note que T leva este espaco de Banach nele mesmo, se W € C*.
Note que
15|l = sup [[|Sv]l],

[lolll=1

para calcularmos |||Sv|||, precisamos de ||Sv|| e de ||(Sv).||, portanto, precisamos obter cotas
superiores para |w;(X,T)| e de |w; x(X,T)|, lembrando que na integrais que definem estas
quantidades, temos

or(ai(t, X, T), )] <|l[vf[l =1 e Jopx (eult, X, T), 8)] < [[[v]]] = 1.
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Vimos que

portanto.

Por outro lado, temos a seguinte expressao para w; x(X,7T):
T
/ Z (Cikx (ai(t7 X: T)’ t)vk<ai(t’ X: T), t) + Cik(ai(t7 X: T)7 t)vk,X(ai(ta X7 T)7 t)) aiX(ta X: T>dtu
0 %

logo

lw, x(X,T)| <7 (supz |Ciz (T t)|> sup la; (¢, X, T)|+7 <Supz |lcir(z t)|) sup |a;x(t, X, T)|,

2,2, i 1,T,t & 1, X, T

portanto.

[1(Sv)e|| <7 (supz |Cita (T t)|> sup la; (t, X, T)|+7 (supz o (z t)|> sup |a;x (¢, X, T)|.

1,2,t 1,%,t k 1, X, T
Logo
S]] = max([|SV], [|(Sv)e|[)
< ISV +11(5v)]
< su Cikz (2, )| | sup |ey(t, X, T
< (oo S et ) g e 7
+7 (supz |lcin(x t)|> sup |a;x (¢, X, T)|
2,x,t L 4, X, T
T  sup Z |lcir(z, )]
1, k
0<t<r
= (.

O valor ¢* < 1, para 7 suficientemente pequeno. Com isso concluimos que o operador T’
definido neste novo espago de Banach é uma contragao, ele tera um e tnico ponto fixo v, o
qual satisfaz (4.47). Note que Sv para v € C! pode ser diferenciado em relacao a T' também.
A convergéncia das sequéncias v" e (v"), implica em convergéncia da sequéncia (v");. Entao
no limite obtemos obtemos uma solugao de (4.45).
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4.7 Apéndice - O Teorema do Ponto fixo de Banach

Definigao 7. Dado um espago métrico (X,d), uma transformac¢io T : X — X € uma
contragao se existir g € [0,1), tal que

d(Tz, Ty) < qd(z,y),
para todo x,y € X.

O teorema de Banach do ponto fixo diz que se (X, d) for completo e T" for uma contracao,
existe um e unico z*, tal que T'z* = z*. O ponto x* pode ser encontrado da seguinte maneira:
tome um elemento qualquer z, € X e defina a sequéncia xz,, = T'x,,_;. Entao

lim z,, = z*.
n—0o0

A prova é bem simples, mostraremos por indugao que
d(xn-i-la xn) < qnd@l, xo)a (448>

para todo n. Note que
d(ze, 1) = d(Txy,Tx,) < qd(x1,2,),

o que mostra (4.48) para n = 1. Supondo que
(i1, 2x) < ¢ d(a,2,),
temos
d(Tpr2, 1) = A(Txpsr, Tay) < qd(wpgr, 20) < qq*d(zy, 20) = ¢ (2, 2,).

Com isso mostramos (4.48).
Dados arbitrariamente inteiros positivos m,n, sem perda de generalidade, suponha que
m > n, entao da desigualdade triangular, temos

d(xm; In) S d(xm’ xm—l) + d(xm—h xm—2) + ...+ d(xn—&-h xn)
< quld(xl, To) + qm’Qd(xl, To) + ...+ ¢"d(xy, z,)
= ¢"dx,2,)(1+q+...¢" ")
< d o) —.
it (xla X )1 —q
Dado € > 0, tome n, tal que
o < —_— "7
9 d(xy1,x,)

entao se m,n > n,, temos
d(xp, Tm) < €,

0 que nostra que a sequéncia {z,} é de Cauchy, como (X, d) é completo, ela converge para

algum z* € X. Mostraremos que
Tx* =x*.
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De fato,

= limz, = lim Tz, =T (hm asn_1> =Tx",
n—oo n—oo n—oo

na terceira igualdade usamos que T' é continuo, pois é uma contracao. De fato, dado € > 0,
tome § = £, entdo se d(x,y) < J, temos d(T'z,Ty) < qd(x,y) < €, 0 que mostra que T' &
continua em z. Para mostrar a unicidade do ponto fixo, suponha que Tz* = z* ¢ Ty = vy,
entao

0<d(z*,y) =d(Tz*,TY) < qd(z",y),

o que implica que x* =y, pois ¢ < 1. ]
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Capitulo 5

Os Teoremas de Cauchy-Kowalevski e
Holmgren

5.1 Notacao de multi-indices

O vetor a = (a, . .., v,), cujas componentes oy sao inteiros nao-negativos, é chamado de um
multi-indice, usaremos as letras gregas «, 3, v, etc para denotar o multi-indice. Introduzimos
o vetor 0 e o vetor 1 como 0 = (0,...,0) e 1 = (1,...,1). Usamos a seguinte notagao de L
Schwartz:
lal =14+ ...+ a,, al=aq!... a,l
se x = (21,...,2,) € R” e @ &€ um multi-indice, definimos 0 monémio
=t .

Dizemos que a > f3, se
oa; < B, parai=1,... n.

Por C,,, denotamos um coeficiente dependendo de n nao inteiros nao-negativos:

Ca = Cal...ana

ele pode ser ntimeros reais ou vetores no espago R™. Um polinémio de grau m em x, . ..

é entao da seguinte forma:

P(z) = Z Cox®.

laj<m

Usando o simbolo de Cauchy Dy = 0/0xy, introduzimos o “vetor gradiente” D = (Dq, ...

e definimos o gradiente de uma fungao u(zy,...,x,), como o vetor
Du = (Dyu,...,Dyu).

O operador diferencial parcial de ordem m mais geral é entao

am
D* =D Do =
! P
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onde |a| = m. Valem os resultados abaixo:

|
(x+y)* = Z 5O'é—ﬁ'y‘xﬁgfY —  Teorema Binomial. (5.1)
B,
B+y=a

Se f(z) ¢ um polindémio de grau m, entao

1
f(x) = ; a(Daf(O))xa —  Expansao de Taylor. (5.2)
Param >0ex = (x1,...,2,), temos
|
(T4 o an)™ = lz: %xa —  Teorema multinomial. (5.3)
Para todo multi-indice a = (a, ..., ay), temos
al < lal! < nlélal, (5.4)

Dadas duas fungoes f e g e o multi-indice «

o ol
D9 = ). gmP’HWD). (5.5)
B,y
f+7=a
al _ gpa—B se > [

DPg> = ¢ (a=h)! ’ - : (5.6)

0, caso contrario.
Se f é uma fungao de R™ em R, entao para todos vetores x,y e escalar ¢, temos
d” o' e a
Tl +ty) =) —E(Df(z+1y)) v, (5.7)

laf=m

(use indugao em m ou (5.3) com z; substituido por y; D).

5.2 Séries infinitas multiplas

Dizemos que a série
§ COL?
o
é convergente se ela for absolutamente convergente. Portanto ela converge se, e somente se,

D [Cul < 0.

Vale a pena lembrar que se uma série é absolutamente convergente, entao a ordem em que
realizamos a soma ¢ irrelevante. Se C, forem vetores em R™, entdao convergéncia significara
que cada componente converge absolutamente.
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Exemplo 24. Sejam x € R" e a = (v, ..., ), entdo

n

L 1 1
Zxa:g(:f"):Hl—xiz(l—x)l’ (5.8)

desde que |z;| < 1, para todo i.

Exemplo 25. Sejam x € R" e a = (ay, ..., qy), entdo de (5.3), temos

oo

\04' |04' 1
Z ZZ = @+ @) = R P (5.9)

J=0 |a|=j j=0

se x|+ ...+ |z, <1 ( basta que |z + ...+ xz,| < 1).

Convergéncia de uma série de fungoes escalares C,(z) definidas e continuas num sub-
conjunto S C R"™ é normalmente estabelecida por comparagao com uma série constante c,.

Se
[Ca(2)| < ca,

D e < o0,
o

paratodo aex € S e se

entao
> Calx) (5.10)

converge uniformemente em S e define uma fungao continua. Se S for um aberto e se todas
as fungoes forem de classe C7(.S) e se a série diferenciada formalmente

Z DC,(x)
converge uniformemente para x € S e cada § com || < j, entdo a soma da série (5.10)
pertence a C7(S) e
D " Colx) =) D°Cu(x)

para todo x € S e |G| < j.

Exemplo 26. Suponha que |z;| < 1, para todo i, entdo

al o 6]
2 Gog T .
a>f

De fato, que se |x;| < 1, entao de (5.8)
5.12
D (5.12)
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logo derivando o lado esquerdo da equagao acima, temos

! o
Dﬂzxa:ZDﬁa: Z (ozfﬁ)!x s

0]
a>f

na sequnda igualdade usamos (5.6). Derivando o lado direito de (5.12), temos

1 . B B!
ﬁ J— /87« — . 1 BZ - - 1 67, —
D (1— )t _HDi (1) HD (1 =) 1_[5)Z (1 — i) B (1—3:)1+5

=1 i=1

Exemplo 27. Se |z;| + ...+ |z,| < 1, entdo

a! Al
a—f _
> P il e el (5.13)
o
a>p
De fato se |x1| + ...+ |x,| < 1, entdo de (5.9), temos
|Oé|‘ 1
5.14
Z 1—(:cl+...—|—xn)’ ( )

logo derivando o lado esquerdo da equacgao acima, temos

sl ool s o lo' ot s ] L
Dga!x _Z D B Z al (a—B)!x N Z (a—ﬁ)!x

@ « o
a>f a>f

na sequnda igualdade usamos (5.6). Por outro lado, derivando o lado direito de (5.14), temos

'Dﬁl-—(xl%?._+xn) = (Illy%> (D&'l—(xz+..m+xn»_l>

i#1
= (H sz> 61'<1 — ZL‘Z')_I_BI
i#1
— (H Dﬁz) (DBQ _ Z) 1—&)
1#£1,2

= B! (ﬁ D?) (T+B)(1+p1+2)

i#1,2
(L B4 L) (L= (24 ..+ 1)) )

= 61 +ﬁ2 (H Dﬁl> 1 — __._|_xn>>*1*51*52)

1#£1,2

= (Bi+Po+... o)1 —(x;+ ...+ xn))—l—ﬁl—ﬂg—...—ﬁn

]!
(1—x — ... — )8+
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Um caso particular sao as séries
E CaZ?, (5.15)
«
onde x € R" e ¢, € real. Suponha que a série acima convirja para algum z, entao

p= Y leal 2% < ox.
(0%

Logo, se |z;| < z;, temos
> leal 2% < Y leal=® = 1
(67 Q

portanto a série (5.15) converge uniformemente para todo x com
logo

f@) =) cax” (5.17)

define uma fungdo continua no conjunto (5.16). Mostraremos a seguir que todas as séries
obtidas por derivacao formal de (5.15) convergem no interior do conjunto (5.16). Esta con-
vergéncia ¢ uniforme em qualquer compacto no interior de (5.16). De fato, o interior de (5.16)
é dado por

lz;| <z, i=1,...,n, (5.18)

o qual é nao-vazio somente se |z;| # 0, para todo i, o que assumiremos. Dado um compacto
S contido no conjunto(5.16), existem ¢y, ..., ¢, com 0 < ¢; < 1, tais que para todo = € S
temos

2] < qizil,
para todo i, em particular,

|z < qlzil,
onde

q = maxg;,

portanto, 0 < ¢ < 1. Logo para qualquer z em S, temos

|
SN IDPcar®| = Y lear———a®P|  (usamos (5.6)

— B)!
= (@B
al
< D leal ppla® 7L ™
o — B)!
= @=p)
iz a! o p
< i 2- oo gn?
o — B)!
] 2 (@)
(usamos que Za |CO€ZQ| = portantoa |Caza| < M, para todo O()
!
|Zg| a _Bé)1+ﬁ (Usamos (5.13) com z substituido por ¢, ..., q) = ¢l)
_on P
28] (1 — q)n+1Al
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logo a série Y, DPc,z® ¢ uniformemente em S e concluimos que f(z) dada pela série (5.15)
¢ C* no conjunto (5.18). Além disso, em S temos a seguinte estimativa

7 B!
DPf(@)l < 28] (1 — q)n+18l
_ p
(1= g)" [T, (1 = g)lz:)™
< ﬁ%l“"ﬁ'
= M|V

onde r = (1 — ¢) min|z;|. Portanto, ¢, > 0 s6 dependem de S. Derivacao termo a termo de
(5.17) na origem nos da

_ D)

Cq I
(6%

5.3 O Problema de Cauchy

Se u(z) = u(wy,...,x,), entdo a equagao linear de ordem m mais geral é da forma
Lu= Y Ay(z)Du = B(z). (5.19)
|a|<m

Teremos uma forma similar para um sistema geral de N equacgoes diferenciais em N incogni-
tas, se interpretarmos u e B como vetores colunas com N componentes (u(x) = (uq(z), ..., un(x))
e B(z) = (By(z),...,Bn(z)) e Ay como matrizes N x N.

O sistema de equacoes quasi-lineares de ordem m mais geral é da forma

Lu= Y Au(z)D*u+C =0. (5.20)

|a|=m

onde A e C sao funcdes das variaveis independentes x, e das derivadas Du da incognita u,
de ordens |B] < m — 1. Equagoes nao-lineares mais gerais ou sistemas

F(z,D%) =0, (5.21)

podem ser formalmente reduzidos a sistemas quasi-lineares aplicando aplicando um operador
diferencial de primeira ordem a (5.20). Por outro lado, sistemas quasi-lineares de ordem m
da forma (5.20) podem ser transformados em sistemas quasi-lineares de primeira ordem (com
mais equacoes), introduzindo todas as derivadas Du com || < m — 1 como novas variaveis
independentes e fazendo uso de condi¢oes de compatibilidades adequadas para os D?u.

Definicao 2. O problema de Cauchy consiste em encontrarmos uma solug¢ao u de (5.19) ou
(5.20) tendo dados de Cauchy prescritos numa hipersuperficie S C R™ dada por

d(x1, ... ) =0, (5.22)

onde ¢ € de classe C™ e € regular no sentido que
D¢ = (¢gyy .-, bs,) #0. (5.23)
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Os dados de Cauchy em S para uma equacao de ordem m consiste das derivadas de u de
ordens menores ou tquais a m — 1. FEles nao podem ser dados arbitrariamente, mas devem
satisfazer condigoes de compatibilidades vdlidas em S. Devemos encontrar uma solu¢cao u
prozimo de S que tem estes dados de Cauchy.

Definigao 3. Dizemos que S € nao-caracteristica se pudermos determinar (em todos os seus
pontos) todas as derivadas D*u com |a| = m, a partir do sistema de equagoes algébricas
consistindo das condig¢oes de compatibilidades para os dados e a equagao diferencial (5.20)
tomados em S. Se em todo x € S a superficie S nao for nao-caracteristica, dizemos que S é
caracteristica.

A seguir obteremos critérios algébricos para superficies caracteristicas. Consideraremos
primeiro o caso particular em que a hiper-superficie S' é o plano coordenado z,, = 0, depois
consideraremos o caso geral em que ela é dada por ¢(z1,...,x,) = 0, o qual mostraremos
que reduz-se ao caso anterior através de mudanca de coordenadas.

No caso em que a hiper-superficie é o plano z,, = 0, os dados de Cauchy consiste em
especificarmos D’u com |3] < m — 1 em x,, = 0, ou seja, para tais multi-indices fazemos
Dfu(zy, ..., 0n_1,0) = f*(z1,...,2,_1). As derivadas normais sao

Dfu(zy, ..., 20_1,0) = Yp(z1,...,20_q), k=0,...,m—1 (5.24)
temos em S
DPu(zy, ... xn_1,0) = DD DIty (5.25)

desde que 5, < m — 1 (nao ha restrigdes nas outras componentes do multi-indice!). Note
que para |5| < m — 1 temos condigoes de compatibilidades expressando todos os dados de
Cauchy em termos das derivadas normais em S. Seja

o =(0,...,0,m). (5.26)

Nio temos como expressar DY u(zy,...,7,_1,0) em termos de ty, ..., %, 1 e, portanto,
em termos dos dados de Cauchy. Portanto, D® u e, consequentemente, todas as derivadas
D%u(xy,...,2,-1,0 para || < m serao determinados a partir dos dados de Cauchy, se
pudermos resolver a equacao diferencial em termos de D u (e neste caso o plano x, = 0
serd nao-caracteristico). Isto sera sempre possivel de uma maneira tnica se

det(Aq-) # 0, (5.27)

(ou A, # 0, no caso escalar). Note que caso linear, A,« = Ay«(x1, ..., 2,-1,0), portanto, nao
depende dos dados de Cauchy. No caso quasi-linear, onde A, = A, (x, D?), com |3] < m —1,
portanto devemos conhecer ¥ a fim de decidir se S é nao-caracteristica.

A condicao (5.27) envolve somente derivadas de ordem m, definimos a parte principal P,
do operador L como consistindo dos termos de ordem maior em L:

Ly = Y A.D" (5.28)

|a|=m
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A matriz caracteristica de L (simbolo de L,,) é a seguinte matriz

AQ) =D AuC. (5.29)

|a|=m
Em particular, o multiplicador de D} em L, é A, = A(n), onde
n=1(0,...,0,1) = D¢, (5.30)
¢ o vetor normal a superficie ¢ = x,, = 0.

Lema 1. Logo a condi¢ao para o plano x, = 0 ser nao-caracteristico € que

Q(Dg) # 0, (5.31)
onde Q = Q(C) € a forma caracteristica definida por
Q(¢) = det(A(¢))- (5.32)

Mostraremos que mesmo que S seja dada por (5.22), a condi¢ao (5.32) garante que S seja
nao-caracteristica. Como por hipotese as derivadas primeiras de ¢ nao se anulam simultane-
amente, suponha que numa vizinhan¢a de um dado ponto de S, a condigao ¢,, # 0 acontega.
Introduziremos novas variaveis vy, . . ., ¥y, tais que nestas novas variaveis a superficie S seja
mapeada no plano ¥, = 0 e cairemos no caso anterior. Considere a seguinte transformacao:

o Z;, parai=1,...,n—1
Yi = { O(x1, .., Tn), parai=mn (5.33)
entao
a(y17"'7yn) :¢ 7é0
8(:L'1,...,:vn) o
portanto a transformacao é localmente inversivel e também regular. Seja v(zq,...,2,) =
w(y1, - Yn), onde y; = y;(x1, ..., x,), dados acima, entdo da Regra da Cadeia, temos
ov ou Oy Ju
To: = 2 Gy 0y~ 2O g = (O (534
Sejam d e D os operadores gradientes, cujas :—ésimas componentes sao 8%_ e %, respecti-
vamente. Entao a equagao acima pode ser escrita simbolicamente
D = (Cd. (5.35)
Note que
0%*v 0%*v oC;; Ov
= CiCiy——+ Cip—mr—,
Oz ;0 ; I By, ; * oy, O
portanto,

o2 o2 aCy
I oA o M
9,0, ; il layjazﬁz * D O

k.l
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em geral, para |a| = m, temos
D® = (Cd)* + R, (5.36)

onde R, é um operador diferencial linear envolvendo somente derivadas de ordens < n — 1
(surgindo da dependénia de C' em ) e (C'd)® é formado como se C' fosse uma matriz constante,
ou seja, seus elementos nao sao diferenciados. Entao a parte principal do operador L em (5.19)
e (5.20) transformado nas variaveis y é dada por

e = Y Aa(Cd)” (5.37)
|a|=m
o seu simbolo, matriz caracteristica de [, é
An) = Aa(Cn)™. (5.38)
|a|=m

Para a transformacao (5.33) derivadas em relagao x de ordem < r s@o combinagoes lineares
de derivadas em relacao a y de ordem < r, e reciprocamente. Logo a transformacao preserva
o carater nao-caracteristico de S. Portanto S é caracteristico para L, se o planto y, = 0 for
caracteristico em relagao ao operador L transformado pelas coordenadas vy, se

det(A(n)) =det [ Y A (Cy)* | #0, (5.39)
|ae|=m
para o vetor coluna n = (0,...,0,1) (vetor normal & superficie y, = 0). Mas

Yn
Gi (077)1 Ek Cikme = Cin = o = ¢z, = D,

logo C'n = D¢, logo a condigao para S ser nao-caracteristica é det (szm AQ(D(b)a) # 0,
a mesma obtida em (5.31). O

Se u em (5.31) for um vetor de N componentes, a condigdo para S ser caracteristica é

Q(D¢) =det [ Y Aa(Dd)* | =0, (5.40)

|a|=m
Exemplo 28. Para o sistema linear

Lu = EAi(sc)g;i + B(z)u = w(x),

onde u e w sao vetores com N componentes, B e A; matrizes N x N, a condicao para

superficie caracteristica €
det —A; | =0.
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Exemplo 29. Considere a equagao da onda
Uty = 62 (u:cx + uyy)-
Quando é que a superficie S dada por t = (x,y) serd caracteristica? Neste caso
Lu = uyy — (Ugy + Uy )-
Se fizermos
QZ)(fL’, y7t) =1t- ¢($,y)a
entao a superficie S serd da forma ¢(x,y,t) =0, portanto de (5.40) S serd caracteristica se

1= AWl +4)) =0 1=+ 7).

Exemplo 30. Uma hipersuperficie é caracteristica para um operador L ( e para os dados de
Cauchy DPu, no caso ndo linear), se Q(¢) = 0 para o vetor ( normal & superficie. Dizemos
que L € eliptico se Q(¢) # 0, para todo ( # 0. Neste caso nao existem hipersuperficies
caracteristicas reais. Por exemplo, se

L=A=D}+...+ D},
entao .
Q) =>_¢,
i=1
que € positivo definido.
Exemplo 31. Seja u = u(xy,...,z,) e considere a equagio escalar de ordem m para u:
F(z,p,) =0, (5.41)

onde p, = D%, com |a| < m. Suponha que na hipersuperficie dada por (5.40) tenhamos
¢z, # 0. Deriwando a equagao acima em rela¢ao a x,, temos

_OF OF

= —D, D% = Lu. 42
0 i + ; o u u (5.42)
A parte principal operador L €
F
a—DnDo‘u,
= 0P

a sua matrix caracteristica € OF
A(C) = _§n<a7
c;m pa

logo a hipersuperficie serd caracteristica se

oF N
Q(Dg) = det(A(Dg)) = lg gy (Dn®)(D9)* = 0.
Como D,¢ = ¢, # 0, temos a sequinte condi¢ao
oF o
2 3_pa(D¢) =0. (5.43)
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Exemplo 32. Uma hipersuperficie é caracteristica para um operador L ( e para os dados de
Cauchy DPu, no caso ndo linear), se Q(¢) = 0 para o vetor { normal & superficie. Dizemos
que L ¢é eliptico se Q(¢) # 0, para todo ( # 0. Neste caso nao existem hipersuperficies
caracteristicas reais. Por exemplo, se

L=A=D?+...+ D2,
entao .
=> ¢
i=1
que € positivo definido.
Exemplo 33. Seja u = u(xy,...,x,) e considere a equagdo escalar de ordem m para w:
F(z,p,) =0, (5.44)

onde p, = D%, com |a| < m. Suponha que na hipersuperficie dada por (5.40) tenhamos
¢z, # 0. Deriwando a equagao acima em rela¢ao a x,, temos

OF OF

O:E)xn+ ope

=D, D = Lu. (5.45)

A parte principal operador L é
—D Du
|Z Ope

a sua matrix caracteristica é

Z 8pa

|lal=m

logo a hipersuperficie sera caracteristica se

QDY) = det(A(DY) = 32 (Do) (Do) =0,

o
laf=m

Como D, ¢ = ¢,, # 0, temos a seguinte condic¢ao

Z apa = 0. (5.46)

5.4 Fungoes Analiticas reais
Definicao 4. Seja f uma funcao cujo dominio € um conjunto aberto 2 do R™ e cuja imagem

estd em R. Dizemos que [ € analitica real em y € € se existirem coeficientes ¢, € R e uma
vizinhang¢a N de y (tudo dependendo de y) tal que

= an@j_y)
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para todo x € N. Dizemos que f € real analitica em <) ( € C¥(Q)), se [ for analitica real
em cada y de Q2. Uma fungao vetorial f(x) = (fi(x),..., fu(x)) € analitica real, se cada uma
das suas componentes forem fungoes analiticas reais.

Teorema 6. Se f = (f1,..., fn) € C¥(Q), entio f € C®(w). Além disso, para todo y € w
existe uma vizinhanca N de y e numeros positivos M, r tais que

)= 2O e

ol

[0}

D Fy(x)| < M|B||r~ ",
para todo B e todo k.

Teorema 7. Seja f € C¥(Q2), onde 2 € um subconjunto aberto e conexo do R™. Seja z € ().
Entao f € unicamente determinada em €2, se soubermos D® f(z) para todo . Em particular
f € unicamente determinada em €2 pelos seus valores em qualquer subconjunto aberto e nao
vazio de §2.

Prova. Suponha que g, h € C¥(Q) e seja D%g(z) = D*h(z), para todo o. Defina f =g —h
e decomponha () nos seguintes subconjuntos disjuntos:

Oy = {z|z € Q,D%f(x) = 0, para todo a}

Oy = {z|x € Q, D*f(x) # 0, para algum «}.

Se z, € Oy, entao D* f(x,) = 0, para todo a, como f € C¥(Q2), segue que a série ) L(I")(ar:—

z,)* = 0 converge para f(x) para todo x numa vizinhanga N de z,. Portanto, f(z) = 0 em
N, logo, D*f(x) = 0 em N, o que mostra que N € €y, portanto, 2; é aberto. Por outro
lado, se z, € {2, entdo existe algum «, tal que D*f(z,) # 0, como f € C*(2) entdao D* f(z)
¢ continua, segue que D®f(z) # 0 numa vizanga N de z,, logo, N € €5, 0 que mostra que
)y é aberto. Portanto, ambos €2, e {25 sao abertos, além disso, como z € €2, entao €y é
nao vazio. Como €2 é um conjunto aberto e conexo, entao 2y tem que ser vazio. Portanto,

0 =0Q. [l

Observagao 4. Um conjunto aberto é conexo, se nao puder ser decomposto como a uniao
disjunta de dois conjuntos abertos nao-vazios.

Definicao 5. Seja f(z) = (fi(x),..., fu(x)) definida num aberto Q € R*. Sey € Q e M,r

sGo mumeros reais positivos, dizemos que f € Cyr,.(y) se f € C* numa vizinhanga de y e
1D fi(y)| < M|B[tr= 1, (5.47)
para todo 3 e todo k.

Teorema 8. Seja f definida num aberto ). Entdao a condi¢ao necessdria e suficiente para
que [ € C¥(Q) € que f € C™®(Q) e que para todo compacto S C ) possamos encontrar
M,r >0, tais que f € Cr,(y), para todo y € S.

82



Prova. Seja f € C¥(Q2) e S C Q compacto. Como f € C¥()), entdo pelo Teorema 6,
f € C®(Q) e para cada z € {2 podemos encontrar niumeros positivos M = M(z) e r = r(z)
e uma vizinhanga N = N(z), tal que

D fi(w)| < MBIV,

para todo x € N(z), todo k e todo . Como S é compacto, um numero finito de N(z),
digamos N(z'),..., N(z7) cobrem S. Portanto, se fizermos M = max M (z") e r = minr(z"),
segue que

D fi(x)| < M|B|tr,

para todo x € S, todo k e todo 5. Logo f € Cy(y), para todo y € S.

Reciprocamente, suponha que f € C*(2) e que exista para cada compacto S C €,
existam constantes positivas r, M, tais que para todo z € S, f € Cy,(x). Tome qualquer
y € () e tome o compacto

S =A{z[lz -yl < s},

onde s > 0 é pequeno o suficiente de modo que S C Q. Por hipétese existem M,r > 0, tais
que para todo z € S, temos f € Cyr,.(z). Mostraremos que f ¢ analitica real em y, ou seja,

folz) = %!(y)(x —y)~. (5.48)

se x satisfizer
d=|xy—yi|+ ...+ |xn — yn| < min(r,s).
Seja
o(t) = fuly +t(z —y)).

Como |(y+t(z—y)) —y| =t|(z —y)| < |r—y| < s, segue y+t(z —y) € S, para todo z,y € S
e 0 <t < 1. Para todo j > 0, temos

1 & 1 laf! N
‘F@ (t)‘ = i ;.JD fly+tlx—y))(x—y)*, (usamos de (5.7))
al=j
M|al!
< Z ﬁr'ﬂ(w—y)a\, (usamos que |[D*f(y +t(x —y))| < M]cd!r"a‘)
al
loo|=j
-7 ‘Oé" o
= M ngl(:c—w |
o=
= w7y o e —w
loo|=5 i
e el
< w7 S e e — gl e — )
o=y
= Mr7(yi+...+yn)’, (usamos (5.3))
= Mrid
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Pelo Teorema de Taylor,

j—1
1 D f(y) o
file) = 0(1) =Y 500(0) +ry = Y TEE = y)
=0 "~ lo|<j—1 )
onde
' 1 /1 t 1¢(j)( )dt| < Mr=Id’
ril = |/ 1—-1%)" t)ydt| < Mr~d’,
como d < r, tomando o limite quando j tende para infinito, segue (5.48). O

Definigao 6. Sejam f e F' funcoes com dominio em R™ com imagem em R™, de classe C™
numa vizinhan¢a da origem. Dizemos que f € majorada por F (f < F) se

|D f(0)] < D*Fy,(0),

para todo k e a.

Teorema 9. O vetor f(z) pertence a Cy,(0) se, e somente se,
f< (B ,0) =01,

onde ¢ € a funcao escalar
Mr
¢(r) = :
r—I;—...— I

Além disso, f € Cy,(0) e f(0) =0 € equivalente a

onde
M(xy+ ...+ x,)

r—X1—...—Tp

M =

Prova. Note que de (5.9), temos

B M B M || lr=led N
¢(x)_1—(ml+...+xn)/r_z al

«

se |z1]| + ...+ |z, <7 (0 que acontecerd numa vizinhanga de 0). Portanto,
DYp(0) = |aftr~le,

Logo, se
[ <ol

temos

D fi(0)] < |aftr™* = D(0),
o que implica que f < ¢1. Por outro lado, se f < ¢1, temos

D% fi(0)] < D*¢(0) = [altrle,
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para todo k e todo «, o que implica que fi € Cy-(0), portanto, f € Cy,(0). terminar a
demonstragao O]

Certas operagoes preservam a majorizacao. Trivialmente, se f < F, entao D*f < D“F.
De fato, se f < F, entao D*f e D*F sao C'*° numa vizinhanga da origem para todo a.. Além
disso,

[DP(Df)(0)] = |[DTFf(0)| < DPF*F(0) = D?(D*F(0)),
para todo [, logo D*f <« D*F.

Teorema 10. Sejam f(z) e F(x) fungoes C* numa vizinhanga da origem do R™ no R™ e
sejam g(u) e G(u) fungoes C>° numa vizanhanga da origem do R™ em RP. Sejam f(0) =
F(0)=0, f< F eg< G, entao

9(f(z)) < G(F(x)).

Prova. Por serem compostas de fungdes C*° numa vizinhanga de 0, entdao h(z) = g(f(z))
e H(z) = G(F(x)) sao C* proximo de z = 0. Para cada o e k = 1,...,p, por aplicacao
repetida da Regra da Cadeia, temos

D*hi(0) = Pa(6°gx(0), D f;(0)).

Onde P, é um polindmio nos seus argumentos, cujos coeficientes sao inteiros nao-negativos,

5= (0/0un,...,0/0un), j=1,...,m. |8, ]| < |o|. Entao,
| DN (0)| = Pa(6”gx(0), D7 f;(0))] < Pa(8"Gi(0), D?P;(0)) = D*Hy(0),
para todo k e todo a. O

Podemos usar o teorema acima para obter estimativas de derivadas de fungoes compostas,
como mostraremos a seguir.

Corolario 1. Sejam f uma fung¢ao que mapea uma vizinhanga de y € R™ no R™ e g uma
fung¢ao que mapea uma vizinhanga de v = f(y) no RP. Se f € Cy,(y) e g € C,,(v), entao

h(z) = g(f(z)) € Cu,p/(mM+p)(y>~
Prova. Defina
hy+z) =g+ fly+z)— fly) = g"(f = (),

onde

Hp
P—T1— ... — Ty

g () =gu+v)eC,,(0) = g" < (¢¥,...,1),onde Y(z)=

fr(x) = fly+2)=f(y) € Cur(0), [7(0) = 0= f* < (¢=M,...,¢0—M), ¢—M =
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estas conclusoes seguem imediatamente do Teorema 9. Portanto do Teorema 10, temos

hz+y)=g"(f"(z) < @1)((o1)(2))
= (Y(o(x) = M,....¢(x) = M),....b(¢p(x) = M,... ,o(x) — M)
= (x(z),...,x(2)),

onde
fip _ mplr—a — . — )
p—m(¢(x) = M) pr—(p+mM)(w1+...+wn)

1 n
= —_ = x’L s
X = X1 , ;:1 X1

x(z) =

Podemos escrever

onde ol
_ u el e N
X1 = 1— (p+mM)(z1+...+2n) ’MZ? <p+mM> L
pr «
portanto,
—|af
pr
D%x1(0) = "N —
) = ol (S50}
logo
X1 - C/"erpn:M (0)
Note que

n

D(0) = D™xa(0) — - 37 D (1) 0).

i=1

Seja A% o multi-indice ﬁ]@ = 0;5. Se a; = 0, entdo D*(x;x1)(0) = 0, caso contrario, pela
Regra de Leibniz, temos

—|a+1
i T
D*(aa)(0) = a0 0) = aatlal — ! (L)

Logo,
1 n or —|al+1
0513 D)) < ol (—) — Dy (0)

e concluimos que
D*x(0) < D%x41(0),

portanto,
X < X1,
e que
X € Ou’p-kzrllw (0)’
portanto,
h e C“’er/ZLM (O)
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5.4.1 A prova do Teorema de Cauchy-Kovalevski

O teorema assegura a existéncia e unicidade de solu¢ao analitica real do problema de Cauchy
quando os dados e as equagOes sao analiticas. Como sistemas de equagoes nao-lineares mais
gerais podem ser transformados em sistemas quasi-lineares por diferenciacao, nos restringi-
remos a sistemas quasi-lineares da forma

> AuDu+C =0. (5.49)
|al=m

Assumiremos que a superficie inicial S seja analitica real numa vizinhanc¢a de um dos seus
pontos ¥ e numa vizinhanga deste S seja dada por uma equacao ¢(x) = 0, onde ¢ é real
e analitica em 2° e que D¢ # 0 em 2°, digamos D,¢ # 0. Em S prescrevemos dados de

Cauchy compativeis para D’u, com || < m, o qual deve ser analitico real em 2%, ou seja,
ele ¢ localmente representado por uma série de poténcias de x; — 29,... 2,1 — 2% ;. Os

coeficientes A,, C' devem ser funcoes analiticas reais dos seus argumentos x, D?u no ponto
2, DPu®, ou seja, dados por uma série de poténcias em = — 2%, D%u — DSu°, préximo de
2%, DPu®, onde DPu® é o valor de DPu correspondente ao dado de Cauchy em z°. Assumimos
que S seja nao-caracteristica em z° (e consequentemente, numa vizinhanga deste ponto), no
sentido que Q(D¢) # 0. O teorema assegura que existe a uma unica solugao que é analitica
real em 2°.

A prova do teorema consiste em mostrar que todos os coeficientes da expansao em séris de
poténcias de z — 2° da solucao esperada podem ser unicamente determinados por sucessiva
derivacao da equacgao diferencial e dos dados de Cauchy e que a série obtida realmente
converge para uma solucao.

Para facilitar a demostragao, faremos algumas transformagoes antes de construirmos a
série de poténcias. Primeiramente transformaremos z° na origem e S numa vizinhaca da
origem no hiperplano z,, = 0 (aplainamos S) através de uma transformagao analitica. Intro-
duzindo derivadas de ordem menor do que m como novas variaveis dependentes, reduzimos o
sistema a um sistema de primeira ordem. Aqui usamos que o conjunto ds fungoes analiticas
reais sao fechados a diferenciacao e a composigao. Com isso obtemos um sistema de primeira
ordem no qual a matriz coeficiente do termo 0u/0z, é ndo degenerado uma vez que S é nao
caracteristica. Podemos resolver o sistema, obtendo um sistema na forma padrao

~1
o o ou

= E a'(z,u)=— + b(z,u), (5.50)
=1

onde a’(x,u) sdo matrizes quadradas (a};) e b(x,u) ¢ um vetor coluna com componentes b;.
Em z, = 0, proximo de 0, prescrevemos os valores iniciais u = f(x1,...,Z,_1). Assumiresmos
f =0, introduzindo v — f como nova fun¢ao desconhecida. Podemos adicionar x,, como uma
variavel dependente adicional u*, ou componente de u, satisfazendo a equagao du*/dz, =1
e condicao incial ©* = 0. Com isso a’ e b nao dependem de z,,. Escrevendo componente a

componente, temos que provar a seguinte versao do teorema de Cauchy-Kovalevski:

Teorema 11. Sejam aé-k e b; fungoes analiticas reais de z = (T1,...,Tp_1,U1,...,UN) NG
origem RN+"=1 Entdo o sistema de equacoes diferenciais
Ouj e, O ,
(3:10] zzzajk(z)%+bj(z), j=1,...,N (5.51)
"=l k=1 !
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com condigoes iniciais
u; =0, para z, =0, j=1,...,N (5.52)
tem um unico sistema de equagoes u;(1,...,%,) que € analitico na origem.

Prova. Para quaisquer solugoes u;(z) de (5.51) que sao analiticas na origem e todo «,
aplicando D® e fazendo x = 0, obtemos relagoes da forma

D, D*u;(0) = Pa(d’a’y,(0),d"b;(0), D*uy(0)).

Aqui d é o operador gradiente em relacao a z:

g=(9 9
- \0z7 T Ozngna )

B,y tétm N + n — 1 componentes, |8],|y| < |a|, 0 tem n componentes, 0] < |af + 1,
t=1,....n—1, j,k =1,...,N e P, &€ um polindbmio nos seus argumentos, cujos coefi-
cientes sao 1nte1ros nao- negatlvos (nem a regra da cadeia para diferenciagdo, nem a regra
para diferenciacao de produtos pode nos levar a algo diferente). Além disso, das condigoes
iniciais (5.52),

D*u;(0) = 0, para o, = 0.

Por inducdo em o, obtemos das rela¢oes acima todos os D%u;(0), em termos de apenas
d?a%,.(0),b7(0). Entao os u;(x) sdo determinados unicamente (desde que sejam representados
por série de poténcias) através de (5.51) e (5.52). Reciprocamente, se calcularmos recursiva-
mente quantidades ¢} das relagoes acima, substituindo em toda parte D®u;(0) por cj esea

séries de poténcias
Z 1 z*
a!

«

convergir e representa u;(x) proximo de 0, entdo os u;(z) formam uma solugdo de (5.51)
e (5.52) analitica em 0. De fato, ¢f = D%u;(0) & satisfeito. Além disso, para uy(z) real
analitica ambos os lados de (5.51) serao analiticos e 0 e (5.51) garante que os coeficientes na
série de poténcias para ambos lados sejam iguais.

Portanto, tudo que falta provar é que a série formal de u;(z) com coeficientes D*u;(0)/c!
obtida pelas relacoes de recorréncias acima converge perto de x = 0. Isto é facilmente obtido
pelo método de majorantes. Seja

ajy(2) < Ajy, bi(2) < By(z)

e U;(z) forma uma soluc¢ao do “problema majorante”

n—1 N
390 DAL (2 +Bj(z), j=1,...,N (5.53)
n i=1 k=1
com condigoes iniciais
Uj=0, paraz, =0, j=1,...,N (5.54)
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que é analitica em 0. Entao claramente
|D%u;(0) < D*U;(0),

acontece para D%u;(0) calculado recursivamente. Portanto, a série formal baseada nos
D®u;(0) na verdade converge e representa uma solu¢ao do nosso problema de Cauchy numa
vizinhanga da origem. Falta-nos produzir um sistema majorante cuja solucao ¢ analitica em
0. Suponha que a(z) e b;(z) pertengam a Cyy,.(0) e portanto majorado pela fungao

Mr

r—21— ... ZN+n-1

¢(2) =

Entao o problema de Cauchy majorante ¢ (fazemos A}, (2) = ¢(2) e Bj(z) = ¢(z), para todo
i,J. k)

oU, Mr 2 oL OU _
= 1 =1.....N (5.55
oz, r—xl—...—xN+n1—U1—...—UN< +;;8xi > J e NV )

com condigoes iniciais
Uj=0, paraz, =0, j=1,...,N (5.56)
Este problema tem solucao da forma

Ui(z1,...,xn) =V(t1+ ...+ 2p_1,20), j=1,...,N,

onde V(s,t), s = 1+ ... + x4_1, t = x, é a solugdo do problema de Cauchy escalar de

o S S AU, _ OV _ OV ds _ OV
primeira ordem (todos os U; s@o iguais a V, para todo j, T = Ga = 95 9e = 95 bara todo
i=1,...,n—1)

Mr

Exercicio 13. Considere o sequinte problema de Cauchy
(r—ax—NV)V,— MN(n—1)r V, =Mr, V(z,0)=0.

Mostre que

V(z,y) = ﬁ(r — 2 —+/(r—2)2 = 2nMNry).

De fato as equagoes caracteristicas sao

Cé—?i:r—x—]\fz, C;—j:—MN(n—l)r, %:Mr, x(s,0) = s, y(s,0) =0, z(s,0) =0.
Logo
z(s,t) = —MN(n—1)rt+s, =z(s,t) = Mrt,
logo
%zr—s—}—MN(n—?)rt
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portanto,
MN (n —2
y(s,t) = (r—s)t+ # t2.

precisamos expressar t em funcao de x e y. Note que eliminando s das equagoes de x ey,
encontramos
MNnrt* —2(r — )t + 2y = 0,

e encontramos

r—ax++/(r—x)2—2MNnry
MNrn ’

t =

ratz compativel comt >0 €

t

_r—x+4+/(r—x)>—2MNnry
B MNrn ’

portanto temos

r—xz++/(r—x)2—2MNnry

V(z,y) = N

Portanto do exercicio 13, temos

V(s,t) = L(7’ — 5 —/(r —s)2—2nMNrt),
Nn
que ¢é analitica real em s,? na origem.

A fungao V (s, t) depende dos parametros M, r e dos inteiros n, N. Poratanto, pertence a
C,.p onde p, p dependem somente de M, r, N,n. Sua expansao tem termos de s e ¢t converge
para |s|+ |t| < p, logo a solugdo em série de poténcias do problema de Cauchy (5.51) e (5.52)
converge para

21l ] < p
onde p depende apenas do nimero de variaveis dependentes e independentes e da classe
Cr(0) a qual os coeficientes af;, e b; pertencem. O

5.5 A identidade de Lagrange-Green

O Teorema da Divergéncia diz que

/ﬁ.m:/ F.Cds
Q o0

onde 5 = (¢1,...,Cn) € o vetor normal unitario exterior a superficie S. Vamos assumir que
0f) seja suficientemente regular e modo que o Teorema da Divergéncia aplique para todo
F e CY(Q). Este teorema pode ser generalizado para F' € C1(Q) N C°(Q), aproximando Q a
partir do interior. Fazendo F= (0,...,0,u;0,...,0), ou seja, a k-ésima compontente de F
vale u; e as demais valem 0, onde u; é a i-ésima compontente de u, temos

/Dkuidx:/uigkds, (5.57)
Q Q
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paratodoi=1,...,Nek=1,...,n. O integrando do lado esquerdo é (Dyu); e o integrando
do lado direito é (u(y);, portanto

/Dkud:v:/ uy, dS, (5.58)
Q o9

para todo k = 1,...,n (lembre que integral de um vetor ¢ obtida integrando componente
a componente do vetor dado). Substituido u; por v"u na equagao (5.57), como Dy(vTu) =
(Drpv?)u + vT(Dyu), temos a seguinte formula de integracao por partes:

/UTDkudw:/ e dS—/(Dva)uda:. (5.59)
Q 1) Q
Em particular, se a; = 1 = oy, e oy = 0, para ¢ # j, k, temos
/ v D*udr = / v’ Dj(Dyu) dx
Q Q

= /a QUT(D]'U)C]' ds — / (Djv")(Dyu) dx

= /aﬂ v (Dju)¢; dS — (Q/aQ(DjUT)CkU dr — /Q(Dk(DjVT)) U)
= [ (@06 = (D)) dS+ (-1 [ (DUDVT) uds
= M(u,v,¢)dS + (—1)k /(L“vT)udx.

o0 Q

Substituindo v por AZv, temos

/ vT Ay D dx = M (u,v,¢)dS + (—1) /(DO‘(Agv) udz.
Q Gl9) Q
Em particular, para o operador linear de ordem m,
Lu = Z ao () D% (5.60)
la|<m

aplicando-se repetidamente (5.59), obtemos

T « - AVA
/Qv Z ao(x)D ud:v—/Q(Lv) udx + mM(U,U,Ode

|oe|<m
onde

Ly = Z (=) D*(ag(z) v),

|laj<m
onde L é o operador (formalmente) adjunto de L.

Observacao 5. Em M (v,u,() sé aparecem derivadas de ordem até m — 1 de v em relagao
a D, em particular se todas as derivadas Dv(xy,... 2, 1,0) =0 para 0 < k <m —1, s6
sobreviverd em M a contribuicio de L que vem de v A,D% com o = (0,...,0,m), ou seja,
vIAuD™u. O M(v,u,() correspondente a vT A, D™ u possui vdrios termos, mas aquele que
envolve D™ 1vT ¢

(=)™ Ay (D) G = (1)t Agw? Gu.
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Exemplo 34. Considere o sequinte sistema linear de primeira ordem

Entao

/UTLuda: = /UT <ak(x) Ou ) da:+/va(a:)ud:c
Q Q Ok Q

= — " a(x)To)T z)T udx a” U
-/ (;wk( @) + 0 >) d+/mk1< (@) ) uGi dS
— /—( Dy (a*(x)"v) + b(x) Tv) udm+/ ) ugy dS
Q 1 02—y
= /(EU)Tudx—F M(v,u,)dS (5.61)
Q o

usamos (5.59) na terceira igualdade, substituimos v por a*(z)Tv) onde

ZDk (z)Tv) + b

¢ o operador (formalmente) adjunto de L e

M (u,v,() = / Zv x)uy dS.

09 .4

Exemplo 35. O operador laplaciano L = A = > Di. Aqui u e v sio escalares.
Aplicando-se (5.60) duas vezes, temos

/Q vD{udr = /Q vDy(Dyu))dx
_ /a o(Dpn)Guds - /Q (Dyv)(Dyu)dae
= /6 Qv(Dku)deS— /6 Q(Dkv)udex—I— /Q (Div)udz.

Portanto,

/vAudx = / uAvdz +/ (vVu-¢—uVuv-()dS = / uAvdz +/ (va—u - u—) ds.
Q Q Ge) Q oo \ 0C a¢
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5.6 O teorema de unicidade Holmgren

O teorema de Cauchy-Kowalevski diz que um problema de Cauchy analitico com dados pres-
critos numa superficie analitica nao-caracteristica S tem no méaximo uma solugao analitica
u (pois os coeficientes da série de poténcias sdo determinados de maneira tnica). Ele nao
exclui a possibilidade de existir outra solugao que nao seja analitica do problema. Entretanto,
podemos mostrar Ginicidade para o problema de Cauchy para equacao linear com coeficientes
analiticos e dado (ndo necessariamente analitico) numa superficie analitica nao-caracteristica
S.

Seja u uma solucao do sistema de equagoes lineares de primeira ordem

numa regiao R na "forma de lente", limitada por duas hipersuperficies S e Z, veja abaixo.
Aqui z € R, u € RV, a* e b sao matrizes N x N. Asumiremos que o dado de Cauchy u =0
em Z e que S seja nao-caracteristica, ou seja, a matriz

A= Z a* (),
k=1

¢ nao-degenerada para x € e ( for o vetor normal unitario em S no ponto x. Seja v a solucao
da equacao adjunta

com dado de Cauchy
v=w(x), x€S,

também definida em todo R. Da identidade de Lagrange-Green, veja (5.61), como Lu =0 =
Lv em R, s6 sobra o termo de fronteira:

= na,kl'TwTU, = wT nakxT u = U)TU u = c1m .
O‘/m,;(” ugeds = [ (Z ()@) a5 = [wauds (w=0emT)

k=1

Agora suponha que o conjunto I' das fun¢ao w em S para o qual o problema de Cauchy
da equagao adjunta exista seja denso em C°(S) (ou seja, qualquer fungao continua em S
possa ser uniformemente aproximada por fungdes de I') (o que seria verdade, por exemplo,
se I' for o conjunto dos polindmios) e concluiriamos que

/wTAu dS =0
s

para todo w € C°(S). Afirmamos que isto implicaria que Au = 0 em S e como A é nao-
degenerada em S, concluimos que u = 0 em S. De fato, se Au(z) # 0 para algum 2z em S,
entao Au # 0 numa vizinhang¢a w de z. Podemos encontrar uma fungao escalar continua em
S, ¢, com suporte em w e ¢(z) > 0, portanto ¢(z) > 0 para x numa vizinhanga de z, W' C w.
Fazendo w = ¢ Au, temos

/wTAudS :/ o||Aul|*dS > 0,
S w!
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o que nos levaria a uma contradicao. Note que o méximo que pudemos concluir é que u =0
em S UT, mas o que realmente pretendemos é mostrar que u = 0 em R. Além disso, para
obtermos o resultado acima, supusemos que a equagao adjunta tinha solugao definida em
todo R, os resultados de existéncia sao locais, por exemplo, se tivéssemos usado o Teorema
de Cauchy-Kowalevski para o problema de Cauchy com dados (analiticos, digamos polindnios)
em S, sO nos seria segurada a existéncia de uma solu¢ao numa vizinhanca de S.

Para demonstrarmos o Teorema de Holmgren e preenchermos o "gap" entre as duas hiper-
superficies S e Z, vamos cobrir R por uma familia de hipersuperficies nao-caracteristicas S
(estaremos fazendo uma foliagao analitica de R, de modo que as folhas cortem Z transversal-
mente e cubram uma vizinhanga “abaixo” da hipersuperficie Z, as folhas serao parametrizadas
por A\, onde a < A < b, a folha indexada por b contém S, folha indexada por a esta na regiao
“abaixo” 7).

Definicao 7. Uma familia de hipersuperficies Sy em R™ com pardmetro A variando num in-
tervalo A = (a,b) forma um campo analitico, se Sy puder ser transformado bi-analiticamente
em secoes transversais de cilindros cujas bases estdao na esfera unitdiria do R"'. Ou seja,
existe um mapeamento F : Q x A — R™ onde x = F(y) € analitico e possui Jacobiano
nao-nulo e

Sy={zlz =F(y); (1, -, yn-1) € D yn = A}.

Denotaremos por G a inversa de F, a qual também 4 analitica, em particular, A(z) = G, (z)
é real analitica em Y, onde X = U, S, o suporte do campo, o qual é aberto.

Exemplo 36. Fizado r > 0 sejam

n—1
2 {uS < n -]

k=1

n—1
R = {y|0§yn§€<r2—2yi)}.
k=1

Podemos considerar o campo analitico formado pelas por¢oes de paraboloides
n—1 n—1
Sy = {y\yn =A+te <r2 —Zyi) D < r},
k=1 k=1

onde N € —er? —¢,0). Se Z for nao-caracteristico em relagio a L, podemos tomar € suficien-
temente pequeno de forma que o suporte do campo fique proximo a Z, portanto cada Sy seja
nao-caracteristica.

Teorema 12. (Teorema de Unicidade de Holmgren) Seja Sy para A € A um campo analitico
em R™, com suporte . Considere o sistema linear de ordem m

Lu= Y Ay(z)Du =0, (5.62)

|| <m
onde x € R", u € RN, as matrizes A, sdo reais analiticas em . Sejam

R = {z|z € ¥;z,, > 0}
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Z = {z|r € ¥;z, = 0},
e para todo € A

u = {z|x € Sy, para algum X\ com a < X < p}.

Assuma que Z e todos Sy sao nao-caracteristicos em relagao a L, que ¥, N R para todo p €
um subconjunto fechado de ¥. Seja u uma solugio de (5.62) de classe C™(R) com dados de
Cauchy nulo em Z. Entao u=0 em R.

Prova:

e Podemos sempre através de uma transformacao analitica transformarmos a regiao R
numa regiao para a qual hipersuperficie Z seja mapeada no hiperplano z, = 0, o
novo operador linear teria coeficientes analiticos. Por exemplo se T for dado por z,, =
(1, ..., x,-1), onde ¢ é analitica, entao a transformagao y; = x;, parat =1,...,n—1
e Yp = Tn — O(x1,...,2,), leva a hipersuperficie y, = 0. Portanto, sem perda de
generalidade, assumiremos que hipersuperficie T" esteja no hiperplano z,, = 0.

e Como todas as derivadas de ordem < m—1 de u sdo iguais a zero e Z é nao caracteristica,
entdo D*u = 0, para a = (0,...,0,m), com isso podemos estender a u para todo X,
fazendo-a 0 abaixo da hipersuperficie Z, ou seja, na regiao ¥ N {x, < 0} e ela sera de
classe C"(32). O nosso objetivo é mostrar que u é zero em R, para tal mostraremos que
u se anula em cada Sy ou equivalentemente 4(x) = u(F(z)) = 0 em cada hipersuperficie
Sy ={(z1,...,2p_1) € Qz, = A\}. A inversa de F, G, leva Z numa hipersuperficie
G(Z) em  x A. A parte abaixo de Z é 0, se a correspondente parte estiver abaixo de
G(Z), @ ¢ 0 na mesma. Tome z abaixo de G(Z), entdo x = G(y) para algum y abaixo

de Z, entao u(z) = a(G(y)) = u(F(G(y))) = u(y) = 0.

e Ao fazermos a mudanga de coordenadas @(z) = u(F(x)) mapeamos o nosso problema
de Cauchy noutro em §2 x A, como a transformacao F' é analitica os novos operadores
correspondentes a L e L continuarao tendo coeficientes analiticos. Note que

u(z) = u(G(x))

para u : ¥ — RY. Por exemplo,

ou 6yk B 8yk - .
8:701 Z Oy, Ox; (Z 0x; ayk> v y=Gl)

Note que
Oy 0Gp(x) P -

é analitico. As matrizes a,(x) sdo substituidas por a,(F(y)) que s@o analiticas, por
ser composta de fungoes analiticas. Em outras palavras, ao usarmos a regra da cadeia,
encontraremos sempre coeficientes analiticos.
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e Para simplificar a notagao, continuaremos a denotar os novos operadores corresponden-
tes a L e L pelas mesmas letras. A solucdo u estendida para ¥ é mapeada na solugao @
em {2 x A, a qual se anula abaixo de G(Z). Vamos resolver o problema de Cauchy para
a equagao adjunta em cada hiperplano z, = A, (z1,...,2,-1)2, A € A e mostrar que
& = 0 em cada um dos hiperplanos. Para manter a notagao simples, denotaremos « por
u. Além disso, usaremos a variavel x ao invés de y quando considerarmos o problema

em ) x A.

e Olhemos para o problema adjunto num compacto K contendo os hiperplanos x,, = 0,
sendo a,(x) analiticos no mesmo, entdo existe r, M > 0 tais que a,(z) € Cypn(K)
(escolhemos o menor dos r, e o maior dos M,). Dado um polinénio p, existe alguma
constante positiva k, tal que kp € C, p(R) e sendo a equacao linear, entdo as solugoes
com dados iniciais p e kp terao mesmo dominio de existéncia.

e A seguir, vamos considerar o problema de Cauchy para a equagao adjunta (transfor-

mada) na hipersuperficie z,, = A. Como o vetor normal a esta ¢ ( = (0,...,0, 1), os da~
dos sdao completamente especificados a partir das derivadas normais D¥v(xy,. .., 2,1, A\, A),
k =0,...,m —1 (as demais derivadas D%v sdo obtidas a partir destas, a solugao
v(x1, ..., Tp_1,%n, A) dependende do parametro \):

Div(zy, ... 2y, M) =0 (k=0,...,m=2), D" w(xy,..., 201, A\ A) = w(zy,..., 0 1).

Podemos transformar este problema naquele em que o dado é prescrito em z,, = 0,
substituindo x,, por z, + A: fazendo

V(z, ) =v(@1,. .y 1, T + N A, aol(z,A) = Ag(z1, .o Zp1, T + A)

temos
Lv =Y (=) D*(aqs(z,\)"V) =0,

la|<m

DEV (21, .. 20 1,0,0) =0, k=0,...,m—2; D™ 'V(zy,...,2-1,0,A) = w(zy,..., L0 1).

e Dado um valor p € A, podemos tomar ¢ > 0, o qual assumiremos menor do que
min{1, (b — a)/2}, tal que

u(z) =0, a <z, <a-+2

w(z) =0, o ¢ Qoe, a <z, < L

(isto é possivel, visto que u = 0 abaixo de G(Z) e u < b, veja figura, isto nos garantira
que contribuigdes das “fronteira laterias” serao nulas, no raciocinio que se segue).

e As matrizes a,(z, \) sdo analiticas em
reQ, a<z,+A<b a<A<b (5.63)

e o plano x,, = 0 é ndo-caracteristico em relagdo a L (uma vez que é nao-caracteristico
em relagdo a L). Seja A a bola unitaria centrada (fechada) de raio 1 — € centrada
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na origem em R""!. Seja A, = [a + €, — €]. O conjunto (5.63) tem um subconjunto
compacto, K, consistindo de (x,\) com

(X1, Tp1) € Qs = 03X € A,

( a escolha de ¢ < (b — 1)/2 serve para garantir que A, C A, sendo € < 1, temos
Q. C ). Como K & compacto e a,(z,A) é analitica em K, entdo existem M,r > 0,
tais que a, € Cur(y,A), para todo (y,\) € K. Além disso, dado um polindémio
w(xy,...,Ty_1), como £ é compacto, podemos sempre encontrar uma constante ¢, tal
que cw € Cy,(y), para todo y € 2, como a equagao adjunta é linear, o dominio de
existéncia das solugbes com dados w e cw sao iguais (como s6 estaremos interessados em
saber o dominio de existéncia da solugao, podemos substituir w por cw). O Teorema
de Cauchy-Kovalevski nos garante a existéncia de uma solugdo V(z,\) analitica em
T € Qe |xy] <0e e A

Portanto v(x, \), é analitica para

(X1, oy Tpo1) € Qe |z — A < 0(€); X € A

Sejam A, A* valores no intervalo (a + €, pt), com |A — A\*| < 4, aplicando a identidade de
Green-Lagrange a fatia de €2 x A limitada pelos planos z, = A e x, = A*. O plano
x, = A* esté dentro do dominio de v(z, A), que a solugao da equagdo adjunta com dado
wem z, = A. Como Lu = 0 = Lv dentro da fatia, s6 fica o termo de fronteira. Nas
“fronteiras laterais” u = 0, portanto, s6 ficam as contribuigoes dos hiperplanos x, = A
e x, = A", entao

M(v,u,()dS—l—/ M(v,u,()dS = 0.

Tn=A T =A\*

]()\)E/ M(v,u,()dS:/ Mv(xy, .. Ty, AN u(xy, o Tp1, AY), Q)day oy
Ty =A\* Qe

Como v ¢é analitica em A, I(\) é uma fungdo analitica em A para A € (a + €, u). Por
outro lado, u = (z1,...,2,-1,A) = 0 para A € (a + €,a + 2¢), portanto, I(\) = 0, para
A € (a+€u). Tendo em vista as arbitrariedade de € e p, concluimos que I(\) = 0,
para todo A € A, ou seja,

M(v,u,()dS = 0.

Tn=A\
Como em x,, = A, temos DFv(xy,...,2,_1,0) =0, para0 < k <m—1le D™ 'w(xy,..., 1, 1,0) =
w(T1, .oy Tpot)
M(v,u,()dS = (—1)’”_1/ w” ag(x)u(z)de; ... dr,_1,
Tn=A\ Tn=A\

onde a = (0,...,0,m). Logo
/ wh ag(z)u(x)de; ... dr,_, =0,
Tn=M\
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como w é um vetor polindémio arbitrario, segue que

como det a,, # 0, seque u(z) =0 em z,, = A, para todo A € A. Portanto u(z) = 0 em
DI [
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Capitulo 6

Equacao de Laplace

6.1 Identidade de Green, solucoes fundamentais e equa-
cao de Poisson

Assumiremos que €2 é uma regiao aberta e limitada do R"™, para a qual vale o Teorema da
Divergéncia.
Sejam u,v € C?(Q), entdao V - (vVu) = vAu + Vv - Vu, portanto

/ V- (vVu)dx = / vAudzr + / Vv - Vu dx.
Q Q 0

Usando o Teorema da Divergéncia a integral do lado esquerdo da equagao acima, obtemos
0
/ va—ZdS = /QvAudx + /Q XZ:%ZU% dx (6.1)

onde g—z = Vu -7, com n(x) o vetor normal unitario a superficie 92 no ponto z, apontando
para fora. De maneira analoga, trocando os papéis de u e v, temos

Ov
u—dS:/uAvd:C—i-/ Uy, Vg, AT 6.2
a0 On Q QZ (62

Subraindo (6.1) de (6.2), obtemos

ou ov
vAudxy = / uAvdx —|—/ (v— — u—) dS 6.3

Caos particulares: se v = 1, temos

ou
Audx:/ —dS. 6.4
/Q a0 On ( )

se v = u, de (6.1) temos

/Z:(um)2 dx—l—/uAudx: u@ as (6.5)
Q7 Q a0 On
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Da equagao acima, se Au =0 em 2 e u ou % for zero em OS2, entao

/Q Eij(uxf dr =0,

portanto u,, = 0 em €2, logo u é constante em €. Em particular, se u|gq = 0, como u € C?(Q),
segue que u = 0 em (), portanto, u = 0 em 2. Da mesma forma, se u € C*(Q) e g—z for zero
em 02, concluimos que u é constante em ).

O problema de Dirichlet consiste em encontrar uma funcao u em 2, dado que Au = 0
em Qe u|lg = f. Pelo que vimos acima, uma solucdo u € C?(Q) do problema de Dirichlet
¢ determinada de maneira tinica. De fato, se u,v € C?(Q) forem duas solu¢des do mesmo
problema, ou seja, Au = 0 = Av em e u|gq = v|sq, entdo U = u — v € C*(Q), satisfaz
AU =Au—Av=0—-0=0em Qe Ulspg = 0, o que implica que U = 0 em Q, portanto,
uw=v em .

O problema de Neumann consiste em encontrar u em 2, dado que Au = 0 em e
gz = 0 em po = 0. Pelo que vimos acima, uma solucao u € C’Q(Q) do problema de Neumannt
¢ determinada de maneira tinica, a menos de uma constante aditiva.

Mostraremos que uma solucao u € C2(£2) N C°(Q) é tnica e veremos como explicitamente
construir solugoes para o problema de Dirichlet para o disco.

A equacao de Laplace é invariante por translacao, dilatagdo e rotagao. As duas pri-
meiras simetrias sao imediatas, mostraremos a invariancia por rotagao: se Au(x) = 0, entao
Au(Oz) = 0, onde 0 ¢ uma matriz ortogonal (OOT = OTO = I). De fato, seja v(z) = u(Ox),
entao fazendo y = Oz, temos

Uz = Z uyk( Z uyk axl Z uyk Y)Or16u = Z uyk Y)Ok,i = (Oz)y)
k

logo
ou 8yl 8:6
Ugiz; = Z ay; ki Z uykyl( Ok i Z uykyl - Ol mOi Z uyklll y)Oy iOk,i
v k,l k,lm
portanto,

Av = vy,
= ;uykyz(y)ZOl,iOk,i
= iuykyl<y>20ki<OT>il
= Zuykyl )(OOT ),
- Zuykyl )oKl
= ;uykyk(y)

= 0.
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Por causa da simetria esférica, a equagao de Laplace tem solugdes v(x) que sao invariantes
por rotacao em torno de £, ou seja, tem o mesmo valor sobre todos os pontos x cuja distancia

a & ¢ amesma. Portanto, v(z) = ¢(r), onder = [z —¢&| = />, (z; — &)?. Entao v(z) = ¢(r),

onde = r(x) e da Regra da Cadeia, temos

Y. or Y. Tr; — fl
sz_w<r)amz —¢(7“) r )
em particular,
vo =y,

Upa, = aii (W(r)x";@)
= T () o (457
= (r) (‘” - 51')2 ) (TQ — (@i = 52‘)2) |

r3
Logo
" n—1 /
Av(x) =Y Ve, =" (r) + Pi(r).
Portanto se Av(z) = 0 se, e somente se,
" n—1 /
P (r) + Y'(r)=0. (6.6)

Embora esta equacao seja de segunda ordem, ela é redutivel a uma equacao de primeira
ordem na variavel u = v/, ou seja,

n—1

u + u =0,
a qual é de variaveis separaveis. A sua solugao geral é

Ch

-
Portanto, a solucao geral é

o) = Cilnr+Cy, paran =2
"= %4—02, paran > 2

A solugao v(z) = ¢(r) satisfaz a equagao (6.6), para r # 0, ou seja, para x # £. No que
se segue, faremos Cy = 0 e escolheremos C; de modo que 9 (r) seja solugao fundamental da
equacao de Laplace, satisfazendo

AU == (Sg.

Seja u € C%(Q) e £ um ponto em €, aplicaremos a identidade de Green (6.3) (caso em
que a regiao ¢ multiplamente conexa) com v dado ¥(r), onde faremos co = 0. Para evitar
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a singularidade de v em x = &, consideraremos a regiao 1, obtida de 2 retirando-se a bola
B(&, p). Portanto sua fronteira, 95(&, p) = 02U S(&, p), o vetor normal aponta para fora de
Q,, em particular, em S(&, p) ele esta apontando para dentro da bola. Como Av =0 em (2,

temos
/ vAudr = / (v@ - u@) ds +/ (v% — u@> ds. (6.7)
Q, o0 on on S(€.p) on on

Na superficie S(&, p) :

v =1(p),
. r—¢&
n=-— )
P
o _ _
a—Z:VU-ﬁzwl(p)xpg'gpx = —¢'(p).
ou ou
—dS = —dS
/S(s,p) “on wie) /S@,p) on

—1(p) / Audz (em S normal aponta para dentro da esfera)
B(&p)

= —(p)|B(&, p)|Au(¢) (Teorema do Valor Médio, u € C?*(Q), ¢ € B(&, p))
= —(p)wnp"u(() (= 0 quando p — 0)
onde
wn = 2(v/7)"/T(n/2)

a area de uma esfera raio 1 no R™. Note que a quantidade acima tende a 0 quando p tende
Zero.

0
/ wlds = —¢'(p)/ udS:—C’lp”_l/ udS
sep On S(Ep) S(E)
—C1p' " p" rw,u(¢)  (Teorema do Valor Médio, ¢ € S(&,p))

= —Ciwau(C) (— Crw,u(§) quando p — 0)

Substituindo os resultados acima em (6.7) e tomando o limite quando p tende a zero, temos

ou ov
A _ == . .
/Qv udx /89 (Uan u@n) dS + Ciw,u(§) (6.8)

Escolheremos C'; de modo que Ciw, = 1, ou seja,
Cl == 1/wn

com isso definiremos

Inr

o ={
(

2—n)wn’

paran = 2

paran > 2’ (6.9)
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Fazendo
K(z,8) =¢(r) = ¢(lz = £)),

temos o seguint teorema

Teorema 13. Seja u € C?(Q), onde Q é um conjunto aberto e limitado do R™ para o qual
vale o Teorema da Divergéncia. Entao

u(€) = /Q K(z, &) Au(z)dz — /(9 ) (K(az,f)ag?i:) - M@%) ds, (6.10)

para todo & € ().

Se no Teorema acima fizermos u = ¢, onde ¢ € C°(Q2), entdo ¢ =0 = 8‘% em 0f, logo

06) = [ K. a0 (6.11)
portanto v = K(z, &) define uma distribui¢ao para a qual
v[Ag] = ¢(§).
Ou seja, em sentido de distribuigao, v satisfaz
Av = 0,
e v € uma solucao fundamental com polo em &.

Definigao 8. Seja ) € R™ aberto. Uma funcio u € C*(Q2) é harménica em Q, se Au = 0
em 2.

Agora u € C?(Q) e que Au =0 em € , entdo do Teorema 13, temos

u(€) = — /8 ) (K(m,g)ag?if) _ u(x)%;:f)) s, (6.12)

para todo £ € ). Esta féormula expressa u € {2 em termos do seus dados de Cauchy u e

887“ na fronteira 02, desde que ela exista. Vimos das identidades de Green que a solugao

u € C?(Q) satisfazendo Au = 0 em 2 ¢ determinada de maneira tnica pelos valores de u em
0f). Portanto, nao podemos prescrever ambos u e 681171 na fronteira 9. Com isso problema de
Cauchy para a equacgao de Laplace em () geralmente nao tem solugao. Entretanto, a formula
(6.12) ¢é util para mostramos regularidade de fungdes harmonicas: como K(z,£) € C™ em
x real e &, para x # £, podemos tomar derivadas de u(§) em relagao a £ de todas as ordens
dentro da integral para £ € Q e mostrar que u € C*°(Q2), podemos até mesmo concluir que
u(§) é analitica em (.

Seja w € C?(Q) uma solucido de Aw = 0. Como a equacdo de Laplace ¢ linear, entdo

G(x,€) = K(z,8) + w(z)
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também é uma solucao fundamental da equacao de Laplace com polo em &. De fato, dada
uma fungao teste ¢, entao

/QG(x,g)Agzﬁ(x)dx = /QK(x,g)Agf)(x)dx—l—/Qw(x)Agbdx

(6.3) 0o ow
_ /QK(:E,ﬁ)AqS(x)dx + /ngAwdx + /89 (wﬁnx — gbanx) dx

= $&) (p=0=2LLemo0).

Nz

Substituindo K por G no Teorema 13, temos a seguinte relagao que vale para todo £ € Q:

uz) ) 26 5)) ds,. (6.13)

w(é) = /Q G(x,&)Au(r)dr — /B . (G(@&)aanx on,

Em particular, para p fixo, fazendo Q = B(, p) e G(x,&) = K(x,&) — ¢ (p) (Ay(p) = 0),

entao em 0f) temos e 1en
Glx,6) =0, 7~ =¢/(p) = ",

on, Wn

se u € C*(B(&, p)), de (6.13), temos

1
w(&) = r—&|) — Au(x)dx w(x)dS,. 6.14
©=[ @l —vionsutr s — [ ute) (6.14)

Propriedade 1. (Propriedade do valor médio ou Lei de Gauss) Em particular, se u €

C*(B(&,p)) e Au=0 em B(,p), temos

u() = —

wnpnfl

/ u(z)dS,. (6.15)
lz—&|=p

Note que do Teorema de Fubini, ao integrarmos em cascas esféricas, temos

/st|<pu(x)dx - /OP /xSZTU(x)dS(x)dp

(6.15)

/ (u(&)wp,r™ Hdp  (u(z) é harménica em |z — &| < 1)
0

= u(@)(wnp"/n) (6.16)
u(§)Vol(B(E, p))

logo temos

Propriedade 2. (Propriedade do valor médio - versao integral) Se uw € C*(B(&, p)) e Au =0
em B(§,p), entao

B fB(&p) u(z)dx

U8 = BE ) (6.17)
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Teorema 14. Se u € C*(2) e Au = 0 em Q, entio para todo & € 2 e p suficientemente,
entao

1
w(&) = w(x)dS,.
© /| o)

wnpn—l

B fB(&p)u(:r)dx
V(B p)

Prova. Dado ¢ € Q, tome p suficientemente pequeno tal que B(&, p) C €2, logo a restri¢ao

de u a bola B(E, p) é de classe C%(B(&, p)) e das Propriedades 1 e 2 concluimos a demons-
tragao. ]

u(é)

Como a fungao ¥ (r) ¢ monodtona crescente em 7, entdao ¥ (|z —&|) — ¥(p) < 0 em B(E, p),
logo se Au >0 em B(, p), de (6.14) teremos

u(€) < —

— wnpn—l

/ w(z)dS,, (6.18)
|lz—&|=p

vélida para u € C%(B(&, p)). Usando esta desigualdade e o Teorema de Fubini, mostra-se que
também vale a seguinte desigualdade

fB(&p) u(x)dx
MO Ve

Definigao 9. Uma fungao u € C°(2) é chamada de sub-harmoénica em 2, se para todo & €
a desigualdade (6.18) for vdlida para p suficientemente pequeno.

(6.19)

Teorema 15. Se u € C?(Q) e Au >0 em Q, entdo u sub-harménica em €.

Prova. Dado £ € Q, tome p suficientemente pequeno, tal que B(E, p) € 2, entao a restri¢ao
de u a B(&,p) ¢ de classe C*(B(&, p)) e vale (6.18). O

Teorema 16. Seja u € C2(QQ), entdo para todo & € ), temos
u(€) = Af/ K(z,&)u(z)d. (6.20)
Q

Uma aplicagao deste teorema é que w(§) = [, K(x,&)u(z)dz é solugao da equacio de
Poisson
Agw(&) = u(§),
onde u € C%(Q).
Prova do teorema. Primeiro mostraremos (6.20) vale para u € C?(£2). Como tem suporte
compacto em €2, entao u =0 = % proximo de 052, logo de (6.10), para £ € Q temos

u(§) :/QK(I,Q‘)Amu(x)dx:/K(x,{)Axu(x)dx.
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Na verdade, a equagao acima vale para todo &. De fato, se { ¢ €2, tome Qo Q, tal que
¢ € Q, entao u € C(Q), logo de (6.10), temos

w(e) = /ﬁ K (€)M u(z)ds = / K (2, €)Au(z)dz.
Portanto,
W) = [ Kaomt)ds = [ oo = ehasule)ds
= [+ iy @-¢=y
= [ lacuty + )y
= A [ vty + Oty (we
— A / K(z, €)u(z)ds. (6.21)

Agora mostraremos (6.20) vale para u € C*(52). Tome uma bola b, tal que b € Q. Tome
uma bola B concéntrica com b, tal que b C B, B C € e uma funcao ((z) € C?(w) que tem
valor 1 em B. Entao

u=Cu+(1—-Q)u.

Portanto, para £ € b, temos

A / K.oc@u@de 2V coue) =u©) (uec@)  (6.22)

A / K (2. 6)(1 - ((2))u(z)dz 1=0ls =0 A [ K6 - ¢(o)ule)ds

= Q-B
K(x,&) € O, se x # ¢

- Q-B
AeK(2,6) =0, sex #¢

AK(x,6)(1 = ¢(x))u(x)dx

Q—-B

_ 0. (6.23)

Portanto, somando-se (6.22) e (6.23), temos

A / K (x, €)u(z)dz = A / K (2, €)¢(x)ulz)dz + A / K (2, €)(1 — ((2))u(z)dr = u(€),

para todo £ € b, portanto, para todo £ € ), uma vez que para cada & € ) podemos tomar b
e B como na construgao acima. O
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6.2 O Principio de Maximo

Teorema 17. Seja Q@ C R” limitado, aberto e conezo, u € C?(Q) N C°(Q) e Au =0 em Q.
Entao

max u = max u (6.24)
a 20
e
min u = min u. (6.25)
Q o0

Além disso, se u assumir valor maximo ou minimo em €2, entao u tem que ser constante em

Q.

Prova. Seja M = maxgu(x), entdo existe &, € (2. Sejam
G ={reQ:{reQ ulx)=M}
Q={recQ:{zrecQ: ulx) <M}

Se £ € Q, entdo u(§) < M e por continuidade de u existe uma vizinhanga de = na qual
u(§) < M, logo Qy é aberto. Mostraremos que € também é aberto. De fato se £ € Oy,
entdo tome B(E, p) para algum p suficientemente pequeno, tal que B(&,p) € €. Entao
u € C*B(&,p)) e Au=0em B(E, p) e da propriedade do valor médio, temos

fB(E,p) u(x)dx B B
vBE M 020

Afirmamos que u(§) = M em B(§, p), caso contrario, se existisse algum ¢ € B(&, p), entao ¢
estaria em {)y, como este conjunto é aberto existiria uma bola B((, p) C B(&, p) N {2y, como
u(x) < M em B((, p), segue que

Joen W@de - Jpe ) iy u(@)de + [ 5 ulz)de

V(B(p) V(B(&, p))
_ VB p) = B(C,p)M + Vol(B(C, p)M
V(B(&p))
< M,

contrariando (6.26). Portanto, a bola B(§, p) C Q4, o que mostra que (); é aberto. Se existir
algum ponto &, € Q, tal que u(§,) = M, entao ©; # (). Como € e 5 sdo disjuntos e abertos
e a suas uniao é ) que aberto e conexo, entao um dos dois conjuntos €2; ou €2, deve ser vazio.
Como Q # 0, segue que Q5 = ) e concluimos que 2 = €y, portanto, u(§) = M em . Como
u € C°(Q), entdo u = M em Q. Por outro lado se ndo existir £, € €, tal que u(§,) = M,
entao 2 = {2y e concluimos que o valor maximo de u tem que ocorrer em 0f). De maneira
analoga, mostra-se o resultado correspondente de minimo. O

Embora tenhamos usado a propriedade do valor médio para provarmos o principio de
maximo, poderiamos termos dados uma demostragao que nao dependesse dela.

Se voltarmos a demonstragao que acabamos de dar, se tivéssemos usando (6.19) ao invés
da propriedade do valor médio, teriamos chegado ao seguinte resultado:
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Teorema 18. (Principio de Mdximo para fungoes subharmonicas) Seja @ C R™ limitado,
aberto e conexo e u subharmonica em 0 e continua em ). Entao

max ¢ = maxu (6.27)
Q o0
e
min = min u. (6.28)
Q o9

Além disso, se u assumir valor mdximo ou minimo em ), entdao u tem que ser constante em

Q.

Em virtude do Teorema 15, o principio de maximo acima é verdade se u € C2(Q)NC°(Q).

Teorema 19. (Verg&o melhorada da unicidade do problema de Dirichlet) Uma fungdo u de
classe C?*(2) N C°(Q) € unicamente determinada pelos valores de Au em Q e de u em 9.

Prova. Suponha que u € C2HQ)NC%Q) e Au = 0 em Q, entdo pelo principio de méximo,
para todo = € €2, temos

minu = minu < u(z) < max = max

[%9) Q Q

ou seja,
minu < u(r) < maxu, Vo €. (6.29)
o0 G)

Em particular, ¢ e 1 forem solucdes de classe C?(£2) N C°(Q) problema de Dirichlet
Au=wem) e u=fem 0f,
onde f,w € C°(), seja U = ¢ — 1. Entdo u € C2(Q) N C%Q), Au=0em Qe u =0 em

9Q. Portanto de (6.29), temos 0 < u(z) < 0, para todo z € Q. Logo u(x) = 0, para todo
x € (. Portanto, ¢ =1 em (). O]

Vale a pena ressaltar que em vista do principio de maximo para fungoes subharmonicas,
as desigualdades (6.29) também se aplicam ao caso em que u é sub-harmonica em (2.

6.3 O problema de Dirichlet no Disco

Definigao 8. (Fung¢ao de Green) Uma solu¢do fundamental G(x,£) com polo & é uma fungao
de Green (para o problema de Dirichlet para a equagao de Laplace em S)) se

G(x,8) = K(z,8) + v(x,§)

parax € Q, £ € Q, x # &, onde K € dado por (6.9) e v(z,§) para & € 2 € uma solugdo de
Av =0, de classe C*(Q), tal que G(x,€) =0, para x € 00 e £ € Q.
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Note que se G for uma funcao de Green para a equacao de Laplace em {2, do Teorema
13, para toda u € C?*(Q), tal que Au = em €, teremos

e
u(€) = /89 u(@#dsgﬁ, Ve e,

portanto teremos resolvido o problema de Dirichlet em (2.
A seguir o nosso objetivo é construir a fungao de Green G para o disco de raio a (no R"),
ou seja,

Q= DB(0,a) ={z: |z| < a},

com isso resolveremos o problema de Dirichlet no disco e em regioes que possam ser mapeadas
conformalmente nele.
Provaremos o seguinte resultado:

Teorema 20. Paran > 2, seu € C*(Q) e Au=0 em Q, entio para todo & € Q, temos
u(é) = H(x,&u(xr)dS,, (6.30)
|z|=a

onde
1 a® — ¢
awy, |z — &"

H(x, &) =

€ chamado de nicleo de Poisson.

Prova. Para |£*] > q,

K(z,&) = (lz — &)
¢ de Classe C2() e satisfaz A K (2,£*) = 0 em . Podemos interpretar K (z,£) como o
potencial produzido no ponto x por uma carga pontual no ponto £. Se

G(x,€) = K(z,8) + v(x, ),

entdo a parcela K(z,£) é o potencial em x devido a uma carga pontual no ponto £. Em
particular, para £ € ) fixo seria natural imaginarmos colocando uma carga com sinal con-
trario a que estd em &, em algum local £* fora do disco, de modo as suas contribui¢oes para
o potencial em cada ponto z € 010 se anulassem. Dado £ € 2 tomaremos como £* como o
ponto obtido de £ através da sua reflexdo através da superficie 0€2, ou seja

a2

€ =pé
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Defina r = |z — £] e 7* = |z — £*|, entao se = € L2, temos

(5) - (%)
r |z — ¢
2> — 2z - £ 4 |£*]?
|z]? — 22 - § + [€]?
(12 a4
’$\2—2$'@§+@
|22 — 2z - § + [¢]?
2 a2 CL4 2
a? |I|2|§—‘2 =2z el + WE_L
€2 |22 — 22 - £ + [€]?

a’ (|£|2—2w-5+a2)

€2 \a? — 2z - £+ €

&
Portanto,

T i, para x € 0S).
§
Para n > 2, temos
1 1
K _ 2—n K *) *\2—n
@08 = Grao ™ KwE) = g t)

Note que para x € 02, temos

como queremos que G(z,§) seja zero em Jf), tomaremos

wxaz—(%ngaaﬁy

Portanto, para n > 2, temos

2—n
G(z,€) = K(z,€) — (%) K(z, &), z€Q¢eq.

Note que
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Portanto, para x € 0€), temos

_ (@ ==

B awn|x - §|n’

H(z,£).

OK(z,§) 0 2o e x-€\  (@®—ax-&r
on  on ((Q—n)wn> " wy (a— T) B awy,
E 2—-n 8K(x,§*) _ @ 2—-n (T*)—n Y x - EF
a on a W, a
_(J TN @ e )
n ar* a aw,,
_ T—n|€|2_m'£
awn,
_ P
Cawy|r — €
logo,
0G(x,§) (a®—z-§) (€P—-2-& a®—[§* _
on  awplr — &0 awp|r — €0 awp|z — €0 T
Para n = 2, temos
K(z,§) = —lnr
portanto para x € JS), temos
K(e.6) = g r’ = o tn(ar/l€) = K + 5 ().
2 2m €]
logo a fungao de Green para n = 2 sera
Glo.€) = K(0.§) ~ K, €) 4 31 ().
Note que
o la- 1l ox—-¢
VK<:L‘>€)_% r2 ) VK(xg) 27‘(’ ( ) :
Logo para z € 02, temos
0G(x,&) 1 (a*—ux-¢ 1 (a>—z-&\ 1 (a®—2-& 1
Ong _%< ar? >_§< a(r*)? )_%( ar? )_%
_1a®— [
TR H(z,§)
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Teorema 21. (Propriedades do nicleo de Poisson H)
(o) H(z, &) € C% para |x| < a, [f] < a, z #E.
(b) AcH(x,€) = 0 para |¢] < a, 2] = a.
(c) / H(z,£)dS, =1, para |§| < a.
|z|=a
(d) H(z,§) > 0, para |z] = a, [§| < a.
(e) Se |¢| = a, entdo
lim  H(z,&) =0,
§—=¢

€l <a

uniformemente em x para |x — (| > 6 > 0.

Prova: As propriedades (a), (d), (e) seguem diretamente da definicdo de H(z,§). Para
mostrar (b), note que A:G(z,&) = 0, se x # &, entdo AG(2,§) =0, se [z] =ae|f| < a,
logo
x T
AcH(2,6) = Ac (VaGlw,€) - 2 ) = (V. (AcG(2,€)) - = = 0.

Fazendo u = 1 em (6.30), concluiremos que
H(z,€)dS, = 1,
|z|=a

para todo [£| < a e temos (b).
Tome € > 0, seja ¢ a distancia de x a superficie esférica centrada em ( e de raio 9, entao

|z —&[" > 4§ . Portanto

i Al G s 3

(€= (C+8) _lc—¢l2a+9) _

< =n —=n —=n )
v =& 5 5 5 5
se |[( —¢| < 223:57 o que nos da a uniformidade no limite de (e). O

Para uma dada condi¢ao de fronteira u = f em 0€) se o problema de Dirichlet tiver uma
solucdo u € C2(12), entdo pelo Teorema 20 ela tem que ser dada por (6.30). Verificaremos
diretamente que (6.30) é realmente a solu¢ao do problema para f continua, este é o contetido
do proximo teorema.

Teorema 22. Seja f continua em |x| = a. Entao a fungdo u(§) dada por f(§) para [£| = a
e

u(§) = H{(x, &) f(x)dSs,

|z|=a

para [£| < a € continua para |§] < a e C* e harmonica para ] < a.

Prova. De (a) do Teorema (21), podemos passar a derivada para dentro da integral e de (b)
A¢H(z,€) = 0, com isso mostramos que u ¢ harménica para todo || < a e C™ para [{| < a.
Resta mostrarmos que u ¢ continua para || < a. Para [£| < a, u é C*°, portanto ¢ continua,
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logo temos que mostrar continuidade para pontos da fronteira. Seja || = a e || < a. Da
propriedade (c) de H, temos

u() - f(Q) = " K(z,)(f(z) — f(C))dS,
= / 2| = a K(M)(f(x)—f(o)ds‘ﬁ/ wl=a K@@= F(Q)ds.
lz— (] <d lz— (| >4
= L+ 1D,

Como f é continua, dado € > 0, existe § = (¢), tal que se |z — (| < e |x| = a, temos

@) = FOl < 5.

portanto de (c) e (d), temos |I;| < §. Seja M = max |f(x)|, de (e) existe &' dependendo de €

|z|=a

e d(e), portanto dependendo apenas de ¢, tal que

€

H < — (<, Jx—=(|>6
0.8 < i =A< o=l > 5,
portanto desta estimativa e de (c), concluimos que |/| < §. Portanto,

[u(@) = fO)l <e [€=Cl <0, [l <a.

O que mostra a continuidade de u num ponto da fronteira (. O

6.4 Funcoes harmonicas em duas dimensoes

Seja

w = [f(z) = oz, y) +ih(x,y),
analitica e f'(z) # 0 e defina

w(@,y) = v(d(z1, 22), P (21, 22)).

Afirmamos que A u(z) = 0 se, e somente se, A,v(w) = 0. De fato, da regra da cadeia,
fazendo wy = @(x1, x2) e wy = P(x1, x2), temos

Agu(z) = Ugizy + Uspas
= le Athb + U'LUQ A$¢ + 2(¢1‘1¢$1 + ¢xg¢zg>vw1w2 + (gb?cl + QbiQ)lewl + (¢3261 + wig)vwg’wz‘

Como f é analitica, entao ¢ e 1 satisfazem as condi¢oes de Cauchy-Riemann,
¢m = ?ﬁy, ¢y = —%

o que implica que Ay = 0 = Ay, Gp Wy + Guthsy = 0, 2 + V2 = [f'(2)%, V2, = 02,
portanto ¢2 +¢2 = ¢2 + 12 . Portanto,

Amu = (d)il + 1/}:%1)va
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Como f’(z) # 0, segue que A u = 0 se, e somente se, A,v = 0. O

Se uma regidao complicada @ C R? puder ser mapeada conformalmente (uma transforma-
¢ao conforme é aquela que preserva angulos, toda funcao analitica é conforme nos pontos z
onde f'(z) # 0) sobre o disco D, como sabemos sabemos como resolver problema de Dirichlet
em D, seremos capazes de resolver o problema de Dirichlet em 2. De fato, suponha que
queremos resolver o problema de Dirichlet numa regiao €2 do plano, ou seja, A,u = em e
u = g em 0f), onde g é continua. Seja f uma funcdo analitica tal que f'(z) # 0 em . Dado
(w1, ws) na fronteira do disco, tome (x1,z5) € 0N, tal que wy = ¢(x1,22) e wy = P(x1,x9)
ou seja, se B

2= Y (w) = ¢lwy, wy) + ith(wy, ws),

entdo x; = ¢(wy, wy) e x9 = (wy, ws). Defina

QD(wl, Wy) = 989(¢(w1,w2), @D(wl, wz))>

como gq € ¢ e ¥ sao continuas, o mesmo acontece com fp. Vimos que

v(w) = H(y,w)gp(y)dy

|lw|<a

¢ a solucdo do problema de Dirichlet A,v(w) =0 em |w| < a e v|p = gp. Afirmamos que

u(x1, v2) = v(P(1, 22), Y (21, 72))

¢ a solucao de Ayu =0 em Q e ulpg = go. Como A,v =0 em D, entdo A,u =0 em 2, por
outro lado, se (x1,z3) € 012, entdo

u(zy, x2) = v(P(1, 22), Y(T1, 22)) = v(wi, w2) = gp(wi, w2) = gaa(P(wr, ws), Y(wi, ws)) = gaa(x1, T2).

O

O Teorema de mapeamento de Riemann diz que todo dominio simplesmente conexo G no
plano complexo estendido cuja fronteira contém mais de um ponto pode ser mapeado confor-
malmente sobre um disco com centro na origem. As transformagoes de Schwarz-Christoffel,
mapeam o semi-plano superior conformalmente sobre poligonos.

6.5 Meétodos de espaco de Hilbert

6.5.1 Preliminares

Dado um espago vetorial V', um produto interno em V é uma fungao (,) : V. x V — R com
as seguintes propriedades:

(i) (171 + awa,y) = a1(x1,y) + as(xa,y), para todos escalares ay, s € 1,22,y € V.

(i) (z,y) = (y, 2).

(ili) (x,z) > 0, (z,z) = 0 se, somente se, x = 0, onde “0” denota o elemento 0 de V' e o
ntmero real 0.
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A partir do produto escalar, definimos a norma ||z|| = v/(z,z). Dados z,y € V, temos
as seguintes desigualdades,

| )| < [l=[ [yl

[z +yll < [l + [lyll;

chamadas de desigualdades de Cauchy-Schwarz e triangular, respectivamente. Na desigual-
dade de Cauchy-Schwarz s6 temos a igualdade se x = Ay, para algum \ > 0.
Dizemos que uma sequéncia z',z? ... em V converge para limite (ndo necessariamente
tnico) x € V, se
lim ||z —2"|| = 0.
n—oo

Um espaco com produto interno é completo e chamado de espaco de Hilbert se toda
sequéncia de Cauchy em V' converge para um elemento de V.

Todo espaco vetorial com produto interno pode ser completado, ou seja, imerso num
espaco de Hilbert H, no qual V' é denso. Podemos definir H como o conjunto de sequén-
cias de Cauchy {x!,22 ...} em S, identificamos duas sequéncias de Cauchy {z!, 22, ...} e
{y', 9%, ...}, se

lim ||z —y"|| =0
n—oo

e identificamos um elemento z € S com a sequéncia {z, z, ...} em H. Definimos multiplica¢ao
por escalar, adi¢ao e produto escalar de elementos de H realizando-as em cada elemento da
sequéncia correspondente (um elemento de H dado pela sequéncia de Cauchy {z! 2% ...}
em S ¢é exatamente o limite de z™).

Um funcional linear em V' é uma fungao [ : V' — R, tal que todos escalares A\, pe x,y € V,
temos

l(Az + py) = M(z) + pd(y)-
Dizemos que [ é limitado se existir uma constante M, tal que
()] < MJz]],

para todo z € V.

Para cada y fixo, o produto escalar (z,y) define um funcional linear em V', o qual pela
desigualdade de Cauchy-Schwarz é limitado. Num espago de Hilbert H a reciproca também
é verdadeira: o Teorema de Representacao de Riesz diz que todo funcional linear limitado [
num espaco de Hilbert pode ser representado de maneira tinica como

I(z) = (z,9)
para algum elemento de y € H.

Exemplo 37. Exemplos familiares de espagos de Hilbert sao os espagos euclidianos R",
onde (z,y) =Y i, x;y;. Portanto, se | for um funcional linear limitado em R", entao pelo
Teorema de Representagao de Riesz, existe um elemento a = (ay,...,a,), tal que

l(x) = (z,a) = Za,wi.
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Em particular se | nao for nulo, ou seja, se a # 0, a equagao l(x) = 1 € equivalente a

n

Z a;T; = 17

i=1
o que define um hiperplano no espago euclidiano H. Note que a pode ser interpretado como

normal ao hiperplano.

6.5.2 Reformulando o problema de Dirichlet como um funcional li-
near limitado num espaco de Hilbert

Queremos resolver o seguinte problema:
AU =0, Ulga="f
Fazendo v = U — f, entao
Vpga=0 e Av=—-w em (6.31)

onde w = Af é dado e (2 é aberto, limitado e conexo, para o qual o vale o Teorema da

—_—~—

Divergéncia. Seja C1(Q) o subconjunto de C*(Q) formado pela fun¢des que se anulam na
fronteira 0€2. O forma bilinear

(u,v)—/ZumkvmdeJ
@k

—_~—

define um produto escalar em C1(£2). A norma de Dirichlet correspondente é

||u||2:/2uikdx.
Q

—~—

Se v € C*(Q) ¢ uma solugio de (6.31) e u € C1(Q) entdo

/ V- (uVv)de = / uAvdzx + / Vu - Vodz
Q Q 0

e do Teorema da Divergéncia, temos

/ qu-ﬁdas:/uAvdx+/Vu-Vvd:v,
o0 Q Q

como u = 0 em 0f2, entao o termo de fronteira se anula, logo

(u,v) :/uwdx.
Q

Seja [ é o funcional linear em C(Q) definido como

() = /Q wwdz,
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a nossa solucao v deve ser tal que

l(u) = (u,v).

—_~— —_~—

Se C1(Q2) fosse um espago de Hilbert e [ fosse um linear limitado em C({2) a existéncia de tal v
seria assegurada pelo Teorema de Representacao de Riesz. Embora [ seja um funcional linear

limitado em C1(£2) (isto seguird da desigualdade de Poincaré), este espago nao é completo,

por isso consideraremos o seu completamento em relagdo a norma de Dirichlet || ||, denotado
por HY(Q).
Portanto o nosso problema modificado ¢ o seguinte: encontre v € H}(Q), tal que
¢(u) = (u,v),

—_~—

para todo u € H}(Q), onde ¢ ¢ a extensdo para H!(€2) do funcional [ em C1(2). Mostraremos
que o funcional linear ¢ é limitado e pelo Teorema de Representacao de Riesz existirda v €
H(Q), tal que ¢(u) = (u,v), para todo u € H}(€). Com isso, s6 nos faltard mostrar que tal
v realmente ¢ a solu¢@o do problema (6.31).

A seguir provaremos a desigualdade de Poincaré que nos permitira obter uma cota superior
para a norma L? em termos da norma de Dirichlet, ou seja,

[lullz < Nful], (6.32)

—_~—

para todo u € C1(Q). Da desigualdade de Cauchy-Schwarz e da desigualdade de Poincaré,
seguira
H(w)] = [(u, w)| < [ull2|[v]ls < Nf|wl|2|u]] = M|lul],

—_~—

o que mostra que [ ¢ um funcional linear limitado em C}(€2).

—_~—

Prova de (6.32): Suponha que u € C1(2) e para simplificar que 052 seja intersectada por
qualquer reta paralela ao eixo x1; num nimero finito de pontos. Como €2 é limitado, ele estéa
dentro de um hipercubo T, definido por |z;| < ¢, para todo i = 1,...,n. Note que pelo

Teorema Fundamental do Célculo, como u(—a, xs, ..., z,) = 0, temos
) = (u(x, ... zn) —ul—a, o, ..., x,))°
- [U(fl, T, ... 7xn)]giai1a

1 2
= (/ u§1(§1,x2,...,xn)d§1)
(/xl 12dg1> (/m ug, (&, 22, ... ,xn)d§1>
< 2a (/a ug, (&, 22, . .. ,xn)dﬁl)

= 2@/ ugl(fl,:vg,...,wn)d&

—a

na ultima desigualdade usamos Cauchy-Schwarz. Portanto,

u?(z) < Qa/ ugl(fl,.rg,...,xn)dfl.

—a
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Integrando esta desigualdade em relacao a 1 de —a a a, temos

/ u(z1, ..., 2n)de; < Qa/ / ugl(fl,xg,...,xn)dﬁld:rl = (2(1)2/ ugl(fl,xg,...,xn)dél.

Ou seja,
/ uz(xla"wxn)dxl < (20’)2/ ui1<xlax27"'7xn)dm1-
Portanto,
lalp = [ wa)da
r
— / (/ u2(:1:1,...,:cn)dx1)dxg...dxn
< (2a)2/ / (/ uy (w1, ... ,xn)dx1> dzs .. .dz,
= (2a)? / ul (x)dx
r
< (2a)? / Zuik (x)dx
T
= da®[[ulP?,
o que mostra a desigualdade de Poincaré, onde N = 2a. O

A seguir que ¢ ¢ um funcional linear limitado. Vimos que um elemento u € H{(f2) é

—_~—

representado por uma sequéncia de Cauchy u',u?,... € C1(Q). Portanto,

(1) — 1)) = ( / (u w)wda:)Q < Nt = ]|

logo a sequéncia {/(u*)} é uma sequéncia de Cauchy de niimeros reais, portanto é convergente.
Definimos

d(u) = lim [(u),

k—o0

logo da desigualdade
[[(u®)] < M]Ju]],

temos
[#(u)] = lim [[(u®)] < M lim |[u*[| = M|]ul|.
—00 k—oo

o que mostra que ¢ ¢ um funcional linear limitado em H}(Q). Portanto, pelo Teorema de
Representagao de Riesz existe v € H} (), tal que ¢(u) = (u,v), para todo u € H!(), com
isso resolvemos o nosso problema modificado.

Mostraremos que a solugao v do problema modificado é uma solugao do problema (6.31),
ou seja, Av = —w em 2 e v|go = 0.
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—_~—

A solugao v pode ser identificada com uma sequéncia de Cauchy vt,v?, ... € CL(Q). Por
causa da desigualdade de Poincaré, v pode ser identificada como um elemento de L*(Q2). De
fato,

0< /(vk —v)%dz < N||v* — ol
0

como limy o, |[vF — v||> = 0, segue que

|[vF — |2 = lim /(vk —v)%dz = 0.
k—oo
Seja u uma fungao teste de classe C*°(€2) e de suporte compacto. Entéao

(v,u) = lim (v/,u)
j—00

— T J
= jlggO / g v}, Uy, dx
@k

= lim Vo’ - Vudz

Jj—00 Q

= lim (/ vj%dS—/vjAudx)
j—o0 o0 (9n Q

= —lim [ v/Audr (u tem suporte compacto, logo % =0 em 09)
]*)OO Q

= —/vAudx
0

a ultima igualdade segue das seguintes contas:

/vjAudx:/(vj—v)Audx—i—/vAudx,
Q Q Q

portanto da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos mas

/Q (v/ — v)Audz

< [lv? = olla] [|Aull; < [Qf max|Aul*|o’ = ull3,

logo
lim | (v/ —v)Audx = 0.

Jj—oo Jq
Mostramos que para toda funcao teste u, temos
/vAudx =—(v,u) = / u(—w)dzx, (6.33)
Q Q

portanto v satisfaz a equacao
Av = —w,

no sentido de distribuigdes. Mostraremos que v € C?(2) e que Av = —w. Tome arbitraria-
mente z € Q e p suficientemente pequeno de modo que a bola B(z,3p) esteja em ). Tome
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uma fungao teste ¢ € C'°° com suporte em B(z, p) e uma fungao teste fixa (C*° que possui
valor 1 em B(z,2p). Faca

- / K (, €)b(€) e, (6.34)

onde K é a solugao fundamental da equagao de Laplace dada por (??). Desta definigdo segue
que u € C?(B(z,p)) e da formula de Poisson (?7?), temos

- [ Kwoaa©i
para todo x € B(z, p), portanto

d(x) = Agu(r) = Ay (C(x)u(r)) + As((1 = ((z))u(x)) = ¢1(2) + da2(x).

/ vé(z)dz = / (@) (z)dz + / (@) do(x)dz

Como ((x)u(x) é novamente uma fungao teste, temos

Logo,

[rwods = [o@ri@u)i
(62’3) —/w(x)((x)u(:c)dx

(6j4) / (&) < / —w(x)((x) K (x,s)da:) dé¢ (6.35)

Po(z) = A1 = ((2))u

0~ 00

_ / (1= (@) K (w, ) $(€)de
_ / A, ((1- 7,€)) 6(&)de
= /B( | F(z,8€)¢(£)d§ (¢ tem suporte em B(z, p)),

onde
F(z,8) = Ay (1= ((2)K(2,£))

pertence a C™ em z e £, para £ € B(z, p) e qualquer x, pois K(z,§) é singular somente em
r=¢ mas 1 —((z) =0 em B(z,2p) (em particular F(z,&) = 0 para x € B(z,2p)). Note

que
AcF(x,8) = Ay (1= ((2))) AcK (2, 8) =0,
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visto que A¢K (z,€) = 0, para « # £. Portanto,

[ vt = [ o0 ( / F(fv,f)v(l‘)dﬂf) dé. (6.36)

De (6.35) e (6.36), temos

[ e©etenic= [ o0 ( [ute@re + F(x,@v(x)dx) i = [ ooV

portanto para todo fungao teste ¢ € C°(B(z,p)) temos

[ o€ - viends =o

e por aproximacio para todo ¢ € C1(B(z,p)), em particular, ela vale substituirmos ¢ por
(v — V), ou seja,

oo - vigya—o

vale para todo ¢ € C1(B(z,p)) e todo j. Tomando o limite quando j — oo, concluimos que

/ B(6) (v(€) — V(€))%de =0,

para todo ¢ € C}(B(z, p)), portanto, v = V em quase todos os pontos em B(z, p). Por outro
lado, V ¢ de classe C? e

AVIE) = ~A¢ [ Ko @uladds+ [ AcF(a,&)dz = ~¢(€u(e) = —u(o)

na ultima igualdade usamos que ((§) = 1 para & € B(z,2p) e estamos tomando & na bola
B(z, p). Na pentltima igualdade usamos que A¢F(z,&) = 0 e a formula de Poisson que diz
que

u(§) = Ag/QK(x,f)u(x)dx

vale para todo funcio u € C*(Q) e £ € Q (estamos assumindo que w ¢ dada em Q e vamos
assumi-la de classe C%(Q2)). Podemos identificar v com V. Como z é arbitréario, temos
Av = —w em todo €. O
Falta mostrar que
U’ag =0.
Isto sera mostrado paran = 2. Dado v € H!(Q), tome uma sequéncia de Cauchy v',v?, ... €

P

CL(€2). Dado € > 0, entao existe um N, tal que se m,n > N temos

m

o™ — V"] < e.

Seja j > N fixo e k > j. Dado £ € Q, seja d(§) a distancia de £ ao elemento &* de 0f)
mais proximo de £, assumiremos 0f2 e d(§) = |£* — £| suficientemente pequeno. Entao cada
elemento x € B(§,d(£)) pode ser unido por um ponto de 92 por um segmento paralelo a

121



&*¢ e com comprimento < 4d(£). A unido U de tais segmentos cobre a bola B(£,d(£)), a
desigualdade de Poincaré se aplica, substituindo u por v/ — v* em U e nos da

/ / )?dardes < 16d%(€)|[v? — v*|]* < 16d%(€)€?

para k > j. Tomando-se o limite quando k£ tende para infinito, temos

//(Uj —v)2dzydry < 16d°(€)e?
U

Para uma soluc¢do v de Av = —w, de (??), fazendo p < d(§), temos
1
—// (Wl = &]) = d(p))w(zr, 22)dzrdzs + 5 — v(z)dS,  (6.37)
B(&,p) TP JoB(¢,p)

onde 1(p) = 2L, Seja M = maxg |w|. Multiplicando a equagdo (6.37) por 27p e integrando
de 0 até d(§), temos

[“amieo = [ ([ [ otle— ) vnutoneines) dy
+/Od(£) (/8ng vdS) dp
- / 2mp (// e U(|z =€) — v(p))w (171,$2>dl’1d$2) dp

+ / vdx  (usamos o Teorema de Fubini).
(&)

Note que ©
a(¢
/ 2mpv(§)dp = md*(&)v(€)

/ omp ( / / » |a:—§|)>|w<x1,x2>|da:1dmg) ap
[ ) 1 A RN Y
< /0 27TP(/0 d/O%H(P/T)TdT)dPT/O PdP*?d(f)

/ lv|dx < // v — v/ |da1dry +// 07| day dxs.
B(&p) B(&p) B(&p)

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

2
(// lv — vj|dx1dx2> < wd*(€) // |v — v?|?dx das) < 16dmd*(€)e
B(&p) B(&p)

// |v7|dzydae < max v |md?(€)
B(&p)

B(&.p)
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como v’ se anula em 02,
max |[v!| < e
B(&,p)

se d(&) for suficientemente pequeno. Portanto,

v(z) = O(e + Md*(€)),

o que implica que v(§) tende para 0 quando £ se aproxima de 0.
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Capitulo 7

Equacao da onda

A equacao da onda é
Ou = uy — 2Au =0, (7.1)

onde u(xy,...,T,,t) = u(z,t), o operador O é chamado de D’Alembertiano. Para n = 3 ela
descreve uma onda actustica ou Otica, para n = 2 ela descreve ondas na superficie da dgua e
para n = 1 ela descreve o som num tubo ou cordas vibrantes. O problema de valor inicial da
equagao da onda consiste em encontrarmos uma solugao de (7.2) satisfazendo as condigoes

u(z,0) = f(z), w(z,0)=g(x). (7.2)

Nas proximas subsegoes descreveremos algumas solugoes da equagao da onda.

7.1 O Método das médias esféricas

Dada uma fungao real continua h(z) = h(xy,...,z,), definimos a sua média na esfera com
centro em x e raio r como

1
wprt—1

My(x,r) = /|_ _ h(y)dsS, (7.3)

a integral acima é uma integral sobre a superficie esféricas |y — x| = r, dS, = w,r" L.

ly—al=r
Fazendo y = x + r&, com [£| = 1, obtemos
1
My (x,r) = —/ h(x +r&)dSe. (7.4)
Wn Jgl=1

Inicialmente Mp,(x,r) definido em (7.3) vale apenas apenas para r > 0, mas a equagao (7.4)
nos permite estender M, (x,r) para qualquer valor real. Como a medida dS¢ é invariant a
troca de £ por —¢, a fungao My (z, —r) = My(r, h), ou seja, M, é uma funcao par. Passando
a derivada para dentro da integral em (7.4), vemos que se h € C*(R™), entao M;, € C*T1(R").
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OMy(x,r)

Portanto,

1 0
™ o —rh(x +7&)dSe
S Vih(z +r€) - £dSe

Wn Jlel=1

oh oh

(y =Tt 7’§, % - Z %’y—m-i—rﬁgi - vyh(y)|y:z+r§ . 5 - Vzh(x * 7’5)) ' 5
L[ Ve (Vahla o+ re) de

Wn Jg|<1

¢ & vetor normal unitario, usamos o Teorema da Divergéncia)

T V. - Voh(z +ré)de

Wn Jlgl<1
0 0 Ay
(w(x +71&) = Vh(x +1E),Ve-w(z+7rf) = Z % = Z %bﬁw 3?2

7 7

0
= rz %‘y:x—i—r& =7V, - w(y)}ﬁrE =1V, - w(z + 1))
L Auh(r e

Wn Jgl<a

A
. (% /I£ | h<x+r§>d§)

Tl—n
a5 )
Wn ly—z|<r

9¢

dy

1-n r
A, (T / dp / h(y)dSy) (integrando em cascas de raio p centrada em )
0 ly—z|=p

Wn

" 1
A, ( [ o ( [ dS))
0 ’ ’ wnp ! ly—z|=p ) !
Tl_nAx (/ dth(l‘,p)> :
0

8Mh—(x,r) =rIT"A, (/ dth($,P)) :
or 0

23
=|r L =" dE = ’—‘ dy = r~"dy

s =y, 5
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Multiplicando esta equacao por r" ! e derivando em relacdo a r, temos

8 n—1 8Mh(l', 7") _ 8 /T n—1
E (7‘ or - 87"AI o P dth(l',p)

a " n—1
= Do (/0 p dth(rc,p))
= A" My (7).

(usamos o Teorema Fundamental do Célculo na tultima igualdade)

A equacao

CA LT

_ n—1
B B ) = Ar" My(z, 1) (7.5)

é chamada de equagao de Darboux. Quanto aos seus valores iniciais, note que
Mi(z,0) = h(x) (7.6)
e como My (z, &) é impar, entdo %Mh(x,r) ¢ impar, logo,

0

— M (x,7)|—0 = 0. 7.7

M, 7)o (7)
Conforme veremos a seguir, usando médias esféricas, podemos transformar o problema de
valor inicial da equacao de onda, numa equagao hiperbodlica em apenas duas variaveis inde-
pendentes. Seja u(z,t) uma solugio de classe C? do problema de valor inicial da equagao da

onda no hiperplano z € R" e t > 0. Formamos a média esférica de u como funcao de x:

M, (z,7,t) = i/ u(x + 1€, t)dSe.
§1=1

Wn

Fazendo r = 0, recobrimos u:
M, (x,0,t) = u(z,t).

Mostraremos que se M, (x,r,t) satisfaz a equagao

OM,(z,rt) = 0.
De fato, ja vimos que
? n—-10
A M, = | = = | M,
<(92r * r (97”)
agora mostraremos que o lado direito da equacgao acima é
92
—2
—M,,.
ETE
De fato, temos
1
AM, = — Agu(zr + 1€, t)dSe
Wn Jigl=1
1 02 1 02

- -2 —~ % M,
29 /lglu(ijrf,t)ng 29

126



Portanto, M, (x,r,t) como funcdo das duas variaveis escalares r,t para z fixo satistaz a
equacao

02 L (0 n-10
@MU—C(%+ ; E)Mu’

chamada equacao de Euler-Poisson-Darboux, com condigao inicial

M, (z,7,0) = L/ uw(x +1€,0)dSe = L fx +78)dSe = My(z,t)
1€l= Wn Jig|=1
OMu(z,1,0) _ i/ (e €, 0)dSe = — [ gla+r&)dSe = M, (z,r).
ot =1 jgl=1

Resumindo, se resolvermos o problema de valor inicial

OM,(z,7,0)
ot

= My(x,7),

02 o, [0 n—120
ﬁMu—c (%%— . a)Mu, M, (x,r,0) = M¢(x,r),

Obteremos a solugao do nosso problema original, a partir de M, (z,r,t), tomando-se o limite
da mesma quando 7 tende a zero. A seguir resolveremos o problema de valor inicial acima
para n = 3. Fazendo n = 3 na equacgao acima e a multiplicando por r, temos

0? 0? 0 y 0?
8t2 (TM ) <7"aT + 287") M = C wM

que a equacgao da onda em uma dimensao espacial r a sua condicao inicial é

0
rM, = rM(z,r), ar]\/[u =rMy(x,r).

Vimos que a solugao do problema de valor inicial acima (r faz o papel do espago, lembre
que x esta fixo) é

rM,(z,rt) = % [(r 4+ ct)M¢(x,r +ct) + (r — ct)M¢(z,r — ct)]

r+ct

e My €)dk.

20 r—C

Usando que My e M, sao pares, temos

;T (et + )M (2,7 + ct) — (ct — r) Mz, ot — 1)

r—ct
+—/ EM,(z,€)d (t EM,(x f_>5/ ngg)d&)

ct—

M,(x,rt) =

Ao tomarmos o limite quando 7 tende a zero na expressao acima, obtemos u(z, t). Do Teorema
do Valor Médio, temos
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1 r+ct 1
— M,(z,&)dé = ="M, (z, &),
3re | EM(e, ) = €My (2. 6)
onde &* esta entre ¢t —r e ct +r, como My(x,£*) é continua em ct e £* tende a ¢t quando r
tende a zero, a integral acima tende a
tMy(z, ct)

quando 7 tende a zero. A expressao

2_1r [(ct +7)My(z,r + ct) — (ct = r)M(z,ct —7)]

pode ser re-escrita como

1
E(Mf(:);,r +ct) + Ms(z,ct — 1)) + 5

ct (Mf(x,r +ct) — My(x, ct) N Mg(x,ct —r) — Mf(x,ct))
r —r

a qual converge para

= My(z,ct) + tgl\/[f(:c, ct) = 2(th(x, ct)).

0
My (z, ct) + ct=—My(z,r)| pr e

or

r=ct

Portanto,

u(z,t) = tMg(a:,ct)—ké(th(x,ct))

ot
t 0 t
T dm(cty? /yx|=ct a5+, (W /y:Jc=ct f(y)dsy) ((7:3), w5 = 4m)
t 0 t
= 47T62t /yazlzctg(y)dsy + a (m /|yx:0t f(y)dSy) . (7.8)

Note que o valor de u(z,t) depende dos valores de g e f na esfera S(z,ct) de centro em
x e raio ct, ou seja, o dominio de dependéncia para u(z,t) é S(z,ct) (ndo uma regido solida,
ou seja, vale o “Principio de Huygen na forma forte”). Se ficarmos num ponto z € R3 e
esperarmos, o sinal chegara até noés, ficara por algum tempo e passara. Esta é a razao pela
qual podemos comunicar (luz, som) em trés dimensoes.

Existe uma perda de regularidade na solucao da equagao da onda, pois a solugao “vé”
derivadas de f. Mesmo que f seja continua, se ela nao for derivavel, a soluc¢ao pode explodir
em algum ponto x para algum valor finito de ¢. Para ver isto, faca

fz) = { V1= |z2, selx| <1

0, se |z| > 1

e g(z) = 0. Embora f seja continua, ela nao é derivavel para |z| = 1. A solu¢do em z =0
em t = 1/c depende dos valores de y na superficie |y| = 1, portanto sera influenciada por
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pontos onde f ndo ¢ derivavel(sua derivada explode nestes pontos) e, como veremos, u(0,?)
tende a infinito quando ¢ tende a 1/c. De fato, como g = 0, de (7.8), temos

0 1
w01 = (1 / |:th<y>dsy)

_ Q{ tvV1—ci?, selyl <1, (Ms(0,ct) = f(ct),pois f(y) = f(y]))
ot 0, se ly| > 1

96242
_ ) viem selul <!
0, se ly| > 1

portanto, u(0,t) tende a infinito quando ¢ tende a 1/c¢ pela esquerda. Dizemos que héa
focalizagao linear em L°°, pois enquanto

lu(z,0)]loc = [[fllec =1 < 00,
temos
|lu(z,1/¢)[|oc = oo.
Ja em L? temos conservacdo. De fato a seguinte quantidade, chamada de energia,

mw—%éﬁ@@w+8Ww@ﬂmmx

é conservada. Note que

dE(t) v D
7 = /RS (ututt + c¢*Vu - EVU(.T,ZS)) dx

como [u = 0, entdao uy = c?Au, logo
2 9 2 9 2
Wy + c“Vu - QVu(x, t) = (usAzu+ Vu - aVu(x,t)) ="V, - (u/Vu)
portanto,

dE(t
A = Ve (4 Vau)de
dt -

do Teorema da Divergéncia esta integral sera nula se u(z,t) = 0 para todo |z| suficientemente
grande, ou seja E(t) ¢ conservada, E(t) = E(0) = 3 [os (9(2)? + 3|V, f(2)]?)) dx.

Propriedade 3. (Decaimento de solugoes) Se f € CH(B(0,R)) e g € C,(B(0,R)), R > 0,
entao
u(z, )] < Ot~ D2,

para t grande, uniformemente em (z,t) € R™L.
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7.2 Método de Hadamard

Neste método solugoes da equacao diferencial parcial sao obtidas considerando-as como caso
especiais de solucoes de outras equagoes que envolvem mais variaveis independentes. A seguir
veremos como encontrar a solucao da equacao de onda em duas dimensoes a partir a solugao
da equacao da onda em trés dimensoes.

Suponha que u(xq, 9, x3,t) seja uma solugao da equacdo da onda que nao dependa de z3,
ou seja, u(xy, g, x3,t) = v(r1, xe,t). Como Cu = 0, entao v é solugao da equagao

Vit = (Vproy + Vagay)- (7.9)
A solugao de (7.9) com condigbes iniciais
v(xy,22,0) = P(x1,22),  vi(x1,22,0) = (21, X2)
¢ obtida da férmula (7.8) para x3 = 0, tomando condigdes de fronteiras
f(21, 22, 23) = d(21,22),  g(21, T2, 73) = V(31, T2).

Portanto,

1 0 t
v(21,72,t) = u(r1,72,0,t) = 47?02t/| | tg(l/by%ys)dsy—i‘& (m[ ‘ tf(ylay%y?))dsy) )
Yy—x|=c Y—x|=Cci

onde

ct =y = \J( — 222 + (g2 — 22)? + 43
que re-escrevemnmos como

y; = 0 — (i — 1) — (g2 — 22)? = 2 — 1%,

Esta equacao define implicitamente
Y3 = Y3(Y1, y2)
como duas fungoes de y1,y2. Como f(y1,y2,43) = ¢(y1,92) € g(y1, Y2, y3) = ¥(y1,y2) ndo
dependem de y3, as contribuigoes de —y3 e y3 para as integrais de superficies sao iguais,

por isso podemos considerar apenas a superficie y3 > 0 e multiplicar cada integral por dois.
Como a nossa superficie é o grafico da fungao y3 = y3(y1, y2), temos

s, = 1+(%>2+(%)2d d
Yy ayl ayQ yl y2
_ 2 _ 2 2 L .
_ V)Pt e )Pt <0y3 Y i=1,2)
Y3

Yy Y3 ’

ct

/—CQtQ — 2 dyl dy2>

onde (y1, y2) esta no disco solido (y; —x1)* + (y2 — x2)* < ct (projegdo da superficie no plano
Ys = O)
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Finalmente,

1
v(@y, T, t) = S— ) g
2me (y1—21)%+(y2—z2)%<ct Atz —r

0 t ¢ Y1, Y2
5 (2—/ %dyldﬁ% :
EN2TC S (1 —a1) 2+ (go—a2)2<ct VT =T

Note que o dominio de dependéncia do ponto (z1,yi,t) no dado inicial consiste do disco
solido (y; — z1)? + (y2 — 22)? < ct no plano y;,y,. Portanto o principio de Huygen na sua
forma forte nao se aplica para a equagao de onda em duas dimensoes. Uma vez recebido, o
sinal nunca morre, por isso ndo é possivel comunicacao (luz, som) em duas dimensoes.
7.3 O principio de Duhamel
A seguir veremos como resover a equagao da onda nao-homogénea

Ou(z,t) = w(z,t), u(z,0)= f(x), ulz,0)=gx).
Como a equagao acima ¢ linear, entao a solugao do problema a cima é
U,(ZL’, t) = U1<(L', t) + UQ(.I’, t))

onde u; e ug sao solugoes dos seguintes problemas

Ouy(z,t) =0, ui(x,0) = f(z), (u1)i(z,0) = g(x)

Ous(x,t) = w(z,t), us(z,0) =0, (u2)i(x,0)=0,

respectivamente. Vimos como encontrar uq, a seguir veremos como encontrar u,. Portanto,
vamos resolver o seguinte problema

Ou(z,t) = w(x,t), u(z,0)=0, uz,0)=0.
Afirmamos que a solugao deste problema é dada por
t
u(z,t) = / U(z,t,s)ds,
0
onde U(z,t,s) para cada s > 0 (apenas um parametro) é a solucao de
OU(z,t,s)=0,t>s, Ulx,s,s) =0, Ulx,s,s)=w(zx,s),

ou seja, U é a solucao da equagao de onda com dado inicial em ¢ = s. De fato, se U(z,t,s) é
a solucao do problema acima de classe C? nos argumentos z € R" e 0 < s < ¢, temos

t t
u(z,t) = Ulx,t,t) +/ U(x,t,s)ds = / U(x,t,s)ds
0 0
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e
t t

ug(x,t) = Ut(:v,t,t)—l—/ U (x,t,s)ds = w(x,t)—l—/ AAU(2,t,8)ds = w(z, t)+ A Au(x, t),
0 0

o que mostra que (u = w. Resta-nos encontrar U (z, t, s), como isto envolve resolver a equacao
da onda com condig¢ao inicial em ¢ = s e vimos como resolvé-la com condigoes iniciais em
t = 0, vamos considerar a seguinte funcao

V(z,t,s) =U(x,t+s,s).
Como a equagao da onda é invariante a translagoes e LJU = 0, segue que
OV (z,t,s)=0,t>0
e condigoes iniciais
V(z,0,s) =U(x,s,8) =0, Vi(x,0,s)="Ux,s,s) =w(x,s),

portanto para n = 3
V(z,t,s) =

1 /
w(y, s)dSy,
47TC2t ly—a|=ct Y

que ¢é de classe C? se w(z,t) € C?, parat > 0 e todo z. Logo,

1
Uz, t,s) =V(z,t —s,s) = (i —s) L_x_c(t_s) w(y, s)dS,.

Finalmente,

¢ 1 t
uwt) /0 Viemi = s, e)ds 47T02/0 t—s S/yx|:c(ts)w(y’s> &

Note que o valor da solugao no ponto (z,t) depende dos valores de w em pontos (y,s) no
semi-espago superior (¢ > 0) que estao no cone voltado para baixo com vértice em (z,t), ou
seja, na superficie

ly—z|=c(t—s), 0<s<t.

7.4 Problemas mistos (valor inicial e de contorno)

Considere solucao do seguinte problema:

Ou =w(z,t), z€,t>0
u(z,0) = f(z), u(z,0) =g(x), €
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on

onde () é uma regiao limitada do R™. Entao a energia

dB(t) v D
7 = /Q (ututt + c*Vu - aVU($,t>) dx

u(zx,t) (ou 8u(x,t)> = h(z,t), €0 t>0

como Ou = w(w,t), entao uy = c*Au + w(z,t), logo

Uy + V- %Vu(x, t) = F(wdu+Vu- %Vu(x, 1) +w(x,t) =V, - (4 Vou) +w(x,t)

portanto,
dE(t)
dt

do Teorema da Divergéncia temos

dE(t) 2/ Ou(x,t) /
b =C 89ut(at,t) . s, + Qw(x,t)dx.

— /Q (V- (0 Vu) + w(z, t)) do

Em particular a expressao acima nos da unicidade para o problema misto, pois se u;(z,t) e
ug(z,t) forem duas solugoes, entdao u(x,t) = uy(z,t) — ug(z,t) seria a solu¢ao do problema
misto associado & equagao homogénea (correspondente a w = 0) e com condigoes iniciais e
de fronteira nulas, portanto
dE(t)
dt
ou seja, E(t) = E(0) = 0 para todo ¢, ou seja,

=0,

E = %/Q (uf (z,t) + |Vu(z, t)[*)) de = 0.

Portanto, u; = u,, = 0 para todo z € Q2 e t > 0, portanto u é constante, logo u = 0, pois
u(z,0), logo u; = us. O

No caso particular do problema misto em que a equacao é homogéna (w = 0) e a condi¢ao
de fronteira ¢ 0 (h = 0), podemos encontrar solugao através de expansdo em auto-fungoes do
Laplaciano para a regiao 2. Uma auto-funcdo v(x) associada ao autovalor A é a solugao de

Av+iv=0, z€Q, ov(z)=0xec0d,

onde v nao se anula identicamente. Sob hipoteses adequadas de regularidade de €2, existe
uma sequéncia de autovalores \; e uma correspondente sequéncia de autofungoes vi(z) que
forma um conjunto ortonormal completo para L?(£2). Isto nos leva & expansao

u(a,t) = ag(t)or(z) (7.10)
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para a solucao do problema de valor inicial. Substuindo a expressao acima na equacao
Uu = 0, temos

0= Z ‘ Z;(ka(ﬂ?) — ag(t) Avg(x) = Z (d ZI’;(t) + CQAkak(t)) ve(x),

o que nos leva as seguintes equagoes diferenciais ordinérias para os ay’s:

ank (t)

dt2 + 02)\kak(t) = 0,

cuja solucao geral é

ag(t) = ) cos(cy/ A t) + senc\/_t

Multiplicando (7.10) por v,(x) e integrando sobre 2, levando em conta que o conjunto de
autofungoes vy sao ortonormais, temos

/Q (z, t)v,(z dw—Zak / dx_zak Sk = an(t).

Portanto,

a(t) :/Qu(:p,t)vk(x)dx,

ak(O):/Qu(:p,O)vk(a:)da::/Qf(x)vk(x)dx

a;(O):/Qut(x,O)vk(x)dx:/g(x)vk(:c)d:c.

Q

em particular.

Portanto, temos as seguintes expressoes para os ay’s:

ak(t):/Q( cos(\/ e t) + Sir;(;_k\/_t» on(x)d.

No caso uni-dimensional em que 2 = (0, L), temos o seguinte problema:

uy = cu’(z), x€(0,L), u(0)=0=u(L), u(z,0)=f(x), wul(z,0)=g(x), z€(0,L).

A solugao u(x,t) representa o deslocamento vertical no ponto z e no instante ¢ de uma corda

(por exemplo de violao) de comprimento L, cujas extremidades estdo presas. Os autovalores

sa0 \p = (’%)2 e as correspondentes auto-fungoes sao sen ((krz)/L), onde k = 1,2
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Capitulo 8

Equacao de Calor

8.1 Transformada de Fourier

Definigao 9. As fungdes de decrescimento rdpido S(R™) € o conjunto das fungoes infinita-
mente deriwdveis ¢ em R™, para as quais

0llos = sup " DPo()] < oc.
TeR™

Defini¢ao 10. Dada uma fun¢io S(R™), definimos a sua transformada de Fourier como

£ 1 —iz-w
f(w)zwfwe f(x)dx.

A transformada inversa de Fourier de f € definida como

3 1 1T-w
F0) = o [ e @i

As transformadas de Fourier e a transformada inversa de Fourier sdo operador lineares

limitados de S(R"™) em S(R™), além disso, f=f= f Além disso, para todo f € S(R™),
temos

18 = [ 1r@Pds= [ |f)Pdw =112
Rn Rn

e da identidade da polarizagao segue que a transformada de Fourier preserva o produto
interno, ou seja,

(6,9) = (9,9).
Note que

—iwpg(w) = 2m) ™2 [ Dy(e™“g(x)de = —(2m)"/? / e~ Dyg(w)de = —Dyg(w).
R

n

Portanto,

—_—
A

Dirg(w) = iwy, §(w).

Em geral,

—_—

Dog(w) = (i)' §(w).
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De maneira anéloga,

portanto,
For (w) = —i o f(w).

Exemplo 38. Calcularemos a transformada de Fourier de f(z) = e ***/2 € S(R), o > 0.
Entao

flw) = \/LZ_W/e_MQﬂe_Wde
t2+7,wt\/_
= — [ ey

—w2/2a

N

—w
VT

—w?/2a
(& 42 .o
= e dt =/, use Fubzm)

na penultima tgualdade, fizemos uma integracao no plano complexo sobre o retdngulo I'g
com vértices nos pontos (£R+ 0i), (j:R—Hr) percorrido no sentido anti-hordrio, usamos

. (t+i\/%)2dt

(&

—* qt

o
=
Q
%\%\
QD

que sobre os segmentos verticais |e”* ] < e~ R =lwl/V2a , portanto as integrais corresponden-
des sao limitadas em mddulos por e~ |‘“|/m\‘/"i portanto tendem a 0 quando R tende

a infinito. Como e ¢ analitica para todo z, pelo Teorema de Cauchy, 0 = fFR e dy =

?:1 fFR- e **dz, onde I'r, sao os lados do retangulo. Portanto,

R R

lim e (HZ ) dt = lim et dt.
R—o0 _R R—o0 _R

A transformada de Fourier de f(z) = e=®*’/2 ¢ S(R™), o > 0, &

n

f(w) _ (27T)—n/2H (/ e—ami/Qe—iwkzkdxk)
R

k=1
o lwl2/20

Em particular, para a = 1/2¢, fazendo g(x,t) = (2t)""/2e~1#’/4  concluimos que

—

g0 D)w) = e,
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Definigao 11. Dadas f,g € S(R™), entdo a convolugiao de f e g, denotada por f * g, €
definida como

(fx9)(y) = - fly —z)g(x)dx.

Propriedade 4. Sejam f,g,h € S(R"), entao
(a)i*gzg*f, f*(g*ﬁ)\: (f*g)*hA
(0) fg=@n) "/ fxg e frg=(2n)"fg

Se f € S(R"), entdo f € L?(R™), portanto, a transformada de Fourier ¢ uma mapeamento
linear e limitado (||f||2 = ||f||2) de um subespaco denso de L2(R™) em L2(R") e pelo Teorema
da Transformagido Limitada, ela se estende a um mapeamento unitario de L?(R™) sobre
L*(R™) (Teorema de Plancherel).

Se f € S(R™), entao f € L'(R") e pelo Teorema de Riemann-Lebesque a sua transformada
de Fourier é continua e se anula no infinito, portanto pertence ao espago C (R™). Além disso,
é facil ver que ||f||oe < (27)""2||f||:. Portanto, a transformada de Fourier é um operador
linear limitado de um conjunto denso de L'(R"™) em C,,(R") e pelo Teorema da Transformagao
Limitada a transformada de Fourier se estende a um operador linear limitado de L'(R"™) a
Cx(R™) (nao é sobrejetiva).

8.2 A solucao da equacao do calor

Dada a equagao
uy = kAu,

uma superficie ¢(z,t) = t — ¥(z) = 0 é caracteristica da mesma se » ;'  ¥2 = 0.
Portanto as tnicas superficies caracteristicas sao os planos ¢t =const. Esta equagao invariante
a troca de t por = t, o que indica que ela descreve um processo irreversivel (a distribui¢ao
de calor num meio condutor) e faz a distingdo entre passado e futuro. No entanto, ela é
invariante as substitui¢oes 2’ = az e t' = a?t, que sao as mesmas que deixam |z|?/¢ invariant.
Ela é chamada de equagao do calor. A constante k£ > 0 é o coeficiente de condutividade
do meio. Para n = 3 esta equacgao descreve a distribuicao de temperatura de um meio
condutor de calor. Para n = 1 ela descreve a distribui¢cao de temperatura num fio condutor
de calor revestido por um isolante térmico. Se fizermos 7 = at e v(z,7) = u(z, 7/k), entdo
v, (x,7) = Av(x, 7). Por isso, no que se segue faremos k = 1.

Considere o seguinte problema

ur = Au, t >0, z € Ryu(z,0) = f(z).

Defina

u(w,t) = (27?)_"/2/6_i“'$u(x,t)dx.
R

Tomando a transformada de Fourier da equacao diferencial, temos

i, 1) =~ 1), 8(w,0) = f).
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Portanto, pelo Teorema da Convolucao,

Ut w) = e fw) = §(t,w) flw) = g(”t()Q;){lS'Q)(w),
onde
o—lal2/4t
g(w,t R
Portanto, para t > 0, temos
uat) = (0 g

2

= eI f (y)dy

onde )
e lz—yl?/4t

(4mt)n/2

Note que a expressao integral para u(x,t) faz sentido para quaquer f continua, resta-nos
mostrar que ela é realmente solu¢ao do nosso problema.

K(z,y,t) =

Teorema 23. Seja [ continua e limitada em R™. Entao

u(e,t) = [ K(o,y,0)f()dy (.1)
Rn
pertence a C™ para x € R™, t > 0 e satisfaz u; = Au, para t > 0. Além disso, u tem valor
inicial f, no sentido que se estendermos u por u(x,0) = g(x) para t =0, entao u € continua
para x € R" et > 0.

Prova. A prova segue das propriedades basicas do nucleo K:

(i) K(z,y,t) € C® paraxz,y € R" et >0
(b) Ki(z,y,t) = A K (z,y,t), para t >0
(¢) K(z,y,t) >0, parat >0

(d) [ K(x,y,t)dy=1,paraxz € R" et >0
(e) Para todo 0 > 0, temos

lim K(z,y,t)dy =0
t—0 Jy—z|>s
t>0

uniformemente para x € R".
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Os itens (a) e (c) sao triviais. Por outro lado, para t > 0, temos

_ 2
K — [z—yl® n K.
442 2

(T —uw)
A T
portanto,
(v —y)* 1
Kx ze — |\ 7 .0 A, Ka
logo,

2
A= (EmE Y e
4¢2 2t

o que mostra (c). Fazendo a mudanca de variaveis y = = + (4t)'/?

[ Kty =@ [ ey e ([ e-t2dt)n — (m) () = 1,

o que prova (d). Por outro lado,

/ K(2,y, t)dy = (7)™ / e,
ly—a|>6 In|>d/\/4t

o que implica (e), visto que [, e~ dn < 0.
Seja M = sup, |f(z)|. Tome £ € R" fixo. Dado ¢ > 0, como f & continua em &, existe
d >0, tal que se |y — €| < 26, temos |f(y) — f(&)| < €/2. Tome 7 > 0, tal que

/ K (e, y,7)dy = (m) ™" / ey <
ly—a|>6 |n|>6/\/5 QM

Entao para t < 7 e x tal que |z — | < J, temos

7, temos

(lado direito nao depende de x)

Ju(z, t) — f(E)]

] [ K0

) - f(é))dy'

< Gm) [ SRR < Qg [ Kl ) - Sy
ly—z|<d ly—z|>8
< @[ Pl Vi) - ©ln M [y
In|<8/v/4t In|>6/+/4t

€2 —In|? €

- Q(W) /|7,|<5/\F€ ' dn+2
(Itz +van) €] < lo— ] + Vitln| < 26 = |(x + ) ~ F(©)] < 3)
€ €

< §Aw<6K(z,y,t)dy+§

< g RnK(a:,y,t)dy—i—%

< £ f_,

< f+i=e
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Suponha que f seja limitada superior e inferiormente e sejam m e M o seu infimo e
supremo, respectivamente. Entao

m < f(z) < M,Vr € R"™.
Multiplicando estas desigualdades por K (x,y,t), integrando em gy sobre R" temos
m < u(x,t) <M, ¥Vt >0,z €R"
Portanto, temos uma espécie de principio de maximo:

inf f(2) <wu(z,t) <sup f(z), Vt >0,z € R".

8.3 A férmula de Talyor

Dada uma fungao de uma variavel f(t) definida num intervalo aberto (a,b), se f for de classe
C?(I), entao para todo t,, h € I, tal que t, + h € I, temos

1
FltotB) = F(ta) + 't} + 5, (€)%
onde c esta entre t, e t, + h.

Suponha que f : w — R, onde w C R™ & aberto, seja de classe C?(w). Para z, € w fixo,
da formula de Taylor (vamos supor que x seja pequeno de modo que x, + tz € w), temos

1
f(zo +tz) = f(20) + f(0)t + gf”(% + cx)t?
onde ¢ esta entre 0 e t. Em particular, fazendo ¢ = 1, temos
1
J (o +x) = f(20) + ['(w0) + 5" (w0 + )

onde c esta entre 0 e 1. Note que da Regra da Cadeia, temos

fl(xo) _ Z ka (l’o)l’ka f//(xo + Cl') — Z kaxj (.Z'o + C.Z')kaj-
k

Ik

Portanto, temos

Flo+7) = Flag) + Vf(zo) - 2 + % S Faue, (0 + )35
ik

Para k fixo, seja x = xey, onde (ey); = d;;, vamos tomar xj pequeno de modo que z,+zex, €
w. Entao

P+ 256) = F(0) 4 Fay )05+ o v (7 ).
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Em particular, se tivermos um maximo local em z,, entdo f,, (x,) = 0 (para todo k) e

e (o + €21) = [ @0+ mies) = fz0) 0.

Portanto,
fzkxk (Io + ka) S 07

para todo z, suficientemente pequeno. Como por hipétese f,, ., ¢ continua em x,, tomando-se
o limite quando z; tende a zero, temos

kaxk (xo) S 07

para todo k, em particular, devemos ter

Af(z,) <0.

8.4 O principio de maximo

Seja w um aberto limitado do R". Para T' > 0 fixo considere o cilindro € R"*2, cuja base
¢ Qe altura T
Q={(z,t)]r e w,0 <t <T}.

A fronteira de Q, 9Q = 9'Q U 0", onde Q) é formada pelas fronteiras lateral e a base do
cilindro e 9"Q) é formada pela parte superior (tampa superior do cilindro).

Teorema 24. Seja u continua em §) € Ug, Uy, continuas em w e satisfaga uy — Au < 0 em
Q. Entao
max u = max .
Q '

Prova. Note que trivialmente temos a desigualdade

max v < maxu,
'Q 9}

pois &'Q C Q. Portanto, s6 temos que provar que

maxu < maxu.
Q o'

Primeiro mostraremos o teorema para o caso particular em que temos a desigualdade
estrita uy — Au < 0. Dado 0 < e < T, defina

Q={(z,t)|]r € 2,0 <t <T —¢€}.
Como u & continua em €, existe (,,1,) € €, tal que

max u = u(Z,, t,).
Q

Se (x,,t,) € €, por ser um ponto interior, ele tem que ser um maximo local, portanto,
U(Toyto) = 0 = Uy, (o, tp) = oo = Ug,a, (T, to). Seja f(z) = u(x,t,), entdo x, ¢ um
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méaximo local de f(x), portanto pelo que vimos na discussao da féormula de Taylor, devemos
ter Af(x,) <0, ou seja,
Au(z,, t,) = Af(x,) <0.

Como
ut(xou to) - 07

teriamos
U (To,to) — Au(x,, t,) >0,

contrariando a hipdtese de uy — Au < 0 em 2. Mostraremos que (z,,t,) ndo pode pertencer
a 0"Qc. De fato, se (z,,t,) = (z,,T — €), entdao considere a fungao u(z,,T — € + h), onde
h < 0 e suficientemente pequeno deve ser nao-crescente, portanto

w(zo, T — €+ h) —u(z,, T —e+h) <0,
portanto,

u(mO,T—e—i—h);u(xo,T—eth) >0,

como uy(x,, T — €) existe, devemos ter

T — u(zy, T —
(g, T — €) = lim u(z,, €+ h)—u(z,, e+h)

> (.
h—0 h =

Mas a funcao f(x) = u(z,T — €) tendo um méximo local em (z,,t — €), deve satisfazer
Af(z,) <0, ou seja,
Au(z,, T —€) <0,

com isso concluirfamos que
ut(zo, T — €) — Au(z,, T —€) > 0,

contrariando a hipdtese de u; — Au < 0 em €). Portanto, (z,,t,) € d'Q. Disso concluimos
que
max u = maxu < maxu,
o 9. 0
a desigualdade acima segue do fato que 9’Q. C 9'Q). Em particular, para todo (z,t) € Q.,
temos
u(z,t) < maxu.
Q)
Dado (x,t) € Q, tome uma sequéncia (x,, t,) convergindo para (,t) tal que t, < T, portanto,
(T, tn) € Q,, para algum 0 < ¢, < T. Logo,

w(Tp, ty) < maxu

e por continuidade de u em 2, segue que
u(z,t) = lim u(z,,t,) < maxu.

n—00 9'Q
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Poranto, para todo (z,t) € Q temos
u(z,t) < maxu,
o'

ou seja,

maxu < maxu
Q 0

e concluimos que

max u = maxu,

0 Q
sob a hipodtese de u; — Au < 0 em €.

Se uy — Au < 0 em €2, considere a fungao
v(z,t) = u(x,t) — kt,
onde k > 0. Entao
vy —Av=u —k—Au= (uy — Au) — k < 0.

Logo

max u = max(v + kt) < maxu + kT = maxv + kT,
Q Q Q o'Q

tomando o limite quando k tende a zero, temos

max v < maxu,
Q 'Q

o que implica que

max v < maxu,
Q 'Q

Observacao 6. Se u for solugao da equacao de calor, ou seja,
uy — Au =0,
entao —u também serd solucao da mesma, portanto do principio de mdximo temos

max —u = max —u,

Q 9'Q
e concluimos que
minu = —max —u = —max —u = minu,
Q Q 'Q 'Q

ou seja,
min v = minu.
a o0
Em particular, se uy,us forem solugoes de
u — Au = g(x,t),
em Q) e forem iguais em OS2, entdo u; = uy em 2. De fato, U = uy — ugy satisfaz a equagdo

U —AU =0em Q eU =0 em d'Q). Portanto,

minU =minU =0 e max U = maxU =0,
Q 'Q Q o0

o que 1mplica U =0 em ().
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A observagao acima nos conduz ao seguinte teorema de unicidade:

Teorema 25. Seja u continua em Q € Ug, Uyg,e, continuas em §). Entao u é determinada
unicamente em §2 pelo valor uy — Au em e de u em 0'€).

A seguir provaremos estenderemos o principio de maximo e o teorema de unicidade para
0 caso em que
Q={(z,t)|]r e R",0<t < T},

para isto teremos que assumir uma certa condi¢ao de crescimento no infinito.
Teorema 26. Suponha que u € continua em Qe Ut, Uy, 7, CONEINUGS em §) e satisfaz
ur — Au <0, em €,
u(z,t) < MealxR, 0<t<T, xeR"

u(z,0) = f(x), zeR™

Entao
u(z,t) <sup f(z), 0<t<T, ze€R"

Corolario 2. Do teorema acima o problema de valor inicial
u—Au=0, 0<t<T, wu(z0)=f(z)
tem solugao unica se restringirmos a solugoes satisfazendo
lu(z,t)| < Ae®™’ 0<t<T.

Prova do Corolario: Suponha que u; e us sejam solucoes de problema de valor inicial e
defina w = u; — ug € W = us — uy. Entao w e w sao solugoes do problema de valor inicial
com f = 0, além disso, |w(z.t)| < 24e* e |w(z.t)| < 24e***. Portanto, pelo principio de
maximo acima, temos w(x,t) < sup, f(z) =0 e w(z,t) < sup, f(z) =0, ou seja, us —u; <0
e u; —ugy < 0. Logo,

U'Q('rat) Sul(xat) SUQ(xat)7 O§t§T7 xERn

e concluimos que
ur(z,t) = ug(z,t), 0<t<T, xe&R"

]

Note que se |u(z,t)| < A, pelo corolario u tem que ser unica (neste caso temos a = (), ou
seja, o problema de valor inicial tem uma tnica solucao limitada.

Em particular para f continua e limitada, segue que u(z,t) dada pela féormula (8.1) é a
tnica solucao limitada de problema do valor inicial

u—Au=0, 0<t<T, u(z,0)=f(x).

144



De fato, da formula (8.1) como [, K(z,y,t)dy = 1 para todo ¢ > 0, entao multiplicando as
desigualdades

inf f(2) < f(y) < sup £(2).
por K(z,y,t) (que é positivo) e integrando em relagdo a y em R", temos

inf £(2) < u(z, 1) < sup f(2),
portanto, u(z,t) é limitada, portanto tem que ser tnica. ]

Prova do Teorema. Suponha primeiro que
4aT < 1,
entdo existe € > 0 (por exemplo, € = (1 — 4aT")/8a), tal que
4a(T +¢€) < 1.
Dado y € R” fixo e para constantes p > 0, considere as fungoes
v, t) = u(w,t) — p(4m(T + € — £)) "R el P IATRe) — (1 8) — pK (iz, iy, T + € — t),

definidas para 0 < ¢t < T, onde na expressao vista para K (z,y,t) substituimos |z — y|* por
(x —y,x —y) (produto escalar no R"), em particular,

(ix — iy, iz —iy) = —(z —y,x —y) = —|z — y[*.

Vimos que K (z,y,t) satisfaz K;—AK = 0, para todo z, y, t complexos com ¢ # 0 (poderiamos
ter provado isto diretamente, sem esta observagdo). Portanto, v, satisfaz

v,

ot — Av, = (uy — Au) — (K, — AK) = uy — Au < 0.

Considere o cilindro circular de raio p
Q={(z.0)]|lzr -yl <p,0<t <T}

Pelo Teorema 24,

vy, t) < AX V.

Vamos obter uma conta superior para o maximo acima. Note que na parte plana de 0'€Q,

como K > 0, temos
U/l(x70) S U(]I,O) S Supf(’z)‘
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Mostraremos que temos cota similar na parte curva |z — y| = p, 0 < ¢t < T de Q2. De fato,

MealxIQ o ,u(47r(T +e— t)—n/26p2/(4(T+€—t)

Melyl+p)? _ (4 (T + E)—71/2€/J2/(4(T+6)

(usamos que (4m(T + € — t)~"/2e?*/ AT+ ¢ crescente em t,
cle|=[(z—y)+yl <lr—yl+lyl <p+lyl)

M W0 _ y((a + ~) fmr)/2eletne

(pois 4a(T +¢€) < 1, entdao 1/4(T +¢€) =a+y, onde v > 0)

v, 1)

(VARVA

2alyl | aly®
M55 (a4 ) ) el
Melat1/2)0” _ ((a+ 7)/#)”/26(“””2
(para p > p1, onde p é tal que QGTM + %3’2‘2 < /2)

IN

IA

sup f(z), para p suficientemente grande
(M9 _ i(a + ) /7)"?e® )P tende a —oo quando p tende a co)

Com isso concluimos que
max v, < sup f(2).
Q N

Portanto,
vu(y:t) = uly,t) — p(dn(T + e — £)) ™" < sup f(2),

ou seja, para todo p > 0 temos a seguinte desigualdade
u(y,t) — p(An(T + e — 1)) < sup f(2).
Tomando o limite quando u tende a zero, concluimos que

u(y,t) < sup f(2),

sob a hipodtese de 4aT" < 1.

Se 4a > 1, podemos decompor o intervalo [0,7] em n subintervalos de comprimentos T,
onde 4aT < 1 e aplicarmos os argumentos acima, a cada um dos subintervalos [k7, (k + 1)7],
k=1,...,n—1. Por exemplo, tendo mostrado que u(z,t) < sup, f(z), para 0 < t < T,
considere as fungoes

UN($7t) = U(l’,t + 7-) - ,UK(iIlf,’iy,T +e— t),

definida para 0 < t < 7. Lembre que v,(z,0) = u(z,7) < sup, f(z). Das contas feitas
anteriormente, concluiremos que

a(yst) = uly,t +7) — p(dn(T + e = 1)) <sup f(2).
Portanto, tomando-se o limite quando p tende a zero, concluiremos que

u(y, 7 +1t) < sup f(2)
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para todo 0 <t < 7, ou seja,
u(y,t) < sup f(2),

para 7 <t < 271.
Em geral, tendo-se provado que u(z,t) < sup, f(z), para 0 < t < k7, considere as fungoes

vz, t) =u(z,t +7) — pK (i, iy, 7 + € — t)

e os argumentos anteriores para concluir que u(x,t) < sup, f(z), para 0 <t < (k+ 1)7. O

8.5 Meétodo de energia para provar unicidade

A seguir daremos o método de energia para provar unicidade de solucoes da equagao de calor
numa regiao limitada.

Teorema 27. Seja Q) um subconjunto aberto e limitado do R™. Seja T > 0. Sejam Qp e I'Q
definidos como antes. Entao o problema de valor inicial

u—Au=f, (z,t) € Qp, ulx,t)=g, (z,t) € I,
tem no mdximo uma solugao suave.

Prova. Suponha que temos duas solugoes v e v. Seja w = u —v. Entao w = u — v é solugao
de
wy — Aw =0, (z,t) € Qr, w=0, (z,t) € I0.

Seja
Entao, E(t) >0, e

Afirmamos que

E'(t) <0 (8.2)

e, portanto, E(t) = 0, para 0 < ¢t < T, portanto, w(z,t) = 0 em quase todos os pontos de ,
portanto w(z,t) = 0 em todos pontos de (2, uma vez que w é continua.

A seguir mostraremos (8.2). Como w é suave, podemos passar a derivada em relagao a t
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para dentro da integral:
E'(t) = /wwtd:c
Q

= / wAwdz
Q

= /V-(wVw)dx—/\Vw[de
Q Q

= /wa—wda:—/|Vw|2dx, (Teorema de Green)
oo On Q

—/ Vw2 de,  (w]po = 0)
Q
0.

IN

8.6 O Método de Perron

8.6.1 Regularidade de solucoes

8.6.2 Solucgoes nao-negativas
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