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Introducao

Este texto tem como objetivo atender a disciplina de Equagoes Diferenciais A, na qual é
introduzida o importante conceito de equacgtes diferenciais ordindrias, de sistemas de equagoes
diferenciais ordindrias e algumas aplicacoes dos mesmos.

Na Segao 1 introduziremos o conceito de equagoes diferenciais, sistemas de equagdes diferenciais
e daremos alguns exemplos de aplicacoes dos mesmos.

Na Secao 2 estudaremos as equagoes diferenciais de primeira ordem. Focalizaremos nossa
atengao nas seguintes equacgoes: lineares, de varidveis separdveis, homogéneas e exatas, para as
quais serao apresentados procedimentos de como resolvé-las. Também sera enunciado o Teorema
de Existéncia e Unicidade no caso de uma equagao diferencial de primeira ordem geral. Embora as
equacoes de Bernoulli nao sejam lineares, elas serao estudas como um caso importante de equacoes
que podem ser transformadas em equacoes lineares através de uma simples mudanca de varidveis.
Introduziremos os métodos de Euler como uma opcao para se calcular numericamente as solucoes
daquelas equacoes que nao se enquadram nas categorias acima. Finalmente, veremos algumas
aplicacoes das equagoes de primeira ordem a problemas de misturas, dinamica de populacoes,
decaimento de materiais radioativos, problemas de mecénica, dentre outros.

Na Secao 3 estudaremos as equacoes diferenciais lineares de segunda ordem. Veremos que o
espago solucao de uma equacao diferencial linear de segunda homogénea é um espago vetorial
de dimensao dois, portanto, a sua resolucao se reduz ao problema de encontramos duas solucoes
linearmente independentes da mesma. Isto serd feito para as equacoes com coeficientes constantes,
para as equacoes de Euler, as quais se reduzem aquelas através de uma mudanca de varidveis.
Estudaremos os métodos da redugao de ordem que nos permite encontrar uma segunda solugao
de uma equagao homogénea, uma vez conhecida uma solugao da mesma, digamos por inspegao,
de forma que as duas sejam linearmente independentes. Estudaremos o método da variacao de
parametros que nos permite encontrar a solugao geral de uma equacao nao-homogénea, conhecendo-
se duas solugoes linearmente independentes da solucao homogénea associada. Finalmente, veremos
aplicagoes das equagtes diferenciais de segunda ordem a problemas de vibragoes mecanicas e
elétricas.

Na Secao 4 usaremos o método de séries de poténcias na resolucdo de equacgoes diferenciais
lineares de segunda ordem. Comecaremos esta secdo com uma revisao de séries de poténcias e,

em seguida, enunciaremos o Teorema de Existéncia e Unicidade para equacgoes lineares de segunda



ordem com coeficientes analiticos. Resolveremos, como exercicio, varias equagoes diferenciais que
aparecem em problemas de fisica, dentre elas, as equagoes de Hermite, de Legendre e de Chebyshev.
Finalmente, veremos o método de série de poténcias em torno de um ponto singular.

Na Secao 5 introduziremos a transformada de Laplace e a sua inversa. Introduziremos a fungao
degrau unitario que nos permite representar de uma maneira concisa func¢oes descontinuas e a
delta de Dirac que é uma generalizacao de uma forga que embora atue apenas num dado instante,
seja capaz de produzir um impulso unitario. A partir da definicao, obteremos vérias propriedades
da transformada de Laplace e calcularemos as transformadas de varias fungoes, incluindo aquelas
que envolvem a fungdo degrau unitdrio e a delta de Dirac. Veremos como a transformada de
Laplace pode ser usada para resolver problemas de valores iniciais, transformando-os em problemas
puramente algébricos. No final desta secao apresentaremos uma tabela com transformadas de
Laplace e suas inversas.

Na Secao 6 estudaremos os sistemas de equacoes lineares de primeira ordem. Iniciaremos
com a teoria geral de sistemas de equacoes lineares de primeira ordem, incluindo o Teorema de
Existéncia e Unicidade. Mostraremos que o conjunto solugdo de um sistema linear homogéneo
com n equacoes diferenciais de primeira ordem é um espaco vetorial de dimensao n. Dedicaremos
uma boa parte do tempo ao estudo de sistemas homogéneos quando a matriz A tem coeficientes
constantes e veremos a relagao entre resolu¢ao do mesmo e dlgebra linear (autovalores, autovetores
e diagonalizacao de matrizes). Introduziremos o conceito de exponencial de uma matriz constante
e veremos a sua relagao com a solugao de sistemas lineares. Mostraremos que uma vez conhecidas n
solucoes linearmente independentes do sistema homogéneo, podemos a partir do método de variacao
de parametros resolver um sistema nao-homogéneo. Veremos algumas aplicagoes de sistemas de
equacoes lineares em problemas de misturas, circuitos elétricos e sistemas mecanicos. Finalizaremos
esta secao fazendo uma analise qualitativa das solugoes de sistemas lineares em duas dimensoes.

Finalmente, nas Secao 7, apresentaremos a resolucao detalhada dos exercicios propostos.



1 Equacgoes Diferenciais Ordinarias

Definicao 1.1 Uma equagao diferencial ordindria é uma equacdo que envolve uma funcgdo
desconhecida, y(x), suas derivadas até uma ordem n e a varidvel independente x; ou seja, € uma

equacdo da forma
flay gy .y =0 (1)

Definicao 1.2 A ordem de uma equacao diferencial é a ordem da derivada mais alta que aparece

na mesma.

Definicao 1.3 Dizemos que uma equacgdo diferencial ordindria de ordem n € linear se ela € da

sequinte forma

an ()Y + an—1(@)y" Y + .+ ar(@)y + ao(2)y = g(2), (2)
onde os coeficientes ao(x),...,an(x) sao fungoes conhecidas da varidvel x e ap(x) ndao €
identicamente nula.  Quando g(x) for identicamente nula, dizemos que a equagao (2) €

homogénea.

Se uma equagao diferencial ordindria de ordem n nao for do tipo (2), dizemos ela € nao-linear.

As equacées diferenciais ordindrias aparecem em vérias aplicacdes e, a seguir, daremos alguns

exemplos das mesmas.

Exemplo 1.1 Na descrigao de populagoes, por exemplo, bactérias, se chamarmos de x(t) o nimero
destas no instante t, é comum supor que a taxa de variacao de x em cada instante seja proporcional
a x, ou seja,

dx

— =kx, 3

g7 (3)
onde a constante de proporcionalidade, k, € positiva, o que nos conduz a uma equacdo diferencial

ordindria linear de primeira ordem homogénea.

No estudo do decaimento de massa de materiais radioativos, onde z(t) é a massa do material

no instante ¢, temos uma equagao do tipo (3), onde substituimos k por —k.

Exemplo 1.2 A equacao diferencial

Q'+ p(t)Q = g(t), (4)



onde p(t) e q(t) sao fungdes continuas num dado intervalo aberto I, é uma equacao diferencial
ordindria de primeira ordem linear, ela aparece, por exemplo, em modelagem de misturas, onde

Q(t) descreve a quantidade de sal presente um recipiente num instante t.

Note que a equagao (3) é um caso particular de (4) quando p(t) é constante e g(t) é identicamente

nula.

Exemplo 1.3 A equacao diferencial

/ Yy
—r(1- %)
Y ( K)Y
onde r e K sdo constantes positivas, € chamada de equacdo de Verhulst, ou equacao logistica, ela

aparece no contexto do crescimento ou declinio da populacdo de uma espécie. Ela € uma equacgao

diferencial ordindria de primeira ordem ndo-linear.

Muitas equacgoes diferenciais de segunda ordem aparecem em problemas de mecéanica e resultam
da Segunda Lei de Newton, a qual diz que a resultante de todas as forcas, f, que atuam num corpo,
¢é igual ao produto da massa do mesmo, m, pela sua aceleracdo. Como a aceleracao é a derivada
segunda da posi¢ao, z, em relacao ao tempo e a forca em geral depende da posicao, da velocidade,
2/, e do instante, ¢, considerado, segue-se que esta lei nos leva a uma equacao diferencial de segunda

ordem da seguinte forma:

= LonT) (5)

Se f nao depender explicitamente de t; ou seja, f = f(x,v), podemos assumir que v = v(z), entao

da regra da cadeia, % = %fl—f = g—; v e (5) pode ser re-escrita como

dv  f(x,v)
vV— = ,
dx m

(6)
que é uma equagao diferencial de primeira ordem.

Exemplo 1.4 Suponha que um paraquedista ao cair esteja sujeito a uma forca de atrito do ar que

seja proporcional ao quadrado da sua velocidade, entao, de (6)

d
l+lv = —gv 1,
dr  m

onde © € a altura do paraquedista em relacdo a superficie da Terra. Esta equacdo é um caso

particular das equagoes de Bernoulli.



Exemplo 1.5 OQutra equagdo diferencial que resulta da Sequnda Lei de Newton €

my" +vy +ky = f(t), (7)

onde m, v e k sdo constantes, com m # 0. Esta é uma equacgdo diferencial ordindria de sequnda
ordem, ela modela um sistema massa-mola, onde a massa vale m, a constante eldstica da mola €

k, num meio que oferece atrito (se v # 0) e sujeito a uma forca externa f(t).

Um caso particularmente interessante de (7) é a equacao

9”+%9:0, (8)

que descreve a amplitude de um péndulo simples, que consiste num sistema formado de uma massa,
m, amarrada numa corda de comprimento [, pendurados num teto, no limite em que consideramos
pequenas amplitudes (sen 6 ~ 0).

Em modelagem de circuitos elétricos RLC' em série, temos uma equagao similar a (7), onde z,
m, 7, k e f(t), sdo substituidos, respectivamente, por @, L, R, % e e(t), com Q(t), a carga no
capacitor no instante t, R, L e C, sao a resisténcia do resistor, a indutancia do indutor e a carga

do capacitor, respectivamente.

Definicao 1.4 Dizemos que uma func¢ao diferencidvel y = ¢(x) € solugao da equagdio diferencial

(1), num intervalo aberto I, se f(x,d(z), ¢'(z),...,¢"™ (x)) =0, para todo x em I.

Exemplo 1.6 As fungdes cosx e senx sao solucoes da equagdo diferencial y" +1y = 0, para todo
real. Da mesma forma, y = ce®, onde ¢ € uma constante arbitrdria € solugdo da equacdo diferencial

y' =y, para todo x real.

Dada a equacao diferencial (1), muitas vezes estamos interessados em solugoes da mesma que

satisfacam um conjunto de condicGes iniciais num dado instante x,, ou seja, queremos encontrar

y = ¢(x), tal que
Fa g,y g ™) =0, y(@o) = Yo, ¥ (@0) =1y -0y (w0) = Y. (9)

Este é chamado de problema de valor inicial.

No caso do sistema massa-mola descrito no Exemplo 1.5, um problema de valor inicial
corresponderia a especificarmos a posicao y(x,) e a velocidade y'(x,) iniciais da massa. Por outro
lado, no Exemplo 1.2, corresponderia a especificarmos a massa inicial de sal, Q(¢,), presente no

recipiente.



Definicao 1.5 Dizer que uma funcao diferencidvel y = ¢(x) é uma solugdo do problema de valor
inicial (9) num intervalo aberto I, significa que a fungio ¢(x) além de satisfazer a equagdo
diferencial dada em (9), para todo x em I, ela também satisfaz ds condigdes inciais prescritas

em (9).

Exemplo 1.7 A funcdo x = cost — sent € solucdo do problema de valor inicial
" +x=0, z(0)=1, 2'(0)=-1,

para todo t real.

Em muitas aplicagoes, em vez de apenas uma equacao diferencial, teremos um sistema de

equacgoes diferenciais de primeira ordem,

2i(t) = gi(t,x1,m0,...,20)
oh(t) = go(t,z1,29,...,20)
() = gu(t,x1,70,...,70)
onde z1(t),...,zy(t) sdo fungoes desconhecidas da varidvel independente t e as fungoes g1, ..., gn

sao dadas.

Definicao 1.6 Dizemos que um sistema de n equacgoes diferenciais de primeira ordem € linear,

se tem a sequinte forma:

x’l (t) = an(t)l’l + alg(t)wz A aln(t)xn + bl(t)
5(t) = a1 (t)r1 + an(t)xs ... + ag,(t)z, + bo(t)
2t = apn(t)z1 + ane(B)z2 + .o+ ()T + b (),

onde os coeficiente a;j(t) e bi(t) sdo funcoes continuas de t.

Se o sistema ndo puder ser colocado na forma acima, dizemos que ele ¢ nao-linear.

Exemplo 1.8 Um exemplo interessante de sistema de equacgoes de diferenciais de primeira ordem

nao-lineares € o sequinte:

r = ar—bxy

y = —cxy+dxy



onde a,b,c e d sao constantes positivas. Fle é chamado de sistema predador-presa.

As funcoes x ey descrevem as populagdes da presa e do predador no instante t, por exemplo,
coelhos e raposas, respectivamente. A constante a pode ser vista como a tara de nascimento da
populacao x, o que contribui para o crescimento da mesma, por outro lado, a constante b, representa
a interacao da presa com o predador, contribuindo para a diminuicdo da mesma. A constante ¢ é
vista como a taxa de morte do predador e d a interacdo deste como a presa, a qual contribui para

o crescimento da populacdo y.

Figura 1: Sistema de massas e molas acoplados.

Exemplo 1.9 Considere a Figura 1, onde temos duas massas acopladas através de uma mola.
Sejam x1(t) e x2(t) os afastamentos das massas em relagao as suas posicoes de equilibrio num
dado instante t. Se isolarmos cada uma das massas e considerarmos todas as forcas que atuam
nas mesmas (veja Figura 1), ao aplicarmos a Segunda Lei de Newton em cada uma teremos as

sequintes equacoes diferenciais

mlxll/ = kz(ajg — :Cl) — kl(xl + Fl(t) = —(/{31 + k?z)l'l + kQZEQ + Fl(t), (10)
moxly = —ksxy — ko(xo — x1) + Fa(t) = kowy — (ko + ks)xo + Fa(t), (11)

este sistema de equacdes diferenciais de sequnda ordem pode ser transformado num sistema de

equacoes diferenciais lineares de primeira ordem da sequinte forma: introduziremos novas varidveis

10



Y1 €Yo as quais sao definidas como x| = y1 e xh, = ya, assim, de (10) e de (11), teremos

T = Y1
k1 + k k it
yll — x’llz—l 21-14_721-2_’_&
mi mq mi
Ty = Y
I ko ko + k3 FQ(t)
Yo = Tp = —T1— 2
m9 mo meo

Exemplo 1.10 Equacoes diferenciais de ordem m podem ser transformadas em sistemas de n

equacoes. Por exemplo, o problema de valor inicial
"+ b’ +cx=f(t), z(to) =z0 e 2'(t,) =21,

se introduzirmos a varidvel y = x’, ele pode ser transformado no sequinte sistema de duas equacoes
lineares de primeira ordem:

/

T 0
y —c b y f(t)

—_
8
o

com condigoes iniciais x(ty) = To, y(to) = .

11



2 Equacoes Diferenciais de Primeira Ordem

Nesta Secao estudaremos problemas de valores iniciais do tipo

y/ = f(:E?y)a y,(ZL‘O) = Yo- (12)

Nos restringiremos aos seguintes tipos de equacgoes diferenciais de primeira ordem: lineares,
varidveis separdveis, homogéneas e exatas, para as equagoes descreveremos um procedimento de

como resolvé-las.

2.1 Equacgoes Diferenciais Lineares

Uma equacao diferencial ordindria linear de primeira ordem mais geral é da seguinte forma

Y +p(x)y = g(z), (13)

assumiremos que as fungoes p(z) e g(x) sejam continuas num intervalo aberto I, contendo o ponto
T, N0 qual estaremos considerando o problema de valor inicial.

Se p(x) = 0 em (13), temos
portanto,

onde ¢ é uma constante arbitréria, G(z) é tal que G'(x) = g(x), ou seja, G(x) é uma anti-derivada
de g(x). Se quisermos uma solugao de (14) tal que y(z,) = Yo, devemos escolher ¢ = y, — G(z,);

ou seja,

y(z) = o + G(z) — G(z0) = o + / " g(s) ds

¢é a solucao desejada, para todo = € I.
A unicidade da solucao segue-se da construcdo acima, pois, se tivéssemos duas solucoes y1 € yo

do problema de valor inicial ¥ = g(x), y(z,) = yo, em I, entao a fungdo y = y; — yo, seria solugao

12



do problema de valor inicial ¥’ = 0, y(z,) = 0, portanto, y(x) seria constante em I, como y(z,) = 0,
entao, y(x) = 0, para todo x em I, o que implicaria y;(z) = y2(x) em 1.

A seguir, mostraremos que podemos transformar o problema (13) em (14). Para tal tentaremos
encontrar uma fungao p(z) tal que ao multiplicarmos (13) pela mesma, o lado esquerdo de (13) se

torne (u(z)y(x))’, ou seja, queremos que py' + puy = py' + p'y, logo, u deve satisfazer

1= p(x)p,
a qual é equivalente a
/
7
— =p()
1
ou ainda,
L 1 @) = pla)
— In |u(x)] = p(x
oIy p(x),
cuja solugao é
inlp(a)| = [ pla)do = Pla) + & (15)
onde P'(z) = p(x) e k uma constante arbitraria. Portanto, tomando-se a exponencial da equacao
(15), temos
u(z) = ceP®,

¢ uma constante nao-nula.

A funcdo p(z) é chamada de fator integrante de (13). Logo, se multiplicarmos (13) por

p(z) = ceP’ @ teremos
(u(2)y(x)) = p(z)g(@), (16)
portanto,
u(@)yla) = [ u@g(o)ds,
ou ainda,
p(x)g(x)de
)= 17)
()
Em virtude da expressao acima, ao usarmos p(x) podemos assumir que ¢ = 1, o que corresponde
a fazer k = 0 e teremos u(z) = e’®) Em outras palavras, dado um fator integrante, qualquer

multiplo escalar nao-nulo dele também serd um fator integrante.

A expressao (17), contendo uma constante arbitréria, é chamada de solugao geral de (13).

13



Observacgao 2.1 Um erro muito comum do aluno é de esquecer que todo o procedimento acima
foi baseado no fato de que o coeficiente de y' em (13) é 1. Assim se num dado problema isto nao

acontecer, primeiro divida a equagao toda pelo coeficiente de y', sé depois disso identificar p(z) e

g(x).
Exemplo 2.1 Resolva o problema de valor inicial
y—y=1 y0)=1 (18)

Solugdo. Neste caso, p(z) = —1, logo, p(z) = e/ P@)dr — =24k faremos k = 0 e tomaremos

T

w(x) =e™ =,

Por construcdo, ao multiplicarmos a equagao diferencial em (18) por p(x) = e~ %, teremos

(e™"y) =e™",
portanto,
e Ty = /e_md:r =—e"+c,
ou seja,
Y= _eeij— €_ —1 + ce®.

O que nos d4 todas as fungoes que satisfazem a equagao diferencial em (18), ou seja, a solugao geral
da mesma.

Se quisermos satisfazer a condicdo inicial dada, devemos escolher a constante c¢
convenientemente, ou seja, devemos impor 1 = y(0) = —1 + ¢, portanto, ¢ = 2. A solugao desejada

éy=—1+ 2e", cujo grafico é mostrado na Figura 2. |

Podemos encontrar explicitamente a solu¢ao do problema de valor inicial (13) em fungao da

condigao inicial. De fato, se tomarmos k = —P(z,), teremos

p(z) = eP@—Plo) — eeo P(5)ds. (19)

em particular, u(x,) = 1. Integrando-se a equagado que aparece em (16) de =, a x, com p dado em

(19), temos,
p(o)y(e) — uey(es) = | " u()g(s)ds

14



309 /

209

10+

Figura 2: O grdfico da funcdo y = —1 + 2e”*.

como u(x,) = 1, temos

Sz, 1(5)g(s)ds + yo

ylo) = ()

, (20)

a solugao do problema de valor inicial (13), a qual estd definida para todo = em I.
Novamente, a unicidade segue da construcao acima, pois, se tivéssemos duas solugoes y1 € yo
do problema de valor inicial (13), entao, a diferenca delas, y = y; — y2, seria solu¢do do problema

P(z)

de valor inicial ¢ + py = 0 e y(z,) = 0, ou seja, e/ Py(x) = 0 em I, como p(x) é continua em

I, P(x) é sempre finito neste intervalo, logo, teriamos y(x) identicamente nulo, portanto, y;(z) e

y2() iguais em I. Assim, temos o seguinte Teorema de Existéncia e Unicidade no caso linear:

Teorema 2.1 Sob a hipdtese de p e g serem continuas no intervalo aberto I contento o ponto x,,
o problema de valor inicial (13) tem uma e somente uma solu¢ao y = ¢(x), a qual estd definida

para todo x em I e é dada por (20).

Observagao 2.2 Embora tenhamos uma expressdo para a solucdo do problema de wvalor inicial
(13), a qual é dada por (20), nem sempre serd possivel calculd-la explicitamente, em virtude das
integrais envolvidas e teremos que apelar para métodos numéricos.
Exercicio 2.1 Resolva o sequinte problema de valor inicial
, 1
Yy + Ly =senz, y(m) = 0.
Solucao. Note que neste caso o fator integrante é

1
u(x) = el 70 = enlaltk — o
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—64

—xcos(z)+sen(z)—m
p .

Figura 3: O grdfico de y =

Tomaremos ¢ = 1, portanto, u(z) = x. Logo, ao multiplicarmos a equagao diferencial por x, temos
(zy) = xsenx, ou seja, ry = fxsen xdxr = —x cos ¢ + senx + ¢, ou seja,

—xrcos x+ senx +c

y:
X

¢é a solucao geral da equacao diferencial acima.

Para satisfazermos a condicao inicial, devemos ter 0 = y(7) = “;rc, ou seja, ¢ = —7 e a solucao

do problema de valor inicial é

—XCOS T+ senx — T
Y= )
x

cujo dominio é (0, 00), veja gréafico da mesma na Figura 3. ]

Exercicio 2.2 Equagoes de Bernoulli. Mostre se fizermos a mudanca de varidveis u(z) = y* =",

podemos transformar a equag¢do ndo-linear
y +p(@)y=g(@)y", n#0.1, (21)
na sequinte equagdo linear

o+ (1= n)p(a)u = (1 - n)g(a). (22)

Solucao. Se u(z) = y(x)'~", entdo, v’ = (1—n)y~"y', logo, se multiplicarmos (21) por (1—n)y~™,

teremos (22). |

Exemplo 2.2 Resolva o segquinte problema de valor inicial
v —2y=y°, y(0)=1 (23)
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Solucdo. Se fizermos u = y~2, teremos
u +du = -2, (24)

cujo fator integrante é u(x) = e**, portanto, ao multiplicarmos (24) por este fator ela se torna

(64:cu)/ _ _264:’6’
ou seja,
1
e*u(z) = —2/64$ dx = —§e4$ +c.

Portanto, a solucao geral de (24) é

1 _4x
_ e e 1 —4
U(x)—T—§+C€ z

1
Voltanto & varidvel inicial, temos y = o=+ (% + ce‘4x) 2 ¢ a solugao geral de (23). Como

_1 _1
y(0) =1 > 0, tomaremos y = (% + C€_4$) 2; além disso, queremos, 1 = y(0) = (% + c) 2,0 que
1
nos leva a ¢ = % Logo, a solucao do problema de valor inicial (23) é y = (%(1 + 6_4$)) 2. cujo
grafico é mostrado na Figura 4. [

_1
Figura 4: O grdfico da solugdo y = (%(1 + 6_4’5)) 2,

2.2 Equagoes Diferenciais de Variaveis Separaveis

Dizemos que uma equacao diferencial de primeira ordem é de variaveis separaveis se ela é da

forma



ou equivalentemente,
M(z) + N(y)y' = 0. (25)

Observagao 2.3 Em vista da notagao de Leibniz, é comum escrevermos uma equacao de varidveis

separdveis da sequinte forma
M (z)dx + N(y)dy = 0, (26)
uma vez que 1y’ € visto como a razdo das diferenciais dy e dx.

Sejam Hi(z) e Ha(y), anti-derivadas de M(x) e N(y), respectivamente, ou seja,

L Hi(w) = M(2) (27)
L () = N(y) (28)

Assumindo que y seja uma fungao de x, da regra da cadeia e de (28), temos

d _d dy /
g ew@) = g Ha(y) 5o = N(y)y' (29)
Logo, de (27) e (29), segue-se que (25) é equivalente a
d
& i)+ 1) = 0, (30)
x
ou seja,
Hy(z) + Ha(y) =c, (31)

onde ¢ é uma constante arbitraria.
A equagao (31) define implicitamente, a solugao geral de (26).
Note que se quisermos a solu¢ao que satisfaz a condigao inicial y(z,) = y,, teremos Hi(z,) +

H(y,) = c. Ou seja,
Hy(x) + Ha(y) = Hi(,) + Ha2(yo)
o que é equivalente a
/w M (s)ds + /y N(s)ds = 0. (32)
o Yo

Portanto, (32) nos d4 uma curva que passa por (z,,%,), & qual define implicitamente a solugao

do problema de valor inicial dado.
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Exemplo 2.3 Encontre a solucao do problema de valor inicial

dy73x2+4x+2

a2y =1) y(0) = —1.

Solugao. Note que a equacgao acima pode ser re-escrita como

dy _

0
dx ’

(32 +4x +2) —2(y — 1)

que é da forma (25) com M (x) = 322 +4x+2 e N(y) = —2(y— 1), portanto, a solugao do problema

de valor inicial é dada por
z Yy
/ (332+4s+2)ds—2/ (s—1)ds =0,
0 -1
ou seja,
23+ 222 + 22 — (¥ —2y) +3=0,
ou ainda,
y? — 2y — (23 +22% + 224+ 3) =0,

sendo que esta curva define implicitamente y como duas fungoes de x:

y(x)zl:l:\/x3+2x2—|—2x+4.

Como queremos que y(0) = —1, tomaremos y(z) = 1 — 23 + 222 + 27 + 4. u

Geometricamente, temos a seguinte situacdo: na curva y? — 2y — (2% + 222 + 22 + 3) = 0 temos

4 : o dr 2=l _
um ponto onde a tangente é vertical, ou seja, & = P rdas T 0, o que corresponde a y = 1,
portanto, x = —2, veja a Figura 5. Assim, o ponto, (—2, 1) divide a curva solu¢do em dois pedagos,
cada um dos quais define y como uma funcao de x, devemos tomar aquele que passa pela condicao

inicial (0, —1).

Exemplo 2.4 Resolva o seguinte problema de valor inicial

dy 1+ 322
- = — 0)=1.
- y(0)

Solucao. Antes de resolvermos esta equacao, faremos uma andlise qualitativa da mesma. Seja

14322 14322
3y? — 6y 3y(y —2)’

f(xay) -
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Figura 5: O grdfico da curva y? — 2y — (z3 + 222 + 22+ 3) = 0.

entdo, o sinal de f(z,y) e, portanto, o o sinal de y'(z), é dado pelo sinal do seu denominador,
3y(y — 2). No plano xy as retas horizontais y = 0 e y = 2 dividem o plano em trés regides, nas
quais o sinal de f(x,y) é o seguinte:

(i) nas regides y > 2 ou y < 0, temos f(z,y) > 0, portanto, enquanto a solugao estiver nestas
ela deve ser crescente e

(ii) na regiao 0 < y < 2, temos f(x,y) < 0, logo, enquanto a solugao estiver na mesma ela é
decrescente.

Sobre as retas y = 0 e y = 2, a funcao f fica ilimitada, o que significa que a tangente a uma
curva solucao fica vertical quando ela cruza estas duas retas. Como a condi¢ao inicial é (0, 1),
entao a solugao sera decrescente e estard definida enquanto ela estiver na regiao do plano xy com
0<y <2

Note que a solucao desejada é dada por
z y
/ (1 + 3s%)ds — / (352 — 65)ds = 0,
0 1
ou seja,
P+ 3 Fada—-2=0. (33)

A relagao acima nos déd uma curva plana (veja Figura 6) que define y implicitamente como
solucao de x.
Quando y = 0, temos 23 +x — 2 = 0, ou seja, z = 1. Por outro lado, quando y = 1, temos

2% 4+ 2z +2 =0, portanto, = —1. A curva que nos dé a solucio tem tangente vertical quando
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ela passa pelos pontos (1,0) e (—1,2), os quais a quebram em trés pedagos: cada um dentro de
uma das regides descritas acima. O pedago que nos interessa é aquele que passa por (0,1). Logo,

o dominio da solugao desejada é o intervalo (—1, 1) e ela é sempre decrescente no mesmo. [ ]

2 5 -1 0 A

3

Figura 6: O grdfico da curva y® — 3y?> — 2% — 2 = 2.

2.3 Equacgoes Diferenciais Homogéneas

Dizemos que uma equacao diferencial de primeira ordem é homogénea se ela for da forma

=7(%) 34
y=1(2). (34)
ou seja, 3’ é constante ao longo de raios passando pela origem.

Exemplo 2.5 As sequintes equacdes sao homogéneas:

.2
() y = 22,

() Y =Inz —Iny.

2
De fato, note que 5% =
y

— (2= () = () el —Iny = —In(¥). -

Para resolvermos uma equagao homogénea, fazemos a seguinte mudanca de varidveis v = £ ou

seja y = xu. Logo,

y = xu +u. (35)
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De (34) e (35), temos zu' +u = f(u) e concluimos que u satisfaz a seguinte equagao de varidveis

separaveis:

1
u = —, (36)
cuja solugao geral é

/f(u)l_udu:/idx. (37)

Exemplo 2.6 Encontre a solucdo geral da sequinte equacdo

;2 —y
y = :
Y

2rx—y _

Solugéo. Note que = —1=f(¥), onde f(u) =2 —1ede (37), temos

U 1
/u2+u—2du__/xdm

como u? +u — 2 = (u — 1)(u + 2), podemos escrever

EISN

U B U A N B
w+u—2 (u—1)(u+2) wu—-1 u+2

Note que (u+ 2)A + (u — 1)B = u, ou seja, (A + B)u+ 2A — B = u, portanto, temos o seguinte

sistema.:

cuja solugao é A

1 2
U 3 5 1 2
Y = 3 3 Vdu=-Inju—1]+21 9 + k
/u2+u—2 “ /(u—1+u+2) w=ghnfu—1f+gnfu+2f+k

como

8

1
—/dﬂs:—ln|x+k:2,
temos,

1 2
gln|u71|+§ln|u+2l+kz1:fln|ac|+k:2

Inju—1|4+2n|u+2/=-3n|z|+C
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onde C' = 3(ky — k1). Substituindo u por % na expressao acima, temos

ln’y_x = —-3n|z|+C

5
‘+21n’y+ x
X X

a qual pode ser re-escrita como |y — z|(y + 2x)? = e que é a solucio geral desejada.

Em particular, se quiséssemos a solugao do problema acima que satisfizesse a condicao inicial
y(0) = 3, terfamos a curva solucio (y — x)(y + 2x)? = 27, cujo grafico é mostrado na Figura 7. Ela
define y implicitamente como trés fungoes de x. Note que a reta y = —2x divide a curva solugao
em duas componentes conexas: uma delas a que estd acima desta reta é o grafico de uma funcgao
definida para todo x real e passa pela condigao inicial (0, 3), portanto é a solucao desejada; a outra
componente conexa estd abaixo da reta y = —2x, nela temos uma tangente vertical quando y = 0,
ou seja, no ponto (—4%, 0), o que define duas fungdes com dominio em (—oo, —4%).

25
20
15

10

Figura 7: O grdfico da curva (y — z)(y + 22)? = 27.

Exercicio 2.3 Resolva o sequinte problema de valor inicial

r_ 2wy

V= —m—gs ¥l

Exercicio 2.4 Resolva a sequinte equacdo

@_2y—x+5
dr 2z —y—4

Sugestao: Fuca a sequinte mudanca de varidveis x = X —h ey =Y — k, onde as constantes h e

k deverdo ser escolhidas de modo que nas novas varidveis X e Y, a equacdo seja homogénea.
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= dy _ dY dX _ dY 14 i
Solugao. Note que 2 = 9+ 7 = 7%, além disso,

2y—x+5 2Y -X+5-2k+h 2Y - X
20 —y—4 2X-Y+k—-2h—4 2X-Y’

se escolhermos h e k tais que

h—2k = =5
2h —k = —4,
ou seja, h = —1 e k = 2 e teremos a seguinte equagao homogeénea
dy 2Y - X
dX 2X-Y’

Deixamos como exercicio para o leitor a resolucao desta equacgao e a volta as variaveis antigas = e

Y. n

2.4 Equacgoes Diferenciais Exatas

Dizemos que a equagao

M(x,y) + N(z,y) &

Yy
2 _ 38
Ir (38)

é exata numa dada regiao aberta e simplesmente conexa (“sem buracos”), R, se existir uma fun¢ao

¥(z,y), tal que

Yu(2,y) = M(z,y) (39)
by(x,y) = N(z,y) (40)

para todo (z,y) em R e
U(z,y) =c (41)

definir implicitamente y = ¢(z) como uma fungao diferencidvel de z.

De (41), (40)(39), temos,

d
0= qﬁ’y) = wx(‘r)y) + I/Jy(%y)?// = M(‘/E)y) + N(xvy)y/a
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logo, a solugao geral de (38) é dada implicitamente por (41).

Assuma que M, N, M, e N, sejam continuas no retangulo

R={(z,y) ra<zx<f,7y<y<d}.
Se (38) for exata em R, entdo, existe uma funcao i (z,y) tal que (39) e (40) acontegam, portanto,

7vbacy:]wy € wy:c: T (42)

como por hipétese M, e N, sdo continuas em R, segue-se de (42) que 1)y € 1)y, também sao

continuas em R, 10go, 1y = 1y, em R e, de (42), concluimos que
My, = N, (43)

em R.
Agora suponha que (43) acontega, mostraremos que existe 1 (x, y) tal que tenhamos (39) e (40)

em R, ou seja, (38) é exata em R. De fato, se definirmos

w@wwi/M@wmx+mw (44)

onde na integral acima y é tratado como se fosse constante, portanto, temos uma constante
arbitraria na varidvel de integracdo x, ou seja, uma funcdo na varidvel y, a qual chamaremos

de h(y). A seguir, calcularemos h(y). Como queremos que v satisfaga (40), de (44), devemos ter
by =5 [ Mo+ 1) = [ My(op)do + 1) = Nw.o), (45)

portanto,
W) = Nay) = [ My(a,)da. (46)

Resta-nos mostrar que, apesar da aparéncia, N(z,y) — [ M,(z,y)dz depende apenas de y, mas de

(43), temos % (N(z,y) — [ My(z,y)dz) = N, — M, = 0. Com isso temos o seguinte

Teorema 2.2 Sob a hipdtese de M, N, M, e N, serem continuas em R, a equacdo (38) € exata

em R se, e somente se, (43) acontecer em R.

Exemplo 2.7 Resolva a equagdo
22+ 3+ (2y — 2)y = 0. (47)
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Solucao. Note que M(z,y) =2z + 3 e N(x,y) = 2y — 2, logo, M, = 0 = N,, para todo (z,y).
Como M,N,M, e N, sao continuas no plano no qual também temos M, = N,, segue-se que a

equagao acima é exata em todo o plano. Fazendo

U(x,y) = /(21‘ + 3)dz + h(y) = 2 + 3z + h(y)

e impondo que

0
2y = 2= N(z,y) = vy(a,y) = 5 (a" + 32+ h(y) = ()
segue-se que , h'(y) = 2y — 2, logo, h(y) = y* — 2y + k. Podemos fazer k = 0. Assim,

Y(x,y) = 22 +y% + 32 — 2y e a solucdo geral de (47) é
22+ y? + 3z -2y =C. (48)

Se nao tivéssemos feito a constante k = 0, ela poderia ser sido incorporado na constante C, o que

nos daria uma nova constante. [ ]

Note que se completarmos quadrados na equacao (48), ela pode ser re-escrita como (x4 3/2)% +

(y — 1) = C + 13/4 o que nos dard circunferéncias centradas em (—2,1) e com raios \/C + 13/4,

_2(y=1)

13 5 P ad dr __
desde que C' > —77. As tangentes a estas sao verticais quando G = 23

=0, ou seja y = 1.
Logo, a reta y = 1 divide cada circunferéncia em duas semi-circunferéncias e num problema de

valor inicial devemos tomar aquela que passa pela condigao inicial (z,,¥,). Se fizermos y = 1
—3+/AC+13
2

nas equagoes acima, encontramos r = , como as coordenadas dos pontos onde as

tangentes sao verticais. Portanto, o dominio das solugoes y como funcéo de x serd o intervalo
<737\/4C+13 —3+\/4C+13>
2 ) 2

. Por exemplo, se 2, = 0 e yg = 0, segue-se de (48) que temos C' =0 e a

circunferéncia que passa por (o, yo) é (z+3/2)?+(y—1)% = 13/4, veja Figura 8. Esta circunferéncia

define implicitamente y como duas fungdes de z, ou seja, y = 1 4 1/13/4 — (x + 3/2)2. Logo, a
solugdo desejada é y =1 — /13/4 — (z + 3/2)2, cujo dominio é o intervalo (7372‘/ﬁ, 732‘/@).

Observagao 2.4 Na construcdo de v descrita acima, poderiamos fazer

¢@w%3/Nuwmy+mm

onde g(x) € determinada a partir da condi¢do v, = M ; ou seja,

d@—Mmm—/me@

A condi¢ao My, = N, nos garante que M(z,y) — [ Ny(x,y)dy seja fungdo apenas de x.
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Figura 8: O grdfico da curva z? +y* + 3z — 2y = 0.

Exemplo 2.8 Encontre a constante b tal que
(zy? + br?y)dx + (z + y)z’dy = 0
seja exata e resolva-a.

Solugao. Neste caso, M(z,y) = xy? + bx’*y e N(z,y) = 23 + 2%y, logo, M, = 2xy + bz? e
N, = 2zy + 322, como queremos que M, = N, devemos ter b = 3. Com esta escolha de b a

equagao serd exata no plano todo.

2,2
vlay) = [y + 302 + hly) = -+ 55y + (),

logo,
3 2, _ _ .2 3 /

portanto, h'(y) = 0, o que implica h(y) = k. Faremos k = 0. Logo, ¥ (z,y) = # + 23y e a solucdo

geral serd
2,2
Ty + 23y =C
2
|
Dada uma equacao diferencial da forma
M(z,y) + N(z,y)y" =0, (49)

mesmo ela ndo sendo exata, podemos tentar encontrar uma funcao u(z,y) tal que ao multiplica-

la por p a equacgao resultante se torne exata. Esta funcao u, caso exista, é chamada de fator
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integrante de (49). Em geral, o problema de achar um fator integrante é muito complicado, a nao
nao ser naqueles casos em que exista um fator integrante que dependa de apenas uma as varidveis
x ou y. A pergunta natural é a seguinte: quando podemos garantir que (49) admite um fator
integrante que dependa apenas de x?

Se u = p(z), entao, ao multiplicarmos (49) por p teremos,
p(z)M(z,y) + p(@)N (2, y)y’ =0, (50)
e para que ela seja exata é necessario que
()M (z,y)), = (u(z)N(z,y)),

ou seja, pu(x)My(z,y) = p/'(x)N(z,y) + p(x)Nz(z,y), o que pode ser re-escrita como

p(x)  My(z,y) — Nu(z,y)

() N(z,y) ’
como o lado esquerdo da equagdo acima depende apenas de x, é necessario que W
dependa apenas de z, digamos W = P(z), neste caso, teremos ‘; /((;)) = P(z), que

admite a solucao
M(IL‘) _ efP(ac)dac.

Nl(x7y)7My(x»y)
M(z,y)

integrante que depende apenas de y que € dado por

Exercicio 2.5 Mostre que se = Q(y), entao, a equagdio (49) admite um fator

'u(y) = ef Q(y)dy'

Exercicio 2.6 Mostre que a equacao diferencial
x
dx + < — seny) dy=0 (51)
Y
tem um fator integrante que depende apenas de y e resolva-a.

Solugao. Note que a equacdo acima é da forma (25) com M(x,y) = 1 e N(z,y) = % — seny.

1
Portanto, —Nz(x"l/\}a\g)y(x’y) = % = Q(y), logo, u(y) = ed VW = nlyl+k = Cy, tomaremos u(y) = y.

Multiplicando a equacao diferencial por y, temos

y+ (z —yseny)y =0, (52)
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a qual ¢é exata. Fazendo ¢(z,y) = [ydx + h(y) = zy + h(y), segue-se que & — yseny = N(z,y) =
y(x,y) = =+ W' (y), logo, W' (y) = yseny, portanto, h(y) = —ycos y + seny + k, faremos k = 0.
Disso, conncluimos que ¢ (x,y) = xy — ycos y + seny e a solucao geral da equagao (52) serd

xy —ycos y+ seny = C. A solugao geral do problema original sera

xy —ycos y+ seny = C.

2.5 Aplicacoes

2.5.1 Misturas

Figura 9: Mistura.

Em modelagens de misturas, de decaimento de materiais ratioativos e de crescimento de

populacoes sao modelados por uma equacao da forma

Y +p(t)y =g(t). (53)

No que se segue nos referiremos a Figura 9. Temos o seguinte problema: suponha que
inicialmente haja @, gramas de sal num recipiente contendo V, litros de solucao. Sabendo-se
que uma solugao de concentracao de p.(t) gramas por litro entra no recipiente a uma taxa de v (t)
litros por minuto e que esta uma vez misturada saia do recipiente a uma taxa de ps(t) litros por
minuto, calcule a quantidade de sal, Q(t), presente no recipiente no instante ¢.

A taxa de variacao do sal com tempo, Q'(t), é igual & taxa na qual o sal estd entrando no

Q(t)

recipiente, p.(t) ve(t), menos a taxa na qual o sal estd saindo, %0) vs(t), onde

¢
Vt)=1V, +/ (Ve (w) — vs(w))dw.
0
Portanto, para encontrarmos @(t), temos que resolver o seguinte problema de valor inicial:

vs(t)
V(t)

Q'(t) + Q(t) = pe(t)ve(t),  Q(0) = Qo.
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2.5.2 Decaimento de Materiais Radioativos

Em problemas de decaimento de materiais radioativos, assume-se que a taxa de variacao da
massa de material em cada instante seja proporcional a massa presente naquele momento. Se
adicionarmos material & uma taxa g(t), entdo, a taxa de variagdo total da massa m(t), serd a
soma de duas parcelas: uma devido ao decaimento, —km, outra devido ao material que estamos

colocando, ¢(t), portanto, temos a seguinte equagao diferencial
m' +km = g(t), (54)

onde k é uma constante positiva.

No caso em que g(t) é identicamente nula, a solugdo de (54) é
m(t) = m(0)e .

Note que apés um certo tempo 7, a massa serd a metade da massa inicial m(0), portanto,

1 _ m(T) _ e—kT
2 m(0) ’
ou seja,
_ 2
=

A quantidade 7 é chamada de tempo de meia-vida do material radioativo. Experimentalmente,

podemos calcular o valor de 7 e com isso teremos o valor da constante k = h‘%

2.5.3 Queda de um Corpo num Meio com Atrito

Suponha que um corpo esteja caindo no ar e que a forca de atrito deste seja proporcional ao
quadrado da velocidade com que o corpo se move no mesmo. Vimos no Exemplo 1.4 que a sua

velocidade obedece a seguinte equacao de primeira ordem

d
& + lv = —gv 1,
dr  m

que é uma equacao de Bernoulli e também de varidveis separdveis.
Em geral, se a forga de atrito for da forma —vv™, o procedimento acima nos leva a uma equagao

de varidveis separaveis.
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2.5.4 Velocidade de Escape

Um dos problemas comuns em mecanica é aquele que consiste em determinar a velocidade inicial
necessaria para colocar um projétil fora da érbita da Terra.
Admitiremos que a tnica forga que atua no corpo seja o seu peso, w(x), dado por

R

(R+ )%’
onde k é uma constante, R o raio da Terra e z é a distancia do corpo a superficie da mesma. Esta
expressao para w segue da Lei de Atracdo Gravitacional, visto que o peso de um corpo é a forca
de atracao entre este e a Terra, ela cai com o quadrado de suas distancias.

Por definicao da aceleracao da gravidade, g, o peso de um corpo de massa m, sobre a superficie

da terra é w(0) = —myg, logo,
k
—mg = w(0) = R
e concluimos que k = mgR?. Portanto,
(2) mgR?
w(r) = — s
(R+ x)?
Da Segunda Lei de Newton, temos ma = m% =w(z) = —(gﬁiﬁ;, ou seja,
dv gR?
dt  (R+x)%

Podemos supor que v = v(x), onde 2 = x(t), portanto, da Regra da Cadeia, temos % = g—;% = g—;’cv

e teremos o seguinte problema de valor inicial

dv gR?

?}% = —m, ’U(O) = Vo.

Estamos supondo que o projétil estd sendo langado verticalmente para cima, a partir da superficie

da Terra, z, = 0, com velocidade inicial v,. A equagao acima é de varidveis separdveis e a sua

solugao geral é % = ngii + C. Como z, = 0, segue-se que C' = % — gR. Portanto,
2gR?
= +4/v2 - 29R ,
v \/vo g+ Rtz

onde escolheremos o sinal +, para indicar que o projétil estd subindo, ou seja x esté crescendo com

tempo. Quando o projétil atingir a altura maxima, x,,qz, @ sua velocidade sera zero, ou seja,

29 R?

0= 2gR+ I
Yo g R+ 2max
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vZR

22—, portanto, a velocidade inicial necessaria para elevar o corpo até a
2gR—vZ

o que nos da Tyar =
altura méaxima, Z,,qz, €
Tmazx
Vo = 4 /2R ———.
R+ 2max

velocidade de escape, ve, é encontrada fazendo-se T4, — 00 na expressao acima, ou seja,
Ve = \/2gR ~ 11,1 Km/s.

Se considerassemos o atrito, a velocidade de escape seria maior do que o valor encontrado acima.

2.5.5 Dinamica de Populagoes

Uma classe importante de equacoes de primeira ordem é aquela em que a varidvel independente
nao aparece explicitamente. FKEstas equagoes sao chamadas de equagoes autonomas e tém a
seguinte forma

% =f().
Note que os zeros da fungao f(y) nos dao solugdes constantes da equagdo acima, as quais sao
denominadas de solugoes de equilibrio ou pontos criticos. Um exemplo de equacao que ¢é da

forma acima é a equacao logistica

Y- 2y, (55)

onde r e K sao constantes positivas.

A seguir, iremos descrever qualitativamente as solugoes de (55). Note que os seus pontos criticos,
ou seja, zeros de f(y) =r (1 — %) y,sd0y = 0ey = K. Assim, as solugbes constantes y = ¢1(t) =0
ey = ¢ao(t) = K s@o as solugoes de equilibrio de (55). Note que f(y) é uma pardbola com
concavidade voltada para baixo, isto significa que f(y) > 0 entre as rajzes y = 0 ey = K e
fly) <0sey<0ey> K. Se desenharmos as retas y = 0 e y = K no plano ty, estas dividirao
este plano em trés regioes: y < 0,0 <y < Key> K.

Na regiao onde y > K, como f(y) < 0, entdao 3’ > 0, ou seja, nela a solugao é decrescente. Em
particular, se considerarmos uma solugao tal que y(0) = y, > K, ela decresce a partir deste valor
sem tocar a reta y = K. O fato desta solucao nunca tocar a reta y = K segue do unicidade de
solugoes de (55). O mesmo acontece na regiao y < 0, ou seja, as solugoes sdo decrescentes nesta

regiao.
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Figura 10: Solugoes de y' = r(1 —y/K)y, com r = 0.5 ¢ K = 3 para as condigdes iniciais
Yo = 3.9, 3, 1.8, 0.5, 0.

Por outro lado, na regido em que 0 < y < K, como f(y) > 0, segue-se que ¢y’ > 0 e a solucdo
é crescente. Em particular, se considerarmos uma solucao tal que y(0) = y,, com 0 < y, < K, ela
cresce a partir deste valor sem tocar a reta y = K.

Se quisermos uma informacao mais detalhada da solugdo, podemos considerar a concavidade da

mesma, ou seja, o sinal de
d d dy Y 2y
ey % _ — / — 22 _Z —
V(0= W) = 0w 3 = T ) = (1 K)y(l K)

Note que os pontos de inflexao de y(t) safoy =0,y = K ey = % e o sinal de 3 (t) é positivo se
y>Koul<y< % e serd negativo se y < 0 ou % <y < K. Em particular, se y(0) > K, entao, a
concavidade do gréfico de y(t) serd para cima. Se y(0) < 0 ou & < y < K, a concavidade do gréfico

de y(t) serd para baixo. Finalmente, se 0 < y(0) < &, entéo, a concavidade do gréfico de y(t) serd

para cima até o instante em que a solucao corta a reta y = %, onde ele muda de concavidade e
permanece com concavidade para baixo, veja a Figura 10.
Embora tenhamos feito uma andlise puramente qualitativa das solugoes de (55), podemos

calcular explicitamente suas solucoes, observando-se que esta equacao é de varidveis separaveis.

De fato,
dy T /
—=— = — [ dt.
/(k—y)y K
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Como

temos
1 y r Ch
|| =l 2
K ‘K - y' K'TE
ou seja,
Y t
— Cet,
K-y c
ouy = % Da condigao inicial y(0) = y,, temos C' = K‘lf’yo, portanto,

y = Ko
Yo + (K - yo)eirt ’

Note que independentemente da condicao inicial y(0) > 0, as solugoes tendem a solugao de equilibrio
y = ¢2(t) = K, quando t — oo e dizemos que ela é assintoticamente estavel.

Se trocarmos o sinal de f, ou seja, considerarmos f(y) = —r (1 — %) 1/, ainda teremos as mesmas
solucoes de equilibrio; contudo, o comportamento das solucoes serd completamente diferente. Em
particular, mesmo que tomemos condigdes iniciais y(0) # K, arbitrariamente préximas de K, as
solugoes correspondentes se afastam de y = ¢o(t) = K e dizemos que esta solugao de equilibrio é
assintoticamente instdvel. Ja a solugao y = ¢1(t) = 0 serd assintoticamente estével, neste caso.

Em muitas aplicagoes, por exemplo, na descricao de populagao de bactérias é comum assumir
que a taxa de variacao da populacao, y, em cada instante seja proporcional a y, o que nos conduz

a seguinte equacao diferencial linear

y = ky, (56)

onde k é uma constante positiva. A solu¢ao de (56) que satisfaz & condigao inicial y(0) = y, é
y(t) = yoe®t, o que nos dé um crescimento exponencial da populacao.

Na pratica a equagdo (56) é uma aproximagao que deve ser valida para pequenos valores de
t, pois, a medida em que a populagao cresce hd competicao entre os seus individuos por espago e
por alimento; portanto, o que se espera é que haja uma estabilizacao da populagao e teremos que

considerar uma equagao que modele isto, por exemplo, uma equacao tipo (55).
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Figura 11: Os Grdficos da solug¢ao nula e das solugdes qﬁf(x)

2.6 Teorema de Existéncia e Unicidade Geral

Problemas de valores iniciais do tipo (12) nem sempre tem uma unica solugdo. Por exemplo, o

problema de valor inicial

1
y' =y, y(0)=0, (57)
além da solucao nula, admite solugoes da forma

+[2(z —c)]%, sex >c

Il
—~~

(@)

o
S~—

o7 (x)

0,se x <c,

para cada ¢ > 0. Isto mostra que o problema (57) tem infinitas solucoes, veja Figura 11.

Como nem sempre saberemos resolver equagoes do tipo (12), por isso é importante que tenhamos
um teorema que nos diga a respeito de existéncia e unicidade de suas solugoes e, se necessario,
calculd-las numericamente.

A seguir iremos enunciar o Teorema de Existéncia e Unicidade para o problema de valor inicial
(12), cuja demonstracao foge do propésito deste curso e pode ser encontrada, por exemplo, na

referéncia [1].

Teorema 2.3 Suponha que f(z,y) e sua derivada parcial fy(z,y) sejam continuas no retingulo
R={(z,y) : a<z<bec<y<d}, contendo o ponto (z,,Yo). Entao existe um intervalo aberto,
I, da forma I = (zo — 6,20+ 0) C (a,b), no qual existe uma e somente uma solugdo y = ¢(t) do

problema de valor inicial (12).
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2.7 Meétodos Numéricos

A seguir introduziremos os métodos numéricos de Euler e Euler melhorado para resolugao
numérica de equacoes diferenciais de primeira ordem.

Dada a equacao diferencial

yl = f(a?,y),

se a integrarmos de z,, a T,41, teremos

yana) —y(en) = [ " f (s y(s) ds,

onde a integral acima pode ser interpretada como a drea sob o grafico de g(s) = f(s,y(s)), com
s entre x, e Tp4+1. Podemos aproximar esta pela drea do retangulo de altura f(x,,y(x,)) e base

Tn+1 — Tp, € teremos a seguinte aproximacao:

Y(@ni1) = y(@n) = f(2n, y(2n)) (@ni1 — 2n),
ou seja,

Y(@ni1) = y(@n) + f(@n, y(@n)) (Tne1 — 20),

se fizermos yr = y(z)) e tomarmos x,11 — &, = h, teremos o seguinte método numérico que nos

permite calcular o y,11 a partir de yy:

Ynt+1 = Yn + f(@Tn, yn)h. (59)

Nas aplicagoes, conhecemos o valor inicial y, = y(z,) e se considerarmos incrementos iguais a h

de forma que tenhamos xj = z, + kh, teremos o seguinte algoritmo numérico

Yn+l = Yn+ f(xn> yn>h7

onde y, = y(x,), chamado de método de Euler.

Se fizermos a expansao de Taylor de y(z, + h) em torno de z,, temos

Wt h) = gl +of @b+ o)y og)

fo (T, yn) + fy(@n, Yn) f (20, yn)

5 h? + O(h?) (60)

= Yn+ f(xnayn)h +
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se compararmos esta expressdo com a aproximacao de Euler dada em (59), concluimos ela
concordam até primeira ordem em h, portanto, em cada passo temos um erro da ordem de hZ.

Uma melhora no método consiste em aproximarmos a area area sob o gréfico de g(s) = f(s,y(s)),
com s entre x, e T,11 pela drea do trapézio com vértices em (zy,0), (Zn+1,0), (Zn, f(@n,yn)) €
(Tn+1, f(@n41,Ynt1)). Ou seja,

f(xna yn) —+ f(xn-i-h y(xn-‘rl))
2
f(@nyyn) + f(@ns1,y(@n) + f (T, Yn) (Tns1 — 70))
2

Y(@nr1) = y(zn) + (Tny1 — on)

Q

y(zn) + (Tnt1 — o),

na segunda aproximacdo usamos o método de FEuler e aproximamos y(zp+1) por vy, +

f(@n, yn)(Xnt1 — p). Isto nos dé o seguinte método numérico

f(fmyn) + f(xn + h,yn + f($nvyn)h)
2

Yn+l = Yn+ h, (61)

onde y, = y(x,) € T, = T, + nh.

Se fizermos a expansao de Taylor em torno de h = 0 da expressao dada no lado direito de
(61) (veja Exercicio 2.7) e a compararmos com (60), concluiremos que elas concordam até segunda
ordem em h, ou seja, 0 método numérico (61) é da ordem de h3, portanto, temos um erro da ordem

de h? em cada passo.

Exercicio 2.7 Mostre que

f(@n+hyn + f(@n, yn)h) = f(@n,yn) + (fo(Tn, yn) + fy(xmyn)f(xmyn)) h + O(hz)‘

Exercicio 2.8 Usando os dois métodos numéricos descritos acima, encontre a solucdo do sequinte

problema de wvalor inicial
I 2 2 —
y =In(z" +y°) +senz, y(1)=1,

para x em [1,2], tomando-se o incremento na varidvel x, h = 0.01. Plotar o grdfico das duas

solugcoes juntas.

2.8 Exercicios Adicionais

1. Determine (sem resolver o problema) o maior intervalo possivel no qual a solu¢ao do problema
de valor inicial

2t
cos(t)’

(t=3)y + (Int)y =
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0.9 4

0.8 4

0.6 B

0.5 4

0.4 =

0.3 4

0.1 4

Figura 12: Os grdficos das solugdes exata e aprozimada ( método de Euler, h = 0.1, equagao (59))

do problema de valor inicial y +vy = e, y(0) = 1.

exista.
Nos exercicios 2 — 8, encontre as solucgoes gerais das equagoes dadas.
2. (1—t2)y —2ty = 1.

_ sen(t)
3.ty +2y = 222

4. (1 =)y —2ty = 1.

5.y + (tgt)y =tsen(2t), -5 <t<

vl

6. 3y = cos?(z) cos?(2y).

Nos exercicios 9 — 14, resolva os problemas de valores iniciais propostos e, na medida do

possivel, encontre os dominios das solugoes obtidas.

9. y =ey —oy?, y(0) = 1, onde € e o sdo constantes positivas.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

3
Y= y0)=1.

2
y/ - 35%0_47 y(l) = 0.

2zyeY + x%e¥(y+ 1)y’ =0, y(1)=1.
y(1+a2%)y —a*>=0, y(0)=1
Y + (1+2x_1)y:x3e_”, y(l) =2.

Suponha que a populagdo da Terra tem aumentado a uma taxa proporcional & populacao
instantanea P(t). A constante de proporcionalidade nao é conhecida a principio, mas sabe-se
que no ano de 1650 a populacgao era de 600 milhGes e em 2000 era de 6 bilhoes. Estima-se
que a maior populacao que a Terra é capaz de sustentar seja de 30 bilhoes de habitantes. Se

a constante de proporcionalidade nao se alterar, quando esse limite sera atingido?

Uma substancia se decompde com uma taxa temporal proporcional & quantidade Q(t) de
substancia. A principio, nao se conhece a constante de proporcionalidade, mas sabe-se que
100 gramas dessa substancia se reduzem pela metade em 1 hora. Em quanto tempo 100

gramas se reduzem a 20 gramas?

Considere o problema de valor inicial v’ + %y =1- %t, y(0) = yo. Determine o valor de ¥

para o qual a solugado toca, mas nao cruza, o eixo t.
Seja y = y1(t) uma solugao de
y' +p(t)y =0,
e seja y = y2(t) uma solugao de
y +p(t)y = g(t).

Mostre que y = y1(t) + y2(t) também é solugao da segunda equagao.
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3 Equacoes Diferenciais Lineares de Segunda Ordem

Uma equacao linear de segunda ordem mais geral é da seguinte forma

y" +pt) y' +q(t) y = g(t), (62)

onde as fungoes p(t), q(t) e g(t) serao assumidas continuas num intervalo aberto I. Dizemos que

uma equagao linear de segunda ordem é homogénea se g(t) = 0, para todo ¢ € I, ou seja,

y" +p(t) v +q(t) y=0. (63)

Um exemplo de equagao homogénea muito importante que aparece em problemas de mecanica e
circuitos elétricos é aquela em que os seus coeficientes sao constantes, ou seja, é da seguinte

forma
ay” + by +cy = 0. (64)
Exercicio 3.1 Sejam y; e ya duas solugdes de (62), entdo mostre que para quaisquer constantes
c1 eca, y=ciyi(t) + caya(t) também serd solugao de (63).
Solucao. Note que em vista da linearidade da derivacao podemos escrever
Yty +ay = (v +caye)” +pleiy + cay2) + a(ciyr + cay2)

= al +pyi+an)+ ey +pya+qy)

= ¢104c0

= 0,

onde na terceira igualdade usamos o fato que y; e ya s@o solugoes da equagao (63). [

O Exercicio 3.1 nos leva a concluir que o conjunto solugdo de (63) é um espago vetorial
e, como veremos, a sua dimensao é 2. Para provarmos isto teremos que introduzir o conceito
de independéncia linear de duas fungoes, bem como enunciar o Teorema de Existéncia e

Unicidade de solucoes de equagoes lineares de segunda ordem, o que feito a seguir.

Teorema 3.1 (Existéncia e Unicidade) Sejam p(t) e g(t) continuas num intervalo aberto I

contendo o ponto t,, entao o problema de valor inicial

Y o)y +at) y=9(t),  ylto) =vo, Y(to) =, (65)

possui uma e exatamente uma solu¢ao y = ¢(t), a qual existe em todo o intervalo I.
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Definicao 3.1 Dadas duas funcdes f e g, diferencidveis num intervalo aberto I, A funcgdo

W(f,g)t) = f(t)d(t)— f'(t)g(t) é chamada de Wronskiano de f e g.
Teorema 3.2 (Abel ) Se y1 e y2 sdo duas solugoes de (63) em I, entao,
W (g1, y2)(t) = ce™ PO, (66)

onde ¢ € uma constante determinada a partir de y1 e y2. Logo, ou W(y1,y2)(t) = 0 em I ou

W (y1,y2)(t) nunca se anula em I.

Prova. Como y; e y2 sao duas solugoes de (63) em I, entao,

v () +p(®)yi () +a()y(t) = 0 (67)
Y (t) +p(t)ya(t) + a(t)ya(t) = 0. (68)

Multiplicando (67) por ya(t) e subtraindo o resultado de (68) multiplicada por yi(t), temos a

seguinte equacao diferencial para W (t)
W'+ p(t)W =0,

cuja solucao é dada por (66). ]

Do Teorema de Abel, para saber se o Wronskiano de duas solugoes é diferente de zero em algum
ponto t, em I, basta verificarmos se ele é diferente de zero em outro ponto qualquer de I.

Em geral, se f e g forem duas fungoes diferenciaveis quaisquer, pode acontecer que W (f, g)(t)
oscile, ou seja, o seu sinal mude, & medida em que variamos t. Por exemplo, se f(t) = t? e

g(t) = 1+4t, entao, W(f,g)(t) = —t(t + 2).

Definigao 3.2 Dizemos que um par de solugies yi e yo de (63) formam um conjunto fundamental

de solugoes em I, se W (y1,y2)(t) #0 em I.

Exercicio 3.2 Mostre que y1 = tY/2 e yo =t~ formam um conjunto fundamental de solucées para

a equacao diferencial

2%y + 3ty —y =0, t>0.
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Note que se y; e y formarem um conjunto fundamental de solugoes de (63), entao, toda solugao

de (63) é uma combinagao linear das mesmas; ou seja, a solugao geral de (63) é

Yy=c1y1+c2yo2.

Para mostrarmos isso, suponha que y seja uma solugdo de (63). Pelo Teorema de Existéncia e
Unicidade, o intervalo I faz parte do seu dominio e ela é completamente caracterizada pelo se valor
e de sua derivada num ponto ¢, qualquer em I. Dado ¢, em I, sejam y(t,) = y, € ¥'(to) = Y., como

W(y1,y2)(to) # 0, podemos encontrar ¢; e cg tais que o sistema

ay(to) + cay2(te) = Yo

ayl(to) + cays(to) =y,

tenha solucdo. Para esta escolha de c¢; e ¢y, defina a fungdo w(t) = ¢y y1(t) + caya(t), a qual é
solucao da equacado (63), por ser uma combinacao linear de solu¢oes da mesma; além disso, pela
escolha de ¢1 e co, w satisfaz as seguintes condigdes: w(t,) = yo € w'(t,) = ¥y, e, por unicidade,
segue-se que w = y. Portanto, duas solugdes fundamentais quaisquer de (63) geram o espaco
solugao de (63).

A pergunta que podemos fazer é a seguinte: serd que é sempre possivel encontrarmos duas
fundamentais de (63)7 A resposta a esta pergunta também segue-se do Teorema de Existéncia e
Unicidade. De fato, em vista deste teorema, dado qualquer t, € I, existem solucoes de y; e y2 de

(63) em I, satisfazendo as seguintes condigoes iniciais:

yl(to) =1le yi(to) = 07 y?(to) =0e yll (to) =1 (69)

Note que W (y1,y2)(to) =1 # 0 e pelo Teorema de Abel, W (y1,y2)(t) # 0 em I, portanto, y; e yo
formam um conjunto fundamental de solugoes de (63) em 1.

A seguir, iremos definir o conceito de independéncia linear e, do Teorema 3.3, segue-se que se 1
e 1o formam um conjunto fundamental de solugoes em I, entao, elas sao linearmente independentes
em [ e, com isso, concluiremos que a dimensao do espagco solucao de (63) é 2 e que y; e yo formam

um base para 0 mesmo.

Definicao 3.3 Dizemos que duas fungoes f e g sio linearmente dependentes (l.d) em I se a

equacao

ko f(t) + kag(t) =0, tel, (70)
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admite solucdo ndo trivial, ou seja, pelo menos uma das constantes k1 ou ko for diferente de zero.
Se a unica solucao da equacao acima for a trivial k1 = 0 = ko, dizemos que as duas fungoes sao

linearmente independentes (l.i) em I.

Note que duas funcoes sao linearmente dependentes num intervalo I se uma for um multiplo

escalar da outra em 1.

Teorema 3.3 Se f e g forem diferencidveis em I e W(f,g)(t,) # 0 para algum t, em I, entdo, f e
g sdo linearmente independentes em I. Além disso, se f e g forem l.d em I, entao, W(f,g)(t) =0

em I.
Prova. Considere a equagao

kif(t) + kog(t) =0, tel. (71)
Tomando a derivada de (71) em relagao a ¢, temos

kif'(t) + kog'(t) =0, tel. (72)

Como as equagoes (71) e (72) valem para todo ¢t € I, em particular elas valem em ¢, e teremos

0 seguinte sistema

kif(to) + kog(ts) = 0
kif'(to) +kag'(to) = O
o qual s6 admite a solucao trivial, pois, por hipétese, W (f, g)(t,) # 0. ]

Teorema 3.4 y; e y2 sao duas solugoes l.d de (63) em I se, e somente se, W(y1,y2)(t) = 0,
vtel.

Prova. Sejam y; e yo duas solugoes de (63) em I. Como y; e yo sao diferencidveis em I, se y; € 4o
forem l.d em I, entdo, pelo Teorema 3.3, W (y1,y2)(t) =0 em 1.
Por outro lado, se W (y1,y2)(t) = 0 em I, tome t, € I, entdao W(y1,y2)(t,) = 0, portanto, o

sistema

cyi(to) + coya(to) = 0

a1y (to) + cayb(to) = 0
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admite uma solugao nao-trivial (¢1, c2). Com estes valores de ¢ e ca, defina ¢(t) = c1y1(t) +caya(t).
Entéao, ¢ é solu¢ao do problema de valor inicial y” + py’ + qy = 0, ¢(t,) = 0 = ¢'(t,) e do Teorema
de Existéncia e Unicidade, segue-se que ¢(t) = 0 em I, ou seja, a equagao c1y1(t) + coya(t) = 0,

para todo t € I admite solucao nao trivial, logo, y1 e y2 sao l.d. [

Observagao 3.1 Pelo Teorema 3.4 e do Teorema de Abel, duas soluc¢oes y1 e yo de (63) sdo l.i
em I se, e somente se, W (y1,y2)(t) # 0 para todo t € I.

De fato, do Teorema 3.4 se y; e yo sdo l.d em I, entao, W (y1,y2)(t) = 0 em I, logo, se y; e y2 sao L.i
em I, entao, W(y1,y2)(t,) # 0, para algum ¢, € I, portanto, pelo Teorema de Abel W (y1,y2)(t) # 0
em I. Por outro lado, se W(y1,y2)(t) # 0 em I, também pelo Teorema 3.4, y; e y2 sao Li. ]

Tendo vista os resultados acima, concluimos que um par de solugoes y; e y de (63) formam
um conjunto fundamental de solucoes de (63) em I se, e somente se, elas forem linearmente
independentes em I. Portanto, é muito importante que aprendamos como encontrar duas solucoes

linearmente independentes de (63).

3.1 Reducao de Ordem

Suponha que seja conhecida, digamos por inspecao, uma solucao y;, da equagao homogénea
(63). A pergunta é a seguinte: como encontrar uma segunda solucao de (63), y2, tal que y; e yo
sejam liem I 7

O método descrito a seguir, chamado de redugao de ordem, nos permite encontrar uma
segunda solugao de (63) a partir de uma solugao conhecida da mesma, y;, de modo que y; e y2
sejam Li. Ele transforma o problema de encontrar uma segunda solucdo ys de (63) a resolucao de
uma equacao de segunda ordem a qual é redutivel a uma equacao linear de primeira ordem, dai o
nome.

O método da reducao de ordem consiste em encontrarmos yo da forma

y2(t) = u(t)y. (1), (73)
onde a funcao serd determinada.
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De (73), temos

yp = Uy +uy) (74)
vy = u'yr +2u'y) +uyl. (75)

Substituindo (73), (74) e (75) em (63) e lembrando que y; é solucdo desta equacao, temos

0 = y5+pys+aqye
= (v +2u'yy +uy)) + p(u'yr + uyr) + quin
= u"y1 + (21 +py)u’ + (1 +py1 +ay1)
= u"y1 + (291 +py1),
portanto, u satisfaz & seguinte equagao diferencial
" 2/ "0
wyr + (2y1 + py1)u =0,
que pode ser escrita como a seguinte equacao linear de primeira ordem ( que neste caso também é
de varidveis separdveis)

2/
v/+wv:0 (76)
Y1
onde v = u'.

Observagao 3.2 Se mantivermos as duas constantes de integracdo que resultam na obtencao de

u, entao, y = uyy nos dard a solugao geral de (63). Além disso, de (76),
K
v(t) = — e PO K40,
Y1
onde P'(t) = p(t). Portanto,
Wy, uy1) = K e P #0,

logo, y1 e y2 = uyy sao linearmente independentes.

Exemplo 3.1 Use o método de redugao de ordem para encontrar uma segunda solu¢ao da equagdo

diferencial
(x—1)y" —2y +y = 0, z>1, (77)
sabendo-se que y1(x) = e* € uma solu¢ao da mesma.
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Solugao. Note que se fizermos y1(z) = €*, como p(x) = —=%3, de (76) teremos

X

/
9 _
v+( 71

ou seja, separando as variaveis,
d 1
Wo (o— 2 Vaw=(-1+ da
v x—1 z—1

v=K(z—1)e "

cuja solugao geral é

Logo, fazendo integragao por partes, temos u = [vdx = —Kze™® 4+ C; = Coze™® 4 C, onde
Cy = —K. Portanto, y = C1e* + Cax, que é a solugao geral da equacao diferencial (77). Disso,

concluimos que uma possivel escolha para y2 é yo(x) = x.
Exercicio 3.3 Usando o procedimento do Exemplo 3.1, encontre a solugcao geral de
2y — 4ty +6y = 0, t>0, (78)

sabendo-se que y1(t) = t* é uma solucdo da mesma.

3.2 Equagoes com Coeficientes Constantes

Dada a equacao
ay” + by +cy =0, (79)
tentaremos uma solucao da mesama da forma
y = e (80)

onde A\ é uma constante a ser determinada.

Substituindo (80) em (79), conclui-se que A deve satisfazer a seguinte equagao do segundo grau
aX? +bA+c=0, (81)

chamada de equagao caracteristica de (79). Temos que considerar trés casos possiveis:

(I) A = b? — 4ac > 0, neste caso temos duas rafzes reais distintas

—b+ VA —b— VA
= ————— (& )\2 = _
2a 2a

At eys = e}\Qt.

A1

o que nos da duas solucoes distintas y; = e
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Exercicio 3.4 Mostre que W (eMt,e?2t) = (Ay — Ay )eMHA2)t £ 0,

Segue-se do Exercicio 3.4 que a solucao geral de (63) é

y = cle’\lt + 026)\2t, t € R.

Exemplo 3.2 Resolva o seguinte problema de valor inicial
y' =y -2y = 0, y(0)=1,4(0)=1 (82)

Solugdo. Note que a equacdo caracteristica de (82) é A2 — A\ — 2 = 0, cujas raizes sdo A\; = —1 e

Ao = 2. Assim, a solucdo geral serd

Yy =C et + c2 et

Queremos que 1 = y(0) = ¢; +c2 e 1 =/ (0) = —c1 + 2¢2, portanto, a solugao do problema de valor

inicial é y = %e_t + %62':.

(IT) A = b2 — 4ac = 0, neste caso temos duas rafzes reais iguais

b
2a’

—b/2at

AL =Ag =

e o0 método acima nos da uma solucao y; = e
Como encontrar uma segunda solugao ys tal que y; e yo sejam 1.i ?
Quando descrevemos o método da redugao de ordem na Secao 3.1 tudo foi geral, agora votemos

ao caso particular da equacao (79). Neste caso,

o que nos leva a seguinte equagao
/
v =0

logo, v = k1, portanto, v’ = v = k1, ou seja, u = kit+ks. Podemos tomar k1 = 1 e k2 = 0 (ou outra

escolha de k; e kg, desde que k1 # 0). Com isso obtemos uma segunda solugao yo = ty; = te~b/2at,

Exercicio 3.5 Mostre que y1 e yo sao l.i, ou seja, W(e‘b/za t te—b/2a t) = eat #0.
Portanto, do Exercicio 3.5, a solucao geral serd portanto,

y=(ci+eat)e V2t teR,
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Exemplo 3.3 Resolva o seguinte problema de valor inicial
y'+2y' +y = 0, y(0)=1,4(0)=-L (83)

Solugao. Note que a equacio caracteristica de (83) é A2+2\+1 = 0, cujas raizes sio A} = Ay = —1.

Assim a solucao geral serd
y=-e(c1 +cat).
Queremos que 1 = y(0) = ¢; e —1 = ¢/(0) = ¢1 + ¢2, portanto, a solu¢ao do problema de valor

inicial 6 y = e~ (1 — 21t).

(ITIT) A < 0, neste caso temos duas raizes complexas distintas \y = o+ i e \y = o — i onde

a:—%eﬁ: VQ‘GAI#O.

Como eMt = e (cos(Bt) +isen(ft)) e 2t = e (cos(ft) — isen(Bt)) sdo solucdes de (79),

entao
At Aot
e t+e
———— = e“cos(ft)
2
e
At Aot
et —e ot
= e""sen(pt),
> (8)

também serao solugoes de (79), com a vantagem delas serem fungoes reais.
Exercicio 3.6 Mostre W (e“cos(f3t), e sen(Bt)) = Bet #£ 0.
Do Exercicio 3.6, a solucao geral de (79) é
y = e (c1 cos(Bt) +co sen(Bt)), teER.
Exemplo 3.4 Resolva o seguinte problema de valor inicial
y'+4y=0, y(0)=0,y(0)=1. (84)

Solugdo. Note que a equacio caracteristica de (84) é A2 + 4 = 0, cujas raizes sio A = +21, logo,

a=0e [ =2. Assim a solucao geral sera
y = c1 cos(2t) 4 co sen(2t).
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Queremos que 0 = y(0) = ¢; e 1 = ¢y/(0) = 2¢q, portanto, a solugdo do problema de valor inicial é

y = 1sen (2t).

Exemplo 3.5 Resolva o seguinte problema de valor inicial

y'+4y' +5y = 0, y(0)=1,y(0)=0. (85)
Solugao. Note que a equacio caracteristica de (85) é A2 44X +5 = 0, cujas raizes sdo A = —2 4+ 1,
logo, « = —2 e § = 1. Assim a solucgao geral serd

y = e 2! (c1 cos(t) + casen(t)).

Queremos que 1 = y(0) = ¢; e 0 = 3/(0) = —2¢;1 + o, portanto, a solugdo do problema de valor

inicial é y = e 2! (cos(t) + 2 sen(t)).

3.3 As Equacoes de Euler

As equacoes de Euler sao equacoes da seguinte forma

az?y” + Bry +y =0, (86)

onde «, 3 e vy sdo constantes (a # 0).

Fazendo uma mudanca na varidvel independente,

r=¢e out=Inzx (87)
temos
dy  dy dt dy 1 dy _,
de  dt de _dt ©  dt © (88)
d%y d (dy _N\Ndt (dPy ., dy .\ , o (dy dy
preli dt<dt >dx_<dt? e ) = (dtQ_dt> (89)

substituindo (88) e (89) em (86), temos a seguinte equagao com coeficientes constantes

d*y dy

aﬁ+(ﬁ—a)a+7y:0, (90)

que ja vimos como resolver. Uma vez encontrada a solucao y = ¢(t) de (90), a solugdo desejada

serd ¢(Inx).
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Exemplo 3.6 Encontre a solucao geral da equacao

22y 4y +y=0, z>0. (91)

Solucao. Neste caso, @« = f = v = 1, portanto, apdés a mudanca de varidves t = e*, a equacao

acima ¢ transformada em

d%y
2J -0
cuja solugao geral é y = c¢; cos(t) + co sen(t), logo, a solugao geral da equacao (91) é

y =cicos(lnz) + co sen(lnx).

3.4 Equacgoes Nao-Homogéneas

O exercicio abaixo nos da a estrutura da solugao geral de uma equagao linear nao-homogénea

de segunda ordem e sua demonstracao ficara a cargo do leitor.
Exercicio 3.7 Mostre que se y e Y, sao duas solugoes quaisquer da equacao nao-homogénea
y' +p()y +q(2)y = g(), (92)
entdo, a diferenca y — Y, € solucao da equagcao homogénea associada
y' +p(@)y +alx)y =0. (93)
Portanto, se y1 e ya forem duas solucoes l.i de (93), entdo, y — Y, = c1y1 + cay2, ou seja,
y=ciyr+coy2+Yp. (94)

Do Exercicio 3.7, segue-se que conhecendo-se uma solugao particular, Y, de (92) e a solugao
geral da equagao homogénea (93), entao, toda solugao de (92) é dada por (94), ou seja, a solucao

geral de (92) é dada por (94).
Exemplo 3.7 Sabendo-se que Y, =1 é uma solugdo
y' +y=1, (95)

encontre a solucdo geral da mesma.
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Solugao. Vimos que solugao geral da equacao homogénea associada a (95) é ¢y cost + co sent,

logo, a solugao geral de (95) é

y =cjcost+cosent+ 1.

3.5 O Método dos Coeficientes a Determinar

Uma classe importante de equagdes nao-homogéneas é da forma
ay” + by +cy = g(t), (96)
onde
g(t) = e Py, (t) cos(Bt) ou g(t) = e P,(t) sen(Bt), (97)

onde P,(t) é um polinémio de grau n.

Para equacao desta forma, a equacao homogénea associada tem coeficientes constantes,
portanto, sabemos como resolvé-la. Resta-nos encontrarmos uma solugao particular de (96), o
que sera descrito a seguir.

O método dos coeficientes a determinar nos permite encontrar uma solugao particular,
Yy, de uma equagao nao-homogénea do tipo (96) com g(t) dado por (97) e tem a vantagem de ser
puramente algébrico.

Este método da a seguinte forma para uma solucao particular
Y, =t° e ((Ant" + At 4 Ap) cos(Bt) + (Bot" + Bit" 4.+ By) sen(Bt))  (98)

onde s = 0,1 ou 2 é o niimero de vezes que a + i3 é raiz da equacdo caracteristica al? + b\ +c = 0,
da equagao homogénea associada a (96). As constantes « e 3 sao aquelas que aparecem na definigao
de ¢(t) dada por (97). Sempre que nao aparecer o fator exponencial, a serd 0 e sempre que nao
aparecer o fator envolvendo o seno ou o cosseno, 3 serd 0. Note que se « + i for uma raiz da
equacao caracteristica e § # 0, entao, s sera 1, visto que se o+ i for raiz da equagao caracteristica

a — 13 também serd; pois, estamos assumindo que as constantes a, b e ¢ sao reais.

Exemplo 3.8 Encontre uma solucdo particular de

y' +y=1 (99)
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Solucao. A equacdo acima tem como equacio caracteristica, A +1 = 0, cujas raizes sdo A = 0+1.
Note que g(t) = 1, portanto, « = 0 = f e n = 0, logo, @ + i = 0 nao é raiz da equagao
caracteristica, portanto, s = 0. Neste caso Y, = A, logo, Yp” = 0, substituindo estes valores em

(99), temos, A = 1, portanto, Y, = 1. [

Exemplo 3.9 Encontre uma solugcdo particular de
y" +y = sent. (100)

Solugao. Note que neste caso g(t) = sent, portanto, n =0, a = 0, 8 = 1, logo, a + i3 = i, como

as rafzes da equacdo caracteristica A2 4+ 1 = 0 sdo i, disso concluimos que s =1 e
Y, = t(Asent+ Bcost), (101)
portanto,
Y, = 2Acost—2Bsent— Atsent — Btcost (102)
Substituindo (101) e (102) em (100), temos
2Acost — 2B sent = sent,

logo, 2A =0e —2B =1, portanto, A=0e B = —%. Disso concluimos que

t
Y, =— t.

f 5 cos

|
Exercicio 3.8 (Principio da Superposicdo.) Mostre que se'Y; for uma solu¢ao particular de

y'+py +ay=g i=1,....n, (103)

entdo, Y =Y, +...,Y, € uma solugdo particular de

" /

Yy +py +qy=g1+...+ gn. (104)

Exemplo 3.10 FEncontre a solugcao geral da seguinte equacao
y' +y=1+sent.
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Solugao. Vimos que 1 é uma solucao particular de 3y’ +y = 1 e que —% cos t é uma solucao

particular de y” + y = sent, logo,
Y,=1 f t
=1— = cos
P 2
serd uma solucao particular de y” + y = 1 4 sent; portanto, a solucao geral desta serd
t
y=cjcos(t) +casent+1— 3 cost.
Exemplo 3.11 Determine a forma adequada de uma solugao particular de
Y+ 2y +2y =€t + 27 cos(t) + det? sen(t),

Solucao. Pelo Principio da Superposicao, a solucao particular serd da forma ¥ = Y; + Ys + Y3

onde Y; sao solugoes particulares de
y'+2y +2y = gi,

onde g; = 3e7t, go = 2e ! cost e g3 = 4e”'t? sent. Portanto, elo método dos coeficientes a

determinar, temos

Yl = Ae_t,
Yo = te ' (Becos(t)+ Csen(t)) e

Y3 = te_t((D—}—Et—l—th)cos(t)—{—(G+Ht—|—lt2) sen(t)) .

Exercicio 3.9 Encontre os coeficientes A, B, C, D, E, F, G, H e I, do exemplo anterior.

3.6 Variacao de Parametros
O método da variacao de parametros nos permite calcular uma solucao particular da equacao
nao-homogénea

v +py +qy=gy, (105)

a partir de duas solugoes 1.i, y; e y2, da equacao homogénea associada

Y +py +qy=0.
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A idéia do método consiste em encontrarmos uma solugao particular da equagdao nao-homogénea

(105) da seguinte forma
Y = y1u1 + Yau2 (106)

onde as funcoes u; e ug deverao ser determinadas.

De (106), temos
/ / / / !/
Y = yiu1 + YUz + y1uy + Yaus,

imporemos que

y1uy + youy =0, (107)
logo,
Yy = yru1 + yyus, (108)
e de (108) teremos,
y' = yiur + yruh + yhug + yhus. (109)

Substituindo (106), (108) e (109) em (105) e lembrando que y; e y2 sdo solugbes da equagao

homogénea associada a (105), temos

g = y'+py +q
= (yf +pyi + qy1) ur + (¥4 + pys + qu2) uz + y1u] + yauh
= Owuy +0uqg + ylu’l + yzué

= Y1) +youj,
logo,
YUy + yhuy = g. (110)
Portanto, em vista de (107) e (110), u; e ug sao solugdes do seguinte sistema

iy +youy = 0

Yiuy +yhuy = g
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cuja solugao é

ull _ —Y29
W (y1,y2)

'LL/ _ g
2 W(yby?)

Assim, uq e ug sao dados por

w :/ —Y29 .
W(y1,y2)

vy — [9
W (y1,y2)
Finalmente,
—Y29 g
Yy=u dt + yo 111
W (y1,y2) Wy, y2) (111)

nos dé uma solugao particular (105), na verdade, se mantivermos cada uma das constantes que

aparecem nas integrais acima, (111) nos daréd a solugao geral de (105).
Exemplo 3.12 Encontre a solugao geral de

y" — 5y + 6y = 2¢". (112)
Solugao. A equacao homogénea associada é

y" — 5y + 6y = 0,

tendo y; = €% e yo = €3 como duas solugdes linearmente independentes. Além disso, W (y1,92) =

2¢t e3t 2%t ot
2t
y = e /edt+ / o5 dt
=e

(2 + o) + e (—e 7 4 o)

e, logo,

= cle% + CQ€3t + et,

que ¢é a solugao geral de (112).

Se quiséssemos apenas uma solugao particular de (112), poderfamos tomar, por exemplo, Y = e,
mas poderiamos adicionar a esta qualquer solucao da equagao homogénea que o resultado também
seria solucdo da equacio ndo-homogénea, por exemplo, poderfamos ter tomado Y = e! — % 4 2¢3¢;
neste caso, —e?* + 23! serd incorporado a solucdo geral da equacdo homogénea que aparece na

solucao geral da equacao nao-homogénea. [
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Exercicio 3.10 Encontre a solucao geral de
y" +y = sent. (113)

Solugao. vimos que y; = cos(t) e yo = sent sdo duas solugdes linearmente independentes da
equagao homogénea associada a (113); além disso, W (y1,y2) = 1; portanto, pelo método da variacao

de parametros,

Yy = cost/—sethdt+sent/sent cost dt

1 1 1
= —cos(t) (2 t— 1 sen(2t) + K1> + sent (256n2t + KQ)

1 1
= —Kj; cost+ Ko sent — 3 t cost—+ B sent

1
= (C1cost+ Cy sent—§tcost,

fizemos C1 = —Kj e Cy = Koy + %, que é exatamente o que haviamos obtido antes pelo método
dos coeficientes a determinar. Nas contas acima usamos duas vezes a identidade trigonométrica:

sen’t = (1 — cos(2t)).

Exercicio 3.11 Sabendo-se que y; = €'

€ solucao da equacdo
t—1)y" -ty +y=0, t>1, (114)
encontre a solucdo geral de

t—1y" -ty +y=1+¢t, t>1 (115)

Sugestao: Para resolver o problema acima, use o método da reducao de ordem e encontre
uma segunda solugao, y2, da equagao homogeénea (114), de modo que y; e y2 sejam linearmente
independentes. A seguir, use as fungoes obtidas y; e y2 no método da variacao de parametros para
encontrar uma solugao particular da equagao (115), ou diretamente a solugao geral da mesma, desde
que sejam mantidas as duas constantes de integracao, resultantes das duas integrais indefinidas que

aparecem na férmula (111).
Exercicio 3.12 Encontre a solucdo geral de

2y —t(t+2)y + (t+2)y = 283,
sabendo-se que y1 =t € uma solugao da equacao homogénea.
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3.7 Aplicagoes

As equacOes lineares com coeficientes constantes modelam matematicamente importantes

fendmenos fisicos, nos restringiremos aquelas aplicacoes em vibragoes mecanicas e elétricas.

3.7.1 Vibracoes Mecanicas

A modelagem matemaética das vibragoes mecéanicas resulta da Segunda Lei de Newton.

Imagine uma mola esteja com uma das suas extremidades presa verticalmente a um suporte e
a outra acoplada a um corpo de massa m. Se liberarmos a mola lentamente até ela atingir o seu
alongamento maximo, L, devido ao peso, mg, do corpo, ela ficard em repouso nesta posicao: a

forca elastica da mola, F, e o peso se equilibram, ou seja,
F.+mg=0. (116)

Dentro de um certo limite (pequenas deformagoes), segue-se da Lei de Hooke que a forga elastica
F,. é proporcional a deformagao da mola e como esta é uma forga que se opde ao movimento,

temos
F,=—kL, (117)

onde constante de proporcionalidade, k¥ > 0, é chamada de constante eldstica da mola. Portanto,
de (116) e (117), temos
m
k= Tg.
A nossa posicao de referéncia serd aquela em que a mola estd equilibrada pelo seu peso, ou
seja, estd distendida de L e a tomaremos como y = 0. Imagine que afastemos o corpo de y, desta
posigao e que o soltemos com uma velocidade inicial 3. Neste caso, em cada instante a mola estard

alongada de y(t) + L, portanto a forga eldstica sera

F.=—k(y+ L) = —ky — mg, (118)
a velocidade serd (y + L) = ¢/ e a aceleracao sera (y + L)' = y".

Assumindo que a forca de atrito, F,, do meio no qual o corpo se mova seja proporcional a

velocidade, y/(t), do mesmo, como ela se opde ao movimento, temos
Fo=—vy, (119)
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onde a constante de proporcionalidade, v, é chamada de coeficiente de atrito e é positiva. Podemos
considerar um meio sem atrito como sendo aquele em que v = 0.

Supondo que além das forgas eldstica e de atrito haja uma forca externa, g(t), da Segunda Lei
de Newton, de (118) e (119), temos

my" =mg+ F. + F, + g(t)

—ky —~vy +g(t),

(120)
0 que nos leva ao seguinte problema de valor inicial

my” +ky+vy' =g(t), y(0) =y, ,y'(0) =y, (121)
Dizemos que um movimento é livre quando nao h4 forca externa atuando no corpo, ou seja,

g(t) =0. Se v =0, dizemos que o movimento é nao-amortecido.
I - Nas vibragoes livres nao-amortecidas, também chamado de movimento harmoénico simples,
temos

my' +ky=0 ou y'+wy=0, (122)
onde

k
Wo = ]
m

é chamada de freqiiéncia natural do movimento.

Vimos que a solugao geral de (122) é da forma

y = c1 cos(wet) + c2 sen(wot),

que também pode ser escrita como y = R cos(w,t

—9), onde ¢; = R sen 0, ca = R cos J, ou seja,
R=\/ci+c3etgd= i—f, as quantidades R e § sdo denominadas de amplitude e angulo de fase
do movimento.

Define-se o periodo do movimento como

2
T=—=2m/—.
Wo T k

IT - Nas Vibragoes Livres Amortecidas, temos

3

my" +~y' + ky =0, (123)
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Figura 13: Vibracao livre nao-amortecida: y” +y = 0, y(0) = 2, ¢/(0) = 1; ou seja, y(t) =

2 cost + sent .

cujas raizes da equacgao caracteristica sao dadas por

_ 2 _
Mg = LEVT 4mk=7(—1i 1—4’””).

2m 2m 2

Se 1— 4’;—;” > 0, temos duas raizes reais distintas e negativas, e a solugao geral serd da

forma

At Aot
y = cret" + coe™?,

e dizemos que o amortecimento é super-critico.

Se1— 47;—5” = 0, temos duas raizes reais iguais e a solucao geral serd da forma

y=(c14cat)e 2

e dizemos que o amortecimento é critico.

21
1.8
161
1.44
1.2

[E
0.87
0.64
0.4+
0.2

0 2 : By 8 10 12
-021

Figura 14: Amortecimento critico: y”+2y'+y = 0, y(0) = 2 e y/'(0) = —4; ou seja, y = (2 — 2t) e~ L.
Nos dois casos acima, independente das constantes c; e cg, a solugao tende a zero quando t — oo.
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Se1— 41;—;” < 0, as raizes da equacgao caracteristica serao complexas conjugadas e solugao geral

serd da forma

y = e 2 (¢1 cos pt + cg sen put) = R e 2™ cos(ut — b)),

4km
dkm g
72

3 > (0 é chanda de quase freqiiéncia. Neste caso a amplitude do sistema

onde pu =
diminui quando ¢ cresce e o0 movimento é chamado de vibragao amortecida.

144,
1.29 N

Figura 15: Vibracao amortecida: 3" + v/ + %y =0, y(0) = 1 e 3/ (0) = —4.5; ou seja,
y = e 05 (cos(4t) — sen (4t)).

A seguir vamos comparar este movimento com o movimento nao-amortecido.
2 \1/ 2
B v ~ y :
Note que para pequenos valores de 7, o= (1 - 4km) ~ 1 — g, 0 que mostra que o atrito

tem o efeito de reduzir o valor da freqiiéncia de oscilagao.

III - Nas Vibragoes Forgadas nao amortecidas, vamos nos restringir ao caso em que a forga

externa é periddica e temos

my" + ky = F, coswt,

cuja solucao geral é a soma de uma solugao particular da mesma ( que pode ser obtida através do

método dos coeficientes a determinar) com a solugao geral da equagao homogénea associada e serd

da forma y = ¢1 cos wyt+cy sen wot—l—m cos wt, w # w,. Em particular, se y(0) = 0 = 3/(0),
temos co =0 e cy = —m. Portanto,
F, 2F, (wo — w)t (wo +w)t
Yy = e — o) (cos wt — cos wot) = (Wl — ) sen < 5 sen | ——5——|.
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- , . . en . t
Se |w, —w| for pequeno, entao w, +w serd muito maior que |w, —w|; em conseqiiéncia, sen (W)

. , . . . —w)t . . ~ , s . TN .
oscilard muito mais rapidamente sen (%) Assim, a oscilacdo sera rapida com freqiiéncia

(wotw)

5—, mas com uma amplitude senoidal variando lentamente, m(jfjWQ) sen((w";w)t). Tal
o

fendmeno é chamado de batimento.

20+

104

—10

—20+

Figura 16: Batimento: ¢” +y = 0.5 c0s(0.95t), y(0) = 0, y'(0) = 0; ou seja, y =
ﬁ sen (0.025t) sen (0.975 ).

Quanto w = w,, o método dos coeficientes a determinar nos dd uma solucao particu-
lar Zfr:f%tsen(wot), portanto, a solugao geral é da forma y = ¢ cos(wet) + co sen(wyt) +
Fo

5=t sen (wot). O movimento torna-se ilimitado quando ¢ — oo e dizemos que ocorre o fenémeno
o

de ressonancia.

Figura 17: Ressonéancia: y” 4+ y = sent, y(0) = 1 = ¢/(0); ou seja, y = cost — 1.5 sent — 0.5t cost.

3.7.2 Vibragoes Elétricas
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Neste contexto de vibragoes elétricas, a Segunda Lei de Kirchhoff é equivalente a Segunda Lei de
Newton em problemas de mecanica. Ela diz que Em um circuito fechado, a tensao aplicada
é igual a soma das quedas de tensao no resto do circuito. Em particular, no circuito RLC
em série, mostrado na Figura 18, formado por um resistor, um indutor e um capacitor, nos quais as

quedas de tensao sao RI, L% e %, respectivamente, com R, L, @ e C, a resisténcia do resistor, a

indutancia do indutor e carga e capacitancia do capacitor, respectivamente. A quantidade I = %

é a corrente que circula no circuito. Portanto, no circuito RLC' com uma tensao aplicada e(t),

temos
LI' + RI + Q_ e(t)
C
ou ainda, em termos da carga (),
" / Q o
LQ"+RQ + ol e(t),

sujeito as condigoes iniciais Q(t,) = Q, e Q'(to) = I(to) = L.
Note a semelhanca desta equagao com aquela que descreve um sistema massa-mola: a
indutancia, a resiténcia e o inverso da capacitancia, sao os correspondentes da massa, coeficiente

de atrito e constante eldstica da mola, respectivamente; a carga corresponde a posicao.

Figura 18: Circuito RLC em série.

3.8 Exercicios Adicionais

1. Determine, sem resolver a equacao, o maior intervalo dentro do qual o problema de valor
inicial
nw
x—0.5

(2 = 3)y" +ay + y=0, y(1)=v2 y(1)=7
tem, com certeza, uma solugao unica.
2. Considere a equacgao
y' +2by +y =0,

b é uma constante real.
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(a) Quais sado as possiveis solugoes gerais da equagao acima em fungao do valor de b?

(b) Para quais valores de b temos lim; .~ y(f) = 0 independente das condigoes iniciais?
3. Considere a equagao
49 +ay + (a—4)y=0,
onde b é uma constante real.

(a) Para qual faixa de valores de A teremos lim; o y(t) = 07

(b) Usando A igual ao nimero de letras de seu primeiro nome, obtenha a solugao geral y(t).
Nos exercicios 4 — 7, resolva os probemas de valores iniciais propostos.
4. y" —y —6y=3e"t, y(0) =1, ¥ (0)=0.
5. y" — 4y +5y =sen(2t), y(0) =0, ¢'(0)=0.
6. ¥y +5y +6y =23t y(0)=0, 3 (0)=2.
7.y + 4y =2+ 3e', y(0) =0, y'(0)=0.

8. Usando o método dos coeficientes a determinar, encontre, sem achar explicitamente os

coeficientes, a expressao da solugao geral da equacao
Y+ 3y + 2y = e (t* + 1)sen (2t) + 3e " cos(t) + 4t et + 2,
9. Encontre a solucdo geral da equacao t?y"” — 4ty — 6y = 0.
10. Encontre a solugao geral da equacao
t2y" — 3ty + 4y = t?Int, t>0.
Sugestao: A equagao homogénea associada é de Fuler.

11. Sem resolver a equagao, encontre o Wronskiano de duas solugoes da seguinte equacao
2y +ay + (@ =17y =0,

onde v é uma constante.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Sejam y; e y2 sao duas solugoes da equacao y” + py' + qy = 0, onde p e ¢ sdo continuas num
intervalo I. Mostre que se y1 e y2 tiverem maximos ou minimos num mesmo ponto t, € I,

entao, estas solucgoes sao linearmente dependentes neste intervalo.
Sabendo-se que y; = cos(z?) é uma solucdo da equacao

vy’ —y' + 423y =0, x>0
encontre a solucao geral da mesma.

t

Sabendo-se que y; = e* é uma solugao da equacao homogénea associada a

(1=t +ty —y=20t—1)2%""t, 0<t<l,
encontre a solucao geral desta equagao.

Usando o método de variagao de parametros, determine a solugao do problema de valor inicial
y' +5y +6y=1t> y(0)=0, y'(0) =0.

Uma massa de 1 kg estica uma mola de 15 cm. Se a massa é puxada para baixo 7.5 cm
adicionais e depois € solta, e se nao hé amortecimento, determine a posicao y da massa em

qualquer instante t. Encontre a freqiiéncia , o periodo e a amplitude do movimento.

Uma mola é esticada 10 cm por uma forca de 3 Newtons. Uma massa de 2 kg é pendurada
na mola e presa a um amortecedor viscoso que exerce uma forca de 3 Newtons quando a
velocidade da massa é 5 metros por segundo. Se a massa é puxada de 5 cm para baixo de
sua posicao de equilibrio e dada uma velocidade inicial para baixo de 10 cm por segundo,

determine a sua posicao em qualquer instante ¢.
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4 Resolucao de Equacoes Diferenciais via Séries de Poténcias

Os métodos até entao vistos na resolucao de equagoes diferenciais de segunda ordem sao restritos
a uma classe muito pequena: essencialmente as equacgoes lineares quando as equacdes homogéneas
associadas tém coeficientes constantes e a entrada g tem uma forma muito especial e para aquelas
equagoes para as quais se conhece a priori uma solucao da equagoes homogéneas associada. O
método que iremos descrever nesta secao tem a vantagem de ser geral, embora a solucao seja dada

numa representacao em séries de poténcias.

4.1 Revisao de Séries de Poténcias

Definicao 4.1 Dizemos que a série numérica

i o (124)
n=1

€ convergente se a sequéncia Sy, = a1 + az + ...+ ap for convergente.
Mostra-se que é necessario que lim, a, = 0 para que a série (124) convirja.

Exercicio 4.1 ( A Série Geométrica. ) Mostre que

[e.e]

n 1

D A=

n=0 q
se |q| < 1.

Definicao 4.2 Dizemos que a série numérica (124) é absolutamente convergente se y 7, |ay|

for convergente.

Se uma série for absolutamente convergente ela é convergente, mas a reciproca é falsa.
Se uma série for convergente mas nao for absolutamente convergente, dizemos que ela é

condicionalmente convergente.

~ . ') 00 s ~
Teorema 4.1 ( Teste da Comparacao.) Sejam Y >~ an € Y o> by duas séries de termos nao-
negativos. Entdo: (i) sean < b, € a série’y > | by for convergente, y - | an também é convergente;

(i1) se an > by e a série Y o2 by for divergente, > > | a também € divergente.
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Teorema 4.2 (Teste da Razao ou Teste de D’Alembert.) Dada uma série Y . | an, suponha que

4 Gn+1
limy, 00 |75

n

exista. Seja L este limite. Entao: (i) a série € absolutamente convergente se L < 1;

(77) a série divergente se L > 1; o teste € inconclusivo se L = 1.

Exemplo 4.1 Mostra-se, por exemplo, pelo teste da integral, que a série

o0

1

npP
n=1

converge se p > 1 e diverge se p < 1.

Teorema 4.3 (Séries Alternadas - Critério de Leibniz.) Seja {an} uma seqiéncia de nimeros
reais nao-negativos , tais que a; > az > a3 > ... > an > ... e limya, = 0. Entdo, a série

a; —as +az — a4 + ... converge.

Exemplo 4.2 Segue-se do Critério de Leibniz que a série Eflozl(—l)”% é convergente.

Definicao 4.3 Uma série de poténcias € uma série da forma

oo
Z an(z —x,)".
n=0

3 N . s . m n
Dizemos que ela converge num ponto x se a seqiéncia numérica Sym(x) = > " an(z — )

CONVErgir.

Definigao 4.4 Dizemos que uma série de poténciasy o o an(z—2,)" converge absolutamente num

ponto x se a série numérica y - o |an(z — z,)|" for convergente.

(z+1)"
n2mn

Exemplo 4.3 Mostre que a série Y .-, converge absolutamente se |z + 1| < 2, diverge se
|x 4+ 1| > 2 e quando |x + 1| = 2, ou seja, z =1 ou x = —3, as séries numéricas sao divergentes e

condicionalmente convergente, respectivamente.

Solugao. Para z fixo defina b,, = (x;;z)n

e considere a série numérica » >, b,. Entao,

e b 2 n [z 2
[ =1lim = lim =
n by 2 n n+1 2

e pelo Teste da Razdo segue-se que Y -, b, converge absolutamente se |z + 1| < 2, diverge se
|z+1| > 2. Por outro lado, se z = 1 ou z = —3, temos as séries numéricas Y oo = e >0 (—1)"L

respectivamente, sendo que a primeira série diverge ( veja Exemplo 4.1) e a segunda converge pelo

Critério de Leibniz. m
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Definicao 4.5 Existe um nidmero ndo-negativo, p, tal que que a série Y -~ qan(z — z,)" seja
absolutamente convergente para |x — x,| < p e diverge para |v — x,| > p, tal nimero é chamado
de raio de convergéncia da série. O intervalo |v — x,| < p € chamado de intervalo de

convergéncia da série.

No Exemplo 4.3 o raio de convergéncia da série é p = 2 e o intervalo de convergéncia é o intervalo
(=3,1).

Se >0 yan(z — o)™ € Y02 bz — )™ sdo duas séries convergentes em |z — x,| < p, entdo,
Yoo an(T — o) £ D07 b — xo)" = D07 g(an £ by)(x — x5)". Podemos formalmente fazer
o produto de das duas séries (3 o0 o an(z —20)") (O megbn(x — 20)") = >0 gcn(x — x)", onde
Cn = Qoby + a1bp—1 + ..., anb,. As novas séries obtidas acima sao absolutamente convergentes em
|x — xo| < p. Também podemos formalmente fazer a divisdo de duas séries quando a série que
aparece no denominador nao se anula em x,.

Se >0 pan(x — )" =Y o7 o bu(z — x,)", para todo x numa vizinhanca de ,, entdo, a, = by,
para todo n. Em particular, se > >°  an(z — x,)" = 0 numa vizinhanga de z,, entao, a,, = 0, para
todo n.

Seja
2) =Y an(z —x0)", |z — 0| < p,

entao, S ¢ infinitamente diferenciavel e suas derivadas podem ser obtidas derivando-se termo a
termo a série que representa S. Além disso, os raios de convergéncia as séries obtidas por derivagao

termo a termo sao os mesmos de S. Por exemplo,

Sl(l') = Znan(l‘_xo)n_la
n=1

oo
S’x) = Z n(n — 1an(z — )" 2,
n=2
e assim por diante.

Exercicio 4.2 Mostre que

Z nan(z — )"t = Z(n + Dapt1(x —x,)" (125)
= n=0

Z n(n—Dan(z —2)" % = Y (n+1)(n+2)anis(z — )" (126)
n=2 n=0

Z n(n — Dap(z —z,)" 1 = Z n(n+ 1apt1(z — x,)". (127)
n=0

n=2
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Solugao. Note que se na série do lado esquerdo de (125) fizermos a mudanca de varidveis k = n—1,
entdo, temos Y o0 | nan(r — x,)" "t = 370 ((k + 1)ags1(x — x,)*, como o nome do fndice de soma
é irrelevante, podemos voltar a varidvel antiga fazendo k = n; com isso, obtemos (125). De
maneira analoga, se fizermos k = n — 2 na série que aparece no lado esquerdo de (126), teremos
S on(n—Dan(z —30)" 2 = 300 o (k + 1)(k + 2)ag42(z — z,)F e fazendo a mudanga de varidvel

k =n, temos (126). |

Definicao 4.6 Dada uma fungdo f infinitamente diferencidvel numa vizinhanga do ponto x,,

definimos a série de Taylor de f em torno de x, como
o0
f(n) (‘TO) n
Do)
n=0

Se a série de Taylor de f convergir para f numa vizinhanga de x,, dizemos que f € analitica em

To.

Exercicio 4.3 Mostre que as séries de Taylor de e*, senx e cosx em torno de x, = 0 sdo dadas

—1)n —1)n . ,
por Y., % ", 3 ((2n)), ¥ e 30 (;n+)1), 22"t respectivamente, e que os seus raios de

convergéncias sdo infinito. Dado arbitrariamente x, € R, mostre que estas fungées sdo analiticas

em To.
Se f e g forem analiticas em x,, entao fg e g (9(z0) # 0) também serdo. Como os polinénios
sao fungoes analiticas, se P e ) s@o polinémios, entao, g serd analitica em todos os pontos z, onde

Q(z,) # 0. Para tais pontos, mostra-se que o raio de convergéncia da série de Taylor de g éa

distancia de z, ao zero de ) mais préximo de z,. Por exemplo se Q(z) = 2 + 1, entdo, suas raizes
serao =+, logo os raios das séries de Taylor de g emtornode z,=0exz,=1s@op=1ep=+2,

respectivamente.

4.2 Resolugao de Equagoes Diferenciais

Definicao 4.7 Dada a equacao diferencial

y" +p(x) ¥ +qlz) y =0, (128)

se os coeficientes p, q e g forem analiticos em x,, dizemos que x, € um ponto ordinario; caso

contrario, ¢ um ponto singular.
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4.2.1 O Caso em que z, é um Ponto Ordinario

Teorema 4.4 Se x, é um ponto ordindrio de (128), entdo a solugdo desta equagio é

Y= Zan (x —20)" = a1 y1(z) + a2 y2(x),

n=0
onde 0s coeficientes a, € a1 sao arbitrdrios, Y1 e yo sao solugdes em séries linearmente independentes
e analiticas de (128). Além disso, os seus raios de convergéncias sao pelo menos tao grande quando

o menor dos raios de convergéncia de p, e g.

A seguir, veremos como usar este teorema para resolver uma equacao simples:

' +y=0. (129)

Note que p = 0 e g = 0, logo, toda solucao da equagao acima é analitica em todos os pontos
e os raios de convergéncia das séries de poténcias em torno de qualquer ponto é p = co. Vamos

considerar z, = 0, a série correspondente é da forma
(0.9}
Y= g anx" (130)
n=0
como precisamos de 3", derivando termo a termo a expressao acima, temos
oo
n__ n—2
Yy = E n(n—1) apz (131)
n=2

substituindo (130) e (131) em (129), temos

o0 o0
Z n(n —1) apz" 2 + Z apz” = 0. (132)
n=2 n=0

Tendo em vista (126), temos

o0 o0
Z(n +2)(n+1) apyo 2" + Z anpz™ =0
n=0 n=0

ou seja,
[0.9]
ST ((n+2)(n+1) anyz +an) 2" =0
n=0

e devemos ter (n + 2)(n+ 1) ap42 + ay, = 0, para todo n > 0, ou ainda,

an
= >0 133
an+2 (n+2)(n+ 1)7 n — Y ( )
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A relagao (133) é chamada de relagao de recorréncia. Dela segue-se que todos os a,’s com n
par para serao proporcionais a a, e todos os a,’s com n impar serdao prorcionais a a;. Além disso,

temos as seguintes expressoes para os coeficientes:

ay = —5
as = —5
_ o (=1
B VTR
a —-1)2
w - -
a -1)3
% = 3G ( 6!) o
a —-1)3
@ = 7= ( 7!) “
—1)"
ag2n = ((Qn)) Qo
(="
a = ———aua
2n+1 on+1) ™
Substituindo estes valores em (130) temos
o0 p2n+1
y=ao ) (- 1) | Ta Z 2n+ [CIEE y1(z) + a2 y2(z),

n=0
que é a solucao geral de (129). Note que neste caso, podemos identificar y; e yo como as séries

de Taylor em torno de 0 das fungoes cosz e senx, respectivamente. Em geral, nao serd possivel

identificar as séries y1 e yo como nenhuma conhecida.

Exemplo 4.4 Mostre que a solugcao em série de poténcias em torno de x, =0 de

y' —xy —y=0 (134)
¢ dada por
0 2n 0 2n+1
X X
Y= 7;) o T H ;) 2n+ DI

onde (2n)!l =2.4.6...(2n) e (2n+ 1)!! = 1.3.5.7...(2n + 1); adotaremos a convengdo que 0!l = 1.

Solugao. Pelo Teorema 4.4, a solucao da equagao (134) é analitica em todos os pontos e o raio de

convergéncia de suas séries de poténcias é co. Seja

oo
y=3 a, ", (135)
n=0
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entdo, y' = > °° | na, "1, portanto,

o0 o0
xy = Znan " = Znan x", (136)
n=1 n=0
substituindo (135), (136) e (126) em (134) e somando-se as séries, temos
o0
> ((n+1)(n+2)anss — (n+ ay) a™ =0,
n=0

o que nos da a seguinte relacdo de recorréncia

1
a
n+2 )

Qn4-2 = n > 07

da qual segue-se o resultado proposto neste exercicio e deixamos para o leitor a conclusao do

mesmao. |

Exemplo 4.5 A equacdo de Hermite € dada por
y' =22y + Ay =0, —oo<z<o00,

onde \ € uma constante.
(a) Encontre a relagao de recorréncia para a solu¢ao em série de poténcias em torno de x, =0
(b) Mostre que quando N = 2n, m inteiro nao-negativo, a equagdo admite polinémio como
solucdo, tais polinémios sdo denominados polindmios de Hermite. Encontre as solugdes polinomiais

para os valores de a = 0,2,4,6,8.

Solugao. Note que a equacao deste exercicio é algebricamente muito parecida com aquela do

Exemplo 4.4. Imediatamente, encontramos que a relacao de recorréncia para os coeficientes é dada

por
2n — A >0
a =T o =V
T 1) (n+2)
da qual segue-se o {tem (a).
Note que da relagao de recorréncia temos,
P S (V)
az = _i Qo = ol Qo
2=
a3 = —g— @
4— X 4—X)(0—X
6= X (6= XN)(2-))
T Typ BT ! “
8—AN)A4—-XN0-X
W BENE=NO-Y

6!
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Em geral, para n > 1, temos

0—=N)A—-N(8—=A)...(dn —4— )

ag2n = (2n)| Qo,
N (2—)\)(6—)\)(1(22—71))\!)...(471—2—)\) S

Logo,

&) = a <1+§:(0—)\)(4—)\)(8—)\)...(471—4—)\) $2n> .

ot (2n)!
L(2-N6-N10-N)...(4n—2-N) o,
o (HZ_;( )( ><(2n+1>)! ( ) 2 +1>.

Note que se A = 0, entdo, y1(x) = 1, se A = 2, entdo, y2(x) = z, se A = 4, entdo, y(x) = 1—222,
se A = 6, entdo, ya(z) = — % 23, finalmente, se A = 8, temos y;(z) = 1 — 422 +% z*. Em geral se
A = 2(2n), y; serd um polindomio de grau 2n e se se A = 2(2n + 1), y; serd um polindémio de grau

2n + 1. [ ]

Exemplo 4.6 A equagdo diferencial de Chebyshev é
(1 =2y —zy +a’y =0, (137)

onde o € constante.

(a) Determine duas solugoes linearmente independentes em séries de poténcias de x, para
|z < 1.

(b) Mostre que se v = m, um inteiro ndo-negativo, entdo existe uma solugao polinomial de
grau n. FEsses polinomios quando propriadamente normalizados sao chamados de polinomios de
Chebyshev.

(¢) Encontre a solugao polinomial para o = 0,1,2, 3.

Solugao. Note que p(z) = —1%5 e q(x) = %, sao analiticas em todo os pontos. Fazendo-se

o, = 0, a solucao sera da forma

o0

n

y:E a’nma
n=0
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onde o raio de convergéncia desta série é pelo menos 1. Segue-se que

/
xy = E nanx”:E na, x",

Y = Z(n + 1) (n+2)apt2 ="
n=0
o oo

zhy = Z(n — Dnay, =™ = Z(n — Dnay, ™.

n=2 n=0

Substituindo estas expressoes na equacao diferencial (137) e somando-se as séries, temos

o
Z (n+1)(n+2)ant2 — (n — 1)na, — na, + aQan) " =0,
n=0

dai, temos a relagao de recorréncia

(n—a)(n+ «)
CESICES)) an, n>0. (138)

an+2 =

De (138) segue-se que os coeficientes com indices pares serao todos proporcionais a a,, enquanto
que o coeficientes com indices impares serdo proporcionais a a;. Conseqilientemente, y; (z) serd uma
série onde aparecem apenas poténcias pares de x, enquanto que yo serd uma série com poténcias
impares de x. Além disso, se a = 2k onde k£ é um inteiro nao-negativo, teremos agii12 = 0 e como
um coeficiente com indice par é proporcional ao coeficiente com indice par anterior, segue-se que
todos os coeficientes pares com indices maiores do que 2k + 2, também serao nulos, logo, y; sera
um polinémio de grau 2k. De maneira andloga, se & = 2k + 1, entao, ys serd um polindomio de grau

2k + 1.

Da relacao de recorréncia, temos

v = _oﬁa _(0+oz)(0—oz)a
T 2 0
o 1-a*  (1-a)(1+a)
@5 T T 3! @
_ (24 a)(2—a) _ 2+a)2—a)(0+ a)(0 — )
“ 34 @2 41 o
_ B+a)B3—a)(1—a)(l+a) _ B+a)B—a)(l—a)(l+a)(l-a)(l+a)
4 45 s 5! “

0y, — (2n—2)—a)(2n—2)+ @) ... 2+ a)2—a)(0+ a)(0 — ) "
" (2n)! ¢
(Cn—=1)—a)(2n—1)+0a) ... B+a)B—a)(1+a)(1l—a)

Gontl = 2n+1)! a-
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Das relagoes acima, segue-se que se a = 0, entao, y1(z) = 1, se « = 1, entdo, ya2(z) = z, se

a =2, entdo, y1(x) = 1 — 222 e se a = 3, entdo, ya(7) = = — %x?’. |

Exemplo 4.7 A equacao de Legendre € dada por
(1—a22)y" —2zy + ala+ 1)y = 0. (139)

Note que x, = 0 € um ponto ordindrio da equacdo diferencial e a distincia do zero de x> — 1 mais
prozimo de 0 € 1, logo, o raio de convergéncia da solucdo em série em torno de x, = 0 € pelo
menos 1.

(a) Mostre que se a« = 2n, a série y; reduz a um polindmio de grau 2n . Encontre estes
polinémios para os valores de o = 0,2, 4.

(b) Mostre que se a = 2n + 1, a série yy reduz a um polindmio de grau 2n + 1. Encontre estes

polinémios para os valores de o« = 1,3, 5.

Solucao. Procedendo-se como no Exemplo 4.6, encontramos a seguinte relacao de recorréncia

n?—a?+n-—a (n—a)(n+a+1)
n+2 = n = n =20, > 0. 140
T T T Dt o) ¢ m+Vn+2) " (140)

Da relagao de recorréncia (140), segue-se que a série de poténcias de yi(x) possui apenas
poténcias pares, enquanto que série de poténcias de y2(x) possui apenas poténcias impares. Além
disso, se « for um inteiro nao-negativo, digamos o = 2N, entdo, y;(z) serd um polinémio de grau
2N e se a = 2N + 1, entdo, yz(x) serd um polinémio de grau 2N + 1. Portanto, se « for um inteiro

nao-negativo, uma das séries y;(x) ou y2(x) serd um polinémio e outra serd uma série completa.
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Ainda da relacao de recorréncia, temos

- (0-a)(1+a)
ay = ol Qo
B (1—-a)(24 )
= 3! “
A 0-—a)2—a)(1+a)3+ ) "
4 Al o
(1l -a)B-a)2+a)(a+4)
@ = 5! “
0 = 0—a)2—a)d—a)(l+a)3+a)b+ ) "
6! ©
_ l1-a)B—a)b—a)2+a)(a+4)(6+ )
o 7l “
v = (0—a)(2—a)(4—a)...(2n—2—a)(1+a)(3+a)(5+a)...(2n—1—a)a
2n (2%)' o
" _ (1—a)(S—a)(5—a)...(2n—1—a)(2+a)(a+4)(6+a)...(2n—a)a
it (2n+ 1)! b

Das relagoes acima temos os polindmios desejados. Além disso, seguem delas que

n(z) = 1+i(O—a)(2—a)(4—a)...(2n—2—a)(1+a)(3+a)(5+a)...(2n—1—a) on
n=1

(2n)!
plz) = x+§:1(1—a)(3—a)(5—a)...(2n—(12;57_)%2!4-04)(@4-4)(6—1—04)...(2n—a) 2L

Sabemos a priori que os raios de convergéncia das séries acima sao pelo menos 1. Use o teste

da razao e os calcule. ]

Exemplo 4.8 Encontre o raio de convergéncia da solucdo em série de poténcias em torno de

xo = 0 da sequinte equagdo diferencial
(1+2%)y" — 4wy’ +y = 0.

Solugao. Note que a relagao de recorréncia dos coeficientes da solucao em série de poténcias

00 ,
Y= " ganx’ é

nn—1)—4n+1 "> 0. (141)

e AR Y s
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Portanto, todos os coeficientes da forma as, serdo proporcionais a a,, enquanto que os coeficientes

da forma aop,y1 serdao proporcionais a ai, logo

o0 o0
as a2n+1
y(z) = a, (1 +n§_1a: :1:2”> +ay <x +) % x2”+1> = a0 y1(x) + a1 y2(x).

n=1
A seguir, aplicaremos o teste da razao a série y1: fazendo b, = 2= 2?" e usando a relacdo de
o
recorréncia (141), teremos
. A2n+4-2 .
= |z|? hm’ | = |z|? lim
|azn| n

‘bn+1|
(2%

) 2n(2n —1) —8n+1 9
lim = |z|
n (2n+3)(2n +2)
Portanto, o raio de convergéncia de y; é p; = 1.
De maneira andloga, mostra-se que o raio de convergéncia de yo é po = 1. Logo o raio de

convergéncia de y é p = min{p;, p2} = 1. [ |

4.2.2 O Caso em que z, é um Ponto Singular Regular (Opcional)

Dada a equacao diferencial

Y +p(x)y + q(z)y =0,

para a qual o ponto z, é um ponto singular, por exemplo, quando p = % eq= %, onde P, Qe R

sao polinomios e P(z,) = 0. Se

2

lim (z —x,)p(z) e lim (x — z,)“q(x)

T—To T—To

forem finitos, dizemos que z, ¢ um ponto singular regular, caso contrario; serd chamado de
ponto singular irregular. No caso de x, ser um ponto singular regular, as funcoes (z — x,)p(z)

2

e (r — x,)%q(x) sao analiticas em x,, portanto, tém uma representacao em séries de poténcias em

torno de z,, as quais s@o convergentes para | — x,| < p, para algum p > 0.

Exemplo 4.9

(a) Na equacio x%(1 — x)y" + (x — 2)y’ — 3xy = 0, 0s pontos * = 0 e x = 1 sdo singulares
wrregular e regular, respectivamente.

(b) Na equagio de Bessel 2%y" + xy/ + (22 — v?)y = 0, o tnico ponto singular é x = 0 que ¢é

reqular. Esta equacdo € muito importante em aplicacoes em fisica.
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(¢) Na equagao de Legendre que aparece no Exercicio 4.7, os unicos pontos singulares sao
x = +£1, 0s quais sao requlares.

(d) O 4inico ponto singular da equagdio de Euler ax®y” + Bxy' +~yy =0 é x = 0 o qual € reqular.

Nos restringiremos ao caso em que o ponto x, é um ponto singular é regular e, sem perda de
generalidade, vamos supor que x, = 0; neste caso, multiplicaremos a equacao y” + py’ + qy = 0 por

2172 e consideraremos

2y + z(zp(x))y’ + 2°q(z)y =0, (142)

onde zp e x?q sdo analiticas em z, = 0, portanto, possuem as seguintes representacoes

00
l’p(:b) = Z pnl'n
n=0

o0
2 n
22q(x) = ga”,
n=0
que valem para |z| < p. O método que descreveremos consiste em supor que

oo oo
y(x) = 2" Z apz" = Z anz"", (143)
n=0 n=0

para algum r e podemos sem perda de generalidade assumir que a, # 0. Portanto,

[e.e]

xy = Z(nJrr)ana:""’T, (144)

n=0
oo

2y’ = Z(n +7r)(n+ 71— Daa™t. (145)

n=0
Substituindo (143), (144) e (145) em (142) e lembrando-se que o produto de duas séries

oo o anx™ € Y o7 bpa™ é formalmente dado por

(i anx”> (i bn:r”) = i ( Y akbnk> ",
n=0 n=0 n=0 \k=0

00 n—1
aoF(r)a" + (F(” +r)an + Y ((k+7)pa—k + du-t) ak) a™r =0,
n=1 k=0

temos
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onde F(r) =r(r — 1) + por + go. Como a, # 0, segue-se que
F(T) :T(T_ 1) + por + qo =0,

que é a equacao indicial, a qual nos d4 os valores possiveis de r, digamos r1 > 9. Além disso,

devemos ter
n—1

Fn+7)an+ Y ((k+7)po—k + @) axr =0, n>1, (146)
k=0

0 que nos da a relacao de recorréncia.
Como r1 > r9 e n > 1, entao, r1 +n # ry,ra, segue-se que F(r; +n) # 0 paran > 1, o que nos

permite encontrar os a,’s; portanto, temos uma solucao da forma

o (o)
an(r
z" (ao + z:lan(rl)x”> =a, 2" (1 + z:l nég”:r”) =aoyi(x), x>0,
n—= n—=

ou seja,

yl(x) — :L‘rl (1 + Z ancgrl)xn> ‘
n=1 o

Se ry # r1 e se r1 — 1o nao for um inteiro positivo, entdo, para qualquer n > 1, teremos

F(re +n) # 0, logo, podemos obter uma segunda solucdo, ou seja,

o0

ya(z) = 2™ (1 + Z aé?w") .

n=1
As séries > o7, %”)x” ey, %:2)3:” definem duas funcgoes analiticas em x = 0, assim, o
comportamento singular de y; e y2, se houver, serd dado pelos fatores ™ e z"2.
Em geral, se quisermos solucoes definidas para valores negativos, substituimos z" e x"2 por
|z|™ e |x|"2, respectivamente, nas expressoes de y; e y2, anteriormente obtidas. Se as raizes r1 e ry
forem complexas, elas serdo pares conjugados e ro # r1 + IN, logo, o método nos dé duas solugoes,

as quais sao fungoes complexas de x. As solugoes reais podem ser obtidas tomando-se as partes

real e imagindarias das solugoes complexas.

O Caso de Raizes Iguais r| = 9.
A seguir, veremos r como um parametro continuo. Determinamos os valores de a,(r) a partir
da relacdo de recorréncia (146). Seja ¢(r,x) = (ao + Y ney an(r)z™) z". Portanto, temos
(Lo)(z, 1) = a?¢"(r,z) + x(zp(x)d(r,z)) + z°q(z)¢(r, x)
= a,F(r,x)z" = a(x — )", (147)
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onde usamos o fato que por hipétese 1 é uma raiz dupla da equagao indicial. Queremos ¢(r, z) tal
que (L¢)(r,z) = 0. Note que Lo(ry,z) = 0, o que nos dé y1(x) = ¢(r1,x). Se tomarmos a derivada
de (147) em relagao r em r = r1, tendo em vista que podemos trocar as ordem de derivagoes em

relacao as varidveis z e r, temos

0

%(Lgb)(:ﬂ,r)‘?q:r1 = (L%d))(x,r)‘rzm =35 (ao(m — rl)%r) (148)

= |2a0(r —r1)a" + ao(r —r1)*2" Inz ‘r:ﬁ =0, (149)

donde concluimos que ¢, (r1, z) também é solugao. Mas

o(ri,z) = % (:L’T (ao + Zan(r)x">> lr=r,

n=1
oo oo
— 2"Ing (ao + Z an(rl)x"> + 2" Z al (r)x",
n=1 n=1
o0
= yi(x)lnz+ 2™ Za;(n)x”, x>0
n=1

Logo, a segunda solucao sera
yo(z) =lnz + 2™y al(r))z", x>0.
Para x < 0, temos a seguinte solucao,

[ee]
yo(z) = In|z| + |z|™ Zag(rl)x", z > 0.

n=1
O Caso em que 71 —r3 = N, N Inteiro Positivo. Por ser mais complicado nao serd discutido

aqui. Mostra-se que a segunda solucao é da forma

ya(x) = ay () In | + || <1 - ZCn<rz>x"> ,

n=1

onde ¢, (r2) = L((r — 79)an(r))|r=ry, an(r) é determinado & partir da relagio de recorréncia

(147), com a, = 1. O coeficiente a = lim,_,, (r — r2)an(r).
Exemplo 4.10 Usando o método de séries de poténcias, resolva a sequinte equagdo diferencial

22%y" —zy + (1 +z)y = 0.
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Solugao. Note que neste caso, zp(z) = —%, 22q(z) = 1% Portanto, p, = —%, Go =

NI
Q
—

I
N[—=
@}
0

o= @

demais coeficientes das séries de xp e x?¢ sdo nulos. Logo, a equagao indicial é (r—1)r —

<
+
NO|—=
I
=

ou seja, 2r2 — 3r + 12 = 0, portanto, as rafzes sio 1, = 1 e ro = %

Temos a seguinte relacao de recorréncia

20r +n)(r+n—1) = (r+n) + 1) ay + ap_1 =0,
ou seja,

an—1
2(r+n)2—=3(r+n)+1
= - n—1 n )
S e e -1 "=t

an, = -

Se fizermos r = 1, teremos

e teremos

(-1 .
(3.5.7...2n+ 1))n!

Ay —

Logo,

o0 _1)n .

Mostre usando o teste da razao que o raio de convergéncia da série acima € infinito, ou seja, ela
converge para todo valor de x.
Parar = %, temos a seguinte relagao de recorréncia

Gp—1
= - - > 1
fin n(2n—1)’ "=

e, em geral,

(=D"

"= 1.35.7...(2n— 1)l

Portanto,

00 1)
92(1‘)2331/2 <1+;(2n(—1))”n' x”), x> 0.

Também pode-se mostrar que a série acima converge para todo valor de x. Claramente, as duas
solucoes y1 e yo sao linearmente independentes, logo, a solucao geral da equacao diferencial sera

y=c1 y1(x) + c2 y2(z). L
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4.3 Exercicios Adicionais

1. Usando o método de séries de poténcias em torno de z, = 0, encontre a solucao geral da

equagao
y' +xy +5y=1+ux.
2. Considere a equagao
(1—z)y +xy —2y =0.

(a) Encontre a relacao de recorréncia dos coeficientes da solugdo em série de poténcias da

equacao acima de x, = 0.
(b) Encontre pelo os cinco primeiros termos nao-nulos das séries de y; e yo.
(c) Encontre a solugao que satisfaz as condigoes iniciais y(0) = 0 e 3/(0) = 1.
3. Encontre os quatro primeiros termos nao-nulos das séries de yi(x) e y2(z) da solugdo em
séries de poténcia em torno de x, = 0, da seguinte equagao

y" + (senx)y = 0.

4. Obtenha os nove primeiros termos da solugao geral da equacgao diferencial abaixo usando série

de poténcias:
(1+2%)y" —day' +y=0

5. A solugao do 4tomo de hidrogénio em fisica quantica conduz a equacao de Laguerre de ordem

p:

11—z
y//+7y,+gy:0
x x
S6 tém importancia fisica as solugoes regulares, expressas como série de Taylor: y(x) =
2 neg an T".

(a) Encontre a relagao de recorréncia para os coeficientes a,, e obtenha uma férmula para

0s a, em funcao de ag

(b) Mostre que quando p é um inteiro nao negativo apenas um nimero finito de termos sao
nao nulos e a solucao y(z) se reduz a um polinémio, denotado por Ly(z). Tome ag = 1

e obtenha assim os polinémios de Laguerre: Lo(x), Li(z), La(z) e L3(z).
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Nos exercicios 6 — 8 o ponto x, = 0 é um ponto singular. Encontre a solucao geral em série
de poténcias em torno deste ponto. Se as raizes diferirem por um inteiro e nao forem iguais,

encontre somente aquela que corresponde a raiz maior.
oy’ +y=0.
oy’ +y —y=0.

222y + 3zy + (22% — 1)y = 0.
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5 A Transformada de Laplace

Muitos problemas resultantes de oscilagdes mecanicas e elétricas estao sujeitos a forgas
resultantes que sdo descontinuas ou de impulsos. Para estes a teoria de equacgoes diferenciais vista
é muita complicada de se usar e, como veremos, o método que introduziremos a seguir é puramente
algébrico e muito 1util na resolucao de equagoes diferenciais onde as equages homogéneas associadas
tém coeficientes constantes.

A transformada de Laplace é definida a partir da seguinte integral impropria
o0
LUOY =F(s) = [ e re)dr
0
Lembramos que uma integral imprépria [ g(t) dt converge se para todo A > a, faA g(t) dt estiver
definida e lim 4,0 faA g(t) dt existir, neste caso, dizemos que

00 A
/ g(t)dt = lim g(t)dt.

A—oo J,

Note que se f for uma fungio continua e satisfizer | f(t)| < Ke™% parat > M, onde a, M, K sao
constantes reais com K, M positivas, entao, a transformada de Laplace de f existira para s > a. A
hip6tese de continuidade de f nao é essencial, a Transformada de Laplace pode ser definida para

fungGes muito mais gerais, como veremos.

Observagao 5.1 Note que em wvirtude da linearidade da integral, a transformada de Laplace €
uma operagao linear, ou seja, se as transformadas de f e g existirem para s > a, entdo, para

quaisquer escalares ¢ € ca, a transformada de Laplace de ¢y f(t) + co g(t) existird para s > a e
L{c1 f(t)+cag(t)} =1 L{f(t)} + 2 L{g(t)} = c1 F(s) + c2 G(s).

O nosso objetivo sera construir uma tabela de transformadas de Laplace e, uma vez tendo feito
isso, iremos usé-la na resolugao problemas de valores iniciais para equagoes diferenciais.

A seguir calcularemos as transformadas de Laplace de algumas funcoes.

Exemplo 5.1 Seja f(t) = e, para todo t > 0. Entdo, se s > a,

/ e e dt = / e~ (5D gy
0 0

1—limg e (504 1
- A= © - : (150)

s—a Ss—a
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Exercicio 5.1 Calcule a transformada de Laplace de senh(bt).

Solugao. Da linearidade da transformada de Laplace e de (199), temos

bt —bt

L{senh(bt)} = L{—5—]}
= 5 (et - cfe ™)
- % <s i b s i b>
_ b
g2 _p2”

De maneira analoga, mostra-se que para s > 0,

S

L hlat)} = ——.
{cosh(at)} 2 3
Exemplo 5.2 Mostre que

a

L{sen(at)} = / e *tsen(at) dt = T
0

Solugao. Apds duas integracoes por partes temos

52 + a? a? a

2 t t
/eStsen(at) dt = : (sen(a ) + cosla )> e st

o que nos da (153)

Exercicio 5.2 Mostre que para todo s > 0,

S

L{cos(at)} = / e *tcos(at) dt = T
0

(151)

(152)

(153)

(154)

Observagao 5.2 Poderiamos ter obtido as transformadas de Laplace de sen (at) e de cos(at) a

partir das transformadas de Laplace de senh (at) e cosh (at), respectivamente, tendo em vistas as

relagoes

h(ia t
sen (at) = sena e t) -(za ) e cos(at) = cosh (iat).
i

Exemplo 5.3 A seguir mostraremos que

n!
SnJrl )

Lt} =
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onde n € um inteiro nao-negativo. Note que no FExemplo 5.1, se fizermos a = 0, teremos
L{1} =1/s, (156)

o que mostra (155) para n = 0. Em geral, para n > 1, apds uma integra¢do por partes,

/esttn dt = _tne_St + ﬁ /QSttnl dt,
S S

logo,
L{t" = g {1y, (157)

De (156) e (157), por indugao em n, temos (155). |

A seguir veremos qual é o efeito de multiplicarmos uma funcao f(¢) por uma exponencial.
Exemplo 5.4 Dada uma fungao f(t), definida para t > 0, entdo, para s > a,
Ll f(1)) = / (= £ (1) dt = F(s — a), (158)

ou seja, ao multiplicarmos uma fungao por uma exponencial, o efeito é um deslocamento na sua

transformada de Laplace.

De (158), segue-se que

Ll sen(bt)} = (S_QZ;QW (159)
L{ecos(bt)} = % (160)
Ll senh(bt)} = (8_652_192 (161)
L{ecosh(bt)} = ﬁ (162)

Lttt} = (S_"a')m (163)

Exercicio 5.3 Mostre que

L{=0)"f(8)} = F™(s).
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Exercicio 5.4 Seja f definida parat > 0 e ¢ uma constante positiva. Mostre que para s > 0,

C{f(ct)} = é r(2). (164)

c
As fungbes para as quais iremos considerar suas transformadas de Laplace nao serao
necessariamente continuas, estaremos considerando funcoes mais gerais, as quais serao definidas

a seguir.

Defini¢ao 5.1 Dizemos que uma fungdo € seccionalmente continua em («, 3) se este intervalo
puder ser subdividido em nimero finito subintervalos (t;—1,t;), com t,_y <t;, i=1,...,n, t, = «

et, = 0, de modo que
1. f € continua em (t;—1,t;) e

2. em cada um dos subintervalos (ti—1,t;), f tem wum limite quando t se aprorima das

extremidades do mesmo.

Dizemos que f é seccionalmente continua em (a, 00) se for seccionalmente continua em (a, 3)

para todo 8 > a.

Teorema 5.1 Suponha que f seja seccionalmente continua no intervalo 0 <t < A, para qualquer
A positivo, que |f(t)] < Ke™, quando t > M, onde K, o e M sdo constantes reais, com K e M

necessariamente positivas. Entdao a transformada de Laplace de f existe para todo s > a.

Teorema 5.2 Suponha que [ seja continua e que e f’ seja seccionalmente continua no intervalo
0 <t < A, para qualquer A positivo; além disso, que eristam constantes K, a e M, tais que
lf(t)] < Ke*, parat > M, onde K, o e M sao constantes reais, com K e M necessariamente

positivas. Entdao a transformada de Laplace de f' existe para todo s > a e
L{f'(t)} = s L{f(t)} — f(0) = sF(s) — f(0). (165)
Uma conseqiiéncia deste teorema ¢é o seguinte

Corolario 5.1 Suponha que f,f',...,f™ Y sejam continuas e que e f™ sejam seccionalmente
continua no intervalo 0 < t < A, para qualquer A positivo; além disso, que existam constantes K,
a e M, tais que |f(t)],..., ]f(”_l)\ < Ke™, parat> M, onde K, a e M sdo constantes reais, com
K e M necessariamente positivas. Entio a transformada de Laplace de f™ existe para todo s > a

C{IM (@)} = s"F(s) = "7 f(0) = ... = [0 (0). (166)
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A seguir, veremos como resolver equagoes diferenciais usando a transformada de Laplace.

Considere o seguinte problema de valor inicial

ay” + by’ +cy = g(t), y(0) = y,, ¥'(0) = 7.

Tomando-se a transformada de Laplace da equacao diferencial, usando a propriedade de linearidade

da mesma e o Corolério 5.1, temos

al{y"(t)} +0L{y' ()} + cL{y(t)} = L{g(t)}

ou seja,

a (s*Y (s) = sf(0) = f'(0)) +b(sY(s) = f(0)) + Y (s) = L{g(t)} = G(s),

portanto, a transformada da solucao do problema de valor inicial é

G(s)+ (as —l—b)yo—i-ayo
as? +bs+c

Y(s) =

Assim, caimos no problema inverso: dada a transformada de Laplace de uma funcao, F'(s), qual
é a funcao f(t) cuja transformada é F(s) 7 A operacao inversa é chamada de transformada
inversa de Laplace e é denotada por £~!. Pode-se mostrar que se f for uma funcido continua,
cuja transformada é F'(s), entdo, nao existe outra fungao continua tendo a mesma transformada de

Laplace. A transformada inversa de Laplace herda a linearidade de £, ou seja,

LHei F(s) +c2G(s)} = et LHEF(5)} + o L7HG(5)}.

Exemplo 5.5 Calcule £~} { =+ s+1 + 52;5’5‘:_2}

Solugao. Da linearidade da transformada inversa de Laplace, temos
2 1 —3s 1 1 —3s
e = 2L S b+ Lt L——
{32+s+1+82+23+2} {32}+ sr1) 7 $2 42542
(1 _ 1 1 [-3(s+1)+3
= 2£710 = Lt — U e I L e
{32}+ { +1}+ (s+1)2+1
1 _ 1 _ (s+1)
— 9p-t 1) 4+ 1) 4
£ {52}+E {s+ } 3L {(S+1>2+1}+
+3L£71 { }
(s + 1

= 2t+et—3etcost+ 3e tsent,

onde usamos que L1 {m}, L1 {(sfS%H} e L™ {s+1} , sdo e ‘cost, e"tsent e e7!,

respectivamente.
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Exemplo 5.6 Resolva o seguinte problema de valor inicial

y'+y=t, y(0)=1,4'(0)=0.

Solugao. Tomando-se a transformada de Laplace da equacao e usando as condigoOes iniciais dadas,

temos

logo,

y(t)=5_1{82i1}+£_1{82(821+1)}'

logo, £7! { £ } = cost. A seguir vamos

Vimos que a transformada de Laplace de cost é ﬁ,

s2+1
re-escrever m de modo que possamos encontrar a sua transformada inversa de Laplace. Note
que temos a seguinte decomposicao em fracoes parciais
1 1 1 Cs+ D

[ — — + B — L’

s2(s?+1) s 52 s2+1
ou seja, Cs3 + (A+ B+ D)s?> + As+ B = 1, portanto, A=0, B=1,C =0e D = —1. Logo,

1 1 1

2(s24+1) 2 241

como as transformadas de t e sent sado S% e 5271+17 respectivamente, temos L1 {@} =
L1 {8% — ﬁ} = L1 {8%} — L7t {ﬁ} = t — sent. Portanto, a solucdo do problema de
valor inicial é y(t) = cost — sent +t. |

5.1 A Funcao Degrau

Na representacao de fungoes que apresentam saltos é muito til a utilizagao da seguinte funcao,

denominada fungao degrau unitario:

l,set>c
uc(t) = N
0,set <ec,

onde ¢ é uma constante nao-negativa.
Combinando-se fungdes degraus podemos, por exemplo, representar uma fungao f(t) que é igual
a um valor constante 1 no intervalo [c1, ¢2) e zero fora deste intervalo, onde ¢1 < ¢g; tal fungao é

dada por ue, (t) — uc, (t).
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Figura 19: Grdfico da fungdao us(t).

Exemplo 5.7 Seja

2,sel1 <t<?2
1,5e2<t<5
4, se 5 <t <8

ft) =

0, caso contrdrio ,

veja Figura 21. FExpresse f em termos da funcdo degrau unitdrio e calcule a transformada de

Laplace de f(t).
Solugao. Note que

&) = 2(u(t) —ua(t)) + (ua(t) —us(t)) + 4 (us(t) — us(t))
= 2u1 (t) — U2 (t) + 3U5(t) — 4u8(t),

s —2s —5s —8s

portanto, Fi(s) =2¢—- — & — +3¢— — 45—, m

S S S S

Note que para todo s > 0,

C{uo(t)) = / Tt = 0 (167)

S

Figura 20: Grdfico da fungdo ua(t) — ue(t).
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Figura 21: Grdfico de f(t).
Dada uma fungao f cuja transformada de Laplace exista para s > a > 0, é muito comum
considerarmos

0, set <c
flt—rc), set>c,

que pode ser representada da seguinte forma em termos da funcao degrau:
g9(t) = uc(t) f(t — o),

cuja transformada de Laplace é

Lluft-a) = [ T et — ) dt

[

= / e f(u)du, t—c=u

0
= e_cs/ e " f(u)du
0
= e “F(s).
Portanto,
L{u.t)f(t—c)} =e F(s) ou uc(t)f(t—c) =L {e ™ F(s)}. (168)

Em geral, dada uma funcao g(t), se quisermos definir uma nova funcao, f, tal que f coincida
com g no intervalo [c1,c2) e valha 0 fora deste intervalo, entdao, f tem uma representagao simples
em termos da fungao degrau: f = (uc, (t) — uc,(t))g(t). Por exemplo, na Figura 23, temos o grafico

da funcao (uz(t) — ug(t))(sen (8t) — cos (6t)).

Exemplo 5.8 Calcule a transformada de Laplace de t*uy(t).
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Figura 22: Grdfico de uz (1) f(t — 3), onde f(t) = sen (3t).

2

1

iy
/

Figura 23: Grdfico de (u2(t) — ua(t))(sen (8t) — cos (6t)).

Solugao. Se fizermos 2= f(t — 1), entdo, E{ul(t)tQ} = L{u1(t)f(t — 1)} = e *F(s). Resta-nos
calcular F(s). Note que se f(t—1) = 2, entdo, f(t) = (t+1)® = t2+2t+1, logo, F(s) = S%_i_s%_i_%’
o seja, L{m()E2) = e~ (& + 3 +1). -

Exemplo 5.9 Resolva o sequinte problema de valor inicial
y'+2y +2y =h(t), y(0)=0, y'(0)=1,
onde

1, sem <t <2rm
h(t) =
0, caso contrdrio.

Solugao. Note que h(t) = ur(t) — u2-(t), logo, da linearidade da transformada de Laplace e de
(167), temos H(s) =

e*ﬂ5_6*2ﬂ'5

. . Tomando a transformada de Laplace da equacao diferencial e

usando as condigdes iniciais, temos

1 1
Y = H
(5) 32+23+2+s2+25—|—2 (5)
1 1 1

—7s —27s
82+28+2+S(SQ+28+2>6 +s(52+2s+2)
= F(s)+e ™G(s)+e 7 G(s),
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onde F(s) = m e G(s) = m

Entao, da linearidade da transformada inversa de Laplace e de (168),
y(t) = LTHF(s)} + L He ™ G(s)} + LTH{e P G(s))

= J(t) +ux(t)g(t — ) — ugn(t)g(t — 2m).

Resta-nos calcular f(t) e g(t). Note que nao vimos nenhuma fungao ¢(t) cuja transformada de
Laplace seja G(s), contudo, podemos usar decomposigao em fragoes parciais e decompor G(s) em
parcelas cujas que poderao ser identificadas com transformadas de Laplace de fungbes conhecidas.

De fato

1 A Bs+C
Gs=—1 =4 - -
() s(s? + 25+ 2) s+52+25+2

o que nos leva a (A+ B)s?+ (2A+C)s+2A =1, ouseja, A=1/2, B= —1/2 e C = —1, portanto,

1
s(s?+2s+2)

()7
)2
()24 et

da linearidade de £~! e da propriedade (158), temos

G(s) =

N N N =

g(t) = % - %e*tcos(t) - %e*tsen(t) = % (1— e teos(t) — e tsen(t)) .

Por outro lado, f(t) = e"!sent. Portanto, a solu¢ao do problema é

y(t) = e sent+ %(Uw(t) (1 — sen(t —m) e~ — cos(t — ) e—(t—ﬂ))
—%(u% (1 — sen(t —2m) e” "7 — cos(t — 2r) e—(t—%)>
= e tsent+ %uﬂ(t) (1 + sen(t) e~ (t=m) 4 cos(t) e—(t—ﬂ)

—%(uzw (1 — sen(t) e” 2™ — cos(t) 6,(15,2”)) :

cujo grafico é mostrado na Figura 24.
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Figura 24: Grdfico de e 'sent + ur(t)g(t — 7) — uar(t)g(t — 27).

Exemplo 5.10 Resolva o sequinte problema de valor inicial

onde

1, sem <t <2rm

£(t) = 2
0, caso contrdrio.
Solugao. Note que f(t) = ur(t) — uz(t), portanto, F(s) = <~ — efj”, Logo,
Y(s) = #e_ﬂs _ #e—Qﬁs — e—wsG(s) + e—27rsG(8)
s(s2+1) s(s211) :
onde G(s) = m e temos
y(t) = ur(t)g(t — m) — uar(t)g(t — 2m),
com (1) = £ { iy |
Usando decomposi¢ao em fragdes parciais encontramos G(s) = % - 259

1 — cost. Logo, a solugao do problema de valor inicial é

y(t) = ug(t)(1+ cost) — uar(t)(1 — cost)
0,se0<t<m
= 1+4cost,sem <t<2m

2cost, se t > 2m,

cujo grafico é mostrado na Figura 25.
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Figura 25: Grdfico de ur(t)(1 4 cost) — ug-(t)(1 — cost).

[u

Exemplo 5.11 Resolva o sequinte problema de valor inicial

y' +2y = f(t), y(0)=14'(0)=0,
onde

1—|t—2],se1<t<3
ft) =

0, caso contrdrio,

cujo grdfico é mostrado na Figura 26.

Figura 26: Grdfico de f(t) = (ui(t) —ua(t)) (1 — [t — 2]).

Solugao. Note que f pode ser vista como a soma de fungdes: uma vale t—1 no intervalo [1, 2) e zero
fora deste intervalo e a outra vale 3—t no intervalo [2, 3) e zero fora deste. Estas duas fungoes podem

ser representadas como (u1(t) — ua(t)) (t — 1) e (ua(t) —ug(t)) (3 — t), respectivamente. Portanto,

F@) = (uat) —uz(t) (¢ = 1) + (ua(t) — us(t)) (3 - 1)
= w(t)(t —1) = 2ux(t)(t — 2) — us(t — 3),

—s —2s

—3s
— 2%+ — £, Portanto,
S S

cuja transformada de Laplace é F(s) = %

_ 73# o 723; _ 733;
Yis) = e s3(s+2) 2¢ s3(s+2) ¢ $3(s+2)
= e °G(s) —2e G (s) — e 3*G(s),
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onde G(s) = portanto,

1 .
s3(s+2)?

y(t) = ua(t)g(t — 1) — 2ua(t)g(t — 2) — us(t)g(t — 3).

Resta-nos calcular ¢(t). Usando decomposicao em fracgoes parciais, temos

portanto, g(t) = % — it + %tQ — %6_275, cujo grafico é mostrado na Figura 27. [

Figura 27: Grdfico de ui(t)g(t — 1) — 2ua(t)g(t — 2) — us(t)g(t — 3).
5.2 A Transformada de Laplace de Funcoes Periédicas

Suponha que exista um ntimero positivo 7', tal que f(t+T) = f(t), para todo ¢ > 0, neste caso,
dizemos que f é periédica com periodo T" em [0, c0).

;o . 4o _ k ~
Lembremos que se 5,7 > 0, a série geométrica ;- (e ST) converge para H%ST Entao,
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dado f periddica com periodo T',

Cifw} = /0 T et p(t) e

T
= lim Z/ e SR oy 4 kT du, w=t—kT

Logo,

T —st
L{f)} = w, 5> 0, (169)

e o s6 temos que efetuar uma integragao no intervalo [0, 7] para calcularmos a transformada de

uma fungao periédica com periodo T

1 . . - -

Figura 28: Grdfico da funcdo f definida no Fxemplo 5.12.

Exemplo 5.12 Seja f uma fungdo periddica com periodo 2, tal que

1,se0<t <1
0,sel <t<2.

ft) =

Calcule a sua transformada de Laplace.
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Solugao. De (169), temos

2 st
cipy = oW

1—e 28
B fol e stdt
-2
B 1—e7*
s(1 —e2)

1—¢e7%

T os(l—e ) (1te)
_ 1
 s(14es)’

onde na segunda igualdade quebramos a integral de 0 a 2 numa soma de duas integrais: uma
sobre o intervalo [0, 1] e a outra sobre o intervalo [1,2], como f se anula neste intervalo sé temos a

contribuicao da primeira integral. [

Exercicio 5.5 Seja f a funcao periddica de periodo 1, definida como f(t) = t, para 0 < t < 1.

Esta funcdo é chamada onda dente de serra. Calcule a sua transformada de Laplace.

Figura 29: Grdfico da onda dente de serra.

5.3 Funcoes de Impulso

Em muitas aplicagoes temos que tratar de fenéomenos de natureza impulsiva, ou seja, voltagens
ou forgas, ¢(t), de médulo grande que agem durante um intervalo de tempo muito curto. Por

exemplo, g(t) pode ser da forma

121 to—1<t<t,+T,

0 caso contrario,
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onde 7 é uma constante positiva e pequena. Neste caso, independente do valor de 7 # 0, o impulso
total proporcionado por d.(t — t,), definido por

o0 1 to+T7
I(7) :/ dy(t —to)dt = — dt = 1.

—00 27 to—T

Logo, temos o seguinte resultado
lirr(l)dT(t —t,) =0, Vt#t, e hI%I(T) =1.

O que nos leva a definir uma fungao impulso unitario em t,, §(t — t,), também chamada de
distribuicao J de Dirac que é uma generalizacao de uma fungéao que embora sendo zero em todos
os pontos diferentes de t = ¢,, seja capaz de produzir um impulso unitario. Ou seja, ela tem as

seguintes propriedades

o0

S(t—t)) =0, Wt £1t, e / St —to)dt = 1.

—0o0

A seguir iremos definir formalmente £{d(t — t,)}. Suponha que ¢, > 0, definiremos
L5t~ 1)} = lim £{d (1~ 1,))

Note que

1 [letT 1 h
L{d(t—t))) = — estat = L gmsto(est _ gmsry 2 SEMRT) e, gy,
2sT ST
senh(x)

Como lim,_,q = 1, segue-se que
L{6(t —to)} = e Lo, t, > 0. (171)
Como o resultado acima vale para todo t, > 0, definiremos

£{6(t)} =1. (172)

De maneira andloga, para uma funcao continua f(t), definiremos

/ Zau—to)f(t)dt = lim ZdTa—to)f(t)dt
1 to+T7
= 71_11%27_/% ] f(t)dt
= lﬂ%% 21 f(t7), to—T <t <to+T

= f(to)' (173)
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Na passagem da segunda para a terceira linha usamos o Teorema do Valor Médio para integrais e
na passagem da terceira para a quarta linha usamos a continuidade de f em t,. Em particular, se

f for uma funcao continua, entao,
LU~ )} = [ e F0( — tohde = 5 ,) (174)

Exemplo 5.13 Resolva o sequinte problema de valor inicial
y' +y=04(t—2m), y0)=0, y(0)=0.

Solugao. Se tomarmos a transformada de Laplace da equacao acima e usarmos as condigoes
iniciais, encontraremos

67271'5

Y(s) = ) = e 2™ F(s),

onde F(s) = ﬁ, portanto, de (168), temos y(t) = uar(t)f(t — 27), onde f(t) = sen(t), portanto,
y(t) = uar(t)sent.
Note que se nao tivéssemos aplicado a forga externa (¢t — 2m) a solugao seria identicamente nula;

contudo, a presenca desta forca faz com que a partir do instante ¢ = 27 a solucao seja diferente de

zero, embora ela s6 atue neste momento. ]

5.4 O Teorema da Convolugao

Em muitos problemas de valores iniciais, na expressao de Y (s) aparecem fatores do tipo
F(s)G(s), cuja transformada inversa de Laplace temos que calcular. A pergunta natural é a
seguinte: qual a relagao entre a transformada inversa de Laplace de F(s)G(s) e as transformadas
inversas de F'(s) e G(s)? Por exemplo transformada inversa de Laplace de 1/s é 1, enquanto que
a transformada inversa de 1/s? é t, o que ilustra que L~ H{F(s)G(s)} # L7HF(s)}L7H{G(s)}.
Veremos que existe uma operagao que sob muitos aspectos é parecida com a multiplicagao usual,
que leva um par de fungdes f e g numa nova funcao h(t), denotada convolugao de f e g e

representada por f * g, a qual é definida como

W(t) = (f * g)(t) = /0 f(t — r)g(r) dr,

que nos permitird responder a pergunta acima.
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Exercicio 5.6 Mostre que a convolu¢do em as sequintes propriedades:
1 fxg=gxf
2. fx(g+h)=fxg+[f*h
3. (f*xg)xh=fx(g=xh)
4. fx0=0xf=0.
Note que f* 1 # f, por exemplo, tomando f(t) = t, temos (f x 1)(t) = fg(t —7)dr = %

Teorema 5.3 ( Teorema da Convolugdo) Se as transformadas de f e g, existirem para s > a > 0,

entao,
LU+ g)(1)} = F(s)G(s) ou F HF(s)G(s)} = (f * 9)(t). (175)

Exercicio 5.7 Calcule a transformada inversa de Laplace de H(s) = m

Solucao. Note que se fizermos F(s) = 1/s e G(s) = 1/(s>+ 1), entdo, H(s) = F(s)G(s), f(t) = 1,

g(t) = sent e, pelo Teorema da Convolugao,

h(t) = (f *g)(t) :/0 senTdr =1 — cost.

Observagao 5.3 Nos problemas que estaremos considerando muitas vezes serd preferivel re-
escrevermos o produto F(s)G(s) usando decomposi¢cao em fragoes parciais, visto que este €
puramente algébrico, enquanto que a convolucdo envolve o cdlculo de integrais que podem ser dificeis

de ser calculadas. De qualquer forma, a convolucdo € muito importante sob o ponto de vista tedrico.

5.5 Tabela de Transformadas de Laplace e de Transformadas Inversas de

Laplace

Coletando as transformadas calculadas temos a seguinte tabela que devera ser usada nos

problemas que consideraremos:
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f(t) = L7HF(s)} F(s) = L{f (D)}

1 %, s>0
et ﬁ, s>a
t", n inteiro positivo %
sen(at) iz $>0
cos(at) a2 $ >0
senh(at) =, 5 > |af
cosh(at) a2, 8> al
esen(bt) (S_a)% y8>a
eYcos(bt) (S;ﬁ , 5> a
t"e® 7 inteiro positivo W ,$>a
uc(t), S ;s, $>0
ue(t) f(t - c), e “F(s)
e f(t) F(s—¢)
f(ct) 1R(E), >0
(f*9)(t) = [, f(t = )g(r) dr F(5)G(s)
i(t —c) e
() s"F(s) =" L f(0) —... = f"7D(0)
(=t)" f(t) F™(s)

5.6 Exercicios Adicionais

1. Encontre a transformada inversa de Laplace das seguintes fungoes:

2_
(@) S5

2s5+1
() 5675

- 1 241
(C) € 532(52+23+2) + (s+i)(s2+4)

2. Seja
sen(mt), 0<t<1
0, 1<t<?2
t—2, 2<t<3
1, t>3.
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(a) Expresse f em termos da funcao degrau.

(b) Calcule a transformada de f.

. Calcule a transformada de Laplace das funcoes abaixo:

0, 0<t<1

f =9
2—t+1, t>1

. Resolva os problemas de valores iniciais abaixo.
(a) 5 — 2/ +2y = e + cost, y(0) = —1, /(0) = 0.
() y" +y=f(t), y(0) =0ey(0) =0, onde
t, se0<t<1

ft) =

0, sel<t<o
(¢)y" —y=f(t), y(0) =1, ¥(0) = —1, onde f é dada no segundo exercicio.
(d) " +y = f(t), y(0) =0, ¥/(0) = 1, onde f(t) é periédica com periodo 27 e

1, se0<t<m
f(t) =

-1, sem<t<27w
(e) Y —y = ui(t) — ua(t), y(0) = y'(0) = y"(0) = ¥ (0) = 0.
(f) " +y=ug(t) +35(t — F) —uzr(t), y(0) = ¢'(0) = 0.

. Exprimir a solucdo do problema de valor inicial em termos de uma integral convolucao:

Y’ +4y + 4y =g(t), y(0) =2 e y'(0) — 3.
. Seja

0, se0<t<m
f(t) =

sent, set>m.

Resolva o problema de valor inicial y” —y = f(t), y(0) = 1 e ¥/(0) = 0.
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7. Usando a propriedade da transformada de Laplace da convolugao, obtenha y(t), sabendo-se

que esta funcao satisfaz a seguinte equacao
t
y(t) =t+ / y(t —7)e T dr.
0
8. Consideremos a seguinte equagao integral:
t
60+ [ (= (e = sen (20)
0
(a) Mostrar que se u for uma fungao tal que u”(t) = ¢(t), entao,
u”(t) + u(t) — tu'(0) — u(0) = sen (2t).
(b) Mostrar que a equagao integral dada ¢é equivalente ao problema de valor inicial
u”(t) +u(t) = sen(2t), w(0) =0, v/ (0)=0.

(c) Resolver a equacao integral dada mediante as transformadas de Laplace.

(d) Resolver o problema de valor inicial (b) e verificar que é a mesma solugao que foi obtida

em (c).
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6 Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem

6.1 Resultados Gerais

Definicao 6.1 Seja A wma matriz m xn, cujos os elementos sio a;;(t),i=1,...,m, j=1,...,n.
Defininos a derivada e a integral de A como sendo respectivamente as matrizes cujos elementos
540 [%A]m = %ai,j e [[At)dt)i; = [ aij(t)dt. O complexo conjugado de A, A, é definido como
[A];j = ai;. Em particular, se B for uma matriz n x p, temos, AB = A B. Dizemos que A é uma
matriz constante se a; j(t) € constante para todo i,j. Dizemos que A(t) é continua em (o, [3) se

a; j(t) for continua neste intervalo para todo i, j.

Exercicio 6.1 Mostre que £(A(t)B(t)) = LA(t) B(t)) + A(t)4B(t). Em particular, se A for
constante, temos %(AB(t)) = A%B(t)

Exemplo 6.1 Seja

t
A= ). (176)
2t 1
Calcule [ A(t)dt e A'(t).
Solugao.
, el —sent
A'(t) =
2 0

[etdt [costdt
/A(t) it —
[2tdt  [1dt

et +c1 sent+co
t2+03 t+cy

et sent c1 €2
_|_

t2 t Cy C4
et sent

= + C.
2t



et sent

A matriz ) é uma anti-derivada de A(t), ou seja, sua derivada é A(t). |
t t

Dado um vetor em C", ele é da seguinte forma
b}

ay + iby ai b1
as + iba a | b2
V= = +1 ,
an + iby, an, by,
os vetores do R"
al b1
as bo
e
an by,

sao chamados de parte real e imagindria de V, respectivamente, denotados por R(V') e (V). Por

241 2
exemplo, se V = 1 , entdo, as suas parte real e imagindrias serao R(V) = 1 e
3i—1 -1
1
(V)= | 0 |, respectivamente.
3

Exercicio 6.2 Mostre que VJZFV =R(V) e que VQZ,V (V).

Definicao 6.2 Um sistema de equagdes lineares de primeira ordem € uma equacdo da forma
d

X)) = AMX (1) + B(). (177)

Se B(t) =0 em (177), dizemos que o sistema é homogéneo, neste caso, temos

d

XM = ABX (). (178)
Teorema 6.1 (Existéncia e Unicidade). Sejam A(t) uma matriz n x n, B(t) e X(t) matrizes
n x 1 (matrizes colunas). Se A(t) e B(t) forem continuas em (o, 3) e t, pertence a este intervalo,

entdo para todo X,, eriste uma e somente uma solugcdo do problema de valor inicial:

%X(t) — ABX(E) + BE), X(t) = X, (179)
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a qual estd definida em (o, [3).
Uma solucao, X (t), de (179) é a parametrizagao de uma curva no espago R".

Observacgao 6.1 Note que o Teorema 6.1 também se aplica ao sistema
X' =AM)X + B(t), X(t,) = X,, (180)

quando X (t) e B(t) sao matrizes continuas num intervalo aberto («,[3) contendo t,. De fato se
B=[B;...B,] eX =[X;...X,], onde X; e B; sao as i-ésimas colunas de X e B, respectivamente,

entao, (180) é equivalente a

le(t) = A(t)Xl(t) + Bi(t), Xi(to) =X, 1=1,...,n, (181)
sendo que para cada sistema dado por (181) vale o Teorema 6.1. Portanto, o problema de valor
inicial (180) tem uma e tunica solugdo, a qual estd definida em (o, 3).

Exercicio 6.3 (Principio da Superposicao.) Se Xi(t),...,Xn(t) forem solugoes de (178),
entao, X(t) = a1 X1(t) + ...+ cn Xn(t) também serd, onde ci,...,cn Sao escalares quaisquer.
Prova.

%X(t) = cl%Xl(t) +...+ cn%
= aA®)X1(t) + ...+ crA(t) X, (t)

= AW(AX1(t) + ...+ caXn(t)) = AX(2).

Xn(t)

Em virtude do Exercicio 6.3, o conjunto solugao do sistema linear homogéneo (178) é um espago

vetorial.

Exercicio 6.4 Sejam Xi(t),...,X,(t) solugoes de (178) num intervalo (a,() e defina
W(Xl,...,Xn)(t)Edet[Xl(t Xn(t )}
(a) Set, é um ponto de («, ) tal que W(X1 ... Xy)(to) # 0, entao toda solugio de (178) € da

forma

X(t) = c1X1(t) + ...+ enXn(t) = [X1(t) ... Xp(D)]C, C =

(b) Ou W(Xy,..., X)) =0 em (o, ) ou W(X1,...,Xp)(t) nunca se anula (c, 3).
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Prova. Sabemos que para qualquer escolha dos escalares ci,...,c,, a combinacao linear
aXi(t)+ ...+ cpXn(t) é solugao de (178). Dada uma solugao X (t) de (178), ela estd definida em
todo intervalo («, 3), em particular, no ponto ¢,. Seja X(t,) = X,. Tomando C' = (c1,...,¢,) =
[(X1(to)s -+ Xn(to)] 1 Xy, entdo, X (1) = c1 X1(t)+...+cnXn(t) = [X1(t) ... Xn(#)]C, serd a solucio
de (178) satisfazendo a condigao desejada, o que prova (a).

Por outro lado, se W(Xy,...,X,)(r) = 0 para algum 7 € (a,3), entdo, a equacao
aXi1(1) + ...cp X, (7) = 0 tem solugdo nao nula, seja C' tal solugdo. Vimos no Exercicio 6.3
que X (t) = [X1(t) ... X, (t)]C é solugao de X' = AX, além disso, X (7) = 0, logo, pelo Teorema
de Existéncia e Unicidade, temos X (¢f) = 0 para todo t em («,3) e como C # 0, segue-se que

W(X1,...,X,)(t) =0em (a, ), o que mostra (b). |

Definicao 6.3 Sejam fi, ..., fn funcdes definidas em («, 3) e assumindo valores em R™. Dizemos

que estas fungdes sao linearmente dependentes em («, 3) se

L Fi(t) . en fult) =0, Vi€ (a,5), (182)

admite solucdo nao-trivial, ou seja, pelo menos um dos coeficientes c1, ..., c, for diferente de zero;

caso contrario, dizemos que estas funcgoes sao linearmente dependentesem («, 3).

Exercicio 6.5 Se fi,..., f, sao tais que det[fy ... fu](to) # 0, para algum t, € («, (), entdo,

fiy--+, fn s@o linearmente independentes em (a, 3).

Solugao. Suponha que (182) aconteca. Em particular para t,, teremos

[fl(to) v fn(to)]c = 0;

como det [f1 ... fn](to) # 0, segue-se que C' = 0, ou seja, ¢ =ca = ... = ¢, = 0. [

Observacao 6.2 Dos Exercicios 6.4 € 6.5, se X1, ..., X, foremn solu¢des quaisquer de (178) tais

que
W(Xy,...,Xn)(to) # 0, para qual algum t, € («, 5),

entao, elas formam uma base para o espago solugao de (178).
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Do Teorema de Existéncia e Unicidade, o problema de valor inicial
X' =AX, X(t,) = e,

onde e; é o vetor do R"™ que todas as componentes iguais a zero, exceto a i-ésima que vale 1, tem uma
e somente uma solugao, X;, a qual estd definida (o, 3). Note que det[ X1 (o) ... Xn(to)] = 1 # 0,
logo, da Observagao 6.2, a dimensao do espago solucao de (178) é n.

Dadas n solugoes linearmente independentes, X1, ..., X,, de (178) é comum defirmos a matriz
O(t) = [X1(t) ... Xn(t)]. (183)

Portanto, a solugao geral de (178) é X (t) = ®(¢)C, em particular, se quisermos a solugao tal que
X (t,) = X,, basta tomarmos C' = ®~1(¢,) X,.
Até entao, nos restringimos ao sistema homogéneo. A seguir veremos como resolver o sistema

X' =At)X + B(t). (184)

O método da variacao dos parametros consiste em assumir que a solugao de (184) é da seguinte

forma:
X(t)=2(t)C(t), (185)
onde ® é dada por (183).
Substituindo (185) em (184) e lembrando-se que ®'(t) = AD(t), temos ® C’ = B, ou seja,
C'=d Y (t)B(t)
e concluimos que
C(t) = /qﬁl(t)B(t) dt.

Portanto, a solucao geral de (184) é

Se F(t) é uma anti-derivada de ®~1(¢)B(t), ou seja, se F'(t) = ®~1(¢t)B(t), entdo, podemos
escrever [ ®71(t)B(t)dt = F(t) + C, onde C' é um vetor constante. Portanto, X (t) = ®(t) F(t) +
®(t) C. Se quisermos a solugao tal que X (t,) = X, entao, devemos ter X, = ®(t,)F(t,) + P(t,)C,
portanto, C' = ®~1(¢,) X, — F(t,). Logo,

X(t) = ) (F(t) = F(to)) + ()27 (t0) Xo
t

= ®(t) [ ¢ Hs)B(s)ds+ ®(t)P 1 (t,) X,

to
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Logo a solucao do problema de valor inicial X’ = A(t)X + B(t), X(t,) = X, é
X(t) =) 1 (te) X+ ®(t) | ¢ (s)B(s) ds. (186)

6.2 Quando a Matrix A for Constante

A seguir, assumiremos que A seja constante e consideraremos o seguinte sistema

d

ZX(t) = AX (). (187)

Neste caso, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, como A é continua para todo ¢, as solugoes
de (187) estao definidas para todo ¢ € R.

Vamos procurar solucao de (187) da seguinte forma:
X(t) =MV (188)

onde V' é um vetor constante e nao-nulo. Substituindo-se (188) em (187), temos

(A= XV =0,
portanto, V' é um autovetor de A e A é o autovalor associado.
6.2.1 A Possui n Auto-vetores Linearmente independentes
Exercicio 6.6 Se A possuir n autovetores linearmente independentes, entdo,
X (t) =MV, X, () = M,
formam uma base para o espago solug¢ao de (187).

Prova. Note que sendo A constante, do Teorema de Existéncia e Unicidade, toda solugao de
(187) estd definida para todo t real, em particular, ela estd definida em ¢, = 0; além disso, com
W1, ...,V, sdo linearmente independentes, det[X;(0) ..., X,,(0) = det[V; ..., V,] # 0 e do Exercicio

6.4, concluimos a nossa demonstracao. [
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Observagao 6.3 Se A ¢ uma matriz simétrica real, entdo, pelo Teorema FEspectral, A possui n

autovetores linearmente independentes e a solugao geral de (187) serd da forma
X=q 6)‘1’5‘/1 +...+¢cy eA"tVn.

Exemplo 6.2 Resolva o problema de valor inicial

, 11
X' = X, X(0)=
4 1 0
Solugao. O polinémio caracteristico de A é (1 — \)? — 4, cujas raizes sdo Ay = —1 e Ay = 3. Os

auto-espagos associados a estes autovalores sao V_1 = {«a(1,-2),a € R} e V3 = {a(1,2),a € R}.
Tomando-se como Vi = (1,—-2) e Vo = (1,2), temos as seguintes solugdes (linearmente

independentes) do sistema acima:

1 1
X = eit , Xy = e?’t
-2 2
Logo, a solugao geral do sistema sera
X(t) = Cle(t) + CQXQ(t)
c1
= [Xa(t) Xa(t)]
C2
- et e3t Cc1
—2¢~t 2¢3t ca
1 1
Como queremos que X (0) = , encontramos que ¢y = ¢ = 3. |
0

Exemplo 6.3 Encontre a solucdo geral do sequinte sistema

01 1
X'=1l101]X
110

Solugao. Note que A é uma matriz real simétrica, logo, ela tem trés autovetores linearmente
independentes. O polindmio caracteristico de A é (1 4+ A\)2(\ —2), cujas as raizes sdo A\; = g = —1

e)\3:2.
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Para o autovalor repetido A = —1, o seu auto-espaco é

V,1 = {(O‘7B7 —« _ﬁ)v O‘7ﬁ € R}?

1 0
em particular, V; = 0 e Vo = 1 , formam uma base para V_j.
-1 -1

correspondentes sao

1

Xl(t) = 67tV1:€7t 0
-1

0

Xg(t) = e_tV2:€_t 1
-1

Para o autovalor A = 2, temos o seguinte auto-espaco

Vs ={a(1,1,1), « € R}

1

e tomaremos como base para este o vetor V3 =1 1 |. A solucdo associada a este é

1

X3(t) — €2t‘/£; _ €2t 1

1
Portanto, a solucao geral do sistema serd
et 0 et c1
X(t) = c1X1(t) + c2Xo(t) + c3X3(t) = 0 et et o
—e7t —e7t % ca

6.2.2 Autovalores Complexos

As solucoes

Associados a autovetores complexos, teremos solugées complexas e veremos como evita-las, ou

seja, veremos que sera sempre possivel trabalharmos com solucoes reais. De fato, se a matriz A
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é real, seus autovalores complexos aparecem aos pares conjugados, ou seja, se A = «a + i é um
autovalor de A, entdo A = a — i3 também sera. Além disso, se V for um autovetor associado a A,

entdo, V serd um autovetor associado a A. De fato, se V é um autovetor associado a \, entdo,
(A=XI)V =0, (189)
tomando-se o complexo conjugado de (189) e lembrando que A é real, temos
(A—)\I)Vzo. (190)

As solucoes correspondentes aos autovetores V e V., associados aos autovalores A\ e ),
respectivamente, serdo Xi(t) = eMV e Xy(t) = MV, Pelo principio da superposicao, u =
(X1+ X2)/2 e v = (X1 — X3)/2i também serdo solucgoes de (187). Por outro lado, sendo X = X7,

entdo, u e v serao as partes real e imaginarias de X;. Mas

Xl _ e(a—i—zﬂ)tv
= e™(cos(Bt) +isen(Bt))(R(V) +i¥(V))
= (R(V)cos(Bt) — (V) sen(Bt))e + i(R(V) sen(Bt) + (V) cos(Bt))e™

Portanto,
u(t) = (R(V) cos(Bt) — (V) sen(Bt)) e e v(t) = (R(V) sen(Bt) + (V) cos(5t)) e
Exercicio 6.7 Mostre que os vetores u e v sao linearmente independentes.

Exemplo 6.4 Encontre a solucdo geral do sistema

1
yo 72 ') x
-1 _%
Solugao. Os autovalores sao A = —35 L 44. Logo, a = —5 e 0 = 1. Um autovetor associado a — %—i—z
1 1 0 . 12cost
é . Portanto, R(V) = e (V)= e concluimos que u(t) =
1 0 1 12sent
—t)2

e sent
ev(t) =

et 2cost

Portanto, a solugao geral do sistema serd X (t) = ciu(t) + cov(t). |
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Exemplo 6.5 Considere o sequinte sistema

-3 0 -1
X'=10 1 1 |X (191)
0 -1 1
(a) Encontre a solugao geral de (191).
1
(b) Encontre a solugao de (191) tal que X(0) = | 0
0

6.2.3 Autovalores Repetidos

Suponha que A = p seja um autovalor de A com multiplicidade k. Se a dimensao do auto-
espago de p for k, existirao k autovetores linearmente independentes, Vi,...,V,,, associados a p
e e!'Vy,..., eV, serdo solugoes linearmente independentes de (178). Se a dimensdo do auto-
espago associado a p for [ < k, entao, existem [ autovetores linearmente independentes neste
subespaco, digamos, Vi,...,V; e e”Vq,... eV, serdo linearmente independentes. Fazemos a
seguinte pergunta, como encontrar mais k — [ solugoes linearmente independentes a partir das
[ solugbes acima?

Nos restringiremos ao caso em que um autovalor A tem multiplicide 2 e a dimensao do autoespaco
associado é 1. O caso geral serd considerado na secao seguinte quando introduziremos o conceito
de exponencial de uma matriz.

Suponha que p seja um autovalor de A com multiplicidade 2 e a dimensao do auto-espaco
associado seja 1. Seja 5 um autovetor associado ao autovalor p, entao, X; = eptg é uma solugao
de X’ = AX. Como encontrar uma segunda solugao Xs, tal que X; e X5 seja linearmente

independentes? Tentaremos uma solugao da forma
Xy = (€t + 7)e”. (192)

Substituindo-se (192) em (187), temos

—

t(A— Ip)E+ (A~ Ip)ij =&,

ou, equivalentemente,

)

(A-pDE =
(A=pDif =

(193)

Sy

(194)
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Exemplo 6.6 Resolva o problema de valor inicial

, 19 1
X' = X, X(0)=
-1 -5 -1
Solugao. Note que o polinémio caracteristico de A é p(A\) = (A+2)2. Portanto, os autovalores de A
sa0 A1 = Ay = —2. Por outro lado, o auto-espago associado a este auto-valor é {(a(3,—1), a € R},

cujo dimensao é 1 e V' = (3, —1) é uma base para o mesmo. Com isto temos uma solucao do sistema

dada por

Como a multiplicidade do autovalor 2 é maior do que a dimensao do auto-espaco a ele associado,

iremos encontrar uma segunda solugao, usando a equacao (194) que no presente caso é equivalente

3 9 m 3
1 -3 o -1
A solucao deste sistema é n = (1 — 3, ) = (1,0) — (3, —1). Podemos fazer a = 0 e tomarmos

17 = (1,0). Logo, a segunda solucao é

3 1
Xo(t) = te™ 2 4 e 2, (195)
-1 0
Portanto, a solugao geral do sistema é
3 3 1
Xo(t) =4 e* + ¢y te” 2 + e 2t . (196)
-1 -1 0
Como queremos que
1 3 1 c
= X(0) = ik
-1 -1 0 C9
obtemos ¢ =1 e ¢cg = —2. [ ]

Observagao 6.4 Se ndo tivéssemos feito o = 0, no exercicio 6.6, teriamos uma parcela em Xo
que seria proporcional a solucao X1 e, portanto, poderia ser incorporada a contribuicao desta na

solugao geral do sistema, bastando para isso redefinirmos a constante cy.
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Exemplo 6.7 Considere o sequinte sistema

0 1 0
X' =] -1 -2 0 |X. (197)
0 0 1
(a) Encontre a solugao geral de (197).
1
(b) Encontre a solugao de (197) tal que X(0) = | 1
1
solugao . [

6.3 Sistemas de Equacgoes Diferenciais e Diagonalizacao de Matrizes

Dada uma matriz quadrada constante, A, de ordem n, se A for diagonalizdvel, ou seja, se

existirem uma matriz invertivel P e uma matriz diagonal D, tais tal que
PlAP =D,

entao, podemos resolver o sistema X’ = AX + B(t) de uma maneira simples: fazendo-se a mudanca

de varidveis Y = P71 X, teremos,

Y'=DY + K, Y(0)=P 'X(0) (198)
ki (t)
onde K = P7'B = : , 0 qual é equivalente a um sistema de n equacoes diferenciais
Fn(t)
desacopladas:
Y = duy+ki(t)
y;L = dnnyn"’_kn(t)’

cujas as solugoes sao y;(t) = y;(0)edit + fot e®i(t=9) L, (s)ds.
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Se A possuir n autovetores linearmente independentes, uma possivel escolha para P é P =
[Vi...V,]. Neste caso, temos P~'AP = D, onde D é a matriz diagonal cujo elemento d;; = A;, o
autovalor associado a V.

No caso particular da matriz A ser simétrica e real, ela possui n autovetores ortonormais,
Vi,...,Vp e P=[Vi...V,] é ortogonal, ou seja, PP* = P!P = (= P~! = P!) e a passagem de
um sistema de coordenada para outro, implementada pela matriz P, corresponde a uma rotacao
dos eixos coordenados. Ainda neste caso, podemos calcular facilmente poténcias A* onde k é um

inteiro ndo-negativo. De fato, A¥ = AA... A= P(P'AP)(P'AP)...(P'AP)P' = PD*P' onde

Moo 0
Dok 0 X o0 ... 0
0 0 Ak

n

Exemplo 6.8 Encontre a solucdo geral de segquinte sistema

011 0
X'=1101|X X0=]|o0
110 1
0 1 1
Vimos no Exercicio 6.3 que os auvalores de A = 1 0 1 S0 A\ = Ag=—-1leA3=2c¢o08
110
1
autovalores associados sao Vi = 0 ) eVs=1| 1 |, respectivamente.
-1
Se fizermos P = [V; Vo V3], entao, PPAP = D = 0 -1 0
0 0 2

Na nova varidvel Y = P'X o sistema se transformard em

B o= —Wn
Yy = —i2
Y3 = 2y,
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_e_t

onde a condigao inicial é Y (0) = P'X(0) = (—1,—1,1), logo, Y = | —e~t

e2t

Voltando ao sistema original, temos

-1 0 1 —et —et 42t
X =PY = 0 1 1 —et | =] —et4e?t
-1 -1 1 et 2e7t 4 %

6.4 A Matriz e

Dada uma matriz constante n x n, A, definimos

Note que se derivarmos termo-termo a expressao acima, obtemos %Cb(t) = A¢(t), além disso,

®(0) = I, logo, e ¢é a solugao do problema de valor inicial
X' = AX, X(0)=1I, (199)

onde I ¢ a matriz identidade de ordem n.
Por outro lado, se Xi(t),...,X,(¢t) forem n solucoes linearmente do sistema (199), entao, a

matriz

O(t) = [X1(t) ... X, (®)][X1(0) ... X, (0)] ¢

também é solucao de (199) e, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, devemos ter ®(t) = e4?.

Note que a solucao do problema de valor inicial X’ = AX, X(0) = X, é X (t) = ®(t) X, = e X,,
para todo t. A seguir veremos uma forma alternativa de calcularmos e??.

Mostraremos que a série que define e reduz-se a um polinénio igual a n — 1 em A, veja
referéncia [3] e para isso precisaremos de resultado de Algebra Linear, o Teorema de Cayley-

Hamilton, enunciado a abaixo.

Teorema 6.2 (Cayley-Hamilton) Seja A wma matriz quadrada de ordem n e p(\) = A" +

1 A\ a A+ a, 0 seu polinémio caracteristico, entao,
P(A)=A"+ap, 1A+ .+ a1A+ a0 =0, (200)

onde I e 0 € sdo as matrizes identidade e nula de ordem n, respectivamente.
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Exemplo 6.9 Seja

4 | (201)
4 1

O polinémio caracteristico de A € p(\) = A\? — 2\ — 3, note que

p(A) = A? 24 -3l

2
11 11 10
= —2 ~3
41 41 01
5 2 2 2 10
8 5 8 2 0 1
00
pr— :O.
00

Fixado t € R, seja, f(\) = e*. Se efetuarmos uma divisdo euclidiana de f pelo polinémio

caracteristico A, p(\), podemos escrever
) =a()p(A) +r(A) (202)

onde 7(A) é um polinémio de grau igual a n—1, veja [3]. Pelo Teorema 6.2, como p(A) = 0, segue-se
de (202) que et = f(A) = r7(A), em particular, e é um polinomio de grau a n — 1 em A. Com
isso 0 nosso problema se reduziu ao calculo de r(\).

Dado um autovalor de p(\), p, se a sua multiplicidade for &, a partir de (202) obtemos k equagoes

r(p)=fp)=¢”, r(p)=f(p)=te’,..., *D(p) = f(p) =tF1e,

como p(A) tem exatamente n raizes, contando as suas multiplicidades, obteremos n equagoes do
tipo acima o que nos permite calcular o polinomio r(\), visto que ele sendo um polinémio de grau

n — 1, é completamente, caracterizado por n coeficientes.

Exemplo 6.10 Seja

Calcule e,
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Solucao. Vimos que os autovalores de A sao Ay = —1 e Ay = 3. Como a matriz A é de ordem
2, r(A,t) é um polindémio de primeiro grau um em A, ou seja, é da forma r(\,t) = a,(t) + a1 (t)\.

Temos as seguintes equacoes:

et = r(=1,t) = ao(t) — ay(t)
e = r(3,t) = ao(t) — 3a1(t)

e3t+3€—t

. 7’ —t
que ao ser resolvido nos da a, = “—3;“— e a; = “—*—, portanto,
3t —t 3t —t
3t —t 3t _ —t e te et—e
e’ + 3e et —e
:7“<A,t)= I+ A= 2 3t4 t
4 4 e3t _ o=t e¥te”t

Neste exemplo, poderiamos ter calculado e lembrando-se no Exemplo 6.2 haviamos calculado

duas solucoes linearmente independentes, X; e X5, do sistema homogéneo associado, portanto,

A= [X1(8) Xo ()] [X1(0) Xo(0)] 7!

Exemplo 6.11 Seja

3 -4 -1
A= -3 5 1
21 =32 -7

Calcule et

Solugao. O polinoémio caracteristico de A é p(\) = (A — 1)A2, cujas raizes sio A =0e \ = 1.
Para A = 1, temos a equagao e' = f(1) = r(1), para o autovalor A = 0 com multiplicidade 2
temos duas equagoes: 1 = f(0) = r(0) e t = f’(0) = 7/(0). Por outro lado, sendo r(\) de grau 2,

podemos escrever 7(\) = aA? + b\ + c. Usando os valores encontrados acima, temos

el = r()=a+b+c
1 = r(0)=c
t = 7(0)=0b
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Portanto, c=1, b=t e a =€’ —t — 1, portanto, r(\) = (et —t— 1) A2 +tA + 1. Logo,

et = r(A)

= (e—t—1A2+tA+ 11

0 0 0 3 -4 -1 1 00
= =@E-t-1)| -3 5 1 [+t] =3 5 1 [+ o010
12 —20 —4 21 —32 -7 001

3t+1 —4t —t

= 3(1 —et) Sel —4 et —1

12(et — 1)+ 9t 20(1 —e') — 12t 4(1—e€!) — 3t +1

Observagao 6.5 Seja O(t) = ete™4t, entdo, O(0) = I e ©'(t) = 0, como a matriz identidade T

¢ a tnica solugio de X' = 0, X(0) = I, seque-se que O(t) = I, portanto, a inversa de et é e=4t.

At As A(t+s)

Em geral, mostra-se que e =e .

6.5 Sistemas Lineares de Primeira Ordem Nao-Homogéneos, A Constante

Considere o seguinte problema de valor inicial
X'=AX + B(t), X(0)=X,, (203)

onde A é uma matriz constante.
Tomando-se ®(t) = e, entdo, ®(0) = I e ®(t)p~!(s) = ®(t — s) = eA=9) ¢ de (186), segue-se

que

t
X(t) = eAth—l—eAt/ e A5 B(s)ds
0

t
= eAtXO—I—/ A=) B(s)ds.
0

Exemplo 6.12 FEncontre a solugcdo geral do sistema

, 11
X' = X +
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11
Solugao. Vimos no Exemplo 6.2 que os autovalores de A = sdio A =—-leX =3 A

seguir, calcularemos e*. Seja () = a\ + b, entdo,

—a+b = r(-1)=e¢"
3a+b = 7(3)=e%,

portanto, a = 1 (3! —e ! eb=1 (&3 +3e7") e temos r(\) = 1(e¥ —e~t) A+ 1 (¥ +3e7), logo,

el = r(A)
= ety ar (@ set) o
4 4
3t pe—t 3t _e—t
_ 2 2
- 3ty —t
631& _ e—t e Jge
Por outro lado,
¢ t e~3te? e3¢ es
/ e 4 B(s)ds = / 2 LA ds
0 0 6735 —e 8 % 0
t 6254_6725
= 2 ds
0 e 2 -1
t 623+e—2s
_ Jo S5 ds
t, _
Jole™2 —1)ds
62t+e—2t_1
_ 2
(1—e?)
5 t
Logo, a solucao geral do sistema serd
e3t+67t 63t7€7t 62t+672t71
_ 2 1
X(t) - 3t —t 63t+e_t X(O) + (1_67215)
e gt

Neste exemplo, poderfamos ter calculado et lembrando-se no Exemplo 6.2 haviamos calculado
duas solucoes linearmente independentes, X; e X5, do sistema homogéneo associado, portanto,

eAt = [X1(t) X2(t)] [X1(0) X2(0)]7!, o que nos pouparia algum tempo.
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6.6 Aplicagoes
6.6.1 Misturas

Exercicio 6.8 Considere a Figura 30.

(a) Monte o sistema de equ¢oes diferenciais de primeira ordem que descreve as quantidades de
sal Q1(t) e Q2(t), nos tanques 1 e 2, respectivamente, sabendo-se que as quantidades iniciais de sal
nestes tanques sao 250z e 150z, respectivamente.

(b) Resolva o sistema obtido no item (a) e encontre Q1(t) e Qa(t).

1,5 gal/min 1 gal/min
— ——
1 o0z/gal \ , 3 o0z/gal
3 gal/min

Q,(t) oz sal Q,(t) oz sal

Tanque 1 2,5 gal/min Tanque 2

Figura 30: Solugbes em dois tanques comunicantes.

Solucgao. Note os volumes dos dois tanques nao mudam com o tempo, visto que a quantidade de

solucao que entra é igual a quantidade que sai nos mesmos. Portanto, a concentracao de solucao

Q1(t) Q2(t)
30 20

nos tanques 1 e 2 em cada instante sao
dQi1(t)
dt

e respectivamente. A taxa de variagdao da

quantidade de sal no tanque 1,

, € a taxa na qual o sal entra neste tanque, menos a taxa na

qual ele sai do mesmo, ou seja,

dQ1(t) Q2(1) Q1(t)
=1 1 — .
dt o+ 1,5 20 3 30
De maneira anéloga, temos
dQa(t) Q1(t) Q2(t)
dt 343 30 4 20

Assim, temos o seguinte sistema linear nao-homogéneo

d [ @) _ 1 1 Q1 N
dt \ @, £ -1 Q2

Lo Nlw

. Q1(0) =25, Q2(0) = 15.

122



Deixaremos para o leitor a resolucao do item (b). [ ]

6.6.2 Sistemas de Massas e Molas Acoplados

- . . — -
m,
Ky(x, - x;) k.x,

Figura 31: Os deslocamentos z; e x2 sao ambos positivos. Na segunda parte desta figura mostra-se

o diagrama de forcas que atuam em cada uma das massas.

Referido-se ao sistema massa-mola da Figura 31, se fizermos a mudancga de variaveis

o 1 0 0 21(0)
_kitks ka2 0 Fi(t) (0
xo| m 0 | x| Y (204)
o 0 o0 1 : 22(0)
B0 Rt 4(0)

No presente caso nao consideramos atrito, entre as massas e a superficie sobre a qual elas

deslizam. Se houvesse atrito e admitirmos que ele fosse proporcional as velocidades das massas,
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terfamos que acrescentar um termo da forma v, 2} em (10) e outro da forma 2 x5, em (11) e fazer

a correspondente mudanga no sistema (204), ou seja,

0 1 0 0 21(0)
_kitks _m ko 0 Fi(t) 2 (0
X' = g“ 071 "51 X X+ | oy | XO)= 12(); . (205)
3 10] -
ma2
k ka+k
LS 7(0)

Se tivéssemos n massas acopladas, ao aplicarmos a Segunda Lei de Newton terfamos um sistema
de n equagoes diferenciais de segunda ordem, o qual poderia ser transformado num sistema de 2n

equacoes lineares de primeira ordem.

Exercicio 6.9 Resolva o sistema (204) assumindo que m; = mg = 1, ki = ko = kg = 1, que
nao haja nenhuma forca externa e que as duas massas estejam inicialmente nas suas posicoes de

equilibrios com velocidades x(0) =1 e 24,(0) = —1.

6.6.3 Circuitos Elétricos

A descricao de circuitos elétricos envolvendo indutores, resisténcias e capacitores, baseia nas leis

de Kirchhoff que dizem:
e (Lei dos nés) o fluxo total de corrente através de cada né (ou jungao) é zero;
e (Lei das malhas) a diferenga de tensao total em cada lago (ou malha) fechado é zero.

Além disso, temos as seguintes relacdes entre a corrente I em amperes passando por cada

elemento do circuito e a diferenca de potencial V' naquele elemento:

V = RI,
av

C— =1
dt ’
dI

L— =V,
dt ’

onde a resisténcia R, a capacitancia C' e a indutancia C, sao dados em ohms, farads e henrys.
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Figura 32: Um exemplo de circuito RLC em paralelo

Considere o circuito da Figura 32. Sejam I., I. e I; as correntes que passam no capacitor,
resistor e indutor, respectivamente. Onde arbitrariamente tomamos os sentidos destas correntes

como sendo aquele indicado pelas trés setas . Pela lei dos nés,

I.+1.+1;,=0,
das leis das malhas,
Vo—V, = 0
Vi=Vi =0,
ainda temos as seguintes relacoes
dv,
C = I
dt
V. = RI
dI;
L— = V.
dt :

Eliminando V;., V}, I. e I,, temos o seguinte

oV = L=—(L+D)=—IL—L=—L ¢
. (I, + I) IR I~

L = V=V,
assim, a relacao entre a corrente no indutor e queda de tensao no capacitor é dada por

an, Ve
dat L
ave L Ve
dt ~  C RC’
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Note que ao resolvermos o sistema acima, encontramos V, e, conseqiientemente, V,. =V, I. = %

e I. = —I; — I.; ou seja, obtemos todas as informacoes desejadas.

6.7 Sistemas de Equagoes Lineares no Plano - Analise Qualitativa

A seguir classificaremos os diferentes comportamentos das solucgoes de

b
X' —Ax, Aa=|[" ) deta=ae 0, (206)
C

onde os elementos de A sdo reais. Se A1 e Ao sd0 os autovalores de A, existem varios casos a serem

considerados.

1. Os autovalores \;, Ao sao reais.

Sejam v; e vg 08 autovetores unitdrios de A, associados a A; e A9, respectivamente. A solugao

geral do sistema (206) é

X(t) = creMtuy 4 coe??tuy, (207)

onde ¢, co 530 constantes reais arbitrdrias, ¢Z + 3 > 0.

NN A A A A A SIS y
NN NN A AAASA S S S
NN NN KA A A A S S

el T T B A A A A e

RN N N N A A Y Y A

>>>>> SN s s ow s

””””” \V)A)l’//
e v N .. X
AR A AR A N

AAA A A AL L L Y. - -
AAAAA A ALy Y s~
AAAAA A A A v v~
SASAAAS A A Ay s~
SASS A A N

Figura 33: Caso la - um exemplo tipico quando as raizes sao negativas.

Caso la - as raizes sao negativas (A2 < A\; < 0). Todas as solucoes aproximam de zero quando

t — o0; neste caso, a origem é estdvel e chamada de né estavel ou atrator. Um exemplo tipico
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onde os autovalores sdao negativos é dado pelo sistema

, -4 1
X' = X,
1 —4

cuja solugao geral é (o seu campo de vetores e algumas de suas trajetérias sdo mostrados na Figura
33)

1
-1

1
X = 016_3t + 626_5t
1

Caso 1b - as raizes sao positivas (0 < Ay < A;). Todas as solugoes se afastam da origem quando
t — o0; neste caso, origem é instavel e chamada de né instavel ou repulsor. Um exemplo tipico

onde um dos autovalores é positivo e o outro é negativo é dado pelo sistema

, 1 2
X' = X,

[\
—_

cuja solugao geral é

N R Y PY y
[N S R A A A A A

N Y N VR R A A A A

P Y I B AR A A A A A A

PR IR A A A A

..... NNV EPER IR G g g

P R N N N A A

P

P R X
D L IR N

VAV aVay Y Y AN A AR e

VAV A A A A A A A T

PV A S A R A A A B

VA A A B B N

S A XA A AU

Figura 34: Caso 1b - as raizes sao positivas, 0 < Ag < A1.

Caso lc - uma raiz é negativa e a outra é positiva (Ay < 0 < A\;). A origem é instavel e é
chamada de ponto de sela. Se denotarmos por Ly e Ly as retas passando pela origem e paralelas
a v e vg, respectivamente. As 6rbitas que estdo sobre Lo tenden a zero quando t — oo e as érbitas

que estao sobre L tenden a zero quando t — —oo. Todas as outras dérbitas sao ilimitadas.
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seceos 2\

Figura 35: Caso 1lc. Uma raiz positiva e uma raiz negativa, Ay < 0 < Aj.

2. Os autovalores A\; e Ao sao complexos.

Como A é real, temos \y = a+i8 e Ay = a —i03, «, [ real, 8 > 0, neste caso, vo = 7. Pelo

principio da superposicao,
X(t) = crel@tiBity, 4 erele=Bligr = 2Re(cle(°‘+i5)tvl), (208)

é solugao (real) do sistema, onde ¢; é um nimero complexo arbitrério.
0

Se v1 = u+ v, onde u e v s&0 vetores reais unitarios e linearmente independentes e se ¢c; = ae*,

onde a e § sao reais, (208) pode ser escrita como

X (t) = 2ae® (ucos(Bt + §) — vsen(Bt + 0)). (209)

E facil mostrar que (210) é a solucao geral (real) do sistema, ou seja, para toda condicao inicial

X podemos escolher as constantes a e 0 tais que X (0) = Xj.
A expressao (210) nos da todas as propriedades essenciais das solugoes. Se Gt + § = km, k um
inteiro, entao, a dérbita da solucao corta a reta U gerada por uw e se §t + § = W, k inteiro, ela

corta a linha V gerada por v. As componentes da curva solugao na dire¢ado w e v oscilam e estao

fora de fase de § radianos. Portanto, a 6érbita deve parecer com uma espiral.
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CIITTIIIIIION N
LTI NN
LTI NN

T NAREEE!
A A A v e a DRI
////,,,k“"*¢¢
AR >\
R SNASSE Y/ =

Ly~ =0, /i 22/

P Il | Q%//
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‘k\\\\\\“$l,//
ARTATA T N N —
\\\\\\\\\\\«(//

Figura 36: Caso 2a. Raizes complexas com partes reais negativas.

Caso 2a - Raizes complexas com partes reais negativas( a origem é estavel e é chamada de

foco estavel). Todas as solugoes tendem a zero quando ¢ — oc.

Caso 2b - Raizes complexas com partes reais positivas( a origem é instavel e é chamada

de foco instavel). Todas as solugoes tendem a zero quando t — —oo.

L4 v - =~ xn NN NN NN\
A LIS SN NN NN\
L A NV S NN
\\\A4>~~«\\\\\\
“\LAV>\\\\\\\\
A N U U UEEN
A T T W N N
A B T Y A N U U N
\\\‘»»»VV\\.\‘\
A R T T A U
DT S o IR TR
AN R N O P AT
N N N N A )
AN N N N T T vy
TRRNNN N % v v v oo o= s

Figura 37: Caso 2b. Raizes complexas com partes reais positivas.

Caso 2c - Raizes imagindarias puras (a origem é estdvel e é chamada de centro). A solugao

real geral é

cos(ft + 0)
X(t) = a(ucos 0) —vsen 0) =aluv ) 210
(t) = a(ucos(Bt + 6) (Bt +0)) =aluv] —sen(t 4 9) (210)
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De (210), temos

cos(fBt + 6
(8 ) = auv]'X
—sen(ft +9)
_ a1 vy —vp T
detfuv] \ _yy oy y
_at V2T — V1Y
det[u v] —usw +ury

Tomando-se o quadrado da norma de (211), temos

(a detfun])® = (vaz —1y)* + (—ugz + ury)?

= (u3+03) 2 + (uf + 1) ¥ — 2(urup + v1v2) 7y
logo, a érbita é descrita pela seguinte conica:

(u% + v%) % — 2(ujug + v1ve) xy + (u% + v%) y? — (a detlu v])2 =0,

ou seja,
X'BX — (a det[uv])* = 0,
onde
B_ u% + U% —ULUQ — V1V2
—ULU2 — V1V2 u% + v%

(211)

(212)

(213)

(214)

Mostraremos que os autovalores de B sao positivos, portanto, a conica é uma elipse. De fato,

se A1 e Ao sao os autovalores de B, entao,

Ay =det B = (U1U2 — UQU1)2 = (det A)2 >0

M+ Ag = big +bog =i +uj +0f + 03 = ||ul]? + |]v]]* =2,

o que implica que os autovalores de B sao positivos.

Logo, toda solugao é periddica (elipses com centro na origem, visto que na expressao da conica,

dada por (214) nao aparecem termos proporcionais a x e a y) com periodo %’r
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Um exemplo onde as raizes sdo imagindrias puras é o seguinte sistema X' = X,
cuja solugao geral é

cost  sent
X(t) =
sent —cost
Portanto, || X (¢)|| = ||C||, para todo t e as dérbitas s@o circulares, circulos de raios ||C||, com centro
na origem (veja Figura 38).
3. Autovalores iguais (N6 impréprio)
Caso 3a. Se tivermos dois autovetores linearmente indepedentes, v; e vy associados a A,

a solucao geral serd
X(t) = (c1v1 + cava)e™, (215)

onde ¢y e ¢o sdo constantes reais arbitrarias. As érbitas sdo linhas retas passando pela origem.

Caso 3b. Se houver somente um autovetor linearmente independente, v, associado a

A, entao, a solucao real geral do sistema serd

X(t) = (e1+ eat)eMvr + c2e vy, (216)

onde vy é qualquer vetor independente de v1. A tangente a dérbita torna-se paralela a vy quando

t — +o0.

Figura 38: Caso 3c - Raizes imagindrias puras.
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Figura 39: Caso 3a. Raizes repetidas e dois autovetores linearmente independentes.

N O
AR N N N N N N N

N e N N N
BN N T T U Y SN \

N
LN N S NN
N U
e =2 A aA N A AN A N N

R «@mh§;§§g\\ X
SR2200))

SYSYYY S Y Yy v , N ‘

YYYSYSY YN SYY YT NS~~~ \

R T I T N
NN

A N R 3

A N N Y S O O N O e \
AN S S RS \
A NS S SN N N N NN O

Figura 40: Caso 3b. Raizes repetidas e apenas um autovetor linearmente independente.

6.8 Exercicios Adicionais

1. Encontre os autovalores e autovetores das matrizes abaixo, bem como uma base para o auto-

espago associado a cada autovalor.

10 0
11 4 -1 1 —4
A= , B= , C= , D=2 1 -2
11 3 1 4 =7
3 2 1

2. Verifique que o vetor

6 0
X = 8 e t+2 1 et
—4 -1
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é solugao do sistema

1 1 1
X'=l2 1 -1 [|X
0 -1 -1

Nos exercicios 3 — 9, resolva os seguintes problemas de valores iniciais dados.

, 5 —1 2
X' = X, X(0)=
31 ~1
-3 2 1
X' = X, X(0)=
-1 -1 —2
, 1 —4
X' = X, X(0)=
4 -7 2
, 11
X' = X, X(0)=
11 1
2 200 1
, 2 200 1
X' = X, X(0)=
00 2 2 1
00 2 2 1
, 1 —4
X' = X, X(0)=
4 -7 2
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1 00 -1
X'=|-410]|X, XO0=| 2
3 6 2 ~30

Nos exercicios 10 e 11, encontre as solugoes gerais dos sistemas dados.

10.
-3 0 2
X'=|1 -10]|X
-2 -1 0
11.
, 2 -1
tX' = X, t>0
3 -2
Assuma que a solucdo seja da forma X = Vt*, onde V é um vetor constante e A uma

constante, ambos a serem determinados.

Nos exercicios 12 e 13, resolva os sistemas de equacoes diferenciais nao-homogéneos dados

12.
-1 t
X' = X +
3 -2 t
13.
, 2 =5 —cost
X = X +
1 -2 sent

14. No sistema de equagoes diferenciais abaixo determine os autovalores em funcao de a e
determine o valor critico de a para o qual o comportamento das solugoes muda bruscamente.
Esboce os retratos de fase para os valores de « ligeiramente maiores e ligeiramente menores

que o valor critico.
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7 Respostas dos Exercicios

Secao 2

1. Neste exercicio usaremos o Teorema de Existéncia e Unicidade para problema de valor
inicial de equagao linear de primeira ordem, ou seja, o Teorema 2.1.
Ao dividirmos a equacao por t — 3, temos

n Int 2t
Y3V T = 3)cos(t)

(217)
Int 2t
portanto, p(t) = 15273 € g(t) = m
Note que o maior intervalo aberto contendo o ponto x, = 2 no qual as funcdes p e g sao continuas

é (g, 3), logo, baseado no teorema acima, concluimos que toda solugao da equacao diferencial (217)

com condicao inicial em x, = 2 estd definida pelo menos neste intervalo.

2. Se dividirmos a equacdo por 1 — t2, ela se tornar

.2 1

_ _ 218
YTioe VT i (218)

logo, p(t) = — 131;2, portanto, o fator integrante serd

u(z) = o T _ m(1—%)+k _ (1= 2)ek.

Fazendo k = 0, teremos pu(t) = 1 — t2. Ao multiplicarmos (218) por 1 — ¢2, teremos

(1-1Y)) =1

portanto, (1 —t?)y = [1dt =t + ¢, logo, a solugao geral é

t+c
1—¢2°

3. Se multiplicarmos a equagao por t, teremos
, 2
Yy + Y= t sen(t),

portanto, p(t) = % e fator integrante é p(t) = t2. Ao multiplicarmos a equacio pelo fator integrante

teremos
(to)/ =t sen(t),
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ou seja,
2y = /tsen(t)dt = —tcos(t) + sen(t) + ¢,

portanto, a solucao geral é

—tcos(t) + sen(t) + ¢
t2 '

y:

4. O fator integrante é u(t) = 1—t2, logo, a equacdo é equivalente a ((1 - tQ)y)/ = 1—t2. Portanto,

~ , t—ﬁ—o—c
a solugao geral é y = 2.
sen(t)
5. Note que p(t) = tg(t) = ii?((f))’ logo, wu(t) = el cosn @ = g—cos(t)+h — —cos(t), fizemos

k = 0. Como qualquer miltiplo escalar nao-nulo do fator integrante também é um fator integrante,

tomaremos p(t) = cos(t). Portanto, ao multiplicarmos a equagao por cos(t), teremos
t
(ycos(t)) = tsen(2t)cos(t) = 3 (sent(3t) + sen(t)),
portanto,

1 1 1
ycos(t) = 5 /tsen(?)t)dt + 3 /tsen(t)dt = —% cos(3t) + 1—85671(315) —tcos(t) + sen(t) + c.

Logo, a solugao geral é

—Lcos(3t) + £ sen(3t) — tcos(t) + sen(t) + ¢
cos(t) '

’y:

6. A equacgdo é de varidveis separdveis e é equivalente a

dy

w0s2(2) = cos’z dy = (1 — cos(2x))dx

logo, apds integracgao, temos %tg(2y) =x— %sen(2x) + §, portanto, a solucao geral é

tg~1 (22 — sen(2x) +¢)
y = 5 :

7. A equacao é de varidveis separaveis e é equivalente a (y + €¥)dy = (x — e~ *)dz, que apds

integracao nos da y + e¥ = %2 + e % 4 ¢, que é a solucao geral da equacao dada implicitamente.

8. Esta equacao é homogénea, pois ela pode ser escrita como

/ y/x_4
Y :m:f(y/ac)a

136



onde f(u) = %‘3; portanto, temos

1—u
ou seja,
/ du dx
(u—2)(u+2) x’
ou ainda,
1 / 1 1 dz
- — du = [ —,
4 u—2 u+2 x
portanto, ; 1n s ] = In|z| 4 c. Tendo em vista que u = £, temos a seguinte solucao geral
1. |2-2
Eln I =In|z| +c.

9. Note que esta equacao é de Bernoulli, com n = 3, portanto, se fizermos a mudanca de varidveis

u=y'""" =y 2, ela sera transformada na seguinte equacio linear de primeira ordem

U + 2eu = 20,

cuja solucdo geral é u = Z + ce**. Como y = :i:u_%, temos y = :I:\/U% visto que y(0) =1 > 0,

2et ?
e +ce
1

: i1 o . . .
tomaremos o sinal + e a escolha de ¢ ¢ ¢ = 1 — Z, portanto, a solugao desejada ¢ y = NezTiearah
€ €

’ s . L. . . -3 o d .
10. A equacdo é de varidveis separaveis e é equivalente a y °dy = \/%, a qual integrada
-2
nos conduz a — Y5- = V1422 + k, como queremos que y(0) = 1, temos k = —%. Portanto,
=+—L ____ Devemos tomar o sinal +, pois, y(0) = 1.
Y 5oVt +, pois, y(0)

11. A equacdo é de varidveis separdveis e é equivalente a (3y? — 4)dy = 3z2dr, que uma vez
integrada nos d4 y3 — 4y = 23 + ¢. Como queremos que y(1) = 0, temos ¢ = —1, portanto, a
solucdo desejada é dada implicitamente pela equacio y> — 4y — 23 +1 = 0, cujo grafico é mostrado
na Figura 41.

+23 o

Note que quando 3y%> —4 = 0, ou seja, y = 1.16, as tangentes a curva sao verticais,

logo, o dominio da solugao que passa por (1,0), ou seja, o intervalo

(-5 ()
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1271708 _593 020406 o.‘sxl\k‘i.h 1618

-0.6 \

Figura 41: Grdfico da curva y> — 4y — 23+ 1= 0.

12. Sejam M (z,y) = 2xye? e N(z,y) = 2%(y + 1)€Y, entdo, M, = 2z(y + 1)e¥ = N,, para todo
x,y. Logo, a equagao é exata no plano todo. A solucao geral serd da forma 1 (z,y) = ¢ onde ¢ é

determinada a partir das seguintes equagoes:

b = / dwyeldz + h(y) (219)

Yy = 2 (y+1)e. (220)
De (219), segue-se que

b(a,y) = z%ye’ + h(y) (221)

e de (220) e (221), temos
2¥(y + 1)e? + 1'(y) = 2°(y + 1)e?,

logo, h'(y) = 0, portanto, h(y) = k. Faremos k = 0. Portanto, 1(z,y) = x?ye? e a solucio geral
é 2?ye¥ = c¢. Como queremos que y(1) = 1, devemos ter ¢ = e; portanto, a solucio desejada é
x2yel = e.

Note que a curva z?ye?Y = e é invariante & operacio + — —=x, logo, o seu grafico é simétrico
em relagao ao eixo dos y; além disso, como o lado direito da mesma é sempre positivo, isto significa
que y tem ser sempre positivo. Logo, a equacdo z%ye? = e define duas curvas, um no primeiro
quadrante e o outro no segundo quadrante e cada um define y como funcao de x, devemos tomar
aquele pedaco que passa pelo ponto (1,1), o qual define uma fungao decrescente de z, pois, quando

x cresce, y deve decrescer para manter a quantidade z?ye¥ constante e igual a e; veja a Figura 42.

13. Note que esta equacao é de varidveis separaveis e é equivalente a
dy z2dx
y  1+a3
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Figura 42: O gréfico de z%ye? =e, x > 0 .

que ¢ facilmente integrével e nos leva a In |y| = £ In |1+ 23| +c. Como queremos y(0) = 1, devemos

1
tomar ¢ = 0. Logo, a solugao é y = (1 + ::/:3) 3, definida para todo z real.

14. Esta equacdo ¢ linear e seu fator integrante é e* 210 1#1+F  fazendo-se k = 0, teremos p(z) = z2e”.
Logo, o multiplicarmos a equacao por este fator integrante e se torna (z%ey) = %, logo, a solugao
geral é y = (%3 + cz~2)e®. Como queremos que y(1) = 2, devemos tomar ¢ = 2¢ — % Portanto a

solugao é y = (% + (2e — %)xfz) e %, a qual estd definida para todo x positivo.

15. A populacao satisfaz & seguinte equacao diferencial P’ = kP, cuja solucao geral é da forma

P(t) = Ce. Sao dados P(1650) = 6 x 108 e P(2000) = 6 x 10°, portanto, temos

10 = £(2000) _(2000-1650)k _ 350k
P(1650)

portanto, k = %. Temos que P(2000) = 6 x 10° = Ce2°% 1ogo, C' = 6 x 10% 2000k entao,

P(t) =6 X 1096—2000k‘ekt =6 x 109€(t_2000)k.

Queremos encontrar ¢ tal que P(t) = 30 x 10, portanto, e:=2000% — 5 ou seja, t = lnTE’ -+ 2000 =

3501n5 ~
0In5 4 2000 ~ 2244, 64.

16. A equacdo que descreve o processo de decaimento é @Q'(t) = —kQ, portanto, Q(t) = Ce™*t,
como Q(0) = 100 gramas, segue-se que Q(t) = 100e™*, com ¢t dado em horas. Por outro lado,

Q(1) = Q(0)/2; portanto, e ¥ = % = %, donde se conclui que k = In2. Assim, Q(t) = 100e~("2)t,
Queremos encontrar ¢ tal que Q(t) = 20 gramas, ou seja, 20 = 100e~ ("2t donde se conclui que

t — ind

5 horas que é aproximadamente 2 horas e 20 minutos.
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Figura 43: Grdfico de Q(t) = 100e~(n2),

17. A equacao ' + %y =1- %t, y(0) = yo. é linear de primeira ordem. O seu fator integrante é

wu(t) = eit. Portanto, a solucao geral da mesma é

(1 =1pestar (2 —3p)eit +C

8
y(t) = =
es! eit
Em vista da condigao inicial, devemos tomar C' = y, — %. Portanto, a solugao do problema de

valor inicial é y(t) = & — 2t + (y, — %1)67%'5. A fim de que o gréfico de y toque o eixo dos t’s sem

atravessa-lo, é necessario que haja um instante ¢,, tal que y(t,) = 0 e y/(t,) = 0; portanto, temos

0 seguinte sistema:

21 3 21 2
0 = y(to)_§_1t0+ <yo_8>e to
3 2 21\ _2
0 = y/(to) 1 3 <yo Y > e 3l

. ~ 4L
cuja solugao é t, =2 e y, = % — %eS, veja Figura 44.

1 2 3 4 5 6
-0.5
-1
-1.5
-2
4—2t
Figura 44: Grdfico de % — %t — %e 3

18. Note que (y1 +v2)' +p(y1 +y2) = (Wi +py1) + (vh +py2) =0+ g(t) = g(t).
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Secao 3

1. Note que p(z) = =, q(v) = (m—().%% e g(x) = 0; portanto, o maior intervalo aberto

contendo o ponto z, = 1 no qual as funcoes acima sao continuas é (%,3). Segue-se do Teorema
de Existéncia e Unicidade que este intervalo faz parte do dominio da solugao do problema de valor

inicial dado (independente dos valores de y e ' em x, = 1).

2. A equacdo caracteristica é A2 +2b\ + 1 = 0, cujas rafzes sdao A = —b+ /b2 — 1. Casos possiveis:

(i) Se |b] > 1, teremos duas raizes reais distintas. A soluc@o geral é

y = cle(—b—\/bQ—l)t + Cle(—b+x/b2—1)t,

a qual tende para zero quando t tende a infinito, independente dos valores de c; e co, pois,

bt Vb2 —-1<0.

(ii) Se b = %1, a solugao geral serd
y = (c1 +cat) e,

a qual tenderd a zero quando t tende a infinito independente de c; e co apenas se b = 1.

(iii) Se |b] < 1, a solucao geral sera
y=et (clcos< 1 —b2t> + co sen ( 1 —b2t>> ,

a qual tende & zero quando t tende a infinito independente de ¢ e ¢ somente se 0 < b < 1.
Resumindo, se b > 0, as solugoes tenderao a zero quando t tende a infinito, independente dos

valores de ¢; e de c¢o.

3. Note que a equacdo caracteristica é 4\ +a)+ (a —4) = 0, cujas raizes sio \ = M. Temos
as seguintes possibilidades:

(i) Se a = 8, neste caso \; = Ay = —1. Portanto, a solugao geral é y = (c1 + cat) e !, que tende
a zero quando t tende a infinito independente de c; e de co.

(i) Se a > 8, temos duas raizes reais distintas A\; = 1 e Ap = 251 > 0.

(iii) Se a < 8, temos duas raizes reais distintas \; = —1 e Ay = 4TT“ a qual serd negativa se

4<a<8.
Nos casos (it) e (iit), como temos duas raizes reais distintas, a solu¢ao geral tenderd a zero
quando t tende a infinito, independente dos valores de c¢1 e co, somente se A1 e Ao forem negativos,

ou seja se a pertencer ao intervalo (4, 8).

141



Portanto, a solugao vai para zero quando t tende a infinito independente de ¢; e co, somente se

a pertencer ao intervalo (4, 8].

4. Neste caso a equacdo caracteristica da equacdo homogénea associada é \> —\A—6 = 0, cujas raizes
sdo A\ =3 e Ay = —2. Como g(t) = 3e™t, segue-se que a = —1, =0en =0. Como a+i3 = —1

nao é raiz da equacao caracteristica, segue-se que s = 0, portanto, a solugao particular da equacgao é

da forma Y = Ae~t. Substituindo esta expressdao na equacao diferencial, temos A = —%. Portanto,
Y = —%e‘t é uma solucao particular da equacao diferencial. Assim, a solucao geral é
3
Yy = cle3t + 02672t — ze*t.

Como queremos a solugao que satisfaz as condigoes y(0) =1 e y/(0) = 0, temos que ¢; + c3 = %

e 3¢y —2c = —%; portanto, c; = 23—0 e cy = % e a solucao desejada é
3 3 3 o 3
=—€e"+-e T ——e .
Y= 90 5 1

5. A equacdo caracteristica da equacido homogénea associada é A2 — 4\ + 5 = 0, cujas raizes sao
A =2=4. Como g(t) = sen (2t), segue-se que o« = 0, § =2 e n = 0. Visto que a + i = 24 nao
¢é raiz da equacao caracteristica, segue-se que s = 0; portanto, a solucao particular é da seguinte
forma: Y = Acos(2t) + Bsen(2t). Substituindo esta expressao na equagao diferencial temos
(A—8B)cos(2t) = +8A + B) sen (2t) = sen (2t). Logo, devemos ter A—8B =0e 8A+ B = 1; ou

seja, A = 6% e B= %. Disso, concluimos que a solugao geral é

8 1
y = (cicost + ¢y sent) e® + o cos(2t) + ik (2t).

Como queremos y(0) = 0 = 3/(0), segue-se que ¢; = —% ecy = 6—35. Portanto, a solucao é

8 3 8 1
y = <_65 cost + 65 Sen t> e+ 5 cos(2t) + 65 Sen (2t).

6. A equacdo caracteristica da equacdo homogénea associada é A2 + 5\ + 6 = 0, cujas raizes sdo
Al = —2e Ay = —3. Como g(t) = 3t, segue-se que « = 0 = e n =1. Como que a + i3 = 0 nao
¢é raiz da equacgao caracteristica, segue-se que s = 0; portanto, a solucao particular é da seguinte
forma: Y = A + Bt. Substituindo esta expressao na equagao diferencial, temos, 64 + 5B =0 e
6B = 3; portanto, B = % e A= —%. Logo a solugao geral é

) t
—2t -3t
y=cre " +cge ——124—72.
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Como queremos y(0) = 0 e 3/(0) = 2, temos que ¢; + ¢ = % e 2¢1 + 3¢ = —%; portanto,

Cc1 = % € Cy = —%.
RS R e L.
YT T30 T
7. A equacdo caracteristica da equacdo homogénea associada é A\? + 4 = 0, cujas rafzes sdo

A1 = *2i. Neste problema vamos chamar de g; = t? e g2 = 3e! e consideraremos as seguinte
equacoes y’ + 4y = g;, 1 = 1,2. Para gq, temos a = 0= 3 e n = 2, como a + i3 = 0 nao é raiz
da equacao caracteristica, segue-se que s = 0; portanto, a solucao particular de y” + 4y = gy serd
da forma Y; = At? 4+ Bt + C, substituindo esta expressdo na equacao y” + 4y = g1, encontramos
A:%,B:OeC:—%;logo,}ﬁ:%—%.

Para g9, temos a =1, 6 =0en =0, como a + i3 = 1 ndo é raiz da equacao caracteristica,
segue-se que s = 0; portanto, a solucao particular de y” + 4y = g1 serd da forma Y, = Del,
substituindo esta expressao na equacao y” + 4y = go, encontramos D = % Logo, Yo = %et. Pelo
Principio da Superposicao, segue-se que Y = %et + % - é é uma solugao particular da equagao

y" + 4y = 3e' + t2. Portanto, a solucdo geral da equacio serd

(2t) + (2t) + i t+t2 !
= (1 COS co sen —e'+ — — -
Y 1 2 5 18
Como queremos que y(0) = 0 = y/(0), segue-se que ¢; = —% e cy = —13—0. Portanto, a solucao
do problema de valor inicial é
19 3 3 2 1
V=" cos(2t) — 10 sen (2t) + get + i

8. Vamos considerar as seguintes equagoes: 3" + 3y +2y = g¢;, i = 1,2,3,4, onde g1 =
e'(t? + 1) sen (2t), g2 = 3e fcost e g3 = 4tet e g4 = t2. Sejam Y; solugdes particulares de
y' +3y +2y =g, 1 = 1,2, 3, 4. Do método dos coeficientes a determinar, temos as seguintes

formas para as solucgoes particulares:
Vi = €' ((At* 4+ Bt+C))cos(2t) + (Dt* + Et + F))
Yo = e ' (Gcost+ H sent)
Y3 = te ' (It+J)
Y, = Ht* 4 Lt+ M.

Segue-se do Principio da Superposicao que Y = Y] + yo + Y3 + Yy é uma solucao particular da
equacdo y” + 3y’ + 2y = e!(t2 + 1)sen (2t) + 3e~! cos(t) + 4t et + 2.
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9. Note que a equagao dada é de Euler. Fazendo-se a mudanca de varidveis t = e® ou =z = Int,

: < . .y pdy — a
ela se transforma na seguinte equagao com coeficientes constantes: 7-4 — 575 — 6y = 0. A equagao
caracteristica desta equacdo e A? — 5\ — 6 = 0, cujas raizes sdo A\ = 6 e Ay = —1. Logo, a sua

solucdo geral é y = c1€%% 4 cpe™, tendo em vista que x = Int ou e* = ¢, temos

Y = clt_1 + 02t6.

10. Se fizermos a mudanca de varidveis t = e”, a equacao dada se transforma na seguinte equacao:
Y — 4y + dy = ze®®. (222)

A equacdo caracteristica da equacdo homogénea associa a (222) é A2 — 4\ + 4 = 0 cujas raizes sao

A1 = X2 = 2. Como g(x) = we**, segue-se que a = 2, =0 e n = 1. Portanto, o + i3 = 2 é raiz

dupla da equagao caracteristica e s = 2. Temos a seguinte forma da solucao particular de (222):
Y = 22¢* (Az + B). Substituindo esta expressdo em (222), temos, 6Az + 2B = z, ou seja, a = ¢ e
B =0. Logo, Y = %x2e2‘” é uma solucao particular de (222). A solucao geral de (222) é, portanto,

2x e
+ 6

y=(c1+cox)e . Voltando a varidvel antiga, temos

t2In%¢

y=(c1+calnt) 2+ (223)

11. Note que p(x) = %, portanto, do Teorema de Abel, W (y1,y2)(z) = el P@dr — Oy

12. Note que W (y1,y2)(to) = y1(to)yz(to) — ¥1(to)y2(ts) = y1(to) 0) — 0y2(t,) = 0, logo, as duas
solucoes sao linearmente dependentes.

1

_5’

dv _ <1 - 2(“’8@2)),) dz = (i — 2 (Incos (a;2))’> dz,

x cos(x?)

13. Fazendo-se y; = cos(x?) e p(x) = segue-se de (76)

portanto, v = Inz — 21In (cos)z?)) + ki = eklﬁwg), ou seja, u = % tg (2?) + c1 = eatg (2) + c1.
Logo, a solugdo geral é y = y1u = cos(z?) (catg (z?) + ¢1) = ¢1 cos(x?) + ¢ sen (2?) e uma segunda

solucdo é yo = sen (22).

14. Vimos no Exemplo 3.1 que duas solugoes linearmente independentes da equacao homogénea

sdo y; =t e yo = €', cujos Wronskiano é (t — 1)ef. O método da variacdo de pardmetros nos d4 a
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seguinte solucao geral da equacao:

y = 2t/e_t dt—2et/te_2t dt

9 -t a t o
= (e o) e (et

2
—t
e
= cit+ CQ@t — et — —.
2
15. A equacdo caracteristica da equacdo homogénea é A2 + 5\ + 6 = 0, cujas raizes sdo A\ = —2
e Ay = —3. Além disso, e % e ¢3! sdo duas solucdes linearmente independentes da mesma. O

Wronskiano delas é —5e~%¢, portanto, do método da variacio de parametros, a solucdo geral da

equacao dada é

1/ ¢t 1 ki o 1/t 2t 2 ky _a
- 5(2 2*4)%6 5\3 9 "27) 3¢

16. No que se segue usaremos o sistema de unidades M KS e omitiremos as unidades. Vimos

que k = 74 = % ~ 65,33. Logo, o problema de valor inicial que descreve o movimento é

y' + ky =0, y(0) = 0.075 e 4/(0) = 0. A solucdo geral da equacio é y = c¢1 cosVk + ¢ sen k.

Tendo em vista as condigoes iniciais, temos ¢; = y(0) = 0.075 e cg = ;/L\/%) = 0. Portanto, a solucgao

desejada é y = 0.075 cos ( %t) . Freqiiéncia é w, = % ~ 8.08, veja Figura 45. O Periodo é
_ /015

AL
ATV

Figura 45: Grdfico de y = 0.075 cos ( %t) .
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17. A constante eldstica da mola é k = 30 ( Newtons por metro). Quando uma for¢a de 3 N
¢é aplicada no corpo ela imprime nesse uma velocidade constante de 5 metros por segundo, isto
significa que a forga de atrito, que estamos proporcional a velocidade, nestas condigoes vale 5y e
ela é igual a forca aplicada; portanto, v = 0.6 unidades. Como a massa é de 2 kg, o problema de
valor inicial que descreve o problema é 2y” + 0.6y + 30y = 0, y(0) = 0.05 e 3/(0) = 0.1. A solugao
geral da equacdo é y = e 0-15¢ (c1 cos(v/59.91t) + co sen (\/Mt)) Tendo em vistas as condigoes

iniciais, temos que ¢; = 0.05 metros e cp = 0'5137951 ~ 0.014 metros.

0.04
0.02 /\

.5 7\\5/10 122515 17.5

Figura 46: Grdfico de y = e~ 0-15¢ <0.05 cos(v59.91¢t) + &% sen (1/59.91 t))

Secao 4

1. Temos Y > o ((n+1)(n + 2)an+2 + (n + 5)a,) ™ = 1+ x, 0 que nos leva as seguintes relagoes:

2lag +a, = 1
3lag+6a; = 1
(n+5)
= -—— > 2.
Entao, as = —%ao + %, az = —%al + %, em geral, para n > 2, temos
(2n + 3)! (2n + 3)!
= (-1)"——nr 1)t
oz = (SN ae+ (CD SEe T
(2n + 4N (2n + 4N
= (-1)'"——rr——a — (1) ' ——— .
@an+1 )ty o™ Y S as@n 1
Portanto,

y = aoy1(z) + ary2(z) + Y (2),
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onde

5 5 57, 2n+3)!! 5
= - = — B L A A S
s SRR TR i To w1 *
6 5 68 . @+ 4 .
S Py . S () U
o= oo g et A D
1 1, 7T, 8 5 79, 810,
2. A relacao de recorréncia é
nn+ ape1 + (2 —n)ay,
_ . n>0
it nt+l)n+2 ™ "=
Em particular,
az = Qop,
a a
o g
N
S TR
aq o
as = — — —
° 24 12’
ai Qo
ag = -—— —
0 45 15
portanto,
() PRI TN A A A W (A A A A
r) = a i e B Tl (L et e S S
Y ° 376 12 15 ! 6 12 24 15

= aoyi(z) + aryz(x).

Devemos tomar a, = 0 e a; = 1, para satisfazer as condic¢oes iniciais.

3. Lembrando-se que y(x) = a:—%?—k%—i—. . .+(—1)”%+. .., Se representarmos y = » > ; a, ",
ao substituirmos na equacgao diferencial, teremos
" _ 2 Qo 3 ai 4

y' +senzy = 2as+ (ao+ 6az)r + (12a4 — a1)z* + ( (20as — az — G )z° + (30a¢ — az — %) +

a
+<42a7—a4—a2——0>x5+...:0.

15

Assim, temos az = 0, a3 = —%¢, a1 = {3, a5 = {55, A6 = — 185 + 185+ 7 = g5 + 501, Portanto,

$3 1'5 QL’G $7 .174 336 $7
g (1-T 4 T T T o T o).
Y a”< 3 120 180 630 T )J”“(f'ﬂr12+180+5044r )
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4. A relagado de recorréncia é

(n? —b5n+1) 0
pig = —————ap, n>0.
(n+ Dn+2) ™
Obtemos os seguintes valores az = —%, a3 = 4, a4 = —52%, as = 4§, ag = —% € ay = —355,

portanto,

5. A relagao de recorréncia é

g = (n —p)
R

mam n >0,

da qual vemos que se n = p, entao, a,11 = 0 e, conseqilentemente, ar = 0, para todo k > p,

portanto, a solugao sera um polinémio de grau p. Além disso,

Lo(x) = 1,
Ll(x) =1 -,
2
X
LQ([E) = 1—$+Z,
3 3
Lo(z) = 1—3x+§$2—%.

6. Se fizermos y = ") 7 a,x™, teremos a seguinte equacao indicial: r(r — 1) = 0, portanto,
ry =1ery =0 que é o0 caso em que as raizes diferem por um inteiro. Em geral, temos a seguinte
relagao de recorréncia

an

mrrmir—1 "=t

ap = —

Se fizermos r = 1 na relagao de recorréncia, encontramos que

Qo

a, = (—1)"———"—
n=(=1) (n2(n+1)’
para todo n > 1, o que nos conduz a seguinte solugao:

T X

2 "
yi(z) == (1 - 22 + @23 +...+ (_1)n7(n!)2(n+ D +.. ) :

7. A equacdo indicial é 72 = 0, portanto, r; =19 = 0. A relacdo de recorréncia é

e B

148



Se fizermos r = 0 na relacao de recorréncia, encontraremos a,, = (7‘1’,")2. Portanto, uma solucao ¢é

x? "

a outra é

() = yr(x)Inz + Y bpa™.
n=1

8. Devemos ter (27“2 +r— 1) aox” =0, (27“2 + 5r + 2) a1z =0 e para n > 2, temos

a = an—2
n — — .
(n+r+1)(n+r—1)
Portanto, temos a seguinte equacdo indicial: 2r2+r—1 = 0, ou seja, as rafzes sdo 1 = % ery = —1.

Além disso, devemos ter a; = 0.

Para r = %, temos a, = — (2231;5”, vélida para todo n > 2, portanto, temos a seguinte relagao
de recorréncia
(=2)"
Aop = a
2 (2n)N7.9.11.15.19...(4n + 3) °

e a solucao correspondente é

21.2 22$4 (_2)n$2n
=/ l1—-— o .
(@) = Vel ( 27 Toara1 T T )T AL15.19. (40 + 3))
Para a raiz ro = —1, temos a seguinte relacao de recorréncia

(=2)"

T T o) IL5.9..(4n — 3)
valida para n > 2. A solucao associada é
( )_ . N 2.%.2 22.%'4 (_2>nx2n N
yai#) =% 21 2415 7 (2n)111.5.9...(4n — 3)

Secao 5

1.(a) Note que apds decomposicao em fragoes parciais temos

852—4s+2711+§ s 2
s(s24+4)  2s 2 s2+4 5244

cuja tranforma inversa é 3 + 12 cos(2t) — 2 sen (2¢).
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1.(b) Apé6s uma manipulagao simples podemos escrever

2541 1 s+1
1 +4s+5 2 (S+%)2+1’

. . 1 -t
cuja transformada inversa é % e 2 cost.

2
1.(c) Escreveremos H(s) = e *F(s) + G(s), onde F(s) = m e G(s) = m
portanto, h(t) = ui(t)f(t — 1) + g(t).
Ap6s decomposigao em fragoes parciais, temos
1 1 1 1 1
() s2(s2 + 25+ 2) sTaT (s+1)+(s+1)2’
s?+1 1 3 s 3 2

G(s) = -2

(s+1)(s2 +4) s+l 5214 10244

e concluimos que f(t) = —2+t+2e ' +te ' e g(t) = 2! + 2 cos(2t) — Zsen (2t).

2. Podemos escrever f(t) = sen (mwt)4uq(t) sen w(t—1)+ua(t)(t—2)—us(t)(t—3), cuja transformada

—2s 6735

de Laplace é F(s) = SQ_FLWQ +e Ssziﬂz + € =7

3.(a) (s+3)4 + e 7 (53 + T+ I )

3.(b) —2g +e 7.

3.(c) Se fizermos f(t) = cost, entdo, a transformada de Laplace de e ' f(t) é igual a F”(s + 1),

—2(s+1)3+2(s+1)
onde F(s) = QH Gy

3.(d) Podemos escrever f(t) =uy(t)(t* —t+1) = ui(t) ((t — 1)* 4 (t — 1) — 1), cuja transformada
de Laplace é F(s) = e~* (s% +5-1)

52 s/)*

Portanto, a transformada desejada é

4.(a) Temos

2—5 1 S
1P +1 s+ —2512) T (2+1)(s2—2512)

s—1
_(S(l)erl—i_(s1)2+1+F(8)+G(5)7

Y(s) =

onde F(s) = m e G(s) = 579y Logo, y(t) = —el cost + et sent + f(t) + g(t).

Apés decomposigao em fragoes parciais temos F'(s) = 1 (s+1) + = S;J_Q é(s}rl) +3 (5(51)%11 +
2
_ +2
%(S_lﬁ; logo, f(t) = —te™'+ telcost + Be’ sent. Também temos G(s) = 5S2+15 == ;5+2 =
1 s 2 1 1 s—1

55241 T 558F1 5 (s-DTH +g(s_1)2+1; logo, g(t) = 5cost 5sent—ge cost + 3 e sent.

4.(b) Note que f(t) =t — u1(t) — u1(¢)(t — 1), portanto, F(s) = & — &~ — e~ *s?

S
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2cm

Exemplo 7.1 Transforme o sistema
¥y = 3z — 219 (224)
xh = 2z — 2x9 (225)
com condigoes iniciais 1(0) = 3 e x2(0) = 1, numa equagdo diferencial sequnda ordem.

Solugao. De (224), temos

3 -
pp =210 > 'y (226)

portanto, (225) pode ser re-escrita como
xh =2x1 — (311 — ) = —11 + ) (227)
mas tomando-se a derivada de (226), temos

/ "
r_ 3371 — I

5 5 (228)

logo, comparando-se (227) e (228), temos xf — 2} + 2z = 0, 0 que nos leva ao seguinte problema

de valor incial
o — 2y +221 =0, 21(0)=3,210)=7

que resolvido, nos da x;(t) e de (227), obtemos x(t). |
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