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Introducao

Este texto tem como objetivo atender a disciplina de Equagoes Diferenciais B, na qual sdo
introduzidos os importantes conceitos de séries de Fourier, transformada de Fourier e equacoes
diferenciais parciais.

Na Sec¢ao 1 fazemos uma revisao de fungoes periddicas, introduzimos os conceitos de fungoes
continuas por partes e de fungdes suaves por partes. Introduzimos o conceito de ortogonalidade
de fungoes e definimos a série de Fourier de uma funcao. Provamos a desigualdade de Bessel e a
partir dela provamos o Lemma de Riemann-Lebesque, o qual usamos na demonstracao do principal
resultado desta secdo, o Teorema de Fourier sobre convergéncia pontual de séries de Fourier de
fungoes periddicas e suaves por partes. Vemos varios exemplos de calculos de séries de Fourier
e usando o Teorema de Fourier, calculamos explicitamente a soma de algumas séries numéricas
importantes. Introduzimos os conceitos de extensoes peridédicas par e impar de fungoes definidas
num intervalo da forma [0, L], bem como outras extensoes que precisaremos nas aplicac¢oes da segao
seguinte.

Na Secao 2 falamos um pouco sobre as equagoes diferenciais ordinarias, uma vez que o seu
conhecimento nao é pressuposto para se fazer este curso. Introduziremos as equagoes do calor e
de onda unidimensionais para uma regiao finita, L, definiremos diferentes condig¢oes de contorno
e usaremos o método da separacao de varidveis na resolucao das mesmas. Também consideramos
a equagdo da onda para uma corda infinita e obteremos a férmula de D’Alembert que nos dé
explicitamente a solucao em termos da forma e velocidades iniciais da onda. Ainda nesta secao
introduzimos a equagao de Laplace e o Principio de Maximo e consideramos o problema de Dirichlet
para o retangulo e para o disco.

Na Secao 3, introduziremos o conceito de transformada de Fourier, suas propriedades e a
aplicamos na resolucao de varios problemas.

Secao 5, que é um apéndice, deduziremos as equacoes de calor e da onda a partir de primeiros

principios, ou seja, a partir da Segunda Lei de Newton e da Lei de Fourier, respectivamente.



1 Séries de Fourier
1.1 Introducao

O matematico e fisico francés Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 —1830) formulou um problema
de fluxo de calor em termos de equacgoes diferenciais parciais e, na sua tentativa de resolvé-las, ele
foi levado ao problema matematico de expandir uma funcao em séries envolvendo senos e cossenos.
Tais séries sao hoje chamadas de séries de Fourier. Elas sao muito importantes sob o ponto de vista
matemaético e por suas aplicacbes em problemas fisicos, por isso as estudaremos neste capitulo. As

suas aplicagoes as equacoes diferenciais serao dadas nos capitulos seguintes.

1.2 Funcgoes periddicas

Definicao 1.1 Dizemos que uma fungdo f: R — R ¢ periédica de periodo T # 0, se
fla+T) = fla),

para todo x.

Exemplo 1.1 As fungies sen (nx) e cos(nz) sao periddicas de periodos 2m/n. As funcoes tgx e

cotgx sao periddicas de periodo .

Observagao 1.1 Se T € um periodo de f, kT, onde k # 0 é um inteiro também é um periodo.
Todavia, quando nos referimos ao periodo de uma fungdo estaremos considerando o seu periodo

fundamental, ou seja, o menor valor de T' > 0, tal que f(x +T) = f(x), para todo x.

Exercicio 1.1 A partir da definicdo da derivada, mostre que se f € derivdvel e periddica, entao,

f! também é periddica.

Exemplo 1.2 A integral de uma funcao periddica, ndo € necessariamente uma fungdo periodica:
Se f(x+T) = f(x) para todo x, entdo a fungio F(x) = [ f(y)dy, satisfaz F(x+T) = F(x) se, e
somente se, fOT f(y)dy = 0. De fato,

x+T T
F(z+T) - F(z) = / fy)dy = /0 f(w)dy.



1.3 Funcoes continuas por partes e fungoes suaves por partes

Definigao 1.2 Dizemos que uma func¢éo f na varidqvel x é seccionalmente continua (ou
continua por partes) na reta se ela tiver no mdzximo um nimero finito de descontinuidades (todas
de primeira espécie, ou seja, os limites laterais sao finitos em cada ponto de descontinuidade,
veja Figura (1)) em qualquer intervalo limitado. Em outras palavras, dados a < b, existem
a < a <ay < ... < a, = b, tais que f € continua em cada intervalo aberto (aj,aji1),
7=1,2,...,n—1 e existem os limites

fla; +0) = lim+f(x) e flaj—0)= lim f(x).

T—ra,; T—a,;
J J

Toda funcao continua é seccionalmente continua.

fix)

Figura 1: f tem uma descontinuidade de primeira espécie em .

Exemplo 1.3 A func¢do definida como

1, sex > 1,
_ 1 1 1
f(x)— o 5€m§$<ﬁ,n:1,2,...,
0, sex <0,

nao € seccionalmente continua: apesar de todas as suas descontinuidades serem de primeira espécie,

existem um ndmero infinito das mesmas no intervalo (0,1).

Exemplo 1.4 Alguns exemplos de funcoes seccionalmente continuas.



Figura 2: Grdfico da funcdo parte inteira de x, ela € descontinua nos niumeros inteiros diferentes

de zero e nestes os limites laterais existem.

(b)

1, se0<Zfzx<m,

0, se—nm<z<0,

fla+2m) = f(2).

-15 -10 -5 ' 5 10 15

Figura 3: Grdfico da fun¢ao periddica dada no item (b).



(€) f(z) = [z], se |z| <1 e f(z+2) = f(z)

Figura 4: Grdfico da func¢ao periddica dada no item (c).

Definigao 1.3 Dizemos que uma funcio f : R — R ¢ seccionalmente diferencidvel (ou
derivdvel por partes) se ela e a sua derivada forem seccionalmente continuas. Note que f' ndo

existird onde f for descontinua.

Embora tenhamos introduzido os conceitos de continuidade e diferenciabilidade por partes para
funcoes definidas em toda a reta real, podemos introduzi-los de maneira natural para fungoes
definidas num intervalo finito [a,b] qualquer. Em particular, dizemos que f é continua por partes
em [a, b, se f tiver no méximo um numero finito de descontinuidades em [a, b], todas de primeira

espécie.

Exercicio 1.2 Mostre que se f € continua por partes em [—L, L], onde 0 < L < oo, entdo f é

limitada em [—L,L]. Em particular, f(z), |f(x)| e f?(x) sdo (Riemann) integrdveis em [—L, L].

Observagao 1.2 Se f ¢ seccionalmente derivdvel, entdo para todo x,

fle+t) - flay)

T )= S
€
fim LEED=S@) vy o e,

t—0- t t—0~
1.4 Ortogonalidade

Exercicio 1.3 Nesta e na proxima secdo em wvdrias situacoes teremos que calcular integrais de

funcées do tipo senax senbx, senax cosbr, cosar cosbr. Para calculd-las, usamos as sequintes



tdentidades trigonométricas, cujas demostracoes deixamos para o estudante:

cos[(a — b)z] — cos[(a + b)x]

senax senbx =

2
senazr cosbr = - [(a + b)a] ; sen [(a — b)x]
cosar cosbr = cos|(a — b)a] ; cos[(a + b)z] )

Sugestao: Use as identidades cos(atb) = cos a cos bFsen senb e sen (a£b) = sen cosbtsen b cos a.

Definicao 1.4 Se f e g sdo continuas por partes em [—L, L], entao fg também € continua por
partes em [—L, L] e, pelo Ezxercicio (1.2), fg € integrdvel, o que nos permite definir produto

interno ou escalar de f e g como

L
(f.9) = /  fa)g(a)da. (1)

Se o produto escalar de f e g for zero dizemos que estas duas fungoes sao ortogonais em [—L, L].

A norma de f € definida como

Al =V (F, §)-

Exercicio 1.4 Sejam po(z) =1, p1(z) = z, pa(z) = §(32% — 1) e p3(x) = 3(52° — 3z), mostre que
(i) f,ll P (2)pm(z)dr =0, sen #m e

.. 1
(i) [*) [pn(2)Pdz = 52+

Os polinomios acima sdo solucoes da equacdo diferencial de Legendre:
(1 —2®)u” — 224’ +n(n + 1)u =0,
para n=0,1,2 e 3, respectivamente. Eles sao chamados de polinénios de Legendre.

Exercicio 1.5 Usando as identidades do Ezxercicio 1.3, mostre que se m,n sao inteiros nao nulos,

entao

1/L (nmr:) <m7ra:)d 5 1
— sen| — | sen | — |dx = ==
L), L L L

1 /L < nmwT > ( ML ) d 0
— sen cos T =
L J_; L L ’

onde 0 simbolo dnm, chamado de delta de Kronecker, ¢ definido por

0, sem#“n

1, sen=m.



Além disso, 5 .
/Lsen (ﬂ;)dajzo e /Lcos<m£m)dx:0,
(

logo o conjunto formado por \/%, N \/ZT)’ n=1,23,... € ortonormal em [—L, L].

Exemplo 1.5 Seja

N
o nnT
ZE—FZ(ancos——i-b sen—L ) (2)

n=1

Quanto valem os coeficientes a, € b, ?

Resolugao. Multiplicando (2) por f(z), integrando de —L a L e lembrando que

/I;cos (?) d:z::():/_LLsen (?) dx,

temos

/L f(x)da?:% Ldac—kiv:(an /L

-L ~L o -L

1 L
= L/—L f(x)dx

Multiplicando (2) por cos ( T ), integrando de —L a L e lembrando que

L L
mmnx ) ( nwx ) / ( mmnx ) ( nwx ) B
cos [—— | sen dr=0 e cos cos [ —— | do = Lonm,
/_ I ( L L I L L

L
cosnzxdx—i-bn/L sennzxdx) = La,,

portanto

temos
/_LL f(x) cos (m;rac) de = a;/L (mT)
i( mm:)cos<m2 ) dr+0b /LL sen (%ﬂ) cos(
= / dm
= La,,
Portanto,

A, = i/LL f(x)cos (?) dz.
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mmTx

Multiplicando (2) por sen ( 7 ), integrando de —L a L e lembrando que

L

/L sen (?) cos <n%> dr=0 e / sen (?) sen (n—zx) dx = Lé,m,
L -L

temos
L L
/ f(x)sen <m7r:1:) dr = L sen <m) dz
L L 2 J_1 L
al L mmx nmx L mmx
+ Gn / sen (—) coS (—) da:—l—bn/ sen ( ) sen (—
L
= bm/Lsen2 (?))dm
= Lbn,
Portanto,

b, = 2/1 f(z)sen (?) dx.

|
1.5 O Teorema de Fourier
Assumiremos que as nossas funcoes sao 2L periddicas e suaves por partes. As funcoes
1 sen (Z2) cos (M2
(°F%) (%) =1,2,3,... (3)

Vi VI VI
sao 2L periddicas e suaves (portanto suaves por partes). Além disso, do exercicio anterior, vimos
que elas formam um conjunto ortonormal em [—L, L]. Serd que podemos escrever uma fungao
periédica de periodo 2L e suave por partes como uma combinagao das fungoes dadas em (3)7 O

Teorema de Fourier que enunciaremos a seguir, nos diz algo a respeito desta pergunta.

Teorema 1.1 Teorema de Fourier. Seja f : R — R uma funcdo seccionalmente diferencidvel e

de periodo 2L. Entdo a série de Fourier de f definida por

o0
C;O—i-;(an cos%—kbnsennljﬂ),

11

nnmx

L

)dx)



onde

1 L
an = L/Lf(x)cosanEda;, n=20,1,2,...
1 [t nmwT
= — —_— =1,2,...
by, L/_Lf(x)sen 7 dr, n ,2,

converge para 3[f(z + 0) + f(z — 0)]. Os coeficientes ay € b, sio chamados de coeficientes de

Fourier de f.

Prova Veja Subsecao 1.12. [

Observagao 1.3 No Teorema de Fourier dizer que a série de Fourier converge para %[f(a; +0)+

f(xz —0)] significa que para cada x fizo, a seqiéncia numérica das somas parciais

N
Go nTT nTT
SN(.TJ):?‘F E (an COST+bn3€nT>7 (4>
n=1

converge para 1[f(z + 0) + f(z — 0)], quando N tende para infinito. Se f(z) for continua em w,

entao f(x,+0) = f(xo —0) = f(x,) e pelo Teorema de Fourier, a série de Fourier de f converge

para f(z,).
Tendo em vista o Teorema de Fourier, podemos escrever
a > nwx nwx
- ° - —
f(z) = 5 +Z<an cos — + by, sen 7 ),
n=1
para qualquer ponto x no qual f é continua.

Exemplo 1.6 Calcular a série de Fourier da func¢do

1, se0<Lzx<m,

flz) =
0, se—n<xz<0,
flz+27) = f(x).
Resolugao.
1 (7 I
a, = / f(x)dx:/ dr =1,
L — ™ Jo
1 (7 1 [7 1 ™
a, = - f(z)cosnxdr = — cosnxdx:—‘senn:r !0:0,
Fy - T Jo 77
1 [ 1 [ 1|- Tl
b, = / f(:c)sennxd:c:/ sennrdr = — —cosny = — (1 — cosn),
) . Fiy - i n o nm

12



ou ainda,

2
bor, =0 bok—1=-——F——, k=1,2,...
Portanto, a série de Fourier de f(x) é
R 2
— Y T 2k — Dx].
3t 2 oy ol )l
k=1
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
2 ENYAL 8 10\ /12 2 V% 6 8 10/ \12
Figura 5: A soma dos dois primeiros Figura 6: A soma dos trés primeiros
termos da série de Fourier de f(x). termos da série de Fourier de f(x).

Figura 8: A soma dos quatorze
Figura 7: A soma dos quatro termos

) ) primeiros termos da série de Fourier
da série de Fourier de f(x).

de f(x)
Exemplo 1.7 Use os resultados do exercicio 1.6 e obtenha uma expressao em série para .

Resolugao. Segue-se do Teorema de Fourier que no ponto x = 7, a série de Fourier ¢ igual a 1.

Logo,
JR— 2 m
1== L (21@—1*),
2+kzl(2k—1)7rsen ( )3
ou seja,
T o= 1 s 1 1 1 1 = (—1)kt
K 2k—1—):1—— Sty =8
4 ;%—186”(( )3 5t5 779 ;%—1

que é conhecida como a série de Leibniz.

13



Exemplo 1.8 Supondo que f seja 2L periddica e f"(x) seja absolutamente integrdvel em [—L, L],

ou seja, f_LL |/ (x)|dz < oo, mostre que os coeficientes de Fourier de f satisfazem

C

anls ] < 2.

Resolugao. Como f e f’' sao 2L periddicas, fazendo integragao por partes duas vezes (os termos

de fronteira sao nulos), temos

an = i/LL f(z) cos (?) dx = # /LL f"(z) cos (?) dx.

Como a funcao cosseno ¢é limitada por 1, segue que

L L nwT 1 /L [F C
< 1! atad < - 1 =
ol < g [ 177 cos (T ) e < o (5 [ 1@l ) = 5

De maneira anéloga, mostra-se que |b,| < % Portanto, se uma fungao f for 2L periddica e f”(z)

for absolutamente integravel, os seus coeficientes de Fourier decaem pelo menos com 1/n2. [ |

Exercicio 1.6 Seja f uma func¢do periddica de periodo 2L, k—vezes derivdvel com derivada de

ordem k absolutamente integrdvel. Mostre que existe uma constante positiva C tal que
C
|anl, [bn] < % Vn > 1.
n

Sugestao: Use integracao por partes k vezes e use o fato que f e suas derivadas até ordem

k — 1 sao periddicas, o que assequra que os termos de fronteira sejam nulos. Podemos tomar
1 (L\k (L
C=1(3)" [ 1P (@)lde.

O exercicio acima mostra que quanto mais suave for uma funcao, mais rapidamente os seus
coeficientes de Fourier decaem com n, ou seja, a convergéncia de Sy, (x) para f(z) é mais rapida. Em
particular, a soma dos N primeiros termos da série de Fourier de f, mesmo que N seja relativamente

pequeno, sera uma aproximacgao muito boa para f.

1.6 Séries de Fourier de Funcoes Pares e de Fungoes fmpares

Definicao 1.5 Seja I um subconjunto da reta que é simétrico em relacdo & origem, ou seja, se
x € I, entao, —x € I. Dizemos que f : I — R é uma funcao par se f(—x) = f(z) para todo z € I.

Se f(—x) = —f(x) para todo x € I, dizemos que f € uma fun¢do impar.

14



Exemplo 1.9 As fungoes cos “7%, 22", n=1,2,..., sdo pares. Por outro lado, as funcies sen ez,
2?2t n = 1,2,..., sio impares. Assumimos que os dominios destas fungées sio a reta toda ou

qualquer intervalo da forma (—a,a) ou [a,a], onde a > 0.

Exercicio 1.7 Mostre que

(1) A soma ou diferenca de duas funcgées pares é uma func¢ao par. A soma ou diferenca de duas
funcoes impares € uma funcdo impar.

(71) O produto ou razdo de duas fungdes pares € uma fungdo par.

(7i1) O produto ou razao de duas fung¢oes impares € uma fungdo par.

(iv) O produto ou razdo de uma fungdo par e uma func¢ao impar € uma fungao impar.

(v) Se f estd definida num subconjunto da reta que € simétrico em rela¢ao a origem, entao,

podemos escrever f como a soma de uma fungdo par e uma funcdo impar.

Exemplo 1.10

(1) Suponha que f seja uma fungao par, integravel em qualquer intervalo limitado. Entdo,

/_ LL F@)de = 2 /0 " b,

(ii) Suponha que f é uma fungdo impar, integrdvel em qualquer intervalo limitado. Entao,

/_LLf(:r)dx ~0.

Demonstracgao. Basta observar que

/i f(a)de = /OL f(z)dz + /(]Lf(x)dx

0 0 L [F fy)dy,  se f for par,
| s@ie == [ rnan= [ fena = - 1% Fo)dy, se £ for fmpar.

1.7 Calculo de Algumas Séries de Fourier

Seja f1 periddica de periodo de 2L definida por fi(z) = x, para —L < z < L. Como f; é impar,

teremos uma série de senos (todos os a,,’s sa@o nulos), cujos os coeficientes sao

9 L
bn:L/O a:sennLﬂdx.

15



Fazendo a mudanga de varidveis y = “7*, obtemos

2L nm
bn = —5— / yseny dy.
nem 0

Integrando por partes,

nm nm
/ ysenydy = —ycosy g + / cos ydy = —nm cos (nm).
0 0

Logo,
2L
by = — (1)
" mr( )
Portanto, a série de Fourier de f; é

2L N (1)t nmw
— sen .
s n L

n=1

Seja fo periddica de periodo 2L e definida por

L—x, para0<ax< L,

fa(z) =
L+x, para—-L<z<0.

Como fo é uma funcdo par, temos uma série de cossenos (todos os by,’s sdo nulos), cujos os

coeficientes sao

2 [F 2 L?
a, = / (L —x)dx = =1L,
0

L L2
2 (L 2L 0, se n = 2k,
an = / (L — ) cos =L do = — sl = (-1 =
L Jo L n ﬁ, sen=2k—1,
k=1,2,.... Portanto, a série de Fourier de f5 é
L N 4L & 1 (2k — )7z
—+ — cos
2" 7 L (2k - 1)? L

Como f é continua, a série acima converge para fa(z) em todos os pontos. Usando o Teorema

de Fourier para x = 0, obtemos

L 4L &
I = Z 4 =
RO)=5+3 2k —1)2
k:l
ou seja,
s ( 2k: —1)2 32 iz

16



Seja f3 a funcdo periédica de periodo 2L e definida por f3(z) = 2%, para —L < 2 < L. Como f

é par, teremos uma série de cossenos cujos coeficientes sao

2 [ 212
GO—L/O xde:T

2 L 2L2 nm 4L2
Gp = — / 22 cos % gy / y?cosydy = ——(—1)".
0 0

L -~ n373 n2m?2
Portanto, a série de Fourier de f3 é

E 471}2 = (=1)" cos V1T
3 2 — n? L

Como a fungao f3 é continua, a série acima converge para f(x) em todos os pontos. Aplicando o

Teorema de Fourier para x = L, obtemos

[e.e]

2 1 1 1 1
€:1+?+?+@+...:Zﬁ

n=1

1.8 Séries de Fourier de funcoes definidas num intervalo finito

Até entdo haviamos calculado a série de Fourier de uma funcao periédica, com periodo 2L.
Suponha agora que tenhamos uma fungdo f que esteja definida apenas no intervalo [0, L]. E
possivel falarmos em série de Fourier de f7 A teoria vista se aplica a funcoes periddicas, por isso
temos que considerar uma funcdo g que seja extensao periddica de f, digamos de periodo 2L e
calcularmos a sua série de Fourier. Como g restrita a (0,L) é f, entdo a série de Fourier de g

w, para todo x em (0, L). Para construirmos g, temos que defini-la para

converge para
x no intervalo [—L,0), o que podemos fazer de infinitas maneiras, com isso a representagao de f
em séries de Fourier nao serd tnica. Dois casos particulares e importantes de extensoes periodicas
de periodo 2L de f, sdo as extensoes peridédicas par e impar, respectivamente, o que nos permite
representar f em termos de apenas cossenos e de apenas senos, respectivamente. Pode ser que
queiramos uma extensao periodica de f de periodo 4L, o que significa que teremos que definir g

nos intervalos (L,2L] e [-2L,0). Nas aplicacoes de séries de Fourier faremos a escolha de g que

seja a adequada ao problema (condigoes de contorno).

Exemplo 1.11 Dada f(z) = x, para 0 < z < 7, escreva f como uma série de senos.
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Resolugao. Neste caso temos L = w. Vimos que quando uma fungao g é impar, a sua série de

Fourier contém apenas senos. Logo, tomaremos como g a extensao de f que é periodica de periodo

27 e impar. Portanto, g(z) = z, para —7 < x < 7, veja Figura 9.

y

S
iy

Figura 9: A extensao periddica impar de periodo 27, da funcao f(x) =z, para 0 < x < 7.

A série de Fourier de g j4 foi calculada e encontramos a seguinte série de Fourier para f:

X q1yn+l
2 Z <12L+ sen (nx).
n=1

Conseqiientemente, do Teorema de Fourier, temos

< 1y
—oN T , 0<z<m.
x ;:1 - sen (nx) <z<m

(Na verdade, a igualdade acima vale para —7 < x < 7, mas isso nao foi pedido no problema.)

18
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Figura 10: O primeiro termo da série de Fourier =~ Figura 11: A soma dos trés primeiros termos da

de f. série de Fourier de f.

A/ Wikl
[ N

Figura 12: A soma dos cinco primeiros termos Figura 13: A soma dos dez primeiros termos da

da série de Fourier de f. série de Fourier de f.

Exemplo 1.12 No exemplo anterior, poderiamos ter escolhido um periodo T maior do que 2w na
definicao de uma extensdo periddica impar de g. Por exemplo, T = 4w. FE af teriamos também
que definir g no intervalo (m,2r], além de dizer que ela é impar. Uma opg¢do seria definirmos

g(x) = 2w — x, para x em (m,2n|. Na Figura 14 esbocamos g para —2m < x < 2.

Figura 14:
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Resolugao. Calculemos os coeficientes b,, lembrando que L = 27,

b, = 711_/027rg($)sen (%) dx

0, se n =2k
%, sen=2k—1

Portanto, a série de Fourier de g é
8 o= (—1)n+t 2n — 1
23 g e (25
T 1 2n —1)2 2

a qual converge para g(z) para todo z. Em particular,

8 i 1)+t (2n — 1)z 0< <
— e — X .
T n:1 (2n —1)2 2 ’ -7 =

Fazendo x = 7 na relacdo acima, concluimos que

U L -
1232 52 7 2n-1)2 0 T 87

Exemplo 1.13 Dada f(z) = x, para 0 < x < 7, escreva f como uma série de co-senos.
Resolugao. Neste caso temos L = w. Vimos que quando uma funcao g é par, a sua série de Fourier

contém apenas cossenos (e o termo constante). Logo, tomaremos como g a extensao de f que é

periodica de periodo 27 e par. Portanto, faremos g(z) = |z|, para —7 < = < 7. Portanto, b, =0 e

2 [T , sen =0,
ap = — xcosnxdr = 2l(—1)"—1]
™ Jo 2 Sen:].,Q,...

Portanto, a série de Fourier de g é

Z 2k —1)e cos(2k — 1)z,

logo, pelo Teorema de Fourier
o0

T 4 1
=— —— ——— cos(2k —1 0<z <.
T =g Wkgl(Qk’—l) cos( )z, <z<m7
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Exemplo 1.14 Dada f(z) =z, para 0 < z < 7, escreva f como uma série de senos e co-senos.

Resolugao. Tomaremos uma extensao de f periédica de periodo 2w. Temos infinitas possilidades,

por exemplo, podemos fazer g(x) = 0 para —7 < z < 0. Assim,

1 vy
a, = / xd:c:z
T 0 2

1 /7 1" -1
an = / xcosnxda::%,

T Jo nem

1 ™ 1 n+1
b, = / acswmn:valmzL

m™Jo n

Portanto, a série de Fourier de g é

T2 1 2 (—1)k+1
Z—;Zm COS((Q]{T—].)I')—FZT Sen(k$)
k=1 k=1
Em particular, do Teorema de Fourier, temos
2 & 1 > (—1)nH
xZE*;Zm COS((le)x)+T;(71sen(nx), 0<$§7T

k=1

Fazendo x = § na expressao acima, concluimos que

Exercicio 1.8 Seja f(z) = 2% para 0 < z < 7.

(a) Mostre que a série de Fourier de cossenos de f €
2 oo
m (="
—+4

(b) Usando = = 7, conclua que

cos(nzx).
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.
.
.
Y 5 10 15

Figura 16: A soma dos sete

Figura 15: Grafico da extensao L o .
primeiros termos da série de Fourier

periddica par de f. de cossenos de f

Exemplo 1.15 Dada uma fungao f: [0, L] — R, mostre que ela possui a sequinte série de senos

ch sen (21T (5)

onde

_ E/OL F(z) sen (W) da.

Resolugao. Suponha que o grafico de f seja como na Figura 17. Inicialmente, veja Figura 18,
iremos estender f para uma fungdo g definida em [0,2L], de modo que ela coincida com f no
intervalo [0, L] e g(z) = f(2L — z), para x no intervalo [L, 2L]. Isto faz com que g(x) seja simétrica
em relagao ao eixo x = L, ou seja, g(L + Az) = f(L — Azx) = g(2L — Az, para 0 < Az < L). Feito
isso, iremos estendé-la para todo x de forma que ela seja uma funcao periédica impar de periodo
4L, veja Figura 19, logo, os seus coeficientes de Fourier (de senos) serdao dados por

9 [2L

b, = 3L J, g(x)seanLde

L 2L
-1 </ f(z) senmda:—i—/ g(x) senmdx>
. %

2L
= </ f(z sen—d:c—i— f(2L—x)senmda:>.
; 27,
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L 1.0+
151 r

L 0.5~
10+ [

051

Figura 18: Gréfico da extensao de f para

o intervalo [0,2L] de modo que ela seja

simétrico em relacao ao eixo x = L.

2~

2L

Figura 19: Grafico da extensao de f para
o intervalo [—2L,2L] de modo que ela seja

impar.

Note que fazendo a mudanga de varidveis y = 2L — x na segunda integral, temos
0
2L —
f(2L — x) sen (%) de = —/L f(y) sen <n(2Ly)7T> dy

_ /0 *fw) sen (’W) dy
L

2L

L

= | ) sen (nw =) dy
= —cosnm OL f(y)sen (%) d
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Portanto, temos

1—(—1)» L 0, se n for par
by, = H/ f(z)sen (@) dr = L ’
j7 0 2L 2 fo f(x)sen (%) dx, se n for impar.

que é o resultado desejado. [ |

A representagao (5) serd usada no estudo da equacao de calor com condigoes de contorno mista.
Exercicio 1.9 Seja f(x) definida como
flx) = sengm, 0<zx<m.

(a) Seja g o prolongamento periddico impar com periodo 2w de f. Esboce o grdfico de g.
(b) Calcule a série de Fourier de g.

(¢) Qual o valor da série de Fourier de g no ponto x = 7.

1.9 Derivacgao e Integracao de Séries de Fourier

No curso de célculo vimos que se uma série de poténcias > ;a,z" tem raio de convergéncia
R > 0, entao para todo a,z € (—R, R), temos

<Z anx”> = Z(anx”)/
n=0

n=0

/x (i anu"> du = i /x anpu"du.
a n=0 n=0"%

Em outras palavras, podemos derivar e integrar termo a termo uma série de poténcias no intervalo
(=L, L). Sera que podemos fazer o mesmo com uma série de Fourier?

A seguir daremos condigoes suficientes para integrarmos e derivarmos uma série de Fourier.

Exemplo 1.16 Suponha que f periodica de periodo 2L e continuamente derivdvel. Entdao a série

de Fourier de f' é

i(mb cosme —n—ﬂa sen Lmv)
L™ L L L/’

n=1

onde ay, e by, sdo 0s coeficientes de Fourier de f. A série acima € obtida derivando termo a termo a

série de Fourier de f. Como f' é continua, a série acima converge para f'(x) em todos os pontos.
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Resolugao. Como f é periédica de perfodo 2L, o mesmo acontecera com f’. Sejam al, e bl os

coeficientes de Fourier de f’. Logo

L
= i/_Lf'(:v)dx = f(L) — f(=L) =0,

para n > 0, fazendo integragao por partes (os termos de fronteira sdo nulos, pois f e cos (T) Sa0

2L periédicas), temos

/ f(x cos > dxr = % ‘f(x) cos <? mr 2 / f(x)sen —) dr = %bn.

De maneira anéloga, obtemos

Exemplo 1.17 Suponha que [ seja periddica de periodo 2L e continua. FEntdo para todo x,

integrando por partes, temos

‘ o > Ln L 1
/0 f(y)dy_C;x—i-;(nC; sen (?)—i—abn <n_1) cos (TLZCE))7

onde a, € by, sdo os coeficientes de Fourier de f. A série acima € obtida integrando termo a termo

a série de Fourier de f.

Resolugao. Seja g(x) = f(z) — ffi = f(z) — %, entao g é 2L periddica e f 1+ 9(y)dy =0,
portanto G(x fo y)dy e 2L periédica e continuamente derivdvel, pois G'(x) = g(z). Sejam

A, e B, os coeficientes de Fourier de GG, entao do exercicio anterior,

g(z) = G'(z) = Z <_A£n7r sen (nzl‘) + nTFLB” cos (nzx>> )

n=1
mas
o0
nwx
Z (an cos— + b sen—) ,
L
n=1
portanto, para n > 1, temos
L L
A, =——b, e B,=-—a,.
nm nm

Portanto,

G(z) = % + i (_nl;rbn cos <$) + %an sen (T)) .
1
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Como G(0) = 0, entao

Ao L
o Z b,
= nm
Logo
> Lay, nwx L nmw
Gle) =2 ( v sen (F77) + b ( - 1> ())
Como
T ao
| 1wy =)+ % =,
0

obtemos o resultado desejado. [ |

1.10 Séries de Fourier Complexas

A seguir mostraremos que a série de Fourier de uma funcao f periédica de periodo 2L e suave

por partes pode ser escrita como

S Flm)eiT, (6)

n=—oo

onde

o~ L —inmy
foo =57 [ )y, nez. ™

A série (6) é chamada de série de Fourier complexa de f,

Prova. De fato, relacao de Euler, para todo 6 real, temos

0

e =cosf +isend,
da qual obtemos
6@'6 + 6—1’9 ei@ _ 6—i0
cosf=—— e senf=——
2 21
Das duas udltimas relagoes acima, temos
<mra:) b (nmc) Gn — by inze n an — by —innz (8)
Qp COS | —— sen [— ) = — e — e
" L " L 2 2
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Das definicoes de a,, b, e de fe da relacao de Euler, temos

n — ibp 1 [t
T = ap ) W (e () e (7))
= L[ gy - Fo
oo ),C yiey=J1n
e
n + ibp I
=5 = g ) I (s () visen (7))

1 inmy

Y L€ L f(y)dy

= f(-n)

Substituindo (9), (10) em (8), temos
ap, CoS (—mm) + b, sen (—mm> = A(n)em# + f(—n)eiizm
L L
Portanto,
a al nmwx
Sn(z) = Eo + 2 (an cos + b, sen T)
= J0)+ > (Fm)e ™ + fl-n)e ™)
n=1
N ~
n=—N
N —~ .
Portanto, pelo Teorema de Fourier, a sequéncia Z f (n)e% converge para %
n=—N

N tende a infinito.

As relacoes (9) e (10) nos permitem passar da série de Fourier complexa para a série de Fourier

real e vice-versa.

Exemplo 1.18 Encontre a série de Fourier de f periddica de periodo 27, definida como

1, se0<Laz<m

fz) =

0, sen<zx<0
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Resolugao. Note que os coeficientes de Fourier complexos sao

—inm_q 17(71)”
—_ i /ﬂ— f(w)e—znxdx — i " e—ina:dx — 6727rin ) sen 7& 0 — 2min ) se n 7& 0
2m ) _n 2m Jo %, sen=20 %, sen =20

Logo a série de Fourier complexa de f é

1 i ei(anl)x
2 2n — 1
In|>1
[
1.11 A desigualdade de Parseval e o Lemma de Riemann-Lebesque
Exercicio 1.10 Usando as relacdes de ortogonalidade dadas no Ezxercicio 1.5 mostre que
L 2 X
/L(SN(x))2d:c:L §+Z(ai+b3) . (11)
- n=1

Exercicio 1.11 Multiplicando (4) por f(x) e integrando de —L a L, mostre que
o2 N
/ f(x)Sn(z )dx_2L< Za +b2> (12)

Como 0 < (f(x) — Sn(x))?, de (11) e (12) temos

L
0 < / (f(2) — Sn())2de

L
L L L

- / (f)do =2 / Fa@)S(a)do + / (Sn(a))da
L a? al 2 2

= /_L(f( ))*d — <2+;(an+bn)>

portanto, para todo NV, temos

2 X 1 L
Ted@e) < [ (@)

n=1

tomando o limite quando N tende a infinito, obtemos a seguinte desigualdade, chamada de

Desigualdade de Bessel:
2 e 5 1 L )
70 § < = f .
5 a + b /L( (.’IJ)) dr < 00
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2
Como a série %2 +> 7, (a%+b2) é convergente, entdo o seu termo geral a2 +b2 tende a zero quando
n tende a infinito, ou equivalentemente, os coeficientes a,, e b, tendem a zero quando n — oo, ou
seja,
L L
. nmwr . nmx
lim f(z) cos (—) dr =0 e lim f(z)sen <T) dr =0, (13)
L

n—oo | _ L n—oo [_p

este resultado é chamado de Lema de Riemann-Lebesque.

Exemplo 1.19 Suponha que g : [0, L] — R seja continua por partes, entdo

L L

. nmt . nmt
nhﬁ\rglo ; g(t)sen Tdt =0 e nhﬁ\rglo ; g(t) cos Tdt =0,
portanto,
L
1/2)t
nh_{rgo ; g(t)sen ((n_'—L/)> dt = 0. (14)

Resolugao. Como g é continua por partes em [0, L], logo G : [-L, L] — R, definida por

g(t), se t €0, L]

G(t) =
0, sete[—L,0)
é continua por partes em [—L, L], portanto tem quadrado integravel. Entao aplicando o lemma
L L
t t
de Riemann-Lebesque a G(t), temos lim G(t)sen "Mt =0e lim / G(t) cos D gt = 0,
n—oo | | L n—oo |_p L
portanto
L L
. nmt . nmt
nlggo ; g(t)sen Tdt = nhﬁngo » G(t)sen Tdt =0
¢ L L
t t
lim g(t) cos "M gt = lim G(t) cos P gt = .
n—oo 0 L n—o0 L L
|
Exemplo 1.20 Suponha que h: [-L,0] — R seja continua por partes, entdo
0 0
t t
lim h(t) sen MU dt=0 e lim h(t) cos D gt = 0,
n—oo | L n—oo J_ L
consequentemente,
0
1/2)wt
lim [ h(t)sen (m/)”) dt = 0. (15)
n—oo | | L
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Resolugao. Como h é continua por partes em [—L, 0], logo H : [-L, L] — R, definida por

h(t), sete[-L,0]

HUE) = 0, set e (0,L]

é continua por partes em [—L, L], aplique o lema de Riemann-Lebesque a H(t) e proceda como no

Exemplo 1.19. u

Exemplo 1.21 Seja f derivdvel por partes na reta real. Para x fizo, defina g : [0,L] — R e
h:[—-L,0] = R por

[ t@s) ooy e (0, 1]

g(t) _ 2sen (t/2) (16)
(x4, set=0
e
flz+t)—f(x—
h(t) = G, set€[-m0) (17)
f(z2), set=0

Como g e h sao continuas por partes, seque de (14) e (15), que

L
1/2)mt
lim g(t) sen (n+1/2)mt dt =0
n—oo Jo L
¢ 0
1/2)mt
im [ h(t) sen VAT g
n—oo J_p, L

1.12 Demonstracao do Teorema de Fourier

O nosso objetivo é demonstrar o Teorema de Fourier, primeiro consideraremos o caso particular

em que L = 7, depois consideraremos o caso em que L > 0 é arbitrario.
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Seja f periédica com periodo 27, da definigdo dos seus coeficientes de Fourier podemos escrever

1 s
ap coskx + by senkr = — f(t) (coskz cos kt + sen ka sen kt) dt

™ —Tr
1 ™

= = f(t)cos[k(z —t)] dt
m —T
1 s

= = f(t)cos[k(t — x)] dt
™ —T
1 mT—x

= [ feryeoskydy, (t-=y)
1 mT—x

= / f(x+t)coskt dt, (y=t)
T J—m—z

™

1
= — f(x +t)coskt dt,
T

—T
na ultima igualdade usamos que f(z + t)coskt é periddica com periodo 27, logo a sua integral

sobre qualquer intervalo de comprimento 27 tem o mesmo valor. Da mesma forma, obtemos

Qo 1 &
Portanto,
a N
o
Sp(z) = ) + Zl (ay cos kx + by sen kx)
1" 1 &
= - /_Wf(x +1) (2 + Zcos(kt)) dt
k=1
1 s
- / F(x + ) Dy (£)dt,
onde

N
1
Dy(t) =5+ > cos(kt) (18)
k=1
é chamado de niicleo de Dirichlet. Mostraremos que
N+3  set=0

sen ((N+1/2)t :
T (t//2)) L, set#0

Dn(t) = (19)

A fungao dada acima é claramente continua em [—L, L].

Note que de (18), temos Dy (0) = N + 1. Da relacdo de Euler, podemos escrever

1 N o N
Du(t) = 5 <1 DICAESY e”“) :
k=1 k=1
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fazendo ¢ = € na identidade

N n—+1
q—dq
an T 14 (¢#1)
k=1 q
temos
et — @ NFDE _it/2(pit/2 _ gi(NHL/2ty git/2 (N1 it/2 4 i(N+1/2)t
2 — — — —
Zl ¢ T Tt T Gt2(e—it/2 _ git/2) | e=it/2 _eit/2  2jsen(t/2)
trocando ¢t por —t na relacao acima, temos
N i o—it/2 _ o—i(N+1/2)t
; ¢ T T 2isen(t/2)
portanto
i S i ikt _ ~2isen(t/2) + 2 sen(N +1/2)t) _ | sen (N +1/2)t)
Pt — 2i sen(t/2) sen (t/2)
[
Note que

s 0 s
Sn(x) = % @+ )Dy(t)dt = 1/ F(@+ ) D (t)dt + i/o (@ + ) D ()dt,

—T —T
mostraremos que

lim / f(z+t)Dy(t)dt = f(;_) e lim / f(z+t)Dy(t)dt = f(?_)

N—oo T N—oo T

com isso teremos mostrado o Teorema de Fourier para L = 2m. Note que de (18), temos

T 0
/ODN(t)dt:;r e /ODN(t)dt:

Portanto,

L[ flz4)
- /O Fla+ D () — 10*

" fle+ ) Dt dt—/ F(x4) Dy (t)dt

O

/ F@+1) — f(z0)) D)t

/ 2sen(t/2) g(t)Dn(t)dt, (ﬁzemos g(t) = %, veja (16))

o

o

1
™
1
™
1
™
1
™

/g sen (N + 1/2)t)dt

[e=]
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esta ultima expressao tende a zero quando N tende a infinito, veja (14). De maneira andloga,

definindo A(t) = M, veja (17), podemos escrever

2sen (t/2)
1 /0 _ I
— flx+t)Dy(t)dt — f(:; ) = / h(t)sen ((N + 1/2)t)dt.
) T
que tende a zero quando N tende a infinito, veja (15). [

Note que se f(x) é 2L periddica e suave por partes, entdo p(z) = f(wz/L) é 27 periddica e suave
por partes, sendo que para p(z) j4 mostramos o Teorema de Fourier. E facil ver que os coeficientes
de f e p sdo iguais, portanto se S, (z) e sy(x) sdo as somas parciais das séries de Fourier de f e p,

respectivamente, entao

N
. . ao nmx nmx
nl;ngo Sn(z) = nhﬁrl;(} ( 5 + E (an cos - + b, sen A ))

Portanto, com isso provamos o Teorema de Fourier para L > 0 qualquer. [ |
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1.13 Exercicios propostos
1. Nos problemas a seguir, esboce o grafico da fungao e encontre a sua série de Fourier.
(a) f(z)=—2 , —-L<z<L, flz+2L)=f(x)

—L<x<0
0, 0<z<lL

i flz+2L) = f(z)

—L—x, -L<z<0
L-—z , 0<x<L

o fle+2L) = f(z)

(@) f<a:>{‘”“’ S A

z, 0<z<1

0, -1<z<0
2, 0<z<1

e +2) = f(o)

@ f@ =" T et = @)

senr , 0<zr<m

(g) f(z) = [senz|
(h) f(z) = sen?x

2. Nos problemas a seguir, determinar se cada funcao dada é par, ou impar, ou nem par nem

impar. Esboce o grafico da fungdo em cada caso.

(a) a3 (e) secx
(b) a3 —2x (f) |23
(c) 28 —2x+1 (g) e®
(d) tan2x (h) el

3. Considere a funcdo f(z) =22 , 0<z < 1.

(a) Faca o desenvolvimento em séries de Fourier correspondente a extensdo periddica dessa
funcao, ou seja, o desenvolvimento da funcao como se ela fosse periddica fora do intervalo
no qual ela se encontra definida, sendo seu periodo igual a 1. Esboce o grafico da funcao

resultante no intervalo [—4, 4].

(b) Faga o desenvolvimento em séries de Fourier correspondente & extensdo periddica par
dessa funcao, ou seja, o desenvolvimento utilizando apenas termos em cosseno, com

periodo 2. Esboce o grafico da funcao resultante no intervalo [—4, 4].
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(c) Faga o desenvolvimento em séries de Fourier correspondente a extensdo periddica impar

dessa funcao, ou seja, o desenvolvimento utilizando apenas termos em seno, com periodo

2. Esboce o grafico da funcao resultante no intervalo [—4, 4].

. Considere as funcoes:

0, O<x<1
(a) f(z)=

r, 1l<zxz<3

z , O<z<l1

(b) flz) =

1, 1I<z<L3

(c) flz) =

(d) f(z) =

Para cada uma das funcoes acima:

1—=x

—x ,

, O0<z<1

, 1l<x<3
, O<zx<1
l<ax<3

(i) Esboce o grafico da extensao periddica de periodo igual a 3 da fungao, no intervalo de -12

a 12. Determine a série de Fourier dessa extensao.

(ii) Esboce o grafico da extensao par de periodo igual a 6 da funcao, no intervalo de -12 a

12. Determine a série de Fourier dessa extensao.

(iii) Esboce o grafico da extensao impar de periodo igual a 6 da funcao, no intervalo de -12

a 12. Determine a série de Fourier dessa extensao.

. Suponha que o conjunto de fungdes u,(x), n = 1,2,..

. seja ortonormal em [a,b], ou seja,

f; U () U, (z)dx = dppm. Se a integral ff f?(z)dz é finita, defina

Mostre que

e conclua que

e = /ab f(@)up(x)dx.

S < / ' P (a)da
n=0 a

b

lim f(z)up(x)dx = 0.

n—o0 a
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2 Equacoes Diferenciais Parciais

2.1 Um pouco sobre equacoes diferenciais ordinarias

Como nao se pressupoe que o aluno tenha feito um curso de equacgoes diferenciais ordindrias
para fazer este curso, falaremos brevemente sobre este assunto.

Uma equagao diferencial ordinaria. £ DQO, é uma equagao que envolve uma fungéo desconhecida
u(z) e derivadas da mesma. A ordem de uma EDO é a ordem da derivada mais alta que aparece
na mesma. Por exemplo u'(z) = ku(z) e u”(z) = w?u(z), onde k,w sdo constantes positivas, sdo
EDOQ’s de primeira e segunda ordem, respectivamente. Eles descrevem o crescimento populacional

e o movimento de um oscilador harmonico, respectivamente.

Uma equagao linear de primeira ordem mais geral possivel é da forma

u'(z) + p(z)u(z) = g(x), (20)

onde os coeficientes p e g sdo fungdes conhecidas. Se P(z) for uma anti-derivada de p(z), entao
multiplicando a equacdo acima por ef'®), temos ef@u/ + p(z)e@u(z) = eP@g(z), ou seja

(eP@u(z)) = eP@g(z). Portanto, e’ @u(z) = [eP@g(x)dr + O, ou seja,

eP@g(z)dx + C

é a solugao geral de (20). No calculo da integral indefinida [ e”’®) g(z)dx devemos fazer a constante
arbitraria igual a zero, uma vez que ja temos uma constante arbitraria C. Por exemplo, dada a

equagao u' 4 2xu = x, temos p(x) = 2z e g(x) = x, logo P(z) = e’ portanto

Prde +C L 401
:fe 112l‘+ _ 3¢ 1 R S

u(z) 5

er e’

O problema de valor inicial para uma equagdo linear de primeira ordem consiste em
encontrarmos a solugdo de (20) que satisfaga a condigao inicial u(x,) = u,. Por exemplo, para
encontrarmos a solucdo de v’ + 2zu = x, u(0) = 1, escolhemos C em u(z) = 5 + Ce de modo
que u(0) = 1, ou seja, C = 1/2. Logo a solugao desejada é u(z) = % + %e‘x2.

Toda equagao de primeira ordem que nao é da forma (20) é chamada de nao linear.
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Dizemos que uma equacao de primeira ordem é de variaveis separaveis se ela é da forma

g(x)’
por exemplo, v’ = 1;?31. Note que (21) pode ser reescrita como
du  dz
flu)  g(x)’

onde separamos as varidveis u e x. A solugao geral de (21) é

/ du _/ dx
w?+1 ) x+3

ou seja, arctgu = In|z 4+ 3|+ C ou u =tg (In|z + 3|+ C).

u?+1
z+3

Em particular, se u’ = temos

Uma EDO linear de segunda ordem mais geral possivel é da forma
u’(z) + p(2)d (2) + g(z)u(z) = g(2), (22)

onde os coeficientes p, ¢ e ¢ sdo fungoes conhecidas. Se g(z) = 0 dizemos que a equacdo é
homogénea. O problema de valor inicial para uma equacao linear de segunda ordem consiste
em encontrarmos a solugao de (22) que satisfaca as condigdes iniciais u/(z,) = u, e u/(z,) = u,, que
no caso de um oscilador harmonico correspondem a posicao e a velocidade da massa no instante
To-

O conjunto solugcao de uma equacao linear de segunda ordem é um espago vetorial de
dimensao 2. Para encontrarmos uma base para o mesmo, basta encontrarmos duas solucoes

u1(z) e ug(x) que sejam linearmente independentes, isto significa que

ur(x) wuo(x
W (w1 (2), uz(x)) = det @) we) £ 0.
uy(z)  uy(x)
Um caso particularmente interessante de uma FEDO linear de segunda ordem homogénea é

quando os coeficientes sao constantes, ou seja, ela é da forma
av” +bu' + cu =0,

onde a, b, c sdo constantes que assumiremos reais, com a # 0. Para resolvermos tal equacao,

Az

buscamos uma solucao da forma e, o que significa que A tem que ser raiz da seguinte equagao

aX? +bA+c=0,
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chamada de equagao caracteristica da EDO. Fazendo A = b?> — 4ac temos as seguinte

possibilidades:

(i) A > 0, neste caso temos duas raizes reais distintas: Ay = % e a solucao geral da equagao

sera
u(z) = c1eM% + e,

(ii) A = 0, neste caso A_ = Ay = g—f, o que nos da a solucao e_%x, para encontrarmos uma
outra solugdo que nao seja miltiplo desta, tentamos uma solugao da forma u(z) = v(m)e_%”, com
isso encontramos v(z) = z. Portanto a solugao geral da equagao é

u(z) = (1 + 02.1')6_%90
(iii) A < 0, neste caso temos duas raizes complexas distintas: Ay = % = axif, o

que nos d4 as solugdes complexas ui(z) = e®e’® ¢ ug(z) = e*e~*. Como a equagdo (22) é
linear e homogénea, combinagoes lineares de suas solucoes também serao solugoes. Em particular,

M = ™ cos(fz) e w(z)—us(@)

5 = e*® gen (Sx) sao solugoes de (22), como uma nao é multiplo

escalar da outra, elas sdo linearmete independentes, portanto a solugao geral de (22) sera
u(z) = e** (¢1 cos(Bx) + casen(fx)) . (23)

Se quisermos resolver o problema de valor inicial, teremos que escolher ¢q e ¢o de forma, satisfazer
as condigOes iniciais, isto significa resolver um sistema de equagoes lineares (duas equagoes de duas
incéginitas).

Em muitas situacoes estaremos interessados em resolver uma equacao ordinaria de segunda
ordem onde a situagao fisica requer que consideremos u(z) apenas para x € [0, L], onde L é positivo
e finito. Neste caso invés de especificarmos as condigoes iniciais, teremos que especificar condi¢ées
em u e ou v’ nas extremidades deste intervalo, com isso teremos o que chamamos de condigoes
de contorno. A equacao diferencial, juntamente com estas condigoes de contorno nos levam
aos problemas de valores de contornos. Embora existam outras condigoes de contorno
importantes, consideraremos condicoes de contorno de Dirichlet, de Neumann e mista, dadas
por (i) u(0) =0 =wu(L), (ii) ©/(0) = 0 =u/(L) e (iil) u(0) = 0 = u/(L). respectivamente, onde X é
uma constante. Mais precisamente, consideraremos os seguintes problemas de valores de contornos:
u’(x) = Mu(z), para 0 < < L e u satisfaz uma das trés condigoes de contorno (i). (ii) ou (iii).

Estes problemas serao resolvidos quando estudarmos a solugao da equagao do calor.

38



2.2 O que é uma equacgao diferencial parcial?

Uma equagao diferencial parcial, EDP, é uma equagao contendo uma funcao desconhecida u

de duas ou mais varidveis independentes e derivadas parciais de u em relagao a estas varidveis.

2.3 Classificacao de Equacgoes Diferenciais Parciais

A ordem de uma equacao FDP é a ordem da derivada de maior ordem que aparece na mesma.
Por exemplo, u; + uuy = 0 e u, = uyy sao EDP’s de primeira e segunda ordem, respectivamente,
nas varidveis independentes x e y.

Dizemos que uma EDP de primeira ordem nas varidveis independentes x e y é linear se ela

é da forma:
aug + buy + cu = d, (24)

onde os coeficientes a, b, ¢, d podem depender apenas de z,y. Por exemplo, zu, + u, = cos(zy) u+
€™ é uma equacao linear de primeira ordem. Se d = 0, dizemos que a equacao linear é homogénea.
Uma equacao de primeira ordem nas varidveis =,y que nao é da forma (24) é dita ser nao-linear.
Por exemplo, u,; + uu, = 0 é de primeira ordem e nao-linear.

Dizemos que uma FDP de segunda ordem nas varidveis independentes x,y ¢é linear, se ela

for da seguinte forma:
AUgy + Dgy + Clyy + dug + euy + fu=g (25)

onde os coeficientes a, b, ..., g sé podem depender de x e y, ndo podem depender de u ou de suas
derivadas parciais. Uma EDP de segunda ordem que nao é da forma (25) é chamada de nao-linear.
Se g for identicamente zero, dizemos que a EDP (25) é homogénea, caso contrario, dizemos que

ela é nao-homogénea.

Exercicio 2.1 (Principio da Superposi¢ao) Mostre que se uy e uy forem solugées de uma EDP

linear e homogénea, entdo u = cruy + coug também serd.

E comum classificarmos as equacdes (25) em funcdo do sinal de A = b? — ac. Dizemos que (25)
é eliptica, hiperbdlica ou parabdlica, se A for negativo, positivo ou zero, respectivamente. Por

exemplo a equacao g, + uyy = 0 ¢ eliptica.
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Exemplo 2.1 A equacao uz = kug,, onde k € uma constante positiva, € parabdlica. A equacdo
Ut = gy, onde ¢ € uma constante positiva, € hiperbolica. A equacdo Tuyy + Ylyy + 3y2uz =0
é eliptica na regidgo xy < 0, € hiperbdlica na regigo xy < 0 e se xy = 0, ela € parabdlica (verifique

estas afirmagoes!).

Dizemos que u é uma solugao de uma EDP, se ela a satisfaz identicamente e se u e todas as
suas derivadas parciais que aparecem na FDP forem continuas. Por exemplo,
2 L 9 4
u(x,y) = z°y — 2%y +2senz+3y" —5

’ ~ 2u _
é uma solucao de 5r0y = 2z — .

Exercicio 2.2 Sejam f,g : R — R de classe C? (tém derivadas até sequnda ordem continuas).
Mostre que

u(z,t) = f(2z + 5t) + g(2x — 5t)

€ solucao da equacdo 4uy = 25Uy, .

2.4 O Método de Separacao de Variaveis

Uma das técnicas para resolucao de EDP’s é o método de separacao de variaveis. Em
que consiste este método? Se a EDP tiver varidveis independente x e y, ou seja, se u = u(z,y),
buscamos uma solugao u da forma u(z,y) = X(2)Y (y). Ao substituirmos esta solugdo na FDP,
tentamos separar de um lado da equagao a variavel x e do outro a variavel y, se isto for possivel,
como estas duas varidveis s@o independentes e temos uma funcao de x igual a uma funcao de y
para todo x,y, entao cada lado deve ser igual a uma constante A, o que nos leva a duas equagoes
diferencais ordindrias uma para a varidvel x e a outra para a varidvel y. Por exemplo, dada a
equagao Uyy + Uyy = 0, se fizemos u(z,y) = X (2)Y (y), teremos X (z)X"(x) + Y (y)Y"(y) = 0.
Dividindo esta equagao por X (z)Y (y) e separando as varidveis, obtemos

X'(@) _ Y'(y)
X~ Yy

= A,

0 que nos leva a duas equacoes diferenciais ordinarias de segunda ordem, lineares, com coeficientes
constantes e homogénas,

X"z)=AX(z) e Y"(y)=-\Y(y),
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que sao facilmente resolviveis, veja secao 2.1. Em principio A é uma constante qualquer, mas
nos problemas que consideraremos, somente valores particulares de A serao permitidos, eles serao
determinados pelas condig¢oes de contorno. Se tivermos n varidveis independentes na FEDP,
tentamos uma solugao que seja o produto de n fungoes, cada uma das quais numa das n varidveis
independentes, na expectativa de obter n equagoes diferenciais ordindrias. Neste caso, teriamos

n — 1 constantes de separacgao de varidveis A1, ..., Ap—1.
Exemplo 2.2 Resolva o sequinte problema usando separacao de varidveis:
up = 4uy, u(0,y) = 8e Y.
Resolugao. Fazendo u(z,y) = X(z)Y (y), temos
X'(z) Y'(x)

iX(z) Y(z) A

0 que nos leva as seguintes equagoOes diferenciais ordindrias de primeira ordem de varidveis
separaveis:

X'(z) =4AX(z), Y'(y) =Y (y).
Suas solugdes gerais sdo X (x) = c1e* e Y (y) = c2¢™, 0 que nos leva a

A(4z+y) A(4z+y)

u(z,y) = cicze =ce .

Como queremos que u(0,y) = 8¢™3Y, entdo ce’’ = 8e~3Y, portanto A = —3 e ¢ = 8, que nos leva a

solucao u(x,y) = 8e 3(4o+y), ]

Exemplo 2.3 Resolva o sequinte problema usando separa¢do de varidveis:
up = 4duy, u(0,y) = 8e3Y 4+ 4.

Resolugao. A EDP acima é linear e homogénea, logo se ui(x,y) e ua(z,y) forem solugoes

da mesma, entdo u(z,y) = ui(x,y) + ua(z,y) também serd. No exemplo anterior vimos que

A1(dz+y)

ui(z,y) = cre e ug(x,y) = coe2(451) 30 solucoes da EDP, entdo

u(m, y) = U1 (:I:v y) + uQ(:Ev y) = CleA1(4x+y) + C2e>\2(4x+y)
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também é solugao da mesma. A seguir escolheremos as constantes ci, co, A1 € Ao de modo a

satisfazer a condicdo u(0,y) = 8e~3Y + 4e~%Y. Ou seja, devemos ter
c1eMY 4 c0e™?Y = 8¢ 4 46,

o que implica que ¢; = 8, co =4, A} = —3 e Ay = —5. Portanto a solucao desejada é
u(z,y) = 8e~12073Y 4 42005y,

Exercicio 2.3 Resolva os sequintes problemas usando separacao de varidveis

(a) 3uy +2uy =0, u(z,0)=4e"

(b) uy = 2uy +u, u(z,0) =3e % + 237

(¢) up = 4ugy, u(0,t) =0, wu(mt)=0, wu(z,0
(d) g = Ugy, ug(0,8) =0, wu(2,t)=0, u(x,0
(e) uy = dugy, u(0,t) =u(b,t) =0,

2.5 A equagao do calor em uma dimensao espacial

A equacéo de calor em uma dimensao espacial modela o fluxo de calor num fio que é isolado em
toda parte, exceto, nas duas extremidades. Matematicamente, temos o seguinte problema: seja R
a regiao do plano (x,t) determinada por 0 < x < L et > 0, e R a unido de R com sua fronteira que
é formada pelas semi-retas {x = 0,¢t > 0} e {x = L, t > 0} e pelo segmento {0 <z < L, ¢t = 0}.
O problema da condugao do calor consiste em determinar uma fungao real u(z,t), temperatura no

ponto x e no instante t, definida em R que satisfaca & equacao do calor
u = Kuge, em R, (26)
que satisfaca a condigao inicial
u(z,0) = f(z), 0<x<L, (27)

onde f : [0,L] — R é uma fungao dada e, finalmente, que satisfaga as condigoes de fronteira que
vamos descrever abaixo. A constante K é chamada de difusividade térmica, depende apenas do

material de que é feita a barra, por exemplo, se o material for cobre, entdo, K = 1.14cm?/s.
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2.5.1 Condigoes de Fronteira da Equacao do Calor

Tipo I. Suponhamos que, por algum processo, as extremidades da barra sejam mantidas a

temperaturas conhecidas. Por exemplo, constante em cada extremidade,
u(0,t) =T1 e wu(L,t)="Ty,

onde 17 e T5 sao temperaturas dadas. Um caso mais complexo seria aquele em que se conhece a

variagdo de temperatura em um das extremidades (ou em ambas), isto é
U(Oat) = hD(t) e U(L,t) = hl(t)7

onde hy(t) e hi(t), para t > 0, sdo as temperaturas em cada uma das extremidades.

Tipo II. Suponhamos que as extremidades estejam isoladas termicamente. Isto quer dizer que os

fluxos de calor através de x = 0 e x = L sdo nulos, ou seja,
uz(0,t) = ugy(L,t) = 0.

Tipo III. Suponhamos que meio ambiente tenha uma temperatura u, e que haja transferéncia de

calor, entre a barra e o meio ambiente, regidas pela lei
ku,(0,t) = e (w(0,t) —uo), kug(L,t)=—e(u(L,t) — up),

onde e é uma constante, dita emissividade, caracteristica do material da barra do meio ambiente.

Tipo IV. Uma combinacao de duas quaisquer das condigoes acima, como, por exemplo,
u(0,t) =0 e wuy(L,t)=0.

Usaremos o método de separacao de varidveis encontrar a solugao da equacao do calor,

assumiremos que

u(x,t) = F(x)G(1). (28)
Substituindo (28) em (45), temos
F(z)G'(t) = KF"(2)G(t) (29)
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ou

1G'(t)  F'(x)
KG@t) F(zx)’ (30)

Como o lado esquerdo de (30) depende apenas de t e o direito depende apenas de x e estas duas

variavies sao independentes, ambos os lados devem ser iguais a uma constante o. Isto nos leva as

equacoes
1 G'(t) F'(z)
il — = 0. 31
KGwt) 7 ¢ F) ¢ (31)
Em particular, temos
F'(z) —oF(z) =0, para 0<uz<L. (32)

2.5.2 Barra com extremidades mantidas & 0° C

Vamos assumir que a condigdo de contorno seja do Tipo I, com u(0,t) = u(L,t) = 0. Entao

devemos ter
F(0)=F(L)=0, (33)

pois, como u(0,t) = F(0)G(t) = 0, para todo t > 0, segue-se que se F'(0) # 0, entdo, G(t) =0
e, portanto, u = 0, o que nao tao tem a chance de satisfazer & condicao inicial u(z,0) = f(z), a
menos que f(z) = 0.

H4 trés possibilidades para o.

i) Se o > 0, entao a solugao geral é da forma
F(z) = c1eV" + cpe™ V7,
Portanto, se tal F' satisfizer (33), o par (c1, c2) de constantes devera satisfazer

c1+co = 0,
cle\/EL—Fcze_ﬁL = 0.

Da primeira equagao, temos ca = —c1, substituindo este resultado na segunda equagao obtemos,
0=c (e\/EL — e*\/EL> = cle‘/EL (1 — 672\/511) .
Como o # 0, devemos ter ¢; = 0, portanto co = 0. Isto implica F' = 0, o que néo nos interessa.
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ii) Se 0 = 0, a solugao geral de (32) é
F(z)=c1x+ ca,
e, para satisfazer (33) deveremos ter
co=0 e cL+c=0,

o que implica ¢; = ¢y = 0 e, portanto, F' = 0, o que nao nos interessa.

iii) Se o < 0, fazemos 0 = —\2, onde A > 0, e a solucdo geral é
F(z) = ¢1 cos A\x + c2 sen Ax.
Para que tal funcao satisfaga (33), deveremos ter
c1=0 e cygsenAL =0,
como nao queremos co = 0, devemos ter
sen AL =0,

o que implica AL = nm, onde n é um inteiro positivo, pois A > 0. Portanto,

n2m?

An = =
chamados de autovalores do problema e as fungoes

nmx

F,(x) = sen <

sao chamadas de autofungoes associadas. Para cada n a solugao da segunda equacao diferencial do

lado esquerdo de (31) é proporcional a

Gn(t) =e 2 KT,

Logo, para cada n =1,2,..., temos uma funcao

_n2r’Kt nmw
up(x,t) =€ 12 sen —,

L

que satisfaz a equagao a equacao de calor e as condi¢oes de fronteira dadas.

Exercicio 2.4 (Principio da Superposi¢cao) Mostre que se ui(x,t) e ug(z,t) sao solugoes da
equagao de calor, o mesmo acontecerd com u(x,t) = ciuy(x,t) + coug(x,t). Portanto, qualquer

combinacao linear finita de solucoes da equacao de calor também serd solucdo da mesma.
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Segue-se do Principio da Superposicao, veja exercicio acima, que toda expressao da forma

N N W22
u(z,t) = E cnin(z,t) = E cne 7 sen (mlix) ) (34)
n=1 n=1

onde ¢, sao constantes, é solucao da equacao de calor. Claramente ela satisfaz as condigoes de
fronteira dadas, ou seja, u(0,t) = 0 = u(L,t), para todo t. Conseqlientemente, se a condigao inicial

f(x) fosse da forma

f(z) = EN: by, sen (?) , (35)
n=1

portanto

nmx

by, = T /OL f(z) sen (T) dx. (36)

entao, deveriamos ter

al nwT il nwx
nz:lbn sen (T) = nz:lcn sen (T) ,

para todo z. Logo ¢, =b,, n=1,...,N.
Dada uma fungéo f suave por partes, nem sempre ela serd uma combinacao linear finita de senos
como em (35). Conforme visto no nosso estudo de séries de Fourier, f podera ser representada pela

seguinte série infinita de senos:

f(z) = ibn sen (%) .
n=1

onde b, é dado por (36). Portanto ao invés da combinacao finita (34), o nosso candidato para
solucao do problema de condicao de calor com temperatura zero em x = 0 e x = L e distribuicao

inicial de temperatura f, serd a seguinte combinacao linear infinita:

u(z,t) = i cneanEZKt sen (?) . (37)

n=1

Por causa da condigao inicial u(x,0) = f(x), devemos fazer ¢, = b,, para todo n, onde b, é dada

por (36).
Exemplo 2.4 Independentemente da distribuicao de temperatura inicial f, seque da (37) que

lim wu(z,t) = 0. (38)

t—o00
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Isto era esperado, pois se mantivermos as extremidades do fio imersas no gelo, pelas leis da
Termodinamica, a temperatura em qualquer ponto deve tender a zero quando o tempo tender a
infinito. Neste caso dizemos que a temperatura de equilibrio é 0 grau, o seu valor depende

apenas das condigcoes de fronteira.
Para mostrarmos (38), notamos que

/ f(z)sen 7r)’dmﬁi/j‘f{:ﬁ)sen(nzx)‘dwgi/oﬂf(aj)dxzc

|bn| =

Portanto,

S
8

n 2Kt T
n€ L?  sen (—)
L

b n27r22Kt iy
n€ L sen (—)
L

|u($7t)‘ =
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8
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Logo
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e pelo Teorema do Sanduiche, concluimos que lim |u(z,t)| = 0, o que equivale lim u(z,t) =0. m
t—00 t—00

0 < |u(z,t) <

Exemplo 2.5 Resolva o sequinte problema

U = Ugg, em R,
u(0,t) = w(mt)=0, para t>0
u(z,0) = sen’z, para 0<z <.
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= 3,._ 1 3
Resolugao. Note que sen’r = ;senx — $sen3z. Logo,

u(z,t) = 1 e 'senx — 1 e % sen 3.
Exemplo 2.6 Resolva o seguinte problema
U = Uz, em R,
u(0,t) = wu(mt)=0, para t>0
u(z,0) = =z, para 0<z <.
Resolugao. Note que
2 [T 2(—1)n*t
by, = / xsen (nx) dx = i,
m™Jo ™™
portanto
2 > (_1)n+1 —n2t
u(x,t) = —~ Z p e sen (nx)
n=1
Exercicio 2.5 Resolva o sequinte problema
up = AUz, +4u, em R,
u(0,t) = w(mt)=0, para t>0
u(z,0) = 1, para 0<z<m.

Sugestao. Escreva u(x,t) = e*v(x,t) e mostre que v(x,t) satisfaz a equacdo de calor jd estudada.

Quanto vale limy_, oo u(x,t) ?

2.5.3 Barra isolada termicamente também nas extremidades
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Procedendo como no caso anterior, podemos estudar o problema

u = Kug,, em R,
uz(0,t) = wugy(L,t)=0, para t>0
u(z,0) = f(x), para 0<z<L.

Do método de separacao de varidveis, temos

G'(t) = oG(t), t>0,
F'(z) —oF(z) = 0, 0<z<L,

onde o ¢é determinado pela condicao de fronteira

F'(0) = F'(L) = 0.

_ 2_2 . ~
Os autovalores sio 0, = —"3 e as autofungdes correspondentes sdo [F,(z) = cos “J*.
2_2
_n“n Kt _
Para a segunda equagao temos G, (t) = e~ 2 . Note que para cada n, a funcao wu,(x,t) =

2 2
_nn Kt . - ¢~ .
e L7 cos "T* satisfaz a equagao de calor e as condigoes de fronteira dadas e o mesmo vale para

qualquer combincao finita destas funcoes. Vamos tomar a solucdao da forma

° n2n2Kt
. L nmx
u(z,t) = — + g cpe LZ cos <

onde os coeficientes ¢, deverao ser tomadas de modo que f(r) = u(x,0) = § + > 77 ¢, cos 7L,

ou seja,

/ f(z cos—dx n=20,1,2,....

Exemplo 2.7 Resolva o segquinte problema

Ut = Ugy, €M R,
uz(0,t) = wuy(m,t)=0, para t>0
u(z,0) = cos’z+cosbr, para 0<z <.

Solucao. Vimos que a solucao do problema acima é da forma
u(z,t) ?0 Z ane ™ ' cosna,
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onde

oo
a
cos® & + cos bx = u(z,0) = 24 Z Qy, COSNT,
2
n=1
por outro lado, como cos? x = %(1 + cos 2x), temos que

11 >
§+§cos2x+cos5m = %jLZancosnx,

n=1
logo, ag =1, a2 = %, as = 1 e os demais coeficientes sdo nulos, portanto a solugao do problema é

5

1 1
u(z,t) = =+ 56_4’5 cos 2x + e~ 2% cos bir.

2
Alternativamente, tendo em vista que cos ax cos bz = 3 (cos(a — b)z + cos(a + b)z), poderfamos
ter calculado os coeficientes acima usando as relagoes

2 s
a, = - / (cos2 T + cos 5:c) cos nxdx
™ Jo

2

3

2 T
cos® xcosnz + = cos bz cos nxdx
™ Jo

3

2 iy
COS2 X cosnr + — COS DX COS nxdw
™ Jo

2 ™
(1 + cos2x) cosnz + — / cos 5x cos nxdx
T Jo

3

1 (7 2 [T
cosnxdr + — cosnx cos 2xdx + — cos Hx cos nxdx
™ Jo ™ Jo

3

1 (7 1 ("
cos nxdx + o / (cos(n — 2)x + cos(n + 2)x) dz + — / (cos(n —5) 4+ cos(n + 5)x) dx
T Jo T Jo

sen#0,2,5

sen=20

sen =2

_ e O N%ﬁ%%

sen =2,

[
—— 3~ 3= 3~ 30

0 que nos di o mesmo resultado. [ |

Exemplo 2.8 Considere o sequinte problema de condugdo de calor num fio com as extremidades

1soladas.

U = Upy, O0<z<m, t>0,
ug(0,t) = 0, wug(mt)=0,t>0,

u(z,0) = sendz, 0<z<m.
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(a) Encontre a solug¢ao do problema acima.

(b) Qual € a temperatura de equilibrio do fio?
Solugao. A solugao do problema acima é da forma u(z,t) = 9 4+ 3>, ane~ ™t cos nx, onde

2 ™
ap = — sen® zcosnzdr, n=0,1,2,....
T Jo

Note que temos a seguinte identidade trigonométrica

3 p 616 —e 6
sen = -
21

(e—i39 _ 3€i9 + 36—2'9 _ e—i39)
—8&

1 €i30 _ e—z‘30 3 eie _ e—i@
-1 (2) T (2)

1 3
= -7 sen 30 + 1 sen 6.

Portanto, lembrando que sen az cosbx = (sen (a + b)z + sen (a — b)z, temos

2 [T 1 3
a, = — —— sen 3z + — senx | cosnxdxr
™ Jo 4 4
1 [7 3 [T
= —— sen 3x cosnxdr + — / sen z cosnrdr
27 0 2 0
1 ™ 3 ’7T
= —— (sen (n+3)x — sen (n — 3)z) dx + — / (sen(n+ 1)z — sen (n — 1)z) dx.
47 0 4T 0
Deixamos para o leitor o cdlculo das integrais acima. A temperatura de equilibrio é 4 = %T. [ |

2.5.4 Barra com uma extremidade isolada e a outra mantida a 0° C

Temos o seguinte problema

up = Kug,, em R,
u(0,t) = wugy(L,t)=0, para t>0
u(z,0) = f(x), para 0<z<L.

Pelo método de separagao de variaveis temos

F'(z) = oF(z), 0<z<IL,
F(0) = F'(L),



(2n—1)m?

. . 2n—1
0 que nos leva a 0, = —* 74—, n = 1,2,..., e as respectivas autofuncoes F,(z) = sen @n—1)rz

2L
Logo, a solucao do problema de valor inicial é

_ (21?2 ke (2n — D)z
Z Cne aL? sen ——

onde os coeficientes ¢, devem ser tais que (veja Exemplo 1.15)

i (2n — 1)z

=Y cp sen—————

mn 2L bl
n=1

ou seja,
2 [t 2n — 1
e = L/o f(z) sen(nQL)m: dx.
Exercicio 2.6
up = AUz, em R,
u(0,t) = wug(m,t)=0, para t>0
u(z,0) = 2%, para 0<z<m.

Exercicio 2.7 Mostre que a solucao de

Uy = a2um, em R,
ugy(0,8) = w(L,t)=0, para t>0
u(z,0) = f(x), para 0<zx<L

SN

i _((@n=1)ra\? m—1

2L

onde

L
— 2/ f(x) cos 7(271 ;Ll)mv dx.
0

Sugestao. Temos duas alternativas:

(1) Repetir o que foi feito para o caso em que u(0,t) = u,(L,t) = 0, neste caso, precisaremos
representar uma func¢do f definida no intervalo [0, L] em termos de uma série de cossenos da
forma "7 ¢, cos (W), 0 que corresponde fazermos uma extensdo periddica par de f com

periodo AL, a qual denotaremos por g(x). Para que apare¢a somente n impares, devemos fazer
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g(x) = —f(2L — x) para x no intervalo de (L,2L], ou seja, g € anti-simétrica em relagio a reta

x = L; ou ainda,

(1) Podemos escrever v(x,t) = u(L — x,t) e mostrar que v(x,t) € solugio do problema que jd

conhecemos:
vy = agvm, em R,
v(0,t) = wvy(L,t)=0, para t>0
v(z,0) = f(L—=z), para 0<x<L.

2.5.5 Condicoes de fronteira nao-homogéneas

Considere o seguinte problema

uy = Kuge, em R,
U(Oat) - ho<t)v U(Lvt) =M (t>7 para >0,
u(z,0) = f(x), para 0<az<L.

(39)

A idéia é transformar este problema num de condigoes de fronteira homogéneas, através de uma

mudanca da variavel dependente u. Assim, suponha que seja possivel achar uma fungao v(z,t) tal

que

v(0,t) = ho(t), v(L,t) = hy(t)

e que u seja a solugdo do problema de valor inicial (39), segue-se que a fungdo w = u — v satisfaz

ao seguinte problema

wy = Kwgy +g(z,t) em R,
w(0,t) = w(L,t)=0, para t>0,
w(z,0) = f(x)—v(x,0), para 0<z <L,

(40)

onde g(x,t) = Kvg, — vi. Se for possivel determinar v tal que ela seja solugao equagao de calor em

R, entao, g = 0. Em muitos problemas, tomaremos v(z,t) = U(x), portanto, U(x) = ax + b, onde

a e b sao determinados pelas condigoes de contorno.

Exemplo 2.9 Se hy(t) =« e hi(t) = 3, onde a e § sao constantes.
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Neste caso, basta tomar v(z,t) = o +

@. Uma tal v é solugao do calor. Portanto, w é

solucao do problema

wy = Kuwzg em R,
w(0,t) = w(L,t)=0, para t>0,
w(z,0) = f(z)—a-— (ﬁ—La)x’ para 0<z <L,
cuja solugao é
. 0 _n271'22Kt nmwIT
= L -
w(z,t) che sen ——,
n=1
onde os ¢, sao os coeficientes de Fourier de seno da funcao f(x) — a — @, ou seja,
2 [ -
Cp = L/o <f(:x) —a— (B-a)z Loz)x) sen sz dzx.

7

Logo, a solucao do problema de valor inicial (39) com h,(t) = a e hi(t) =5 é

(B—a)r _n?n?K¢ nwr
u(x,t) :a—l—T—Fche L? sen ——.
n=1

A temperatura
(8 —a)x
L

é chamada de temperatura de equilibrio. Note que quanto ¢ tende a infinito, u(z,t) tende a

n2r2Kt
U(z). Por outro lado, u(x,t) —U(z) = Y 07 cpe 2 sen ™% a qual tende a zero quando ¢

Ul)=a+

tende a infinito, é chamada de temperatura transiente.
Exemplo 2.10 Considere o sequinte problema de conducgao de calor num fio.
U = Uy, O0<zxz<m t>0,
u(0,t) = 0, w(mt)=10,t>0,
u(z,0) = 28€n5$—0.186n9$+%x, O<z<m.

(a) Encontre a solug¢ao do problema acima.

(b) Qual € a temperatura de equilibrio?

Solugao. Note que para encontrarmos a temperatura de equilibrio nao precisamos resolver o
problema. No caso considerado éla é determinada completamente a partir das condicoes de

fronteira, nao depende das condigoes iniciais: U(x) = %. Portanto a solucao do problema é

u(z,t) = — + cne” " senna.



Da condicao inicial, temos

10z 10z
2senbr —0.1sen 9z + — = u(z,0) = — + CnSENNT.
7 7 ot
Portanto,
(o.9]
2sendr — 0.1 sen9zx = Z cpSennx,
n=1
e concluimos que c; = 2, cg = —0.1 e dos demais coeficientes sdo nulos. Logo, a solugao desejada é
10
u(z,t) = =T 4 2 Btsen 5z — 0.1e 8 sen 9.
7

Alternativamente, poderiamos ter calculados os coeficientes ¢, a partir das relagoes

2 ™
cn = / (2 senbx — 0.1 sen 9x)sen nx dz
T Jo

2 [T 0.1 (7
= — /0 (cos(n — 5)x — cos(n + 5)x)dx — — /0 (cos(n —9)x — cos(n + 9)x)dz,

™

0 que nos da o resultado acima. [ |

Exercicio 2.8 Encontre a solugcao do sequinte problema
up = azum, em R,
u(0,t) = T, uy(L,t) =0, para t>0

u(z,0) = f(x), para 0<ax<L.

Sugestao. Note que a temperatura de equilibrio é U(z) =T. Faga u(x,t) =T + v(x,t) e mostre

que v(z,t) € solugao do problema conhecido

vp = Vg, em R,
v(0,t) = 0, vy(L,t) =0, para t>0

v(xz,0) = f(z)—-T, para 0<z<L.

Exercicio 2.9 Encontre a solugio do sequinte problema (veja sugestao do exercicio anterior)

Uy = oz2um, em R,
ug(0,¢) = 0, u(L,t) =T, para t>0
u(z,0) = f(x), para 0<x<L.
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Observagao 2.1 A temperatura de equilibrio é uma fungdo de x apenas e satisfaz a equagdo de
calor considerada; em particular, a temperatura de equilibrio da equacio u; = oy, satisfaz
U’(x) = 0, logo ela é da forma U(z) = ax + b, onde as constantes a e b sio determinadas
pelas condigoes de fronteira (e ou inicial quando as condigoes de fronteiras nao forem suficientes
para calcularmos a e b, por exemplo, quando as duas extremidades da barra estdo isoladas). Para a
condigio de fronteira u(0,t) —u,(0,t) =0 e u(L,t) = T, devemos ter U(0)—U'(0) =0 eU(L) =T,

portanto, U(x) = HLL

(14x). Jd para a equagdo de calor uy = a*ugze+bu, a temperatura de equilibrio
deve satisfazer U" + %U =0, em particular, se % =1, L =m e as extremidades foram mantidas
a temperatura zero, devemos ter U(0) = 0 = U(w), portanto, U(xz) = ¢1 senx, onde c1 € uma

constante a ser determinada pela condicdo inicial: ¢y = %foﬁ f(x)senzdx.

2.5.6 Unicidade da equagao do calor

Teorema 2.1 Seja T > 0 finito e g(x,t) continua em [0, L] x [0,T]. Entao o problema
up — Kugy = g(z,t), 0<az<L,0<t<T, u(zr,0)=f(x), 0<z<lL, (41)

com uma das sequintes condi¢oes de fronteiras:
(1) u(0,2) = ho(t) e u(L,t) = ha(t),
(1) uz(0,1) = ho(t) € ug(L,t) = ha(t)
(791) u(0,t) = ho(t) € uy(L,t) = hi(t) ou
(iv) ue(0,1) = ho(t) € u(L,t) = ha(t),
para 0 < t < T, tem no mdrimo uma solucdo u, tal que u, U, Uy € Uy, Sejam continuas em

[0, L] x [0,T].

Prova. Suponha que tivéssemos duas solucoes u1(z,t) e ua(z,t), defina u(x,t) = ui(z,t) —ua(z, t),

entao u é solugao do seguinte problema
up = Kz, 0<z<L, 0<t<T, u(z,00=0, 0<zx<L,

com uma das seguintes condi¢oes de fronteiras (homogéneas) (i) u(0,t) = 0 e u(L,t) = 0, (ii)
uz(0,¢) = 0 e ugp(L,t) =0, (iii) w(0,t) = 0 e uy(L,t) = 0 ou (iv) uy,(0,t) = 0 e u(L,t) = 0, para

0 <t <T. Além disso, u(x,t), us, uy € uy, sao continuas em [0, L] x [0,7]. Multiplicando a
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equagao uy = Kuy, por u e integrando em relagao a  de 0 a L, temos

L L
/ u(z, t)u(z, t)de = / Ku(x,t)ug,(z, t)dx, (42)
0 0
como u e uy sdo continuas, lado esquerdo de (42) pode ser escrito como
L L 2
0 u”(x,t)
t t)ydx = ———"d
/0 u(x, t)uy(z, t)dx 9 2 x
d (1 [F,
= — (= u*(x,t)dx (usamos o Teorema 2.2)
dt \2 Jo
d
= —E(t
dt ( )7
onde
e,
E(t) = 3 u”(x,t)dx > 0.
0

Ap6s uma integragao por partes no lado direito da equagao (42) e notando que os termos de fronteira

sao iguais a zero, temos

L L L
/ Ku(x, t)ug,(z,t)dx = [Ku(a:,t)ux(az,t)]OL - K/ ul(z,t)de = —K/ ul(z,t)dz < 0.
0 0 0

Portanto, para 0 <t < T, temos
logo

Como E(t) > 0, concluimos E(t) =0, para 0 <t <T. Ou seja,

L
/ u?(z,t)dx = 0,
0

para 0 <t < T. Como para cada t € [0,7] fixo, a funcio u?(z,t) é ndo negativa é continua em x
em [0, L], entdo segue da igualdade acima (veja Exemplo 2.11) que u?(x,t) = 0 em [0, L] x [0, T].
Ou seja, u(x,t) =0 em [0, L] x [0,T]. Portanto,

ui(z,t) = ug(z,t)

em [0, L] x [0,T]. |
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2.5.7 Apéndice equacgao de calor

Exemplo 2.11 Se h(z) for continua em [a,b] e
b
/ h(z)dxz = 0, (43)
entao h(z) =0 em [a,b].

Resolugao. Suponha que h(z) nao seja zero em [a,b], digamos que h(x,) > 0, para algum

o € (a,b). Na definigdo de continuidade, fazendo € = h(g"), existiria § > 0, tal que se
x € (xy — 0,20+ ), entao h(x) > h(x,) — € = @ Logo, como h(z) > 0e (a —d,a+9) C [a,b],
temos
b To+0 To+0 h(a: )
/ h(z)dz > / h(z)dz > / 20) g = h(zy) > 0,
a To—0 To—0
contrariando (43). ]

Teorema 2.2 Sejam h(z,t) e %h(z,t) continuas em |a,b] X [¢,d], entdo

d [ * o
dt/a h(m,t)dx:/a ah(m,t)dx, (44)

para todo t € [c,d].
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2.6 Exercicios

1. Em cada problema a seguir, determinar se o método de separacao de varidveis pode ser
usado para substituir a equacao diferencial parcial dada por um par de equagoes diferenciais

ordinarias. Se for possivel, achar as equacoes.

(a) TUzy +ur =0 (d) tugy +xur =0
(b) Ugy + gt +ur =0 (e) [p(x)ug)e —r(z)uy =0
(€) Ugy + (x + y)uyy =0 (f) e + uyy +2u =0

2. Considere o problema de conducao de calor numa barra metalica de comprimento unitario,
descrito pela equagao:

100 upe =u¢ , O<ax<l , t>0

Considere também as condi¢oes de contorno:

u(0,t) =0 a u(0,t) =50 ) ug(0,8) =0
u(l,t) =0 u(1l,t) =80 ug(1,6) =0

Considere por fim as distribuigoes iniciais de temperatura na barra dadas por:

,0) = 10
x,0) = sen’mx
r,0) = 22

Determine a solucdo u(x,t) do problema com:

Condigoes de contorno: I; condicao inicial: A
Condigoes de contorno: I; condigao inicial: B
Condigoes de contorno: I; condicao inicial: C

Condigoes de contorno: II; condicao inicial: A
Condigoes de contorno: II; condicao inicial: C

Condigoes de contorno: III; condicao inicial: A

)
)
)
)
e) Condigoes de contorno: II; condigao inicial: B
)
)
) Condigoes de contorno: III; condicao inicial: B
)

Condigoes de contorno: III; condigao inicial: C
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3. Considere uma barra de comprimento igual a 2. A seguinte equacao diferencial representa a
propagacao de calor nessa barra:

QUpy = Ut

Essa barra possui, inicialmente, a temperatura em todos os seus pontos igual a 10, sendo que
as extremidades da barra possuem temperaturas fixadas em 20, para x = 0, e em -20, para
x = 2. A barra é mantida assim até entrar em equilibrio térmico. Quando a barra atinge
equilibrio térmico nessas condigoes (considere que esse instante é convencionado como ¢t = 0)
suas extremidades sao subitamente levadas novamente a temperatura de 10, sendo mantidas

fixas nesse valor para todo tempo a partir desse instante.

(a) Determine a fungao que descreve a distribuigdo de temperaturas na barra, em fungao de

x, no instante ¢t = 0.

(b) Calcule a funcao que descreve a distribuicao de temperaturas na barra, em fungao de x,

quando t = 5.

4. Considere uma barra de comprimento igual a 2. A seguinte equagao diferencial representa a
propagacao de calor nessa barra:

2Upy = U

Supoe-se que a barra esteja inicialmente com temperatura igual a 0 em toda sua extensao, e
que no instante t = 0 as extremidades da barra sejam subitamente levadas a temperatura de

10, sendo mantidas nessa temperatura desse momento em diante.

(a) Determine as equacgoes diferenciais ordinarias que surgem quando se emprega o método
de separagao de variaveis para tratar esse problema.
(b) Calcule a fungao que descreve a distribui¢ao de temperaturas na barra em funcao de z

quando t = 5.

5. Considere uma barra de comprimento igual a 2. A seguinte equacao diferencial representa a
propagacao de calor nessa barra:

Aupr = Ut

(a) Essa barra encontra-se com as extremidades (pontos x = 0 e x = 2) termicamente

isoladas, e possui, inicialmente, a temperatura em seus pontos dada por:
_ k.2
u(z,0) = bz
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A barra é deixada assim por varias horas, até entrar em equilibrio térmico. Determine
a equacao que descreve a distribuicao de temperaturas na barra quando o equilibrio é
atingido.

(b) Apés entrar em equilibrio térmico, a barra subitamente tem os isolamentos térmicos das
extremidades retirados, sendo as temperaturas nas extremidades fixadas em u(0,¢) = 20
e u(2,t) = —20 a partir desse instante (adote a convengao de que ¢ = 0 no exato instante
em que o isolamento térmico é retirado, e as temperaturas das extremidades sao fixadas
nesses valores). Determine a fungao que descreve a distribuigdo de temperaturas na
barra, em funcao de x e t, apds a barra ter as temperaturas de suas extremidades

fixadas.

6. Considere uma barra de comprimento igual a 2. A seguinte equagao diferencial representa a
propagacao de calor nessa barra:

Aupy = Up

Essa barra possui, inicialmente, a temperatura em todos os seus pontos igual a 10, sendo
que as extremidades da barra possuem temperaturas fixadas em 20, para x = 0, e em -20,
para x = 2. A barra é mantida assim por véarias horas, até entrar em equilibrio térmico.
Quando a barra atinge equilibrio térmico nessas condigoes, suas extremidades sdo isoladas
termicamente, sendo mantidas isoladas a partir desse instante. (Dica: adote a convengao de

que t = 0 no exato instante em que a barra recebe isolamento térmico em suas extremidades).

(a) Determine a distribuigdo de temperaturas na barra em funcdo de z, no instante

imediatamente anterior & colocacao do isolante térmico nas extremidades da barra.

(b) Calcule a funcao que descreve a distribuigdo de temperaturas na barra, em funcao de z

e t, apds a barra ter suas extremidades termicamente isoladas.
2.7 'Trabalhos
Questao 1. Considere a equacao da propagagao do calor em uma barra:
gy (z,1) = ug(z, 1)

A barra, de comprimento L e extremidades x = 0 e z = 0, é sujeita a dois experimentos distintos

(situacoes a e b), com diferentes temperaturas nas extremidades e diferentes distribuicoes iniciais
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de temperatura, resultando em duas solugoes distintas para a equagao do calor. O relacionamento

das condigoes iniciais e de contorno com as solucoes da equagao é mostrado na tabela abaixo.
w(0,t) | w(L,t) | u(z,0) | u(z,t)
(a) Boa Ora o) | ug(z,t)
(b) Bob Orp op(z) | up(x,t)

As temperaturas das extremidades da barra sdo agora fixadas nos valores:

U(O, t) = 59()@ + ’)/901)

u(L,t) = B0rq +01p

sendo dada a distribuicao inicial de temperaturas na barra:

u(x70) = ﬂd)a(x) + 7¢b(x)

Determine a fungao u(z, t) para essas condigoes iniciais e de contorno. (Observagao: o fato mostrado

neste exercicio é chamado de linearidade da equagao do calor).

Questao 2. Deduza a expressao da solucao da equacao do calor em uma barra quando uma das

extremidades tem temperatura fixa e a outra encontra-se termicamente isolada.

Questao 3. Modifique a solucao da equacao de Laplace, de tal forma que a mesma seja capaz de
representar a distribuigao em regime estacionario de temperaturas numa placa retangular quando a

temperatura nas fronteiras da placa é dada por quatro fungdes arbitrarias: hi(z), ho(z), ha(y), ha(y).

Questao 4. Considere uma barra de 2m de comprimento, na qual a propagac¢ao do calor obedece
a equagcao:

QNigr = Ut

Essa barra faz parte de um sistema de troca de calor entre um recipiente no qual ocorre uma reagao
de combustao, e que fica a temperatura de 0, e o meio ambiente, que se encontra a temperatura
de 20°. Isso significa que, em uma das extremidades, a barra tem sua temperatura fixada em 6, e
na outra em 20°. Um sensor de temperatura, de massa desprezivel, estd afixado bem no meio da

barra, e nesse ponto ele mede a temperatura h(t) = u(1,t).

(a) Encontre a equacao diferencial ordindria que relaciona a temperatura 6 com a temperatura

h(t).
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(b) Suponha que o recipiente, ap6s passar varias horas a temperatura § = 80°, subitamente tem

sua temperatura elevada para § = 120°. Determinar a expressao de h(t) nesse caso.
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2.8 A Equacao da Onda

Outra equacao diferencial parcial muito importante que aparece em matematica aplicada é a
equacao de onda. Ela aparece na descricao de fendmenos envolvendo a propagacao de ondas num
meio continuo, por exemplo, no estudo de ondas actsticas, ondas de agua, ondas eletromagnéticas
e ondas sismicas. No apéndice 5 temos a deducao da equagdao da onda em uma dimensao espacial.
Desprezando os efeitos de amortecimento, como a resiténcia do ar e se a amplitude do movimento
nao for muito grande, ela é dada por

2
Ut — C Ugy-

2.8.1 A Corda finita

O problema de vibragoes transversais de uma corda perfeitamente flexivel, de comprimento L,
ligeiramente esticada entre dois suportes no mesmo nivel horizontal, de modo que o eixo dos x esteja
ao longo da corda (veja Figura), consiste em determinar uma fungao real u(x,t) (deslocamento da
corda no ponto x no instante ¢) definida para (z,t) € [0, L] x [0,00) que satisfaga a equagao da

onda
Ut = gy, (x,t) € (0,L) x (0, 00), (45)
que satisfaca as condigoes iniciais

u(z,0) = f(zx), 0<zx<L, (46)
ut(x,0) = g(z), 0<z<L, (47)
onde f,g:[0,L] — R sao funcoes dadas e, finalmente, que satisfaca as condigoes de fronteira que
vamos descrever abaixo. Especificar as condigoes iniciais consiste em dizermos inicialmente qual a
forma da corda, representada por u(z,0), e o modo que a corda é abandonada nesta posi¢ao, o que

é traduzido pela velocidade inicial uy(x,0). A constante ¢ é a velocidade de propagacao da onda

no meio.

2.8.2 Condigoes de fronteira
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I - Corda finita com extremidades fixas. Suponhamos que a corda tenha comprimento L,
e que, quando em sua posigao de repouso, ela ocupe a porgao do plano (z,u) entre 0 e L. Assim,

a hipotese de extremidades fixas implica que
u(0,t) =u(L,t) =0, para t>0.

II - Corda finita com extremidades livres. Neste caso a corda de comprimento L, tem
suas extremidades forcadas a nao se afastarem de trilhos colocados perpendicularmente a corda,

no plano (z,u) de vibragao. Isso implica
uz(0,t) = ug(L,t) =0, para t>0.

111 - Outras condigoes de fronteira. Podemos ter o caso em que as extremidades se movem,

transversalmente, de acordo com leis conhecidas. Por exemplo,

u(0,t) = a(t), w(L,t)=>5b(t), para t>0.

2.8.3 A corda vibrante com extremidades fixas

Considereremos o seguinte problema

uy = uge, em R,
u(0,t) = w(L,t)=0, para t>0,
u(z,0) = f(z), w(x,0)=g(x), para 0<z<L.

Vamos fazer separacao de varidveis. Assumindo que a solugdo do problema é da forma
u(z,t) = F(x)G(t), ao substituirmos esta expressao na equacgao diferencial temos

F//(x) _ G//(t)
F(z)  AG(t)

0 que nos leva as seguintes equacoes diferenciais ordinarias

F'—¢F = 0, (48)
G’ = odG. (49)
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As condigoes de fronteira implicam F'(0) = F(L) = 0, caso contrario, G(t) = 0, o que nao nos

interessa. Assim, somos levados ao seguinte problema

F'—oF = 0,
F0) = F(L)=0,

.z . . . ~ 2
que ja foi resolvido quando consideramos a equagao do calor: o, = — L2 ,paran=1,2,...,

autofungoes sao Fy,(x) = sen "7*. Para cada o, a solucdo geral de (48) é

nmce mrct
Gn(t) = ay, cos + by, sen 7
onde a, e b, sao constantes arbitrarias. Logo, as funcoes
(2, 1) nwx nmct b, nmwT nmct
up(x,t) = a, sen —— cos sen —— sen
" " L L L L

cujas

satisfazem a equacdo de onda e as condigoes de fronteira. O passo seguinte é determinar os

coeficientes a, e b,, de modo que

o)
t
u(x,t) = Z <an sen$ cos mITJC +bp sen? sen nzc ) ,

n=1

satisfaca as condicoes iniciais. Isto implica que

00
nmx
= E Ap SEN T,
n=1

e é necessario que

2 L
:L/o f(x)senn%da:.

(50)

Para a determinagao dos by, derivamos (formalmente) termo a termo a série que define u(x,t),

em relagao a t. Usando a segunda condicao inicial temos,

oo
nme nwx
g(x) = Z I b sen I

n=1

logo, devemos ter
9 L
e b, = — / g(z) sen nne dz,
0 L

de onde obtemos,



Embora nao tenhamos feito nenhuma hipétese em f e g, sob a hipétese que f, f/, f”, g, ¢’ serem
continuas e " e ¢g"” serem seccionalmente continuas em [0, L] e, além disso, f(0) = f(L) = f”(0) =
/(L) = g(0) = g(L) = 0; entdo, os coeficientes a,, e b, decairdo pelo menos com # e nao
teremos problemas de convergéncia, todo o procedimento acima é rigoroso, nos levando a solucao
do problema proposto.

Tendo em vistas as identidades trigonométricas
1
sen acoshb = i[sen (a+0b) + sen (a —b)],
1
senasenb = §[cos (a —b) — cos (a + b)],

a expressao (50) pode ser re-escrita como

1 & nmw(x + ct nm(r —ct
u(z,t) = 3 ; (an sen (L) + ay, sen (L)>
1 & nm(x — ct) nr(z + ct)
+ 3 2:1<b” cosf—bn cos ———F——
1 & nm(x + ct) nr(z + ct)
= 3 Z <ansenL — by, cos — 7
n=1
1 & nm(x — ct) nm(x — ct)
+ 5 221 <ansenL+bn cos A
n=
 Fz+ct)+ Gz —ct)
= 5 7
onde
> nm nww
F(w) = Z (an sen —— — by, cos T )
n=1
e
S nww nm
Gw) = Z (an sen —— + by, cos T ) .
n=1
Portanto, podemos escrever
F _
(., t) = (x+ct) + Gz — ct)

2 9

. ~ . . F(z—ct) _ G(z+ct
ou seja, a solucao do problema pode ser vista como a superposicao de duas ondas (x2 ) o (I; £ ),

que se propagam para a direita e esquerda, respectivamente, com velocidade ¢. Se g(z) = 0, entao
b, = 0, para todo n e F' = (G, em particular,

F(x —ct) + F(z + ct)
2 )

F(z,t) =

onde F(w) é o prolongamento periédico impar de f com periodo 2L.
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Exercicio 2.10 Mostre que a equagdo de onda € linear, ou seja, se ui(xz,t) e uz(x,t) forem duas
solucdo de uy = c*ugy, entdo, para quaisquer constantes ci e cz, u(x,t) = ciuy(x,t) + caus(x,t)

também serd solucao da equacdo de calor.

Exercicio 2.11 Mostre que se ui(x,t) for solu¢ao de

uy = uge em  (0,L) x (0,00),
u(0,t) = w(L,t)=0, para t>0,
u(z,0) = f(x), wu(z,0)=0, para 0<z<IL,
e ua(x,t) for solugao de
Uy = Cuge em  (0,L) x (0,00),
u(0,t) = wu(L,t)=0, para t>0,
u(z,0) = 0, w(x,0)=g(x), para 0<z <L,

entao, u(x,t) = ui(x,t) + ug(x,t) € solugdao de

uy = Cuge em  (0,L) x (0,00),
u(0,t) = w(L,t)=0, para t>0,
u(z,0) = f(x), w(z,0)=g(z), para 0<z<L.

Exercicio 2.12 Resolva o sequinte problema:

Uy = Ugpy, O0<zxz<m, t>0
u(0,t) = 0=wu(mt), t>0
u(z,0) = senz, w(x,00=0, 0<z<m.

Esboce os grdficos de u(z,t) nos instantest =0, t =7/2 et = 7.

Resolugao. Como g(z) = 0, segue-se que b, = 0 para todo n. Por outro lado,

2 ™
ap, = / senzx sen(nx) dx
T Jo

_ 1 /Oﬂ(cos(n — 1)z — cos(n + 1)x)dx

T
1, sen=1

0, n#l
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logo,

1 1
u(z,t) = senx cost = B sen(z —t) + 3 sen(x +t),

que a superposicao de duas ondas que se propagam com velocidade ¢ = 1, se propagando em
diregoes opostas (veja Figuras 20 e 21, mostrando a solugao, dada em azul, como a superposigao de
duas ondas, gréficos nas cores vermelho e verde, nos instantes t = /4 e t = /2. Note que quando
t = m/2, as duas componentes estao completamente fora de fase e temos interferéncia destrutiva,

u(z,m/2) = 0. Note que embora em cada instante, cada uma das duas ondas componentes tenham

amplitude variando nos pontos © = 0 e x = m, nestes a interferéncia é sempre destrutiva e
u(0,t) = 0 = u(m,t), para todo t e temos dois “nds” nestes pontos.). [ ]
0.6 0.4
0.4 0.2
0.2
0.5 1 /5 2 2.5 3
0.5 1 1.5 2 5 3 -0.2
-0.2 \ -0.4
Figura 20: O grafico de u(z,7/4) em azul. Figura 21: O grafico de u(z,7/2) em azul.

Exercicio 2.13 Resolva o sequinte problema:

U = Uge, O0<ax<m, t>0
u(0,t) = 0=wu(mt), t>0

u(z,0) = 0 w(z,0)=cosz, 0<z<m.

Mostre que se t = kmw/2, onde k € 7Z, entdo a corda estard esticada horizontalmente, ou seja,

u(z, km/2) =0 para todo x.
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Resolugao. Como f(x) = 0, segue-se que a,, = 0, para todo n. Por outro lado,

2 ™
by = — [ cosx sen(nz)dz
nm Jo
™

_ L (sen(n + 1)x + sen(n — 1)x) dx

nm Jo
1 0, sen=1
= —9q <cos£$1)x n cosgznx) I
_ 0, sen=1
=
Logo,
u(x,t) = 727,15::2 1:2(:11)n sen(nx) sen(nt) = jni::l ﬁ sen(2nz) sen(2nt).

Em particular, u(z, k7 /2) =0, k € Z, para todo x. Além disso, a solugdo pode ser re-escrita como

[e.9] o0

2 1 2 1
n=1 n=1
onde F(w) = %Zle ﬁ cos(2nw). m
Exercicio 2.14 Resolva o seguinte problema:
Uy = Ugy, O0<z <7, t>0
u(0,t) = 0=wu(mt), t>0
u(z,0) = senz, w(x,0)=cosz, 0<z<m.

Resolugao. Temos duas alternativas: (i) usar o Exercicio 2.11 que diz que a solugao do problema
acima é a soma das solugbes dos Exercicios 2.12 e 2.13 ou (ii) calcular diretamente os coeficientes

anp’s e os by’s. [ ]

Exercicio 2.15 Resolva o sequinte problema:

Ut = 4um, 0<$<30,t>0
u(0,t) = 0=wu(30,t), t>0

. L, 0<z<10
u(a:, ) - f($) - 30—z 10 <p< 30
20 > — —

ut(xz,0) = 0, 0<z<30.
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Resolugao. Vimos que a solugao deste problema é da forma

[e.9]

u(w,t) = Z (an sen (%) coS (Tllgt> 4 b, sen (n;(')x> sen (7”L17T5t>> '

n=1

Como u¢(xz,0) = 0, segue-se que b, = 0, para todo n. Por outro lado,

1 /10 T (nmc)d +/30 30 —x (mmc)d
a = — —Ssen | —— X sen \ —— X
" 15\ J, 10 30 0 20 30

Portanto,

Note que a solugao acima pode ser re-escrita como

sen nm(x — 2t 9 < sen (T nm(x + 2t
ot = ) () o Swn(E) (e s0)
= F(:zc—2t)+F(x+2t),

onde
9 sen % nmTw
7272: Se”( 30 )

portanto, F'(w) é o prolongamento periédico impar de periodo 60 de f(z). [

Exercicio 2.16 ( Corda com uma extremidade fiza e a outra livre.) Suponha que uma corda eldstica
de comprimento L tenha a sua extremidade x = 0 fiza (u(0,t)) =0, Vt) e a extremidade x = L livre
(ug(L,t) =0, Vt) e que ela seja colocada em movimento sem velocidade inicial a partir da posi¢do

inicial u(x,0) = f(x). Mostre que o deslocamento da corda, u(x,t), € dado

Z o sen (2n — D7z cos (2n — 1)mwet
" 2L 2L ’

/f sen( 2L1)”>dx.

Exercicio 2.17 ( Corda com as extremidades fizas em alturas diferentes de zero.) Resolva o

onde

sequinte problema

Uy = c2um, O<ax<L,t>0
u(0,t) = o, u(L,t)=p, t>0
U(l’,O) = f($)7 ’LLt(I',O) :g($)7 O0<z<L.
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Sugestao. Encontre a posi¢ao de equilibrio da corda, ou seja, uma fun¢ao U = U(x) que satisfaz

a equagao de onda e as condigoes de contorno acima, ou seja, U(x) = a + BfTa x. FEscreva

u(z,t) = U(z) + v(x,t), como u e U satisfazem a equagio de onda, seque da linearidade desta

equagdo que v(xz,t) também € solugdo da mesma; ou seja v € solugdo de um problema conhecido:

Vg = c2vm, O<z<L,t>0
v(0,t) = 0, wo(L,t)=0, t>0
v(z,0) = f(z)-U(z), w(z,0)=g(x), 0<z<L.

Exercicio 2.18 (Corda com ambas as extremidas livres.) Resolva o sequinte problema

U = Cupg, 0<ax <L, t>0

ug(0,t) = 0, wux(L,t)=0, t>0
u(z,0) = f(z), uz,0)=g(x), 0<z<L.

Sugestao. Se assumirmos que u(x,t) = X(x)T'(t), das condigées de contorno u,(0,t) = 0 =
uz(L,t), para todo t, devemos ter X'(0) =0 = X'(L) e do método de separagdo de varidveis temos
X" = XX, X'(0) =0 = X'(L), veja solu¢ao da equacao de calor para um fio com extremidades

isoladas. Temos A\, = — (%)2 e

XMx)zcos(?), n=0,1,2,...

A equacao em T fica

2
r—-("F)T
L )

a qual jd foi resolvida, exceto, que agora, n pode ser zero e para este valor de n temos
T,(t) = ao + bot,
onde a, e b, sao constantes arbitrdrias. Paran > 1, vimos que

nmct nmct
To(t) :ancos( 7 > + b,sen ( T > .

Portanto, a solucdo da corda com as duas extremidades livres € da forma

> nmct nmct nwx
u(x,t) = ao + bt + Z (ancos ( 7 > + bpsen < 7 )) cos (T) .

n=1
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Observagao 2.2 Note que no problema da corda com as extremidades livres, se

L
b= /0 g(w)dz #0,

entao a corda se moverd vertical e indefinidamente para baixo ou para cima, dependendo do sinal

de b,.

Exercicio 2.19 Uma corda em movimento num meio eldstico satisfaz a equacdo

C2wa — 042’[1, = U

onde a? € proporcional ao coeficiente de elasticidade do meio. Supondo que a corda estd fiza nas
suas extremidades e seja colocada em movimento sem velocidade inicial a partir da posicao inicial
u(z,0) = f(z), 0 <z < L, encontre o deslocamento u(x,t).

Sugestao. Assuma que u(z,t) = X(x)T(t), portanto, das condi¢oes de contorno, devemos ter

X(0) =0= X(L) e do método de separagio de varidveis, temos

T// B X// 0[2 B
er - x 2 F
logo,
X — o? _ N
= M+07 X =XX, X(0)=0=X(L) (51)
e
T" = Aul.

O problema de contorno (51) jd apareceu no problema de conducao de calor num fio com

extremidades mantidas a temperatura 0; ou seja, A, = — (%)2 e
nmwx
X, (x) = sen (T) , n=1,2...

Por outro lado, p, = — ((%)2 + (i—j), portanto,

2
e () )
2 2
Tn(t):ancos( (%) + a2 t) —{—bnsen( (nz(;) + a? t>.

ou seja,

73



2.8.4 A Corda infinita e a Formula de D’Alembert

Vamos agora estudar o problema de vibragao de uma corda de comprimento infinito, a qual é
uma idealizacao de uma corda muito longa. Neste caso, nao ha condicoes de fronteira a satisfazer,
e, assim, o problema consiste em buscar uma funcgao u(x,t) definida no semi-plano fechado, z € R

et >0, tal que

Uy = CZUM, reR, t>0,

U(Z‘,O) = f(l')’ ut(l'ao) = g(:L'), r €R,

onde f e g sao condigoOes iniciais.
Note que se F(z) e G(z) sao duas fungoes com derivadas até segunda ordem continuas, entao, a
fungao u(z,t) = F(z + ct) + G(x — ct) satisfaz a equagao da onda. A pergunta natural é a seguinte

sera que podemos escolher estas funcoes de modo a satisfazer as condigoes iniciais, ou seja,

fz) = u(,0)=F(r)+Gz) (52)
g(r) = w(x,0)=cF'(z) —cG'(x)? (53)
Tomando a derivada de (52) em relagdo a x e multiplicando a equagao resultante por ¢, temos
cF'(x) + ¢G'(z) = cf'(x). Esta equagdo juntamente com (53) nos conduz ao seguinte sistema
cF'(z) + cG'(z) = cf' ()
cF'(x) — cG'(z) = g(x).

Somando as duas equagoes do sistema acima e dividindo o resultado por 2¢, temos, temos

Fla)=1 /;””) + géﬂé ) (54)

De maneira andloga, se subtrairmos a segunda equacao da primeira no sistema acima e

multiplicarmos o resultado por 2¢, encontramos

Q'(a) = f;”) - g;”c“") (55)

Integrando as equagoes (54) e (55) de 0 a x, temos, respectivamente,

F(z)=F(0) — f(20)+f(2x)+21c/ozg(s)ds
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a)=co - S0 L /Oxg(s)ds
Portanto,
u(z,t) = F(x+ct)+ Gz —ct)
= FO)+6(0) - fo)+ LEEDIIE=D " g(syas - - OM g(s)ds
— FO)+6(0) - fo)+ LEEOIIE=D +tt g(s)ds
_ fletd) ‘; fla=ct) 2% / _+: g(s)ds (pois, F(0) + G(0) = u(0,0) = £(0)).

Portanto, temos

u(z,t) = flx+ct)+ f(x —ct) N 1 /x+ct

9 % g(S)dS,

—ct
Conhecida como férmula acima é conhecida como a formula de D’Alembert.

No caso particular em que g(x) = 0, temos
1

ou seja, a solucdo é a superposicdo de duas ondas. A funcdo f(x + ct) é chamada uma onda
regressiva (se move para a esquerda) e f(x — ct) é chamada uma onda progressiva (se move para a
direita).

No caso particular que f(x) = 0, temos
(1,0) = — h(a+ct) — — hiz —ct)
u(z, = g Mate 5 M@ —ct),

onde h(w) = fow g(s)ds. Portanto, temos a superposi¢ao de uma onda regressiva e uma progressiva.
Em geral, temos
u(z,t) = ¢p(x + ct) + Y(x — ct),

onde

1

Bw) = 3 fw)+ 5 hlw) e (w) = 5 fw) = 5-hw),

ou seja, a solucao é a superposicao de duas ondas, que se propagam com mesma velocidade ¢ e em

sentido contrario.
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Figura 22: Gréfico de g.

Exercicio 2.20 Suponha que f(x) =0 e que o grdfico de g(x) € aquele mostrado na Figura 22.
(a) Encontre u(x,t).
(b) Esboce o grdfico de u(x,0) e u(z,1).

Resolugao. Da férmula de D’Alembert, temos u(z,t) = W, onde h(w) = ["g
Claramente, u(x,0) = 0. Note que se w < 0, entao, h(w) = —f g(s)ds = 0, pois, g(s ) =0
para s < 0. Por outro lado, se w > 1, entdo, h(w fo s)ds = fo s)ds = 1. Finalmente,
se 0 < w < 1, entdo, h(w fo s)ds = fo ds = w. Logo o grafico de h(w) é aquele que esté
mostrado na Figura 23. O graﬁco de u(m, 1) é mostrado na Figura 24, cada unidade no eixo vertical
vale c.
1
0.8
0.6
0.4
0.2
6 4 2 2 4 6 6 4 2 4 6
Figura 23: Gréfico de h(x). Figura 24: u(z,1) = w, (c=1).

Exercicio 2.21 Considere uma corda infinita inicialmente esticada horizontalmente, com
velocidade inicial ug(x,0) dada pela funcao cujo grdfico aparece na Figura 27. Supondo que ¢ =1,

mostre que u(x,t) = h(x +t) — h(x —t), onde o grdfico de h é dado na Figura 25.

Solugao. Da férmula de D’Alembert, u(z,t) = W onde h(w) = [ g(s)ds. Note que
se w < —1, entao, h(w :—fg ds:—fglg( ds-—f +sd5——§.Sew>1,entéo,
fo s)ds = fo s)ds = 3. Se 0 < w < 1, entdo, h(w) = Jo @ = s)ds = w — w?/2.
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Figura 25: Grafico de h.

Finalmente, se —1 < w < 0, entao, h(w) = — f£(1 + 5)ds = w + w?/2. Portanto,

—0.5, w <1
w+w?/2, -1<w<0
h(w) = / .
w — w2/2, O<w<l1
0.5, w > 1
Veja o grafico de h na Figura 26.
0.4
0.2
3 2 1 1 2 3

Figura 26: Grafico de h.

Exemplo 2.12 Suponha que ¢ = 1 na equacgao da onda e que a forma inicial da corda seja dada

na Figura 27. Esboce os grdficos de u(x,t) para t = 0.25, 0.5, 0.75, 1 e 1.5.

Resolugao. Os esbogos seguem imediatamente da férmula de D’Alembert e sdo mostrados nas
Figuras 27-32. Note que no instante ¢ = 1 uma onda acaba de passar pela outra e a partir deste

instante elas se movem independentemente.
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Figura 30: u(z,0.75) = L0/ (@=075),

0.5

0.4 0.4

0.3 0.3

2 0.2

0 0.1

3 2 1 1 2 3 -3 2 1 1 2 3
Figura 31: u(z,1) = w Figura 32: u(z,1.5) = ﬂmﬂﬁ)gﬂx_m).

2.9 Exercicios

1. Considere o problema de vibracao de uma corda elastica fixa nas duas extremidades, com

comprimento L. = 2, que obedece a equagao:

Mgy = Uy
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Considere as seguintes fungoes que descrevem a posicao inicial da corda, em situagoes

distintas:
(I) u(xz,0)=0

(II) u(z,0) = senl;
2z , 0<z<1
(III) w(x,0) =
20r—2)? , 1<2<2
Considere também as seguintes fungoes que descrevem a velocidade inicial da corda em cada

ponto, também em situacoes distintas:

(A) w(x,0)=0

3
(B) wi(x,0) = —sen%x

(C) ug(z,0) = (z—1)2 -1

Determine a solucao u(z,t) do problema para:

Condigoes iniciais I e A.

(a
: (f) Condigoes iniciais IT e C.

)
b) Condigoes iniciais I e B.
(g) Condicoes iniciais III e A.
) Condigoes iniciais I e C.
)

(c

(d) Condigbes iniciais 11 ¢ A (h) Condigoes iniciais III e B.
ondigoes iniciais IT e A.

(¢) Condidos inicisis I ¢ B (i) Condigdes iniciais III e C.
e) Condigoes iniciais IT e B.

2. Considere uma corda de comprimento igual a 5, fixa nas duas extremidades. A seguinte

equacao diferencial descreve o movimento oscilatério que ocorre na corda:
gy = U

A corda encontra-se inicialmente com deslocamento nulo em toda sua extensao, e a velocidade

inicial de cada ponto da corda é dada pela expressao:
u(x,0) = —sen (3mx)

(a) Determine a fungao que descreve a posigao da corda, em cada ponto, em funcdo do

tempo.

79



(b) Determine a funcao que descreve a velocidade da corda, em cada ponto, em fungao do

tempo.
(c¢) Determine a expressao da posigao da corda, em cada ponto, no instante ¢t = 10.
(d) Determine a expressao da velocidade do ponto x = 2, em fungao do tempo.

(e) Supondo que o movimento da corda produza um sinal de som, que freqiiéncias estarao

presentes nesse sinal de som?
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2.10 A Equacao de Laplace

Sejau = u(xy,...,z,) de classe C? num subconjunto aberto e conexo R™. Definimos o operador
Laplaciano como
n
0%u
A'U, = W
=1 Li
Em duas e trés dimensoes temos
Pu  0%u
Au= — + —
or? 0y
e
A Pu  0%u n 0%u
U= — + — + —
oxr?  Oy2 022’
respectivamente.

A equacao de Laplace é dada por
Au = 0.

Ela Laplace aparece no estudo de campos eletrostaticos, descrevendo a fungao potencial num

meio dielétrico sem cargas elétricas.

Exercicio 2.22 (Linearidade da Equagao de Laplace.) Mostre que se uy e ug satisfizerem a equagao
de Laplace, entdo, ciuy + cous, também satisfard, para quaisquer escolhas das constantes ¢ e ca.
Portanto, se ui,...,u, forem solucoes da equacdo de Laplace, entdo, ciuy + ... + cpu, também

serd, para quaisquer valores das constantes ci,...,cy,.

No que se segue €2 serd uma regiao aberta e conexa do plano (ou do espago). Denotaremos por
00 a fronteira de Q e Q = QU 0. Em muitas aplicacoes, 2 serd, por exemplo, um disco, um
retangulo, um semi-plano, um cubo ou uma esfera.

Uma fungao com derivadas parciais até segunda ordem continuas u : {2 — R serd harmoénica

se ela satisfizer a equacao de Laplace em ().

Exemplo 2.13 Alguns exemplos de funcédes harmoénicas.
(a) u(z,y) = ax + by + ¢, onde a, b e ¢ sao constantes arbitrdrias.
(b) u(z,y) = 2% — .
(¢) Se f for uma func¢do analitica complexa, entdo suas partes real e imagindrias serdo fungoes

harmonicas.
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Exercicio 2.23 Determine relagdes entre as constantes a, b e ¢ de modo que u(x,y) = az?+bxy+

cy? seja harménica.

Exercicio 2.24 (O Laplaciano em coordenadas polares) Seja v = v(r,8), mostre que
1 1
Av = v + =~ v + — Vgo-
r r
Resolugao. Em coordenadas polares temos a transformacdo x = rcosf e y = rsenf, cuja
transformagao inversa é

r=r(ey) = Vit e 0 =0y =tg "t (£),

x

sen 6
r

CO:

TS@, portanto, se f = f(r,0), onde r = r(z,y)

_ T _ - _ _
logo 7, = & = cos0, 0, = — , Ty = sent e, =

e 0 = 0(x,y), pela regra da cadeia, temos

sen

fo = [rra+ fobs = cosO fr — , o (56)
cos

fy = fory+ foby = senb f. + fo- (57)

r

Aplicando a regra da cadeia novamente a f, = f5(r,0), fy = fy(r,0), onde r = r(z,y) e 0 = 0(x,y),

temos

r r

foe = (fo)rrz + (fz)eby = cosb <cos9 fr— sen f9> - 86:0 <cosc9 fr— sen§ fe)
r 6

0 0 0 0 0
= cosf <0089 frr + Sig fo— 56:} f@’r) _ X <—sen0fr +cosf frg— Se: foo — %f@
senf cos senf cosf sen? 0 sen? 6

r

0 0 0
Tor = (fo)ery + (fy)oby = sen <sen6 fot = fe) + = <sene fot = fe)
r 0

T T
0 5 0 0 5 0 0
— send <sen9 frr— 20 fy+ 22 f9T> 4 <cos 0 fr+send frg+ 27 fog — 2N
r r r r r
sen@cosf sen @ cosf cos2 6 cos? 6

= sen29frr—2 5 fo+2 for + fr+ 5 foo-
r r r T

Somando-se as expressoes para fy; € fy, acima e supondo que f tenha derivadas até segunda ordem

continuas na varidveis r e 0, portanto, f,g = fg,, temos

1 1
fmc + fyy = frr + *fr + 7f6‘07
T T

com isso concluimos a resolucao do exercicio. [ |
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Note que de (56) e (57), se fizermos 7 = (cos 6, senf) e 6 = (—senb, cos ), entio

1 1 ~
Vf=(fe, fy) = (cosb,send) v, + ;(—sen@,cos 0) vg = v, 7+ v 0,

que é que nos dé o gradiente de uma funcao f dada em coordenadas polares.

Exemplo 2.14 Do Teorema de Green, temos

/Q(Qx — Py)dzdy = ?{ Pdz + Qdy,

o

onde 0) é percorrida no sentido anti-hordrio, P,Q sdo funcées de Classe C* num aberto contendo

Q1. Fazendo P = —uuy e Q = uuy, do Teorema de Green temos

/ V- (uVu)dr = j{ —utydr + uuzdy,
Q onN

mas sex = x(t) e y=1y(t), ondet € [a,b] € uma parametrizagcdo para a curva 9S), entdo podemos

escrever
b
j{ —uuydr + uuzdy = / (—uuyz’ 4+ uugy')dt
[0)9] a
b
= / uVu - (y, —2)dt
a

b
= / uVu - i/ 22 + y2dt

a

I
IS

|
&

du _ = - (Y, .
onde 5 =Vu-1 en = Ve é o vetor normal unitdrio de 0. Portanto, temos

/ V- (uVu)dzdy = j{ u@ ds. (58)
Q oo On

Em particular se u ou g—z for nulo em 0 a integral acima é zero.

Quanto Q C R? e 0Q € a superficie fronteira de €2, temos uma férmula similar a (58) e ela

seque imediatamente do Teorema da Divergéncia.

Exemplo 2.15 Podemos fazer a sequinte pergunta: quais sao as fungoes harmonicas v(r,0) que

50 dependem da distancia v a origem? Se v(r,0) = f(r), entdo v serd harmonica se e somente se
1 1 /
f(?“)+;f<7"):0,
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que € uma equacdo diferencial de segunda ordem redutivel ¢ uma equac¢do de primeira ordem.
Imediatamente, encontramos que f(r) = 1 e f(r) = Inr como duas solugdes linearmente
indenpendentes da equacgao acima. A funcdo Inr €, portanto, uma func¢do harménica na regido

Q =R2—-{(0,0)}, que ¢ independente de 6.

O problema de Dirichlet para a equacao de Laplace é formulado da seguinte forma: dada
uma funcio continua f : 90 — R, determinar uma funcao u : Q — R, tal que

(i) u € C%(Q) N C°(Q), ou seja, u seja continua em 2 e de classe C? em

(i) Au=0em Q e

(iii) w = f em 0N (condicao de fronteira).

O problema acima é altamente nao-trivial para uma regiao ) arbitraria e nem sempre tem
solucao. Neste texto nos limitaremos a regiodes retangulares ou discos, para as quais iremos obter

as solucoes através de séries de Fourier.

Exemplo 2.16 (Unicidade do Problema de Dirichlet) A sequir mostraremos que o Problema de
Dirichlet para a equacdo de Laplace admite no mdzimo uma solu¢io u € CO(Q) N C%(Q). De fato,

temos a sequinte identidade que imediata:

V- (uVu) = Vu - Vu + ulAu = Zuiz + uAu,
=1

integrando esta identidade sobre €, temos
/V (u(x)Vu(x))de = / Zuil(x)dx—l—/ u(x)Au(x)dz
Q Qi Q

usando a equacdo (58) e o comentdrio sobre a mesma, a integral do lado esquerdo da equagdo

acima, temos

/ w(Vu) -ndS = / Zuidw —|—/ uAudz. (59)
o9 Q= Q

Se uy e uy fossem solucoes C°(Q) N C?(Y) do problema de Dirichlet para a equagio de Laplace,
entio u = u; —ug € CO(Q)NC?3*Q), u=0em 0N e Au=0 em Q. O fato de u =0 em I faz
com que o lado esquerdo de (59) seja zero, como Au =0 em 2, a sequnda integral do lado direito

de (60) se anula. Portanto, teriamos

/QZ “3:1 (x)dx =0, (60)

o que 1mplicaria que uy;, = 0, para todo i =1,...,n e x € ), portanto u é constante em €2, como

u € C'N) eu=0 em N, seque que u =0 em Q, portanto, uy = ug em €.
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2.10.1 O Problema de Dirichlet no retangulo

Neste problema a regiao 2 é o retdngulo 0 < z < a e 0 < y < b. A sua fronteira consiste de

quatro segmentos aos quais devemos especificar as condi¢oes de fronteira:

w(z,0) = fo(z), w(xz,b)=fi(z), 0<z<a
u(0,y) = go(y), wula,y)=ag(y), 0<y<b.

Note que se quisermos que a condicao de fronteira seja continua, devemos ter as seguintes
condigoes de compatibilidade: f,(0) = g,(0), fo(a) = g1(0) e g1(b) = f1(a) e f1(0) = go(b). Se essas
condigoes nao forem satisfeitas, pode-se ainda encontrar uma fungao harmonica, u, em €2, a qual

satisfaz as condicoes de fronteira num certo sentido, mas que nao podera ser continua em §2.

Exercicio 2.25 Mostre que para se resolver problema acima, basta considerarmos as solugdes de
quatro problemas, cada um dos quais com condicdes de fronteira zero em trés lados do retangulo e
mantendo-se a condicao de fronteira dada no quarto lado. A soma das quatro solugoes obtidas nos

dd a solug¢ao do problema original (veja Ezercicio 2.22).

Observagao 2.3 No Exercicio 2.25, se a condi¢do de fronteira nao for zero em algum dos vértices
do retangulo, entdo cada uma das solugcoes com condigoes de fronteira ndo-nula nos lados que
contém estes vértices serao descontinuas nestes vértices, pois, nestes a solucdo em série converge
para zero que mao € o valor especificado pela condicao de fronteira; contudo, sob a hipdtese de
continuidade da condi¢cao de fronteira do problema original, cada uma das solucoes serd continua
em todos os pontos da fronteira, exceto, naqueles vértices onde a condicdo nao for zero e, por
consegquinte, ao somarmos as quatro solugdes teremos uma solugdo que serd continua em todos os
pontos da fronteira, exceto, nos vértices onde a condi¢cao de fronteira ndo € zero e podemos definir
a solugdao nestes por continuidade (de modo que ela seja continua em todos os pontos da fronteira):
nos vértices onde as condicoes de fronteira do problema original ndo forem zero, faca u igual ao
valor das condicoes de fronteira nestes pontos; nos demais pontos, faca u igual a soma das quatro

solugoes obtidas no Ezxercicio 2.25.

Como os quatro problemas descritos no exercicio acima sdo similares, iremos considerar apenas

aquele correspondente as seguintes condigoes de fronteira:
U(l‘, 0) = f($)7 U(ZL', b) = U(O,y) = u(a,y) =0.
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Vamos assumir que f(0) = f(a) = 0 e que f seja continua. Usaremos o método de separagao
de varidveis e assumiremos que u(x,y) = X ()Y (y). Substituindo esta expressdo na equagao de
Laplace, temos

X// Y//

X Y A

onde A é um parametro independente de x e y. Portanto, temos

X' 2\X = 0, (61)
Y 4AY = O (62)
Da condigao de fronteira, u(0,y) = 0 = u(a,y), como ndo queremos que Y seja identicamente

nula, devemos ter X (0) = 0 = X (a). Portanto, devemos ter A\ = —n?72/a?. Portanto, para cada

n, Xn(x) = sen "% serd solucao de (61) e a equagao (62) fica

n?n?

Y// _
cuja solugao geral é
Y(y) _ anenwy/a + bne—nwy/a_

Da condicao de fronteira u(z,b) = 0, como nao queremos X = 0, devemos ter Y (b) = 0, o que

2nmh
nemr/a

nos da a seguinte relacao: b, = —a , portanto,

Y(y) _ anenﬂy/a_aneQnﬂb/aefnfry/a

_ g e/ (emw/a)(y—b) _ e—(m/a)(y—w)

. (e(mr/a)(y—b) _ e—(m/a)(y—b))
= ane

2

nmb/a senh TLT('(y - b)

= 2ane
a
nw(b—
o senh nr(b = y) =Y, (y).
a
Portanto, un(z,y) = sen "2% senh @ é harmonica e satisfaz as condicoes de fronteiras,

exceto, u(z,0) = f(z). Tentaremos uma solucao da forma

> nwx nm(b—y)
= h .
u(z,y) ngl Cn SEN —— sen .
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Os coeficientes ¢,’s tém que ser escolhidos de modo que

o
nmb nmwr
x) =u(x,0) = ¢, senh — sen —— |
f(z) = u(z,0) Zl n - .
ou seja,
nrb 2 [ nmwx
cn, senh e / f(zx) sen 2L dy = fn-
a a Jo a
Portanto,
0 nm(b—y)
senh nwT
a
U(l’,y) - Zf senh nmb sen a )
n=1
onde

2 a
fn= / f(x) sen nrr dz.
a 0 a

Exercicio 2.26 ( O Problema de Dirichlet numa faiza semi-infinita) Encontre a solug¢do da

equagdo de Laplace na faiza 0 < x < a, y > 0, que satisfaz as condi¢des
u(0,y) =0, u(a,y) =0, y >0, u(z,0) = f(z), 0 <z <a,

além disso, u(xz,y) tende a zero quando y tende a infinito.

M)z

Resolugao. Por causa das condigoes de fronteira u(0,y) = 0 = u(a,y) = 0, vimos que A = — ( a

e X,(z) = sen (?), portanto, a solucao geral da equagao em y apds a separacao de variaveis é
Yu(y) = an,e™™¥/® 4+ be~"™/* Como queremos u(z,y) tenda a zero quando y — co, devemos fazer

an, = 0. Portanto a solugao sera

o]
nmx
u(z,y) = Z cpsen —— e~/
n=1 a
onde
2 [¢ nwr
Cp = / f(x) sen — dx
aJo

Exercicio 2.27 Resolva o problema de Dirichlet no retangulo, satisfazendo as sequintes condigcdes

de fronteira:

u(z,0) = 3sen(2z) — 0.5 sen(9z), u(z,b) = u(0,y) = u(a,y) = 0.
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Exercicio 2.28 Resolva o problema de Dirichlet no retangulo, satisfazendo as sequintes condigdes

de fronteira:
U(ZE, 0) = :E(a - l‘), U(IL‘, b) = U(O,y) = u(a,y) =0.
Exercicio 2.29 Mostre que a solucdo do problema de Dirichlet com condicoes de contorno

u(z,0) =0, u(z,b) = f(x), u(0,y) =0, u(a,y) =0

JN

= senh (U37)
onde
2 a
fn=—=1[ f(zx)sen —dx
a Jo

Exercicio 2.30 Mostre que a solucao do problema de Dirichlet com condicdes de contorno

u(a:,()) =0, u(a:, b) =0, u(O,y) =0, u(aa y) = f(y)

onde

Exercicio 2.31 Resolva o problema de Dirichlet no retangulo 0 < z < 3 e 0 < y < 2,
u(x,0) = u(0,y) = u(x,2) =0, u(3,y) = f(y), onde

Y, se0<y<1
2—y, sel<y<2.

fly) =

Exercicio 2.32 FEncontre a solucdo da equacdo de Laplace na faiza 0 <y < b, x > 0, que satisfaz
as condicoes

u(x70>:07 u(x7b):07 $>0, u(O,y)Zf(y), OSySb
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Exercicio 2.33 Resolva o problema de Dirichlet no quadrado 0 < * < m e 0 < y < 7,
u(z,0) =1+ senz, u(0,y) = u(z,7) = u(r,y) = 1.

Sugestao. Veja este problema como a solugdo de dois problemas de Dirichlet no quadrado
O<z<mel<y<m, sendo que para um deles a condicdo de fronteira € constante e igual

al.

Exercicio 2.34 Mostre que a solucdo do problema de Dirichlet com condicdes de contorno

u(z,0) =0, u(z,b) =0, u(0,y) = f(y), u(a,y) =0

[N

> senh @ nmy
u(z,y) = ;fn senh i sen ==

onde

2 [P nmy
fn:b/ f(y)seany.
0

Definicao 2.1 (O problema de Neumann para a equacao de Laplace) Ao invés de
especificarmos o valor de u na fronteira da regiGo considerada, neste problema especificamos a
componente do gradiente de u na direcdo do vetor normal unitdrio a fronteira em cada ponto,

chamado de derivada normal de u no ponto dado e denotada por
Vu - n.

No caso de um retangulo, a derivada normal serd u, ou uy, dependendo do lado ser perpendicular

ao eizo dos x ou ao eixo dos y, respectivamente. Por qué?

Exemplo 2.17 (Unicidade dos problema de Neumann) Suponha que tivéssemos duas
solugoes uy e ugz, seja u = u; — uy. Note que a equacao (60) continua sendo vdlida se Vu -n = 0
em 0N e concluimos que a solucdo do problema de Neumann € unicamente determinada a menos

de uma constante.

Exercicio 2.35 Mostre que a solugao da equacao de Laplace com condigoes de fronteira

uy(x,O) =0, uy(va) =0, ul‘(o’y) =0, uﬂﬁ(a7y) = f(y)’

onde fé’ f(y)dy = 0, € determinada a menos de uma constante e encontre esta solugao.
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Resolucao. Das condicoes de fronteira, uy(x,0) = 0 = uy(z,b) = 0, temos Y (0) = 0 = Y (b),

portanto, temos o seguinte problema:

Y =—)\Y, Y'(0)=0=Y'(b).

Portanto, A = % (n = 0,1,...) e a solugdo ¢ proporcional a Y,(y) = cos ("¥). A outra
7’1,2’71'2

equagao fica X" = 7

X e em virtude da condic¢ao de contorno u,(0,y) = 0, temos que X () seréd

proporcional a X, (z) = cosh (”%b””) Portanto a solugao serd da forma

u(z,y) = % + ian cosh (?) cos (n%;y) .
n=1
Da condigao de contorno, uy(a,y) = f(y), devemos ter
= 30 () s (75 e (52
n=1

que, por se tratar da série de cossenos de f(y), a qual nao possui o termo constante, s6 tem solugao

se fob f(y)dy = 0. Como a condicao fob f(y)dy = 0 acontece por hipé6tese, devemos ter

m;)an senh (?) = i/obf(y)cos (%TJ) dy, n=12,...

em particular, nao sabemos quanto vale a,, ou seja, a solucdo é determinada a menos desta

constante. [ |

O exercicio acima nos mostra que nao para qualquer f que o problema de Dirichlet tem solucao,
mais precisamente, neste problema sé teremos solucao se f tiver média zero e, neste caso, a solugao

nao sera unica, ela é determinada a menos de uma constante aditiva.

Definicao 2.2 (Condigoes de fronteira mista) Consiste em especificarmos o valor de u em
parte da fronteira e no restante da mesma especificarmos a componente do gradiente de u na

direcdo do vetor unitdrio normal o fronteira em cada ponto.

Exemplo 2.18 (Unicidade da solucao da equacdo de Laplace com condigdes de
fronteira mista) Suponha que tivéssemos duas solugoes uy e uz, seja u = uy — uz. Note que
a equagao (60) continua sendo vilida se u = 0 numa por¢ao de Q) e Vu-n = 0 na outra por¢ao
de OQ e concluimos u € constante em 2, sendo u continua em 2 e zero em algum ponto de Q (no
presente caso num ponto de OQ) , ela tem que ser identicamente nula em Q. Portanto, u1 = us

em ﬁ
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Exercicio 2.36 FEncontre da equacao de Laplace com condi¢des de fronteira
u(0,y) =0, u(a,y) =0,0 <y <b, uy(x,0) =0, uy(z,b) = f(z), 0 <z <a.

Suponha que
T, se0<x<a/2

fz) =

a—z, sea/2<z<a.

Encontre u(x,y).

Resolugao. Das condigoes de fronteira u(0,y) = 0 = u(a,y), temos o seguinte problema:

X" =)\X, X(0)=0=X(a),

n2n?

portanto, A = =22 (n = 1,2,...) e a solugdo é proporcional a X,(z) = sen ("2%). A outra
equacao fica Y = % Y e em virtude da condicao de contorno u,(z,0) = 0, temos que Y (y) sera
proporcional a Yy, (y) = cosh ("2%). Portanto a solucdo serd da forma
> nwy nwr
u(z,y) = Zan cosh (T) sen (T) .
n=1
Da condic@o de contorno, uy(z,b) = f(z), devemos ter
> nmw nmb nTT
S () e (1) e (12
f(z) Zan(a>sen <a>sen )
n=1
portanto,
nwan, nwb 2 [ nmT
senh | — | = — f(x)sen (—) de, n=12,....
a a a Jo a
Resolva o problema para o caso particular do f dado. [ |

Exercicio 2.37 Resolva o sequinte problema de Dirichlet no quadrado:

u(z,0) = sen 3z, wu(my)=seny— 0.5 sendby, u(z,7)=0=u(0,y).
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2.10.2 O Problema de Dirichlet no disco

Seja Q o disco aberto 22 + y? < a?, queremos encontrar uma funcio u € C%(Q) N C°(Q), tal que

Ugg + Uyy = 0 em (2,

u=f em 0,

onde g é continua. Como u € C°(Q), em particular, u tem que ser limitada no disco fechado Q.
Fazendo v(r,0) = u(rcosf,rsenf) e f(0) = g(acosf,asend), entdo f e v sdo periddicas de

periodo 27 na varidvel 0 e v deve ser solugao do problema

1 1
Vpr + —vr + v =0, w(a,0)=f(0), 0<r<a, 0<060<2m (64)
r r

Usando separagao de varidveis, buscaremos solugoes da forma v(r, ) = R(r)©(#). Substituindo

esta expressao em (64), temos

rR"+rR' +AR = 0, (65)
0" —-X0 = 0, O(0+27)=0(). (66)
Como © dever ser uma funcdo periédica de perfodo 27, conclui-se que A = —n?, n > 0, e que a

solucao geral de (66) é
©,(0) = ay, cosnb + bysennb.
A equagao (65) fica
r?R"+rR —n’R = 0, (67)

que é uma equacao de Euler. Para resolvé-la podemos fazer a seguinte mudanca na varidvel
independente r = e! ou t = Inr. Portanto, da regra da cadeia, temos
d d dt . d
ot = @ G
P (AR d (AR dt o (PR AR
dr2™"  dr \dr ) dt dt ) dr a2 dt )’

e temos a seguinte equagao diferencial linear de segunda ordem com coeficientes constantes:

’R
=7 n’R = 0. (68)
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Note que para n = 0 esta equagao fica % = 0, cuja solugao geral é c; + cot, voltando a variavel

inicial, temos R(r) = ¢1 + c2Inr; ou seja, para n = 0 temos 1 e Inr como solugoes linearmente
independentes de (67). Para n # 0, a solugao geral de (68) é cie™™ + coe™ e em termos da

n

variavel original, temos R(r) = c17™ + cor~"; portanto, temos 7™ e r~" como solugdes linearmente

n

independentes de (67). As solugbes, r~™ e Inr serdo descartadas no presente caso, pois, nos
dariam solugoes v(r, ) ilimitadas na origem, portanto, ndo podem ser continuas neste ponto. Logo,

tomaremos R, (r) = ", para n > 0. Para cada n,
v (r,0) = 1" (ay, cosnb + b,sennb),

onde a,, e b, sao constantes arbitrarias é solu¢ao de (64). Para satisfazermos a condigao de fronteira

v(a,0) = f(0), vamos tentar
o =
v(r,8) = 5+ ngl "™ (ap, cosnb + bpsennd) .

devemos ter

o =
1) =v(a,0) = 5t nz::l a" (an cosn + bysennb),

logo,

1 2 1 2
ana” = — f(@)cosnbdf e bpa" =— f(0)sennf db.
T Jo ™ Jo
Exercicio 2.38
(a) Mostre que a solugdo da equagdo de Laplace na regiao semi-circular r < a, 0 < 6 < 7, que

satisfaz as condigcoes de contorno

u(r,0) = 0, u(r,m)=0,0<r<a

u(a,0) = f(0), 0<0<m,

admitindo que ela estd bem definida e € limitada na regiao dada €

u(r,0) = Z bnr"sen(nd),
n=1

onde
a"by, = 2/ f(0)sen(nh) db.
T Jo
(b) Supondo que f(0) = 0(w — ), encontre a solu¢ao u.

Sugestao. Veja o Ezxercicio 2.41.
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Exercicio 2.39 FEncontre a solu¢do da equagao de Laplace fora do circulo de raio a, que satisfaz
as condicoes de contorno

u(a,0) = f(0), 0<6<2m,

que estd bem definida e € limitada para v > a.

Resolugao. Este problema é bastante parecido com o problema de Dirichlet no disco, as solugoes
deverao ser periddicas de periodo 2w. Na resolucao da equagao de Laplace no circulo, devemos
descartar r” e Inr, pois estas nao sao finitas fora do disco. Portanto, a solugdo serd da forma

o0

0
_2+Z:1r (an cosnb + bysennb) ,
onde
1 27 1 2m
anp " = / f(@)cosnfdd e bpp "= / f(0)sennb db.
™ Jo ™ Jo

Exercicio 2.40 Encontre a solugao da equagao de Laplace na regiao anular a < r < b, que seja
independente de 0 e satisfaca as sequintes condi¢oes de fronteiras u(a,0) =V, e u(b,0) =V, para

0<0 < 2.

Resolugao. Como a solucdo deve ser independente de 6, do Exemplo 2.15, ela é da forma

pVa
_ 1 P £ : _ 1n(aTb) Vo—c1
u(r) = ¢1 + coInr. Das condigoes de fronteiras, temos ¢; = n(2) e cy =
a

Ina

Exercicio 2.41 Seja 0 < a < 2w. Mostre que a solu¢do da equagao de Laplace no setor circular
0<r<ael<0<a, com condigées de fronteira u(r,0) =0 =u(r,a), 0 <r <a eu(a,d) = f(0),
0<b<ace

Zb ra sen(mre>,
!

naa = / f(0)sen <n7r9> de.
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Sugestao. Neste caso ao invés da hipdtese de u ser periddica de periodo 2w, devemos usar as

condigoes de fronteira u(r,0) = 0 = u(r,a) as quais implicam que O(0) = 0 = O(«), portanto,

A= —"if (n = 1,2,...) e ©(0) serd proporcional a ©,(0) = sen ("Z£). Como ndo temos

autovalor A = 0, as solucoes radiais sao rTa era. A hipdtese de u(r,0) ser limitada nos for¢a

nmw

a descartar as solugoes radiais v~ o .

2.10.3 O Principio do Maximo

Teorema 2.1 (Principio de Mdximo) Sejam 2 uma regiao limitada, aberta e conexa do plano,

u € C*(Q)NC°(N) e harmonica em Q. Entdo o mdzimo de u € atingido na fronteira de <.
Corolario 2.1 Seja u como no Teorema 2.1. Entdo u assume seu minimo em 0S).

Prova. Se u for harmonica em (2, entdo, —u também o serd e, do Principio de Maximo, o maximo

de —u também serd atingido na fronteira, ou seja,
max —u(x,y) > max —u(x,y) = —minu(z,y) > —minu(z,y).
a0 Q 90 o
Multiplicando esta desigualdade por —1, temos
min u(z,y) < minu(z,y)
o0 Q

e concluimos que o minimo de v também é atingido na fronteira. [ |

Caso o problema de Dirichlet seja solivel, a sua unicidade pode também ser mostrada utilizando-

se o Principio de Maximo.

Teorema 2.2 Sejam uy e uz duas solucoes do problema de Dirichlet para um mesmo f. Entao,

U = ug.

Prova. A fungao u = u; — ug é harmoénica em (2 e igual & zero em 952, logo, pelo Principio de
Méximo, u(z,y) > 0 em Q. Por outro lado, pelo Coroldrio 2.1, u(z,y) < 0 em Q. Portanto,
u(z,y) =0 em Q. ]
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3 Transformada de Fourier

Haviamos considerado a teoria e aplicagoes envolvendo a expansao de uma funcao f(z) periédica
de periodo 2L em termos de sen(nwz/L) e cos(nma/L), o que nos levou ao conceito de séries de
Fourier. A pergunta natural é a seguinte: podemos representar uma funcao f : R — R nao periédica
em termos de senos e cossenos?

Seja f : R — R, suave por partes, tal que f_oooo |f(z)|dz < oco. A seguir, formalmente, sem nos
preocuparmos com o rigor matemético, encontraremos uma representagao de f em termos de senos
e cossenos. O nosso ponto de partida é o Teorema de Fourier, para tal seja fr a funcao periédica de
periodo 2L cuja restri¢ao ao intervalo (—L, L) coincida com f. Note que para todo z, fr(z) = f(z),
se L for suficientemente grande, portanto

f(z) = lim fr(x).

L—oo

Pelo Teorema de Fourier,

a(;’L + ,i (CLmL cos (%) + a,,rsen <n2x>> = fulr-) ; fL(er),

onde ; ;
1 1
fnl = L /_L fuu) cos (%) du e bnp= L /_L fiu) sen (%) du.

Portanto,

fla )+ flzy) _ o Frle-) + fr(zs)

2 L—oo 2

. aoL ) > nwx nwx
= Ilim —— + lim (anL cos (—) + a,, sen (—)) .
L—oo 2 L—oo ’ L ’ L

n=1

Como ’COS ("—z””)’ <1, temos

2 <7 [l 1 [ 1@l

2 —00 —00

logo, pelo Teorema do Sanduiche, temos

. agrL
lim —— =
L—oo 2

Portanto,
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1) (5 oon (2] e ()

= Jim g3 [t (cos (") cos (7)o sen (L) sen (7))

(formalmente substituimos ffL f(u) cos (W) du por [ f(u) cos (nw(z_
- (1 [ nm(u — x) ™
= nglgonzl [ﬂ_/_oof(u)cos( 7 >du]L

= Al}iCInO F(nAk)Ak, (fizemos Ak =T e F(k) =1 [* f(u)cos(k(u — z)du.)
H
n=1

= / F(k)dk, (>p2, F(nAk)Ak ¢ a soma de Riemann de [;° F(k)dk )
0

_ i/ooo </_Z F(u) cos(h(u — x)du) dk

= /Ooo (A(k) cos(kx) + B(k) sen(kx)) dk

(A(k) _ % /_ Z f (@) cos(ka)da, e B(k) = % /_ Z (@) sen(k;x)da:)

Teorema 3.1 (Teorema da Integral de Fourier) Seja f : R — R, tal que f e f' sejam continuas

por partes e [~ |f(z)|dx < co. Entdo

/000 (A(k) cos(kx) + B(k) sen(kz)) dk = @ +0) ; f=0) (69)

onde
A(k) = % /_ " f (@) cos(ha)dz (70)
B(k) = % /_ " f(2) sen (kz)dz. (71)

A integral em (69) € chamada de integral de Fourier de f.
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Prova. Veja Subsecao 4.3. [

E comum identificarmos f(z) com a sua integral de Fourier, ficando implicito que nos pontos de
descontinuidades de f ela converge para & média aritmética dos limites laterais de f nos mesmos.

Com isso escreveremos
@) = / (A(k) cos(kz) + B(k) sen(kz)) dk.
0
Observacao 3.1 Note que se f(x) for par, entio B(k) = 0 e A(k) = %fooo f(z) cos(kx)dx. Em

fa =2 [ ( | tweostin dy) cos(kz) dk.

De maneira andloga, se f(x) for impar, entao A(k) =0 e

particular,

flz) = 2 /OOO (/OOO f(y) sen (ky) dy) sen (kz) dk.

™

De (70) e (71), temos

8
8

/OO (A(k) cos(kx) + B(k) sen(kz))dk = f(y) (cos kx cos ky + senkz senky) dydk
0

|
8

f(y) cos k(z — y)dydk

3
3

eik(mfy) + eiik(zfy)
fy) dydk

2
k@) £y dydk+— / / e~ @) £ (4 dydk
e*E=v) £y dydk:+— / / e*@=Y) £ (y)dydk

M0 £ (y)dydk

o0

eik’x (/OO e—zk:yf(y)dy> dk

e F(k)dk (72)

c\o\gc\
\é\é\

|
8

8
8

8
\é\

g

83

g 2
—

88|\8\O\O\"
!

9= e §]- F]= - 2 A= Al

\
8

onde

fio = [ e payda. (73)
é chamada de transformada de Fourier de f. De (72) e de (69), concluimos que
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4
2 J_ & 2 (74)

o lado esquerdo de (74) nos permite recuperar a fungao f a partir da f e por isso é chamada de

transformada inversa de Fourier.

Observagao 3.2 (Integracdo e derivacdo de fungées complexas) Dadas x,t : R — R,
consideraremos derivadas e integrais de Riemann da fungdo u: R — C, onde u(t) = z(t) + iy(t).

(a) Se x,y forem diferencidveis, definimos

(b) Se x,t forem continuas em [a,b], definimos ffu(t)dt como limite de somas de Riemann de u

em [a,b], de modo que

b b b b
/ w(t)dt = / (2(t) + iy (8))dt = / 2(#)dt + i / y(B)dt = [X O + i [Y ()], (76)

onde X'(t) = z(t) e Y'(t) = y(t).
A partir de (75) e (76), usamos as regras de derivagdo e de integracdo usuais. Por exemplo, se
a € for uma constante real nao nula, entdo

d at __
@ —a

cosat +1i senat) = —a senat + icos at = ia(cosat + i senat) = iae'™

T T T 1 1 2
/ eltdt = / cos(at) + z/ sen(at)dt = —[sen(at)]g —i—[cosat]] =0+ 22
0 0 0 a

a a a

Exercicio 3.1 Seja
1, selz|<a
0, selz|>a.
Mostre que
o 2%’”, sek #0
2a, se k=0.
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Resolucao. Note que

fo = [ e

—00
a
— / e—ikzdx
—a
2a, se k=0
= e—v’,k:c a
ik y se k # 0
—a
2a, sek=0

2serlz(lm)’ se k£ 0

Note que f(k) é continua em todos os pontos.

Exercicio 3.2 (a) Use o exercicio anterior para calcular a integral [~ sen(ha) cosha) gp..

—00 k
eduza o valor da integra — au.
(b) Ded lor da integral [*° S€nu

Resolucgao.

(a) Pelo Teorema de Fourier,

( ) ( ) 1, se |z| <a
1 [ ws _ fl@+0)+ f(z—0)
5 /_ooe f(k)dk = 5 =4 1/2, se|z|=a
0, selz|>a.
Mas
1/°° ek {1y b = 1/°° sen(ka) cos(kx) dk+i/°° sen (ka) sen (k) dk
2 J_ T J_ oo k T J_o k
1 o
_ / sen(ka) cos(kx) k.
T J oo k

pois o integrando da segunda integral da primeira igualdade é impar. Portanto,

w,  selr|<a

w/2, sel|x|=a

> sen(ka) cos(kx) .
/ : dk =

—0o0
0, selz|>a.

(b) Se x =0 e a =1, de (a), concluimos que
o0 k > senk
/ MY Gk =7 ou / SN gk = 7 /2.
o K o k
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Exercicio 3.3 Encontre as transformadas de Fourier das func¢des abaizo.

1, se x| <a
, onde a > 0.
0, caso contrdrio

-1, se—-1<z<0

0, caso contrdrio

se<x<l1

1—cosz, selx|<—m/2

0, caso contrdrio

1— |z, selz| <1

4. flx) =

0, caso contrdrio

A partir da convergéncia da transformada inversa de Fourier em x =

I (%nk)? dk = 7. Sugestao: use a identidade 1 — cosk = 2sen?(k/2).

0, conclua que

5. f(z) =e Il
1—2?% se |z| <1
6. fla) = .
0, caso contrario
1, sel<|z]<2
7. flw) = -
0, caso contrdrio
x, se|z] <1
8. flx) = .
0, caso contrario
e ” sex >1
9. flx) = »
0, caso contrdario
senr, selQ<z<m
10. f(x) =
caso contrdrio
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Exercicio 3.4 Seja a > 0. Deduza a formula

2 (e 9]
_ 2o [Feostkn) s,
T 0 a +k’2

e—aw

Exercicio 3.5 A funcdo sinal de x € definida como

1, sex>0
sgn(z) =4 0, sex=0
-1, sex <0

Mostre que

2/ sent(xt) dt = sgn(x).
0

s

Exercicio 3.6 Seja

1, selz| <1
flz) = R
0, caso contrdrio
Mostre que
1, selz|<1
2 [ senk cos(kx
/ 7()dk:= 1/2, selz|=1
™ Jo k’
0, |x| > 1.

Ezpresse f em termos de translagoes da fun¢ao sgn(x). Sugestao: use a identidade

sen(a +b) + sen(a — b)
5 :

senacosb =

Fazendo integracao por partes e assumindo que f e f’ se anulam em 4oo, temos as seguintes

propriedades da transformada de Fourier:

Fi(k) = ikf(k), f"(k) = —k*F (k). (77)
De fato,
Fi(k) = / e ) — ‘e_““ f(:v)‘io +ik / etk () d = ik T ().

De maneira aniloga, fazendo-se duas integracoes por partes, temos a segunda relagao de (77). m
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Dadas duas fungoes f e g continuas por partes e absolutamente integraveis, a e b constantes
quaisquer, entao

(af +hg)(k) = /we”“wf+®X@M

— 00

_ /me”WMN@+Wm@W$

—0o0

= a/ e f(2)dx + b/ e " f(x)dr (usamos a linearidade da integral)

—00 —0o0
= af(k)+9(k),
0 que mostra que a transformada de Fourier é uma operacgao linear. De maneira analoga,

mostra-se que a tranformada inversa de Fourier também ¢ linear.

Exemplo 3.1 Suponha que a transformada de Fourier de f exista.

(a) Seja g(x) = f(z —b) onde b € uma contante, entio
(k) = e " f (k). (78)

(b) Seja g(x) = f(ax) onde a # 0 € uma contante, entdo

~

L0}

|al
Resolucgao.
(a) Seja g(x) = f(x —b), entao
I A L

= / e RWHb) £(4)dy  (fizemos a mudanca de varidveis y = x — b)
= e e g)ay
= e [ ey

—00
= e R f(k).
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(b) Seja g(x) = f(ax), entao

gk) = /00 e_imf(a:v)(m

—0Q0

foo e~ RW/a) f(y)dy, se a > 0)

—0o0

- ”’“(y/“)f(y)dy, seq <0

= fw/a)

na segunda igualdade usamos a mudanga de varidveis y = ax. [ |

Exercicio 3.7 Suponha que a transformada de Fourier de f exista e seja g(x) = f(ax—b). Mostre

que
e M f(k/a)

|al

g(k) =

Note que se f for absolutamente integravel entao |f(x)| tende a zero quando x tende a +oo,

logo |e=** f(z)| = | f(2)| também tende a zero quando z tende a +o0. Logo,

lim e ™* f(z) =0 e lim e *f(x)=0.

T—00 T—r—00

Portanto, se f e f’ forem continuas por partes e absolutamente integrdveis, temos

I e

—0o0

. () o0 .

= [f(:c)e_’kx} —/ (—ik)e™ ™ f(x)dxr (fizemos integracio por partes)

—0oQ —

o0 . >

= 0+ik / e~ f(z)dx
—0o0

= ikf(k).

Em geral, se f, f/, ..., f(™ forem continuas por partes e absolutamente integraveis, temos

~

FO (k) = (ik)" F (k).

Em particular,

(k) = =k f (k).
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Sejam f continua por partes e zf absolutamente integrével (veja Subsegao 4.1). Entao

d ~ _ i > —ikx
ESICREy R

= / <dke_”m> f(x)dx (trocamos a ordem da derivada com a integral)

—00

= /OO (—iz)e ke f(x)da

—00

= — /00 e g f(x)dx

—0o0

= —ixf(k). (79)

Em geral, se f for continua por partes e ™ f for absolutamente integravel, entao

T = (TR,
ou seja,
FR) = () FR).

Seja g(x) = e™*® f(x), onde f é continua por partes e absolutamente integravel. Entao

G(k) = /_ " ke gikor flz)dx = /_ " milh—ko)e flx)dz = Flk — k).

Usando a relagao acima e a linearidade da transformada de Fourier, se

g(x) = f(x) cos(kox),

como cos(koz) = (o™ + 7o) /2 temos

. 174 =
9) = 5 (Flk = o)+ Flk+ ko))
De maneira andloga, se g(x) = f(z)sen (k,z), como sen (k,x) = (e — e=ko®) /24 temos

~

(k) = 5z (Fb — ko) = Tk + k)

Exercicio 3.8 Fazendo integracdo por integragcao por partes mostre que

/eax cos(fz) dx = (6 > (ﬁ;);g;os(ﬁx)) e+ C,

onde C' € uma constante. Em particular,

(67

/0 e~ COS(ﬁl’) dr = m (80)
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Exercicio 3.9 Seja f(z) = e=?1*l, onde o > 0. Mostre que

200

f(k) = Pra? (81)
e use-a para concluir que
°° cos(kx) ™ _
| = T et e
—0o0
Resolucao. Note que
f(k?) _ / e—zk:ce—a|a:|dx
-0
o o
= / cos(ka)e 1l dz +é/ sen (kx)e " dz
—o —00
(e @]
= / cos(kz)eldz  (a funcdo sen (kz)e~ ¢ fmpar, sua integral é zero)
oo
= 2/ cos(kz)e” “dx
0
20 . -
= Pia ( veja Exercicio 3.8)
Da Férmula de inversao temos
o—clal _ 1/°° gike 2« dk:a/oo cos kx e
21 J_o k%2 + a2 T ) oo k2+a2
portanto,
*° cos(kx) -
k2 + az = E € .
—00
|
Exemplo 3.2 A transformada de Fourier de f(x) = ﬁ, onde a >0, é
T o—alk| ]3
e ) (83)

Resolucgao.

N 00 —ikx 00
fk) = / £ de= / cosha de = az e~ ¥l (usamos (82)).

2 2 2 2
o XXt a o XXt a
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Exemplo 3.3 A transformada de Fourier de e“*" | onde a > 0, é

E —k:2/4oc 4
\/;e . (84)

Resolugao.
d a o0 ik 2
%f(k:) = —i/ e "re * dx (usamos (79))
— o
e—ikaze—ax2 0o " e—ax2
= —i|l|—— —/ (—ik)e "™ ——dx (integrando por partes)
—2« oo —2«
—00
_ —kfk)
2c
A . e*ikzefaIQ o0 . efikzefa12 e*()&(L‘Q
cima usamos que [_72&} = 0, pois o = “—_- tende a zero quando x tende para

+o00. Portanto a transformada de Fourier de f satisfaz a seguinte equacao diferencial ordindria

linear de primeira ordem e homogénea:

A sua solucao geral é

onde

A= f(0) :/OO e da.

— 00

A seguir calcularemos esta integral. Note que

0 ) 0 ) 0 ) 1/2
/ e dxr = / e r dm/ e~ d,y)

1/2
/ e_a(z2+y2)d:ndy> (usamos o Teorema de Fubini)
R2

Il
7~ N 7 N

2 oo 1/2
do / ea’"zrdr)> (usamos coordenadas polares)
0

Il Il
—
gﬁy S—

Portanto
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Definicao 3.1 Dadas as func¢des f e g absolutamente integrdveis na reta, a convolugcao de f com

g, denotada por f % g, € definida como

(f * 9)a / F@)a(z — y)dy

Note que apds as mudangas de varidveis x — y = v e u = y, concluimos que

- /_Z f@W)g(x —y)dy = /_Z flx—y)g(y)dy
(f=g)( / flz - (y)dy

Teorema 3.2 (Propriedades da Convolugdo) A convolugao obedece as leis comutativa, associativa

Alguns autores definem

e distributiva:
frg=gxf, [x(gxh)=(f*g)xh, fx(g+h)=Ffxg+f*h. (85)

Teorema 3.3 (Teorema da Convolugao)

Prova. Como
o0

Fik) = / e f(uydu e G(k) = / g (v)dv,

—00 —0o0

_ /_ Z /_ Z e () £ () g (0)dudo.

Fazendo as mudancas de varidveis: ©u +v == e u = u, entao

entao

ou Ou
gu  Ou 10
dudo =2 gar —det | 9 9 | dude = det dudz = dudz,

(u, x) U 10
portanto
Foaw = [~ [ et ptwgte - waude = [~ e ([ pagte - wan) de = 70,
ou scia
Frg(k) = F(k) (k). (86)

Se tomarmos a transformada inversa de Fourier da equacao acima, concluiremos que a transformada

inversa de Fourier de f(k) g(k) éigual a (f x g)(x).
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Exercicio 3.10 Usando o Teorema da Convolugdo, resolva a sequinte equagdo integral

(o]

h(z) = g(x) —I—/ h(u)w(z — u)du,
—o

onde g e w sdo fungoes dadas.

Resolugao. Note que a equagao acima, pode ser escrita como

W) = g(x) + (h*w)(z),

logo, pelo Teorema da Convolucao, temos

portanto,
> g(k)
h(k) =
(k) 1 —w(k)
Logo,
_ 1 > tkx /g\(k)
h(z) = 27r/ooe T— o) dk

Exercicio 3.11 Usando o Teorema da Convolucdo, resolva a sequinte equacdo integral

o 1
Jar— . 0<a<b

o @—u2+a2™ T 2

Resolugao. Sejam w(z) = ﬂi—lka"’ eg(x)= ﬁ entao a equagao acima, pode ser escrita como
(hxw)(z) = g(z),

e do Teorema da Convolugao temos

Logo

1

Mas a transformada de o é

oo 1 o k
/ ezk‘zﬁdx _ / %dw _ T —alkl (usamos (82)).
oo 4+« o TP+« o
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Logo
R(k) = % e~ (00l

Consequentemente,
1 [ . <
h(z) = — ek h (k) dk

2 J_ &

LT e (O _—a)k|

T on /_ e <b ¢ )dk

= % ; e~ 0=V cos(ka)dk
a(b—a) 1

= b 72 + (b o CL)2 ) (US&HIOS (80)

Exercicio 3.12 Seja f absolutamente integravel, derivdvel, par e g(x) = cos(ax). Mostre que

~

(f * g)(x) = cos(az)f(a).

Exercicio 3.13 Seja
n, selz|<1l/n
gn(x) = R
0, caso contrario
Mostre que

(f#gn)(@) =n(F(z+1/n) = F(z +1/n)),

onde F'(x) = f(x) e conclua que

lim (f s gn)(x) = f(z).

n—o0

3.1 Transformadas de Fourier das fungoes cos(z?) e sen(z?)

Se f for uma funcao absolutamente integravel, entao

‘/_O; e f(1)dx

o que implica que f(k) existe. Isto significa que a hipdtese de f ser absolutamente integravel é

~

suficiente para garantir a existéncia de f(k). No entanto, esta condigdo nao é necesséria, pois

</ e f ()| da = / @)z < oo,

—00 —0o0

existem funcoes que nao sao absolutamente integrdveis cujas transformadas de Fourier existem,

dois exemplos de tais funcoes sdos as funcoes cos(z?) e sen(z?), como veremos a seguir.
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Da teoria de integracao complexa (Teoria de Residuos), veja por exemplo [5],

/ " cos(a?)da = V?” - / Z sen (22)da, (87)

—o
estas duas integrais impréprias recebem o nome de integrais de Fresnel. Usaremos o

conhecimento destas duas integrais para calcularmos as transformadas de Fourier de cos(z?) e

sen (z2). Mostraremos que

cg(ar\Q)(k) = /71 cos(k®/4 —/4) = \/22? (cos(k?/4) + sen (k?/4)) (88)
sen (22) (k) = /7 sen (k2/4 + 7/4) = V2 (sen (K2/4) + cos(k2/4)) . (89)

Prova. Note que de (87), temos

o) ) 00 00 /2 1—1 .
/ e g — / cos(z?)dx —i/ sen (z2)dz = %(1 —i) =+ \/; = /7 e 4,

o
/00 e~ cos(2?)da = /OO e~k r e dr = 1/00 e @ Hhe) g 4 1/00 @ ko) gy
—0o0 —o0 2 2/ 2/

Do completamento de quadrados 22 + kx = (z &+ k/2)? — k?/4,

0 ik2/4 poo —ik?/4  poo
/ e cos(2)dx = 62 / e~ i@ tk/2? gy 4 5 / @ k/2? g,

—00 —00 —00

1.2 a2
= 612/4 /OO e~ dp + ¢ Z; " /OO ™ dy

= Re (eik2/4/ emzdw> (se z=x+1iy, z+Z =2x = 2Re(z2))
= \/ERG (el(k2/4—7r/4)>
= /7 cos(k?/4 —m/4).

De maneira analoga, mostra-se que

/00 e *sen (2)dr = —/7 sen (k?/4 — 7/4).

—0o0

De (88) e (89) segue que

i (k) = v/ax K /A+m/Y), (90)
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3.2 As transformadas seno e cosseno de Fourier

A integral de Fourier nos permite representar uma funcao g : R — R, tal que g e ¢’ sejam continuas
por partes e [* |g(z)|dz < oo, em termos de cos(kx) e sin(kz). A pergunta natural é a seguinte:
é possivel representarmos uma fungao f : [0,00) — R, tal que f, f’ sejam continuas por partes e
Jo° | f(@)]dx < oo, em termos de cos(kx) e sin(kx)?

Seja g uma extensao de f para a reta toda, tal que g e ¢’ sejam continuas por partes e

72 lg(x)|dz < oo, segue do Teorema 3.1 que

/w@MMamkw+Bu»%MMMdk:9@+0%;mx—m
0

onde

Mle/mg@M%%@M

T J—o00

MM:l/wﬂ@%MMMm

T J -0

A seguir considereramos dois casos particulares de extensoes de f, a par e a impar.

(1) Tomando g a extensao par de f, segue que para x > 0, temos a seguinte representacao de f

em termos de cossenos, chamada de Transformada cosseno de Fourier de f:

/OO A(k) cos(kz)dk = fz+0) ; flo = O),
0

onde
2 o
A(k) = / f(z) cos(kx)dx.
T Jo
(2) Tomando g a extensao impar de f, segue que para x > 0, temos a seguinte representagao de

f em termos de senos, chamada de Transformada seno de Fourier de f:

/wanmwmﬂr—ﬂx+m;f@_OX
0

onde

Bwy:iémf@mm@@m;

Exercicio 3.14 Seja
se0<z<l1

0, sex > 1.
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(a) Encontre uma representacao para f(x) em termos senos.

(b) Encontre uma representacao para f(x) em termos de cossenos.

Transformadas de Fourier Elementares
f(x) fw) = F(f)(w) f(z) f(w) = F(f)(w)
s L | e e | G
z,aw;c <xO.Z ' a +1iw’ “>0 =) ij@{(w)
4> 0 T el /() wf(w)
et a>0 | ST, a>0, flz —a) e f ()
el >0 a22+“w2 i f () Fw—a)
fx) f(—w) 2 e —y)dy | f(w) - g(w)
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3.3 Aplicagoes da transformada de Fourier as resolucoes de equacgoes

diferenciais parciais

Exercicio 3.15 (A equagao da onda em uma corda infinita) Resolva o sequinte problema

Uy = Cugy, -—-o0o<z<oo,t>0
u(z,0) = f(x), —o0o<ax<o00,
ut(x,0) = g(z), —oo <z < o0.

Asuma que f, g sejam continuas, limitadas e absolutamente integrdveis.

Resolugao. Defina a transformada de Fourier de u(x,t) em relagao a varidvel = como

ﬁ(w,t):/ e~ “ry(z,t) dw.

Assim, de (91)-(93) e de (77), entao

o

Upa(k,t) = —?U(w,t) e ay(k,t) = / e Ty (z,t) dw = gtﬂ(w,t),

-~

(w,0) = flw) e (k,0) = G(k).

Portanto ao tomarmos a transformada de Fourier da equagao diferencial (91) e usando as relagoes

acima, temos

0% N

@u(w,t) = —A02w2u(w,t)
Ww,0) = f(w)

Qﬂ w,0) = gw)

g0 =9

A solugao geral de (94) é

e de (95) e (96), temos que

A g(w
a=flw) e Cz—g( ),
cw
respectivamente. Poranto,
. t
(w,t) = f(w) cos(wet) + sen(wet) g(w).
w
Logo,
1 [ . t
u(z,t) = — e (f(w) cos(wet) + sen(wet) g(w)> dw.
2 J_ w
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Note que

1 [ 1 [

eiw(ct) + efiw(ct)

— €™ f(w) cos(wet)dw = e f(w) < 9

27 J_ o 2 o

o 2

— 00

1 o0 (eiw(:c+ct)+eiw(a:—ct)

—00

N = N =

Por outro lado, se fizermos

1 x+ct
Mot = [ als)ds

% —ct
entao, da equacao (97), veja Observacao 3.3 abaixo,
D 1) = - (gl + ct) — gl — et)
z,t) = — (glx +ct) — gz — ¢
ax ) 26 g g )
portanto,
. 1. .
iwh(w,t) = % (eu"Ct — e_“"Ct) g(w),
ou seja,
. sen(wect)
h(w,t) = G
(w,t) = 22 )
Logo,
1 S t 1 oo
L7 gwnsenwet) oy = L [T e, t) dew = b t) = -
21 J_ w 27 J_ 2c
e concluimos que a solugao desejada pode ser escrita como
u(z,t) = Jlatet) + Jlw =) + / g(s)ds,
2 2c r—ct

que ¢ a féormula de D’Alembert.

<1 / eiw(x-‘rct)f(w)dw + i
2w

>dw

) f(w)dw

o0

2 J_

eiw(x—ct)f(w)dw>

(flx+ct)+ f(x —ct)) (usamos (78)).

Observagao 3.3 Suponha que uz(x,t) e vy(z,t) existam e que g seja continua, entdo,

(z,t)
58:1: /( g(s)ds = g(u(x,t)) ug(z,t) — g(v(z,t)) vi(x,t).

v(z,t)
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Exercicio 3.16 Resolva o problema de convec¢ao num fio infinito (isto € existe troca de calor do

fio com o ambiente):

up = c2um+k:ux, —co<xr<oo, t>0

w(z,0 = f(x), —oco<a<o0.

Resolugao. Se tomarmos a transformada de Fourier em relagdo a variavel x das equacOes acima

teremos

o i(w, t) = —(Pw? —iwk)i(w, t), @(w,0) = f(w).

Logo,

e pelo Teorema da Convolugao,

e t) = [ bl =y 05wy

—o0
Resta-nos calcular h(z,t). Note que
h(w,t) = ekt oWt = giwht p(w,t)
e pela propriedade do deslocamento, temos

h(z,t) = p(x + kt,t),
onde p(z,t) é a transformada inversa de (veja (84)) Fourier de

2.2 « T w? 1
eCWt: — — € 4o 04:72
T o 4c4t

2

Portanto, p(z,t) = /% e—oe® — \/471? s Finalmente,
0= o [ s (99
u(x,t) = e 4% y)dy.
drct J -
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Exercicio 3.17 (O problema de Dirichlet para a equagao de Laplace no semi-plano)

Resolva o sequinte problema

Ugz +Uyy = 0, —oco<z<oo, y>0

u(z,0) = f(x), —oo<x<o0.

(100)
(101)

Assuma que u(z,y), uz(x,y) ( para cada y fizo) e f(x) sejam absolutamente integrdaveis em x.

Resolugao. Seja

U(w,y) = / e Wry(z,y) dr,

—00

entao

o0
/ e gy (2, y) do = —w?U(w, y),
— 00

logo, tomando-se a transformada de Fourier das equagoes (100) e (101) em relacao a variavel =,

temos
82
Tygu(wvy> = —w ﬁ<w7y)7

Ww,0) = f(w)

A solugao geral de (102) é

W(w,y) = cre” Y 4 coelly
e se quisermos que u(w,y) seja limitada devemos fazer ¢y = 0. Portanto,
’ll((.d,y) = Cle_lw‘y7

de (103) devemos ter ¢; = f(w). Portanto,

i(w,y) = e W f(w) = g(w,y) fw),

onde §(w,y) = e~ l“lv Pelo Teorema da convolugio, temos
uwy)= (o) N@ = [ gl-tf@a

Note que do Exercicio 3.2, segue que

gy = L ———0.
T x? 4 y2
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Substituindo este valor de g(x,y) em (106), temos
o0
u(z,y) = i/_oo 3/2‘3{3?)—75)2 dt. (107)
Embora para obtermos (107) via transformada de Fourier, foi necessario assumirmos que f fosse
continua e absolutamente integravel. No entanto, para y > 0, sob a hip6tese que f(x) é continua
e limitada, segue que a expressao (107) é infinitamente diferencidvel nas varidveis x e y e podemos
obter as derivadas passando-as para dentro da integral. Deixo para o aluno calculo das derivadas

Ugz € Uyy € verificagao de que g, + uyy = 0. Mostraremos que

lim u(z,y) = f(z),

y—07t

ou, equivalentemente, para todo € > 0, existe 6 = §(z, €), tal que 0 < y < ¢ implica
lu(z,y) — f(z)| <e
De fato, para y > 0, temos

e 1 2 [ 1 2 2
y/ du-/ dw = — [arctgw];” = — T
0 m m 2

T J oo U2+ y? T w2 +1
Portanto,
3 oy [ f) - f(z)
U(l’,y) f(l') - T /_OO (U _ .1')2 +y2dua
logo

|w%m—f@ﬂ::3’/wf“”‘ﬂ@du

7)o a2+

< y/‘x’ [flz+u) ~ f@)]

T J_ oo u? + y?

Como f é continua em z, dado € > 0, existe d; > 0, tal que |f(z+u)— f(z)| < §, se |u| < d1. Sendo
f limitada, existe M > 0, tal que |f(u)| < M, para todo u, em particular, |f(z +u) — f(x)| < 2M,
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para todo u. Portanto,

u(z,y) — f(z)]

Note que se fizermos

IN

IN

¥
T

r4+u)— J(x
y/ | £( 2) 2f()\dwy/
0 Ju|<81 u®+y ™ Jlu|>6;
€y 1 2My 1
o 5 adu 2 .2
2 lu|<d, U +y T lu|>5; U +y
€ &0 1 4M 0 1
5 y/ 5 adu )+ y/ 2 .2
2\ J_our+y T Js ucty
4M o0 1
E—i— y/ du
2 T 51 u2+y2
€ 4My/°° 1d
2 ™ 5 u2
€ AMy
2 o
mTed
0= ——
SM’

[ Urn-fe,

oo u? + 12

[f(z+u) = f(z)]

AMy

entao se 0 <y < 4, teremos 0 < 7% < 5, portanto de (108), teremos

u(z, y) — f(2)] <e

Resumindo, provamos o resultado abaixo.

(108)

(109)

Teorema 3.1 Seja f : R — R continua e limitada. Entao, a expressao (107) define uma fungao

que € infinitamente diferencidvel em y > 0, satisfaz (100) e lier u(z,y) = f(z).
y—0

Observacao 3.4 A menos que facamos a restri¢ao que u(x,y) — 0 quando x> +y? — 00, a solugdo

do problema de Dirichlet dado por (100) e (101) nao serd unica. De fato, o problema (100) e (101),

com f(x) =0 para todo x, tem duas solugées, ou seja, u(x,y) =0 e u(z,y) =y.

Exercicio 3.18 Usando o Teorema 3.1, resolva o problema de Dirichlet dado por (100) e (101)

para f(x) = senx.
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Resolucgao.

o0
/ sen(s42) b0y o

/OO Sen S cos T + Sen x cos s

d
oo y? + 52 y

*  coss
= / -5 ds
T —o Y ts

~y
_ YEnTTme (usamos (82))

™ Yy
= e Ysenzx.

Exercicio 3.19 (O problema de Dirichlet para a equagao de Laplace no quadrante)

Resolva o sequinte problema

u1‘$+uyy = 0, fB,y>O

w(w,0) = f(z), 0<z<oo, ul0y)=0,y>0.

Assuma que f seja continua, limitada e que f(0) =0
Resolugao. Seja h(z) a extensao impar de f para a reta toda, ou seja

f(x), se x >0

—f(=z), caso contrério

e considere o seguinte problema de Dirichlet no semi-plano

Upy + Uyy = 0, —oo<x<oo, y>0

u(z,0) = h(x), —oo<zx < o0.

Como h é continua e limitada, pelo Teorema 3.1

> h
=1 [ e

(110)
(111)

(112)
(113)

(114)

é solucao do problema (112) e (113). Em particular, como Au = 0 para todo —oco < = < o0 e

y > 0, Au = 0 para todo x,y > 0. Além disso, para todo x > 0, lim,_,o+ u(z,y) = h(z) = f(z) e

sey >0,

u(0,y) = y/oo ) dt =0,

T J oo Y2+ 12
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pois, h é uma fungao impar. Portanto, a expressao (114) é solugao do problema de Dirichlet dado

por (110) e (111). Note que (114) pode ser re-escrita como

_y [~ 1 B 1
u(z,y) = W/O <y2 oy s R gy +t)2> f(t) dt. (115)
Exercicio 3.20 Mostre que
x [ 1 1
u(z,y) = 7T/O <x2 oy oy A (y+t)2> f(t) dt. (116)

€ solucao do problema de Dirichlet

Upe +Uyy = 0, z,y>0
0,

u(z,0) = 0<z<oo, u(0,y)=f(y),y=0.
Assuma que f(0) =0 e f seja absolutamente integrdvel em (0, 00)

Exercicio 3.21 Usando a linearidade da equagdo de Laplace e os resultados acima, resolva o

sequinte problema de Dirichlet

Ugy + Uyy = 0, z,y>0

u(z,0) = f(z), >0, u(0,y)=g(y),y=0.
Assuma que f(0) = g(0), f e g sejam continuas e limitadas.
Exercicio 3.22 Resolva o sequinte problema
Upy +Uyy = 0, wx,y>0

u(z,0) = senz, x>0, u(0,y)=seny,y>0.

3.4 A filosofia da transformada de Fourier em equagoes diferenciais parciais

Em aplicagoes da transformada de Fourier a resolugdo de uma equagao diferencial parcial,
assumimos que a solugdo, suas derivadas parciais que aparecem na equacao e os dados iniciais
sejam suficientemente regulares e decaiam suficientemente rdpido no infinito, de modo que suas
tranformadas de Fourier existam. Sob estas hipdteses, chegamos a uma solugdo do problema, o

passo seguinte é verificar quais sao as condigoes nos coeficientes que aparecem na equacao diferencial
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e nos dados iniciais devemos impor de modo que a expressao obtida via transformada de Fourier
ainda seja solugao do problema dado. Em geral chegamos a condigoes muito menos restritivas do
que as condigOes inicialmente impostas, para justificarmos o uso da transformada de Fourier, como

ilustraremos no exemplo a seguir.

Exemplo 3.4 Encontre uma solucdo para o problema
utu,=0,z€R t>0, u(r0)=f(x),zeR

Resolugao. Defina

entao

~

u(k,0) = f(k),
. 0 .
u(k,t) = e u(k,t).
uy(k,t) =ik u(k,t).

Tomando a transformada de Fourier da equacao diferencial, temos os seguinte problema de valor
inicial para u(k,t):
0 —~

57 Ak 1) = —ika(k,1), a(k,0) = F(k).

Para cada k fixo, podemos tratar a equagao acima como uma equacao diferencial ordinaria linear
de primeira ordem e de variaveis separaveis, na variavel independente t, onde k entra apenas como

um parametro (tratado como constante). A sua solucao geral é (verifique isto)

a(k,t) = A(k)e ™,

~ ~

como u(k,0) = f(k), segue que A(k) = f(k). Portanto,

~

a(k,t) = f(k)e ™t
Logo
u(, 1) = 5 / Tk, )k = o / R0 Tyl = f(a — 1),
ou seja,
u(z,t) = f(x —t).

Agora observe que f(x —t) é solucdo de classe C'! do nosso problema, mesmo se fizermos apenas

a hipétese de que f seja de classe C1. Se f for de classe C*, 0o mesmo aocntecerd com a solucio
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u(z,t) = f(x —t). A moral da estéria é que descobrimos que u(z,t) = f(x — t) é uma solugao de

classe C* do nosso problema, sob nenhuma hipétese a priori na solucao, tudo que precisamos é que

t

f seja C*, a transformada de Fourier de f nem precisa existir. Em particular, e*~* é uma solucao

infinitamente derivavel de
utu, =0,z €R t>0, u(z,0)=¢e" xR,
embora a funcdo e” nem tenha transformada de Fourier!

Exemplo 3.5 Encontre uma solucdo para o problema
u+g(t)u, =0,z € R, t >0, wu(x,0)= f(z), z€R.

Resolugao. Defina
ﬁ(k,t):/ e~ Ry (2, t)da,

—0o0

entao, como exemplo anterior, temos

% Ak, 1) = —ikg(t) ik, 1), @k, 0) = F(k).

A solugao geral da equagao acima é (verifique isto)
Uk, t) = A(k)e *G®),

onde G'(t) = g(t). Como f(k) = t(k,0) = A(k)e~*C(O) segue que

~

A(k) = e*CO £ (k).

Portanto,
ulk,t) = A(k)eik(G(O)—G(t))).

Logo

1 [~ . 1 [ . —~
u(e,t) = 5 / Mk, )dk = o | HHCOCO fydk = f(a + G(0) - G(1)).

Logo,
u(z,t) = f(x + G(0) — G(t)).

Note que f(z + G(0) — G(t)) é uma solugao de classe C'! do nosso problema, mesmo se fizermos

apenas a hipétese de que f é de classe C! e que g seja continua. Se f for de classe C* e g for
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de classe C*~1 entdo f(x 4+ G(0) — G(t)) serd uma solucio de ordem C* do nosso problema. Em

particular cos(z + 1 —#3/3 — cost) é uma solucio infinitamente derivével de
ug + (12 +sent)u, =0, z € R, t >0, u(z,0)=cosz, z € R,

embora a fun¢ao cosz nem tenha transformada de Fourier (no sentido usual)! |

Tendo em vista o que foi dito acima, se tivermos que resolver um problema, de valor inicial para
uma equacao diferencial parcial via transformada de Fourier e as transformadas de Fourier dos
dados iniciais nao existirem, nao desista do método. Faca o seguinte, substitua os dados iniciais
particulares por funcoes genéricas e suponha que estas sejam tao suaves e decaiam suficientemente
rapido no infinito, de modo que o procedimento via transformada de Fourier esteja bem definido
matemanticamente. Encontrada a solugao via transformada de Fourier, veja quais as condigoes os
dados iniciais devem satisfazer para que a expressao obtida seja uma solucao; em particular, se os
dados iniciais originais satisfizeram tais condigoes, entao a expressao obtida é solugao do problema
dado. Por exemplo, se ainda nao tivéssemos resolvido o exemplo anterior e tivéssemos que resolver

o problema

up +t3uy, =0,z €R, t >0, u(x,0) =% xR, (117)

2e” nao tem transformada de Fourier, a primeira coisa

via transformada de Fourier, como a fungao x
que deverfamos fazer é substituir o 22e® por f(z), onde assumiriamos que f(x) é suficientemente
suave e decaisse tao rapido no infinito, de modo que a resolucao via transoformada de Fourier
estaria bem definida matematicamente. Entao encontrariamos u(z,t) = f(x + G(0) — G(t)), onde
G(t) = t*/4, a qual, como observamos no exmeplo anterior, vale mesmo que f for apenas C' e g

continua e que a esta solucao é de classe C* se f for de classe C* e g for de classe C*~!. Como

isso concluirfamos que u(z,t) = (z — t4/4)2e*~"/4 ¢ solucao do problema (117). ]

3.5 Exercicios: resolucao de equacoes diferenciais parciais

No espirito da subsecao anterior, resolva os exercicios abaixo usando a transformada de Fourier.

Assuma que a equacao seja valida para —oco <z < oo et > 0.
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0?2 5?2 _
L. 55 = 5.9 u(z,0) =e |zl

2 2
2. % = %, u(z,0) = 7x21+1' ut(x,0) = 0.

3w = %um, u(x,0) = e,

. 100, se |z| <1
4. up = 155 Uzz, w(x,0)=

0, caso contrario
||
1-5, se |z| <2
5. up = Ugy, u(z,0)= o
0, caso contrario

6. uy +3u =0, wu(z,0)=f(z).
7. aug +buy =0, wu(x,0)= f(z), a,bsdo constantes e b # 0.
8. tuy +ur =0, wu(z,0)= f(z).
9. t2uy —ug =0, u(z,0) = f(z).
10. uy +sentu, =0, wu(z,0) = senz.
11w = e tugy, u(z,0) = f(z).
12. uy = a(t)uze =0, w(z,0) = f(x), a(t)>0.
13. uy +2uy = —u,  u(x,0) = f(z), w(z,0)=g(x).

1, se |z| <1
14. ug + Upger =0, u(z,0) = , u(x,0) =0.
0, caso contrario

15. uy = tugges, u(z,0) = f(x).
16. uy = Uize, u(x, O) = f(l‘), ut('r?O) = g(‘r)

17. ug — gy + Uggze =0,  w(z,0) = f(x), u(z,0) = 0.

Respostas de exercicios:

(14) u(k,t) = f(k) cos(k?t), as integrais de Fresnel [*_cos(z?)dz e [ sen (2*)dx convergem

para @, com isso a transformada inversa de Fourier de g(k,t) = cos(k*t), com t > 0,
pode ser facilmente calculada, o seu valor é g(z,t) = ﬁ cos (% — %) Portanto, a solugao é

u(z,t) = f(x) * g(x,t).
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~

24 ~ ~ ~ k24
(16) u(k,t) = f(k) + 17“,’;; g(k) = f(k) + h(k,t)g(k), onde h(k,t) = 172; , a qual converge

para t quando k — 0, portanto ¢é limitada numa vizinhanca do zero, |/ﬁ(k:, t)] < % A transformada
inversa de Fourier de ﬁ(k:, t) existe para cada t > 0. Logo, para t > 0, u(z,t) = f(x)+g(x)*h(z,1t).
- fg e~*sds, portanto, h(xz,t) = fg 67%15 ds.
(17) Gk, t) = =3 F(k)e ¥t 43 F(k)e ¥t = F(k)h(k,t) + f(k)p(k,t), portanto

—k2t

Note que parat >0 e k # 0, 1722

u(a, 1) = —5 f(a) » bl 1) + 5 f () * pla ),

1 2 1 _ 2
onde p(x,t) = Tt v/ o h(z,t) = i wt/12t
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4 Apéndice
4.1 Trocando a ordem da derivagao e da integracao em transformada de Fourier

Teorema 4.1 Sejam f continua por partes, f e xf absolutamente integrdveis na reta. Entao
o

d o —ikx _ . —ikx
7% _ooe f(a:)dx—/_oo( ix)e f(z)dz. (118)

ou seja,

d > _, > /fd
% efzkmf(x)dx :/ (dkezkx> f(il))d$

—0o0 —0o0
Prova. Seja

o) = [ e () da,

— 00

como f é continua por partes e absolutamente integravel, endao ¢ estd bem definida. Mostraremos

que ¢ é derivavel e que a sua derivada é

¢'(k) = /OO (—iz)e ™ f(z)dx. (119)
Como por definigao
/ 1 QZS(k + h) - ¢(k) BT e —ikx e_ihx -1

ou seja,

i ([ e (S5 e - 0w =

portanto, em virtude de (119), temos que mostrar que

0 ) e~ the _ 1
lim e~k ( + m) f(x)dx = 0.

h—0 J_ h
00 ) —thz _ 1
/ e~ ke <€h + zat) f(zx)

(9] ] —thz _ 1
’/ e the <6h —i—z'a:) f(z)dz
B /oo efihx -1 iy
= - 7h (24

00 efihx -1
lim ‘ ( " x>
h—0 J_ h

o0

Como

dx

IN

|f ()|dax

basta provarmos que

|/ (@)]dz = 0,

o que é equivalente a dizer que para todo € > 0, existe § > 0, tal que se |h| < J, entao

00 —ihx __
/ ’(ehl —i—zx)‘ \f(z)|d < e.
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Note que

(120)

e—ih# bim cos(hz) — 1 . sen(hx) — hz
0 1T =2 ha ¢ ha :

Do Teorema do Valor Médio, temos

cosu — 1 senu

= cos(§),

u u

onde & esta entre 0 e u, como |cosé|, [senu| < 1, concluimos que

<1

cosu — 1 senu
mol e

u u

Portanto,

efih:v -1

h

senhx

+1x e

hx hx

= || o

coshr—1 .senhx .
+i| < |z|

coshx—l‘

s—l—l) < 3|z

na segunda desigualdade usamos a Desigualdade Triangular. Portanto,

/_Z ’ (e_lhz_l —I—zx)‘ |f(z)|dz < 3/:: |z f(z)|dx < oo.

Portanto, dado € > 0, existe um R > 0, tal que

—thr _
/ (61—1—13:)‘ f(2)]dz < &
e[>R h

2
Do Teorema de Taylor, se f(u) é tem derivadas até segunda ordem continuas, entao

(&) o
5

f(w) = f(0) + f'(0)u +

onde £ esta entre 0 e u, em particular

cosé o sené o
e senu =u —

cosu=1— U
21 2!

Portanto, para u # 0, podemos rescrever

cosu—1 cos§ o senu —u  senf
= u” e = U

U 2! U 2! ’

Como |cos],|sen&| < 1, segue que das relagoes acima que

<= < —. 121
< < (121)

U U 2

cosu—l‘ [ul

senu — 1) |l

Portanto, de (120) e (121), fazendo u = zh, temos

e—zhz _

h

k]
7

+ix| < |z|
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Portanto,

R e—the _ 1 ’hR‘ > ¢
L5 v 88 <2 v

se
€
|h| < =0.
RV2 [ |zf(z)|ds
]
4.2 Lema de Riemann-Lebesgue para Integral e transformada de Fourier
Teorema 4.2 Seja f Riemann integrdvel em [a,b]. Entdo
b
lim / f(z)sen(Azx)dx =0 (122)
A—oo J,
b
lim / f(x) cos(Ax)dz =0 (123)
A—o0 Jq
b .
lim / f(z)edx = 0. (124)
A—o0 Jq

Prova. Provaremos (122), de maneira anloga prova-se (123). Como e = cos(\z) + isen (\z),
entao (124) segue de (122) e (123). Como f é Riemann integravel, dado € > 0, existe uma particao

[a = xo,21,...,2, = b, tal que

b n
€
0< de = miAw; < &
_/Gf(:v):r i:1m v <5

onde m; = min _f(z). Mas a soma de Riemann acima pode ser escrita como
r€[T1-i,24]

a

n b
ZmiAxi:/ g(z)dz,
i=1

onde g(x) = >0 | MiX([e; 1.2, (T), COM X[z, , z,](7) a funcdo caracterfstica do intervalo [z; 1, 2],

ou seja, ela vale 1 se x € [x;—1, ;] e 0, caso contrario. Portanto, f(z) —g(x) >0e

l\.’)\m

b
0< [ (f@) -~ gla))de <
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Logo,

b b
/(f(a:)—g(ac))sen(/\x)da: + / g(x) sen(Az)dz

/a " () sen(Ax)dz

IN

/ab g(z) sen(\x)dz

b
/ [(f(z) — g()) sen(\z)| dz +
b

< / (f(z) - g(x))dz +

a

1 n
" Z m;(cos(Ax;—1) — cos(Az;)
i=1

2nmaxi—1,.n |m2|

A

<

N

Como ' SN mil tende a zero quando A tende a infinito, entdo existe M > 0, tal que

.....

< 5,8e A > M. Portanto, se A > M, teremos

<€,

/a ’ () sen(A\z)dz

o que prova (122), ]

Teorema 4.3 Suponha que [, |f(x)|dz seja finita. Entao

/\li_)n;o/o f(z)sen(Ax)dxr =0 (125)
/\li_>nolo/0 f(z) cos(Ax)dx = 0. (126)

Prova. Provaremos (125), de maneira andloga, prova-se (125). Como [;*|f(z)|dx ¢ finita, dado

€ > 0, existe L > 0, tal que

/Loo|f(x)\dx <o

L
Pelo teorema anterior, /\lim f(z)sen(Az)dx = 0, logo existe M > 0, tal que se A > M temos
—0 J0
L €
/ f(z)sen(Ax)dx| < —.
0 2
Portanto, se A > M, temos
oo L o)
/ f(z)sen(Ax)dx| < / f(z)sen(Azx)dz| + / f(z)sen(Ax)dx
0 0 L
L oo
< / f(z)sen(A\x)dz +/ |f(z)|dx
0 L
< €

130



o que prova (125) [

0
Teorema 4.4 Suponha que / |f(x)|dz seja finita. Entdo

—0o0
0
lim / f(z)sen(Ax)dxr =0 (127)
A= J o
0
lim / f(x) cos(Az)dz = 0. (128)
A—oo J_
Prova. Similar a prova do teorema anterior. [ |
o0
Do Teorema acima, se / | f(x)|dx seja finita, entao
—0o0

o

lim e f(z)dz = 0.

A= J oo

4.3 Prova do Teorema da Integral de Fourier
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5 Apéndice - Deducao das Equacoes de Calor e da Onda

5.1 Equagao da Onda

A seguir, aplicaremos a Segunda Lei de Newton a uma corda eldstica e concluiremos que
pequenas amplitudes transversais de uma corda vibrante obedece a equacdo da onda. Considere

um pequeno elemento da corda, mostrado na Figura 33.

Tz + At
A0+ Az )

At

ox,t)

/ A
T t) ulx,t)

Figura 33: Um elemento da corda.

Usaremos as seguintes notacoes:

u(z,t) = deslocamento vertical da corda do eixo = no posi¢ao z e no instante ¢
O(x,t) = angulo entre a corda e uma linha horizontal na posigao x e no instante ¢
T(x,t) = tensao na corda na posigao x e no instante ¢

p(x) = densidade de massa da corda na posigao .

As forcas atuando no pequeno elemento de corda sao

(a) a tensao puxando no lado direito, a qual tem magnitude T'(x + Ax,t) e atua segundo um
angulo 0(x + A, t) acima da horizontal,

(b) a tensdo puxando no lado esquerdo, a qual tem magnitude T'(z,t) e atua segundo uma
angulo 0(x,t), abaixo da horizontal e, possivelmente,

(c) vérias forgas externas, como gravidade. Assumiremos que todas as forgas atuam
verticalmente e denotaremos por F(x,t)Azr a magnitude total das forcas externas atuando no

elemento de corda.
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A massa do elemento de corda é essencialmente p(z)vAz? + Au?, assim, a componente vertical
da forga, dada pela Lei de Newton, é

2

p(x) VAx? 4+ Au? %u(m, t) =T(x+ Az, t)senb(xz + A, t) — T(x,t)senb(x,t) + F(x,t)Ax.

Dividindo por Ax e tomando o limite quando Az — 0, temos

ou\? 9? i)
plx) /1+ <8t> @u(x,t) = %[T(:c,t) senf(x,t)] + F(x,t)
= 2T(av t) senb(x,t) + T(z,t) cosb(z t)%(x )+
- 8.’,6' 9 9 9 9 8.%' 9
+F(x,t). (129)
Note que
190(r.1) = lim 20 = 20,1,

0 que implica que

ou
Qu (g ¢ 1
senf(x,t) = 5 (&:1) = cosO(z,t) = -
1+ (9%(x,1)) 1+ (%%(z,1))
_, Ou 00, Zu(xt)

O(xz,t) = tg 8:1;($’t)’ a—gj(m,t)

=G
1+ (g—g(m, t))
Para pequenas vibragoes, |#(z,t)| < 1, para todo z e t, isto implica que tgf(z,t)| < 1, logo,
g—;(x, t)| < 1, portanto,

o\ du 00 &%u
1+ <8x> ~1, senf(x,t)= %(ac,t), cosf(x,t) = 1, %(m,t) ~ W(x,t).
Substituindo os valores acima na equacao (129), temos
0%u or ou 0%u

Como o nosso pequeno elemento da corda move-se apenas verticalmente, entao, a componente

da forga na direcao horizontal é zero. Portanto, da Segunda Lei de Newton, temos
T(x+ Az, t)cosb(z + Ax,t) — T(z,t) cosO(x,t) = 0.
Dividindo esta equagao por Az e tomando o limite quando Az tende a zero, temos

0
P2 [T'(x,t)cos(x,t)] = 0.
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Para pequenas amplitudes de vibracoes, cos 8 é muito préximo de um e %(w, t) é muito préximo de

zero. Em outras palavras, T é uma funcao apenas de t, a qual é determinada pela maneira de quao
forte estamos puxando as extremidades da corda no instante t. Logo, para pequenas amplitudes

de vibragoes verticais, (130) pode ser re-escrita como

2u 2u
p(x) (Z?(x,t) = T(t)%(:v,t) + F(x,t).

Se a densidade da corda, p, é constante, independente de z, e a tensdo T'(t) é uma constante

independente de ¢ e nao existe forcas externas, F', obtemos

0%*u 5 0%u
w(ﬁ,t) =C W(ﬂ?,t%
onde
T
C = —.
o)

5.2 Equagao de Calor

Consideramos um fio de material condutor, de comprimento L, cujas laterais estao perfeitamente
isoladas, tal que nao haja nenhuma perda de calor através das mesmas. Assumiremos que a
temperatura u no fio dependa apenas da posicao x e do instante ¢, e ndo dependa das coordenadas
y e z, de modo que a temperatura ao longo de qualquer secao transversal seja uniforme.

De acordo com a Lei de Fourier, a quantidade de calor fluindo através de uma segao transversal
de area unitaria por unidade de tempo da barra, chamado de fluxo, @), é dado por

Qe 1) = ~K 5" (2. 1),

onde K ¢ a constante de difusao de calor e depende apenas do material do fio, e u(x, t) é temperatura
na posicao x e tempo t.

Considere uma porc¢ao infinitesimal do fio de comprimento Az, localizado entre os pontos x e
x + Az. A quantidade de calor fluindo no ponto z é Q(z,t). Da mesma forma, a quantidade de
calor fluindo no ponto = + Az é —Q(z + Az, t). O aumento total de calor no elemento diferencial

(por unidade de segao transversal de drea) num intervalo de tempo At, é dado como

o aumento de calor no elemento no tempo At = [Q(z,t) — Q(z + Ax, t)]At.
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A quantidade de calor por unidade de secao transversal na secao selecionada no fio, isto é, de

elemento de massa AM (e comprimento Ax) no instante ¢ é
cAMu = opAzu = opAxAtu(z,t),

onde o é o calor especifico do material, p é a densidade linear da material e u é a temperatura

média no elemento no instante ¢t. Tomaremos u = u(z+ %, t), ou seja, u é a temperatura no centro

de elemento. Portanto, temos
Az
o aumento de calor no elemento no tempo At = opAzAt us(x + 5 t).

Combinando as equagoes acima,

ou seja,
—Qu(x,t) = 0 p w(x,t),
ou ainda,
Kug, = opug(z,t) <= up = o Ugy,
K

onde a constante o? = é chamada de difusividade térmica.

o5
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