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Introducao

Este texto tem como objetivo atender a disciplina de Equacoes Diferenciais C, na qual sao
introduzidos os importantes conceitos de equagoes diferenciais ordindrias e de equagoes diferenciais
parciais.

Na Secao 1 introduziremos o conceito de equagoes diferenciais ordindrias, de equagoOes
diferenciais parciais e daremos alguns exemplos onde elas aparecem.

Na Secao 2 estudaremos as equagoes diferenciais de primeira ordem. Focalizaremos nossa
atencao nas equacoes lineares e de varidveis separdveis, para as quais serao apresentados
procedimentos de como resolvé-las. Embora as equacdes de Bernoulli nao sejam lineares, elas serao
estudadas como um caso importante de equacoes que podem ser transformadas em equagdes lineares
através de uma simples mudancga de varidveis. Introduziremos os métodos de Euler como uma
uma opg¢ao numérica para se resolver problemas de valores iniciais. Finalmente, veremos algumas
aplicacoes das equagdes de primeira ordem a problemas de misturas, dinamica de populagoes,
decaimento de materiais radioativos, problemas de mecanica, dentre outros.

Na Secao 3 estudaremos as equacoes diferenciais lineares de segunda ordem. Veremos que o
espaco solucao de uma equacao diferencial linear de segunda homogénea é um espago vetorial. Nos
calculos nos restringiremos aquelas equacoes diferenciais onde as equagoes homogéneas associadas
tém coeficientes constantes e a entrada tenha uma forma especifica, pois, nos restringeremos ao
método dos coeficientes a determinar na obtencao de solucoes particulares. Finalmente, veremos
aplicacoes das equacoes diferenciais de segunda ordem a problemas de vibragbes mecanicas e
oscilacoes elétricas.

Na Secao 4 introduziremos a transformada de Laplace e a sua inversa. Introduziremos a funcao
degrau unitario que nos permite representar de uma maneira concisa fungoes descontinuas e a
delta de Dirac que é uma generalizacao de uma forca que embora atue apenas num dado instante,
seja capaz de produzir um impulso unitario. A partir da definicdo, obteremos véarias propriedades
da transformada de Laplace e calcularemos as transformadas de varias funcoes. Veremos como a
transformada de Laplace pode ser usada para resolver problemas de valores iniciais, transformando-
os em problemas puramente algébricos. No final desta secdo apresentaremos uma tabela com
transformadas de Laplace e suas inversas.

Na Secao 6 estudaremos os sistemas de duas equagoes lineares de primeira ordem. Veremos

como como resolvé-los ou transformando-os em equagoes diferenciais lineares de segunda ordem ou



através da transformada de Laplace, transformando-os em sistemas de equacoes algébricas.

Na Secao 7 introduziremos as séries de Fourier e veremos como representar funcoes a partir das
mesmas. Veremos como representar funcoes pares e fungoes impares através de séries de senos e de
co-senos. Varios exemplos serao considerados, em particular, aqueles que serao utilizados na segao
seguinte.

Na Secao 8 introduziremos as equagoes do calor e de onda unidimensionais para uma regiao
finita, L, definiremos diferentes condi¢oes de contorno e usaremos o método da separacdo de
varidveis na resolucao das mesmas. Também consideramos a equacao da onda para uma corda
infinita e obteremos a férmula de D’Alembert que nos dé explicitamente a solu¢do em termos da
forma e velocidades iniciais da onda. Ainda nesta se¢do introduzimos a equacao de Laplace e o
Principio de Maximo e consideramos o problema de Dirichlet para o retangulo e para o disco.

No Apéndice, Secao 9, deduziremos as equactes de calor e da onda a partir de primeiros
principios, ou seja, a partir da Segunda Lei de Newton e da Lei de Fourier, respectivamente.

Nas Secao 10, apresentaremos a resolucao detalhada dos exercicios da série B.

Gostaria de agradecer aos Professores Ricardo Takahashi, Sonia Pinto de Carvalho e Sylvie por

terem me estimulado a escrever este texto e por terem contribuido com varios exercicios propostos.



1 Motivagao e Algumas Definicoes

1.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Definicao 1.1 Uma equacgao diferencial ordinaria € uma equacdo que envolve uma funcdo
desconhecida, y(x), suas derivadas até uma ordem n e a varidvel independente x; ou seja, € uma

equacgdo da forma
fla,y .y =o. (1)

Definicao 1.2 A ordem de uma equagao diferencial é a ordem da derivada mais alta que aparece

na mesma.

Definigao 1.3 Dizemos que uma equacdo diferencial ordindria de ordem m € linear se ela € da

sequinte forma
an(@)y™ + an 1 (@)y" D + .+ ar (@)Y + ao(a)y = g(x), (2)

onde os coeficientes ao(x),...,an(x) sao fungées conhecidas da varidvel x. Quando g(x) for
identicamente nula, dizemos que a equacdo (2) ¢ homogénea.
Se uma equagao diferencial ordindria de ordem n nao for do tipo (2), dizemos que ela é nao-

linear.

As equacoes diferenciais ordindrias aparecem em vérias aplicacbes e, a seguir, daremos alguns

exemplos das mesmas.

Exemplo 1.1 Se chamarmos de x(t) o nimero de bactérias no instante t, € comum supor que a

taxa de variacdo de x em cada instante seja proporcional a x, ou seja,

dx
b %
Y ke, 3)

onde a constante de proporcionalidade, k, € positiva, o que nos conduz a uma equacao diferencial

ordindria linear de primeira ordem homogénea.

No estudo do decaimento de massa de materiais radioativos, onde z(t) é a massa do material

no instante ¢, temos uma equagao do tipo (3), onde substituimos k& por —k.



Exemplo 1.2 A equacao diferencial

Q' +p(t)Q =g(t), (4)

onde p(t) e q(t) sao fungoes continuas num dado intervalo aberto I, é uma equagao diferencial
ordindria de primeira ordem linear, ela aparece, por exemplo, em modelagem de misturas, onde

Q(t) descreve a quantidade de sal presente num recipiente no instante t.

Note que a equacao (3) é um caso particular de (4) quando p(t) é constante e g(t) é identicamente

nula.

Exemplo 1.3 A equacao diferencial
/ Yy
=r(l-— —>
Y ( K Y
onde r e K sdo constantes positivas, é chamada de equagao de Verhulst, ou equacao logistica, ela
aparece no contexto do crescimento ou declinio da populacdo de uma espécie. Ela € uma equacdo

diferencial ordindria de primeira ordem ndo-linear.

Muitas equacoes diferenciais de segunda ordem aparecem em problemas de mecénica e resultam
da Segunda Lei de Newton, a qual diz que a resultante de todas as forcas, f, que atuam num corpo,
¢ igual ao produto da massa do mesmo, m, pela sua aceleracdo. Como a aceleragao é a derivada
segunda da posicao, x, em relacdo ao tempo, t. A forca em geral depende de t, z e da velocidade,

z'. Portanto a Segunda Lei de Newton pode ser colocada na seguinte forma

IR (5)

m

Se f nao depender explicitamente de t; ou seja, f = f(x,v), podemos assumir que v = v(x) e

x = z(t). Entdo da regra da cadeia, % = g—;fl—f = ﬁf—Z v e () pode ser re-escrita como
dv x,v
x m

que é uma equacao diferencial de primeira ordem em v.

Exemplo 1.4 Suponha que um paraquedista ao cair esteja sujeito a uma for¢a de atrito do ar que

seja proporcional ao quadrado da sua velocidade, entdo, a forca resultante é mg — yv? e, de (6),

onde x tem como origem o local de onde o paraquedista foi pulou e ¢ medido positivamente para

baixo. Esta equacao € um caso particular das equagoes de Bernoulli.



Exemplo 1.5 Outra equagdo diferencial que resulta da Sequnda Lei de Newton é
ma” -y’ +kx = f(t), (7)

onde m, v e k sdo constantes, com m # 0. Esta é uma equacdo diferencial ordindria de sequnda
ordem, ela modela um sistema massa-mola, onde a massa vale m, a constante eldstica da mola é

k, num meio que oferece atrito (se v # 0) e sujeito a uma for¢a externa f(t).

Um caso particularmente interessante de (7) é a equagao

M+§9:u 8)

que descreve a amplitude de um péndulo simples, que consiste num sistema formado de uma massa,
m, amarrada numa corda de comprimento [, pendurados num teto, no limite em que consideramos
pequenas amplitudes (sen 6 =~ 0).

Em modelagem de circuitos elétricos RLC' em série, temos uma equagao similar a (7), onde z,
m, v, k e f(t), sdo substituidos, respectivamente, por @, L, R, % e e(t), com Q(t), a carga no
capacitor no instante ¢, R, L e C, sdo a resisténcia do resistor, a indutancia do indutor e a carga

do capacitor, respectivamente.

Defini¢ao 1.4 Dizemos que uma funcao y = ¢(x) com derivadas até ordem n continuas

num intervalo aberto I ¢é solugao da equacdo diferencial (1) neste intervalo, se

ft, (), ¢ (),...,6M (t) =0, para todo z em I.

Exemplo 1.6 As funcoes cost e sent sdo solugoes da equagao diferencial x” +x =0, para todo t
real. Da mesma forma, x = cel, onde ¢ é uma constante arbitrdria é solucao da equacdo diferencial

' = x, para todo t real.

Dada a equacgao diferencial (1), muitas vezes estamos interessados em solugoes da mesma que

satisfacam um conjunto de condigOes iniciais num dado instante xz,, ou seja, queremos encontrar

y = é(x), tal que

ft a2 2™y =0, x(t,) = o, &' (to) =2, ..., 2" (t,) = =™, 9)

0’

Este é chamado de problema de valor inicial.
No caso do sistema massa-mola descrito no Exemplo 1.5, um problema de valor inicial

corresponderia a especificarmos a posicao z(t,) e a velocidade 2'(t,) iniciais da massa. Por outro



lado, no Exemplo 1.2, corresponderia a especificarmos a massa inicial de sal, Q(t,), presente no

recipiente.

Exemplo 1.7 A funcdo x = cost — sent € solugao do problema de valor inicial
2 +x=0, z(0)=1, 2/(0)=-1,

para todo t real.

Em muitas aplicagbes, em vez de apenas uma equacao diferencial, teremos um sistema de

equacoes diferenciais de primeira ordem,

it = gi(t,z1,70,...,20)
2h(t) = go(t,z1,29,...,70)
() = gut,x1,70,...,70)
onde x1(t),...,x,(t) sdo fungdes desconhecidas da varidvel independente t e as fungoes g1, ..., gn

sao dadas.

Definicao 1.5 Dizemos que um sistema de n equagdes diferenciais de primeira ordem € linear,

se tem a sequinte forma:

l‘/l (t) = an(t):ztl + alg(t)l‘Q ot aln(t)xn + b1 (t)
rH(t) = a1 (t)m1 + an(t)xs ... + agy(t)z, + bo(t)
() = an(t)z1 + ane(t)z2 + .o+ Apn ()T + b (),

onde os coeficiente a;j(t) e bi(t) sao funcoes continuas de t.

Se o sistema ndo puder ser colocado na forma acima, dizemos que ele ¢ nao-linear.

Exemplo 1.8 Um exemplo interessante de sistema de equacgoes de diferenciais de primeira ordem

nao-lineares € o sequinte:

r = ar—bxy

y = —cxy+dxy
onde a,b,c e d sdo constantes positivas. FEle é chamado de sistema predador-presa.

10



As funcoes x e y descrevem as populagoes da presa e do predador mo instante t, por exemplo,
coelhos e raposas, respectivamente. A constante a pode ser vista como a taxa de nascimento da
populacdo x, o que contribui para o crescimento da mesma; por outro lado, a constante b, representa
a interacao da presa com o predador, contribuindo para a diminuicdo da mesma. A constante ¢ é
vista como a taxa de morte do predador e d a interacdo deste como a presa, a qual contribui para

o crescimento da mesma.

Exemplo 1.9 FEquacoes diferenciais de ordem n podem ser transformadas em sistemas de n
. . - o . . ., o,
equacoes diferenciais de primeira ordem. Por exemplo, se introduzirmos a varidvel y = x', o

problema de valor inicial

2 +pt)r +qt)r = f(t), z(to) =z0 e 2(t,) =1,

z | _ 0 1 x N 0 x(to) _ | o
y —q(t) —p(t) y ONA y(to) z;,

Da mesma forma, um sistema de equacbes de primeira ordem pode ser transformado numa

equacao diferencial ordindaria linear de ordem n.

1.2 Equacgoes Diferenciais Parciais

No caso de uma funcao desconhecida, u, depender de duas ou mais varidveis, por exemplo,
u = u(z,t), uma equacdo envolvendo u, suas derivadas parciais e as varidveis independentes é
chamada de uma equacao diferencial parcial.

Neste curso estaremos interessados nas seguintes equacoes: u; = kg € Uy = C>Ugpy, chamadas
de equagoes do calor e da onda unidimensionais, respectivamente, onde k e ¢ sao constantes. Elas
representam os fenémenos de difusdo de calor num fio e a propagagdo de uma onda em uma
dimensao espacial.

Na equagao de calor u(x,t) é a temperatura no ponto x no instante ¢ e, na equagdo da onda,
u(z,t) é a amplitude da onda no ponto z e instante t.

A formulagao precisa dos problemas envolvendo estas duas equagoes serd vista na Secao 8.

11



2 Equacoes Diferenciais de Primeira Ordem

Nesta secao estudaremos problemas de valores iniciais do tipo
y' +p@)y =g(@), y(@o) = Yo (10)
,  f(@)
Y ===, Y(To) = Yo. 11
70 (o) = Yo (11)

Vimos que (10) é uma equacgao linear de primeira ordem mais geral possivel.
Quando uma equacao for da forma (11), dizemos que ela é uma equacao de varidveis
separaveis. Um exemplo interessante de equagdes separdveis sdo aquelas da forma y' = f(y),

chamadas de autéonomas, as quais aparecem na descrigao da dinamica populacional.

2.1 Equacgoes Diferenciais Lineares

A seguir, consideraremos a equacio

Y +p(x)y = g(x), (12)

e assumiremos que as fungdes p(z) e g(z) sejam continuas num intervalo aberto I, contendo o ponto
T, No qual estaremos prescrevendo a condicao inicial.

Se p(z) =0 em (12), temos

y' = g(x), (13)

portanto,

onde ¢ é uma constante arbitréria, G(z) é tal que G'(z) = g(z), ou seja, G(z) é uma anti-derivada
de g(x). Se quisermos uma solugao de (13) tal que y(z,) = y,, devemos escolher ¢ = y, — G(z,);
ou seja,

(@) = o+ Gle) = Gleo) = o+ [ " g(s)ds

12



¢é a solucao desejada, para todo x € I.
A seguir, mostraremos que podemos transformar o problema (12) em (13). Para tal tentaremos
encontrar uma funcao u(x), tal que ao multiplicarmos (12) pela mesma, o lado esquerdo de (12) se

torne (u(z)y(z))', ou seja, queremos que py' + puy = py’ + p'y, logo, pu deve satisfazer
a qual é equivalente a
ou ainda,

cuja solucao é

in (a)| = [ pla)do = Pla) + k (14)

onde P'(x) = p(z) e k uma constante arbitraria. Portanto, tomando-se a exponencial da equagao

(14), temos

c uma constante nao-nula.

A funcdo p(z) é chamada de fator integrante de (12). Logo, se multiplicarmos (12) por
P(z)

w(z) = ce”\*), teremos
(u(2)y(@))" = p)g(@), (15)
portanto,
p(@)y(a) = [ u@lgoyds
ou ainda,
p(x)g(x)de
vy =1 (16)
()
Em virtude da expressao acima, ao usarmos p(x) podemos assumir que ¢ = 1, o que corresponde
a fazer k = 0 e teremos p(z) = e®). Em outras palavras, dado um fator integrante, qualquer

multiplo escalar nao-nulo dele também serd um fator integrante.

A expressao (16), contendo uma constante arbitréria, é chamada de solugao geral de (12).

13



Observagao 2.1 Um erro muito comum do aluno € de esquecer que todo o procedimento acima
foi baseado no fato de que o coeficiente de y' em (12) € 1. Assim, se num dado problema isto nao

acontecer, primeiro divida a equacao toda pelo coeficiente de ', sé depois disso identificar p(z) e

g(x).
Exemplo 2.1 Resolva o problema de valor inicial
y—-y=1 y0)=L1L (17)

Solugdo. Neste caso, p(z) = —1, logo, u(z) = e/ P@dz = =24k faremos k = 0 e tomaremos

T

w(x) =e =,

Por construcao, ao multiplicarmos a equagao diferencial em (17) por p(z) = e~ %, teremos

(e™"y) =e™",
portanto,
e Ty = /e_mdx =—c " +g,
ou seja,
y= % = —1+ce”.

O que nos da todas as fungoes que satisfazem a equacao diferencial em (17), ou seja, a solucao geral
da mesma.

Se quisermos satisfazer a condicao inicial dada, devemos escolher a constante ¢
convenientemente, ou seja, devemos impor 1 = y(0) = —1 + ¢, portanto, ¢ = 2. A solucao desejada

éy=—1+ 2€", cujo grafico é mostrado na Figura 1. [ |

14
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20

10] yd

Figura 1: O grdfico da funcao y = —1 + 2¢e*.

Podemos encontrar explicitamente a solugao do problema de valor inicial (12) em fungao da

condigao inicial. De fato, se tomarmos k = —P(z,), teremos

— eJao P(5)ds (18)

em particular, u(z,) = 1. Integrando-se a equagao que aparece em (15) de z, a x, com p dado em

(18), temos,

(@) = paa)ylo) = [ us)a(s)as
como u(x,) = 1, temos

o i(s)g(s)ds + yo
y(z) = D) , (19)

é a solugao do problema de valor inicial (12), a qual estd definida para todo = em I.

A unicidade da solugdo do problema de valor inicial (12) segue da construcao acima, pois, se
tivéssemos duas solucoes y1 e yo deste problema, entao, a diferenca delas, y = y1 — yo, seria solucao
do problema de valor inicial ¥/ + py = 0 e y(z,) = 0, em particular, (ep(x)y(x))/ = 0 em I.

Integrando esta equacdo de z, a x e lembrando que y(z,) = 0, teremos e’ ()

y(z) = 0. Como p(x)
é continua em I, pu(x) é sempre diferente de zero neste intervalo, terfamos y(x) identicamente nula,
portanto, y1(x) e ya(z) iguais em I. Assim, temos o seguinte Teorema de Existéncia e Unicidade

no caso linear:

Teorema 2.1 Sob a hipdtese de p e g serem continuas no intervalo aberto I contento o ponto x,,
o problema de valor inicial (12) tem uma e somente uma solu¢io y = ¢(x), a qual estd definida

para todo x em I e é dada por (19).

15



—xzcos(x)+sen(z)—m
p .

Figura 2: O grdfico de y =

Observagao 2.2 Embora tenhamos uma expressao para a solucdo do problema de wvalor inicial
(12), a qual é dada por (19), nem sempre serd possivel calculd-la explicitamente, em virtude das

integrais envolvidas e teremos que apelar para métodos numéricos.

Exercicio 2.1 Resolva o seguinte problema de valor inicial
, 1
Y+ Sy =senz, y(m) =0.
Solucao. Note que neste caso o fator integrante é
,u(x) _ ef Ldr _ eln|m|+k.

Como a condicao inicial foi especificada em z, = m > 0, podemos assumir que x > 0. Portanto,
fazendo k = 0, teremos pu(z) = x. Logo, ao multiplicarmos a equagao diferencial por z, temos

(ry) = xz senw, ou seja, vy = [wsenwdr = —x cos x + senx + ¢, ou seja,

—XCoS T+ senx + ¢

y:
xT

é a solucao geral da equagao diferencial acima.

Para satisfazermos a condicao inicial, devemos ter 0 = y(7) = “:C, ou seja, ¢ = —7 e a solugao
do problema de valor inicial é
—xrcos x+senr —m
y= )
x
cujo dominio é (0,00), veja grafico da mesma na Figura 2. [
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Exercicio 2.2 (As Equagées de Bernoulli.)

1

Mostre que se fizermos a mudanga de varidveis u(x) =y~ ", podemos transformar a equag¢do

ndo-linear
y' +p(x)y = gla)y”, n#0,1, (20)
na sequinte equacdo linear

W+ (1= n)p(a)u = (1 - n)g(x). (21)

Prova. Se u(z) = y(z)! ™", entdo, v’ = (1 — n)y~"y/, logo, se multiplicarmos (20) por (1 —n)y~™,

teremos (21). ]

Exemplo 2.2 Resolva o sequinte problema de valor inicial
v —2y=y’ y(0)=1 (22)
Solugao. Note que a equacio dada é de Bernoulli com n = 3. Se fizermos v = y~2, teremos
u +4u = -2, (23)

cujo fator integrante é u(zx) = e**, portanto, ao multiplicarmos (23) por este fator ela se torna

(e4xu)/ — _264:(:7
ou seja,
1
e*u(z) = —2/649” dr = —564:0 +ec.

Portanto, a solugao geral de (23) é

1 _4x
—5e* +c 1 _4
U($)272_5+Ce ’
Voltanto & varigvel inicial, temos y~2 = —% + ce™**. Como y(0) = 1, devemos tomar ¢ = %, logo,

_1
y 2 = % (—1 —1—36_49”), portanto, y = =+ (%(—1 —1—36_49”)) 2. Como y(0) =1 > 0, a solucao do
_1
problema de valor inicial (22) é y = (%(—1 +3e‘4x)) 2. definida para z < lnT?’, cujo gréfico é

mostrado na Figura 3. n
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1
Figura 3: O grdfico da solugio y = (3(—1+ 3e74%))" 2.
2.2 Aplicacgoes

2.2.1 Misturas

—_—

'% p.(t) v.)
/

L

|

Figura 4: Misturas.

No que se segue nos referiremos & Figura 4. Temos o seguinte problema: suponha que
inicialmente haja @, gramas de sal num recipiente contendo V, litros de solugao. Sabendo-se
que uma solugao de concentragao de p.(t) gramas por litro entra no recipiente a uma taxa de ve(t)
litros por minuto e que esta uma vez misturada saia do recipiente a uma taxa de ps(t) litros por
minuto, calcule a quantidade de sal, Q(t), presente no recipiente no instante t.

A taxa de variagdo do sal com tempo, Q'(t), é igual & taxa na qual o sal estd entrando no
recipiente, p.(t) ve(t), menos a taxa na qual o sal esta saindo, % vs(t), onde o volume de solugao

no instante ¢ é dado por
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Vi) =V, + /O (ve(w) — vs(w))dw.

Portanto, para encontrarmos Q(t), temos que resolver o seguinte problema de valor inicial:

vs(?)

Q'(t) + V)

Q(t) = pe(t)ve(t), Q(0) = Qo. (24)

Exercicio 2.3 Na montagem acima suponha que vs = ve = 1 litro por minuto, p. = 1 grama por
litro, Q(0) = 0 e V, = 20 litros. Sem resolver o problema, o que vocé esperaria que acontecesse
com a quantidade de sal dentro do recipiente quando t — oo? Resolva a equacdo e encontre a

quantidade de sal no recipiente num instante qualquer t.

Exemplo 2.3 Um lago, com 460 km> de volume, recebe dgua numa taxa de 310 km?/ano, com
uma concentracdo de ¢ kg de poluente industrial por km®. A dgua, bem misturada, escoa do lago
com a mesma taxa de entrada. No instante inicial, o lago tem uma concentracdao de poluentes 5
vezes maior do que a concentracdo encontrada na dgua que entra nele.

(a) Dé a equagdo da quantidade de poluente no lago em func¢do do tempo.

(b) Quanto tempo levard para que a concentrag¢ao de poluente caia para metade da concentragao
inicial?

(¢) Esboce o grdfico quantidade de poluente em fung¢ao do tempo.
Resolugao. Foram dados

ve = 310km?/ano

p. = CKg/km®

vy = v =310 kmg/ano
Q@) _ 3
Ps = 7, V =460 km
o0 = A — o) = ser.

Portanto, de (24), a equagdo que descreve a quantidade de sal Q(¢) no instante t é :

aQ | wvs B
E + VQ = VepPe, Q(O) = 5cV,

que é uma equagao linear de primeira ordem. Seu fator integrante é pu(t) = eVt A solucao geral é

Q(t) =V + Ke ¥,
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onde K é uma constante arbitrdria. Como queremos que Q(0) = 5¢V, temos que tomar K = 4cV.

Logo, a solugao sera
Qt) =Ve <1 + 46_%t> .

Vs ¢

o Q) = 3, logo, 1 +4e” vl =25

Queremos que Té) = %, ou seja, WS) = %, portanto,

—

_vs,
Vc(1+4e Vv )
5cV

isto é,

t—K ln§—§ ln§
Cws 3 31 3

que é aproximadamente 1.46 anos. Deixamos para o leitor o esbogo do gréafico pedido no item (c).

2.2.2 Decaimento de Materiais Radioativos

Em problemas de decaimento de materiais radioativos, assume-se que a taxa de variacao da
massa de material em cada instante seja proporcional & massa presente naquele momento. Se
adicionarmos material & uma taxa g(t), entao, a taxa de variagdo da massa m(t), serd a soma de
duas parcelas: uma devido ao decaimento, —km, outra devido ao material que estamos colocando,

g(t), portanto, temos a seguinte equacao diferencial
m' +km = g(t), (25)

onde k é uma constante positiva.

No caso em que ¢(t) é identicamente nula, a solugao de (25) é
m(t) = m(0)e ™.

Note que apés um certo tempo 7, a massa serd a metade da massa inicial m(0), portanto,

ou seja,

_ln2
-—

k
A quantidade 7 é chamada de tempo de meia-vida do material radioativo.
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2.2.3 Lei de Resfriamento de Newton

Suponha que um corpo esteja num meio onde a temperatura seja T4. Seja T'(t) a temperatura
do corpo no instante t. De acordo com a Lei de Resfriamento de Newton, a taxa de variacao da

temperatura do corpo é proporcional a diferenca entre as temperaturas do meio e do corpo, ou seja,
dT
dt

onde k é uma constante positiva, a qual pode ser re-escrita como
dT

— 4+ kT =EkT
dt+ A,

que é de linear de primeira ordem, cuja solucao geral é

=k(Ta—T),

T(t)=Ta+ CeFt,

Note que independentemente das condigoes iniciais, o corpo entrard em equilibrio térmico com o
meio, ou seja, T'(t) tende a T4, quando t — co.

Suponha que inicialmente a temperatura do corpo seja T, e que apds t; minutos ela seja T7.
Entao, temos T, = T(0) = T4 + C, portanto, C = T, — T4, logo, a solucao do problema de valor

inicial sera
T(t) =Ta+ (T, — Ta)e ™.
Resta-nos calcular k. Como T'(t1) = 11, temos,

T —T 1 (T T
Ty =T(t) =Ta+ (T, —Ta)e ™ = LA — bt = (222,
T, —T}y 3]

2.2.4 Queda de um Corpo num Meio com Atrito

Suponha que um corpo esteja caindo no ar e que a forca de atrito deste seja proporcional ao
quadrado da velocidade com que o corpo se move no mesmo. Vimos no Exemplo 1.4 que a sua

velocidade obedece a seguinte equagao de primeira ordem

d
& + lv = gv !,
de  m

que é uma equacao de Bernoulli.

Exercicio 2.4 Suponha que v(0) = v,, mostre que

mg mg\ _2v
v(x) =4/ —= 4+ v2——>emx.
() \/’Y <o ~
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2.3 Equacoes Diferenciais de Variaveis Separaveis

Vimos que uma equacao diferencial de primeira ordem é de variaveis separaveis se ela é da

forma
g I
9(y)
ou equivalentemente,
M (z) + N(y)y' = 0. (26)

Observagao 2.3 Em vista da notacao de Leibniz, é comum escrevermos uma equacao de varidveis

separdveis da sequinte forma
M (z)dz + N(y)dy = 0, (27)
uma vez que y' € visto como a razao das diferenciais dy e dx.

Sejam Hi(x) e Hy(y), anti-derivadas de M (z) e N(y), respectivamente, ou seja,

L Hi(a) = M(2) (28)
d
a0 Hy(y) = N(y). (29)

Assumindo que y seja uma funcao de z, da regra da cadeia e de (29), temos

() = 7 Haly) T2 = NV (30)

Logo, de (28) e (30), segue-se que (26) é equivalente a

& (H(x) + Hay) =0, (1)

ou seja,
Hi(z) + Ha(y) = c, (32)
onde ¢ é uma constante arbitraria.
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A equagao (32) define implicitamente, a solucao geral de (27).

Note que se quisermos a solucao que satisfaz a condigao inicial y(x,) = y,, teremos
Hy(z,) + Ha(y,) = c.
Ou seja,
Hy(z) + Ha(y) = Hi(x,) + Ha(yo)

o que é equivalente a

/x jM(s)ds+ / jN(s)ds ~0. (33)

Portanto, (33) nos dé a curva solugao, C, que passa por (Z,,¥,), a qual define implicitamente y
como uma ou mais funcées de x. No caso de C definir ¥y como mais de uma funcao de z, o grafico
de cada fungao sera obtido geometricamente da seguinte maneira: tome todos os pontos (Z, %) nos
quais as tangentes a C sdo verticais, ou seja, se a equagao estd sob a forma y' = f(z,y), devemos
fazer Z—Z‘ @7 = 1/f(z,y) = 0. Tais pontos irdo quebrar C em pedagos maximais, sendo que cada um
destes sera caracterizado por ser o maior pedaco conexo de C possivel, tal que as suas extremidades
contenham no maximo dois pontos onde a tangente a C é vertical. O grafico da solucao desejada,
serd aquele pedaco de C que contém o ponto no qual especificamos a condigao incial (x,,y,). Nas

Figuras 5 e 6 ilustramos os casos em que as curvas solucoes tém um e dois pontos de tangéncia

vertical, repectivamente.

Exemplo 2.4 Encontre a solucao do problema de valor inicial

dy  3x% 4+ 4w +2
dx 2(y — 1)
Solugao. Note que a equagao acima pode ser re-escrita como

d
(322 + 4z +2) — 2(y — 1)% =0,

que é da forma (26) com M (x) = 3x2+4x+2e N(y) = —2(y— 1), portanto, a solugao do problema

de valor inicial é dada por

T Y
/ (382+4S+2)d8—2/ (s —1)ds =0,
0 -1
ou seja,

23+ 227+ 22 — (P — 2) +3=0,
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ou ainda,
y? — 2y — (23 +22% + 224+ 3) =0,

sendo que esta curva define implicitamente y como duas fungoes de x:

y(z) =1+ a3 + 222 + 22 + 4.

Como queremos que y(0) = —1, tomaremos y(x) = 1 — Va3 + 222 + 2z + 4. [

Geometricamente, temos a seguinte situacdo: na curva y2 — 2y — (x?’ + 222 4+ 22 + 3) = 0 temos

. . . 2(y—1
um ponto onde a tangente é vertical, ou seja, fil—“’y” = % = 0, o que corresponde a y = 1,
portanto, x = —2, veja a Figura 5. Assim, o ponto, (—2, 1) divide a curva solu¢ao em dois pedagos,
cada um dos quais define y como uma funcao de z, devemos tomar aquele que passa pela condicao

inicial (0, —1), cujo dominio é (—2,00).

Figura 5: O grdfico da curva y? — 2y — (z3 + 22% + 20 + 3) = 0.

Exemplo 2.5 Resolva o sequinte problema de valor inicial

dy 1+ 322

— = 0)=1.

Solugao. Antes de resolvermos esta equacao, faremos uma andlise qualitativa da mesma. Seja

1+ 322 1+ 322

fley) = 32— 6y 3yly—2)°
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entdo, o sinal de f(x,y) e, portanto, o o sinal de y/(z), é dado pelo sinal do seu denominador,
3y(y — 2). No plano xy as retas horizontais y = 0 e y = 2 dividem o plano em trés regides, nas
quais o sinal de f(z,y) é o seguinte:

(i) nas regices y > 2 ou y < 0, temos f(x,y) > 0, portanto, enquanto a solugao estiver nestas
ela deve ser crescente e

(i) na regiao 0 < y < 2, temos f(z,y) < 0, logo, enquanto a solucao estiver na mesma ela é
decrescente.

Sobre as retas y = 0 e y = 2, a fungao f fica ilimitada, o que significa que a tangente a uma
curva solucao fica vertical quando ela cruza estas duas retas. Como a condicao inicial é (0,1),
entao a solugao sera decrescente e estard definida enquanto ela estiver na regiao do plano xy com
0<y<?2.

Note que a solugao desejada é dada por

z Y
/ (1+3s%)ds — / (352 — 65)ds = 0,
0 1
ou seja,
—3 43yttt —2=0. (34)

A relacao acima nos dd uma curva plana (veja Figura 6) que define y implicitamente como
solucao de x.

Quando y = 0, temos 23 + 2 — 2 = 0, ou seja, £ = 1. Por outro lado, quando y = 1, temos
2% 4+ +2 = 0, portanto, x = —1. A curva que nos dé a solucdo tem tangente vertical quando
ela passa pelos pontos (1,0) e (—1,2), os quais a quebram em trés pedagos: cada um dentro de
uma das regioes descritas acima. O pedago que nos interessa é aquele que passa por (0,1). Logo,

o dominio da solugao desejada é o intervalo (—1,1) e ela é sempre decrescente no mesmo. [ |

2.4 Mais Aplicagoes

2.4.1 Velocidade de Escape

Um dos problemas comuns em mecanica é aquele que consiste em determinar a velocidade inicial
necessdaria para colocar um projétil fora da orbita da Terra.

Admitiremos que a tnica for¢a que atua no corpo seja o seu peso, w(x), dado por

k

w(z) = —m,
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Figura 6: O grdfico da curva y® — 3y®> — 2® —z = 2.

onde k é uma constante, R o raio da Terra e x é a distancia do corpo a superficie da mesma. Esta
expressao para w segue da Lei de Atracdo Gravitacional, visto que o peso de um corpo é a forca
de atracao entre este e a Terra e ela cai com o quadrado de suas distancias.

Por definicao da aceleracao da gravidade, g, o peso de um corpo de massa m, sobre a superficie

da terra é w(0) = —myg, logo,
k
—mg = w(0) = T2
e concluimos que k = mgR?. Portanto,
w(z) = __mgR*
- (R+2)?
Da Segunda Lei de Newton, temos ma = m% =w(z) =— (Tgfgz, ou seja,
dv _ __gR®
dt — (R+xz)?

Podemos supor que v = v(x), onde x = z(t), portanto, da Regra da Cadeia, temos Z—? = j—;fli—f =

j—;v e teremos o seguinte problema de valor inicial, onde a equagao é de varidveis separaveis

dv gR?
U@ = —m, ’U(O) = Vp.

Estamos supondo que o projétil estd sendo lancado verticalmente para cima, a partir da superficie

da Terra, z, = 0, com velocidade inicial v,. A equagdo acima é de varidveis separaveis e a sua

solugao geral é % = }gﬁi + C. Como z, = 0, segue-se que C' = % — gR. Portanto,
29 R2
= +4/v2 —29R ,
! \/vo gh+ R+x
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onde escolheremos o sinal 4, para indicar que o projétil estd subindo, ou seja x esté crescendo com
tempo. Quando o projétil atingir a altura maxima, x4, & sua velocidade sera zero, ou seja,

29 R?

0=02—2gR+ —I
Yo g +R+$max

2

, v . e . , . ,
o que nos da Tyar = Tt portanto, a velocidade inicial necessaria para elevar o corpo até a
o

altura maxima, Tyqz, €

Tmax
Vo = 4 [2gR ————.
° 9 R+ Tpmax

velocidade de escape, ve, é encontrada fazendo-se ;. — 00 na expressao acima, ou seja,
Ve = \/2gR ~ 11,1 Km/s.

Se considerassemos o atrito, a velocidade de escape seria maior do que o valor encontrado acima.

2.4.2 Dinamica de Populagoes

Uma classe importante de equagoes de primeira ordem ¢é aquela em que a variavel independente
nao aparece explicitamente. Estas equacgoes sao chamadas de equagoes autonomas e tém a
seguinte forma

W o).
Note que os zeros da fungao f(y) nos dao solugbes constantes da equagao acima, as quais s@o
denominadas de solugoes de equilibrio ou pontos criticos. Um exemplo de equacao que é da
forma acima é a equacao logistica
%zr(l—%)y, (35)
onde 7 e K s@o constantes positivas.

A seguir, iremos descrever qualitativamente as solugoes de (35). Note que os seus pontos criticos,
ou seja, zeros de f(y) = r (1 - %) y,sa0 y = 0 e y = K. Assim, as solugoes y = ¢1(t) =0 e
y = ¢2(t) = K sao as solugoes de equilibrio de (35). Note que f(y) é uma parédbola com concavidade
voltada para baixo, isto significa que f(y) > 0 entre as raizes y =0ey =K e f(y) <0sey <0
ey > K. Se desenharmos as retas y = 0 e y = K no plano ty, estas dividirdao este plano em trés

regioes: y <0, 0<y< Key> K.
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3.5

Figura 7: Solugoes de y' = r(1 —y/K)y, com r = 0.5 ¢ K = 3 para as condigdes iniciais
Yo = 3.9, 3, 1.8, 0.5, 0.

Na regiao onde y > K, como f(y) < 0, entao 3’ > 0, ou seja, nela a solu¢ao é decrescente. Em
particular, se considerarmos uma solugao tal que y(0) = y, > K, ela decresce a partir deste valor
sem tocar a reta y = K. O fato desta solucdo nunca tocar a reta y = K segue do unicidade de
solugoes de (35). O mesmo acontece na regiao y < 0, ou seja, as solugoes sao decrescentes nesta
regiao.

Por outro lado, na regiao em que 0 < y < K, como f(y) > 0, segue-se que y’ > 0 e a solucao
é crescente. Em particular, se considerarmos uma solugao tal que y(0) = y,, com 0 < y, < K, ela
cresce a partir deste valor sem tocar a reta y = K.

Se quisermos uma informacao mais detalhada da solugao, podemos considerar a concavidade da
mesma, ou seja, o sinal de

)= 510 = 210 = s =2 (1- £)w (1-2).

Note que os pontos de inflexdo de y(t) stfoy =0, y =K ey = % e o sinal de 3 (t) é positivo se
y>Koul<y< % e serd negativo se y < 0 ou % < y < K. Em particular, se y(0) > K, entao, a
concavidade do grafico de y(t) serd para cima. Se y(0) < 0 ou % <y < K, a concavidade do grafico
de y(t) sera para baixo. Finalmente, se 0 < y(0) < %, entdo, a concavidade do grafico de y(t) serd

para cima até o instante em que a solucdo corta a reta y = &, onde ele muda de concavidade e

2
permanece com concavidade para baixo, veja a Figura 7.

Embora tenhamos feito uma anélise puramente qualitativa das solugoes de (35), podemos
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calcular explicitamente suas solugoes, observando-se que (35) é uma equacao de varidveis separaveis.

De fato,
dy r /
—— = — [ dt.
/(k‘—y)y K

Apébs decomposicao em fragoes parciais, temos

L
(K-—y)y K\K-y y)’

portanto,
1 Yy r 01
-1 - 4 2
K" ‘ K- ' 'TE
ou seja,
Y t
—=— =Ce",
K-y
ouy = % Da condigao inicial y(0) = y,, temos C = Ky_“yo, portanto,

Ky,
Yo + (K - yo)e_rt ‘

y = (36)

Note que independentemente da condi¢ao inicial y(0) > 0, as solugoes tendem & solugao de equilibrio

y = ¢2(t) = K, quando t — oo e dizemos que ela é assintoticamente estavel.

Exercicio 2.5 No contexto de dinamica de populagdes, na equagao (35) assumimos que y > 0, em
particular, devemos ter y, > 0. Mas num contexto em que nesta equacdo permitirmos que y assuma

valores negativos, podemos mostrar que toda solu¢do com y, < 0 s estd definida para valores de

1 o
r Yo

Se trocarmos o sinal de f, ou seja, considerarmos f(y) = —r (1 — %) Y, ainda teremos as mesmas

porque?

solucoes de equilibrio; contudo, o comportamento das solucoes sera completamente diferente. Em
particular, mesmo que tomemos condigoes iniciais y(0) # K, arbitrariamente préximas de K, as
solugoes correspondentes se afastam de y = ¢o(t) = K e dizemos que esta solugao de equilibrio é
assintoticamente instavel. J4 a solugdo y = ¢1(t) = 0 serd assintoticamente estével, neste caso.

Em muitas aplicagoes, por exemplo, na descricao de populagao de bactérias é comum assumir
que a taxa de variacao da populacao, y, em cada instante seja proporcional a y, o que nos conduz

a seguinte equacao diferencial linear
y' = ky, (37)
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onde k é uma constante positiva. A solucao de (37) que satisfaz & condigao inicial y(0) = y, é
y(t) = yoe*t, o que nos dé um crescimento exponencial da populacao.

Na pratica a equagao (37) é uma aproximagao que deve ser valida para pequenos valores de
t, pois, a medida em que a populagao cresce hd competicao entre os seus individuos por espago
e por alimento; portanto, o que se espera é que haja uma estabilizacao da populacao e teremos
que considerar uma equagao que modele isto, por exemplo, uma equagcao tipo (35). Podemos ver o

termo nao-linear como uma interacao entre os individuos da mesma espécie.

Exemplo 2.6 Considere o sequinte problema de valor inicial:

y = fly) = y(y* + 3y +2),5(0) = yo.
(a) Faga um esbogo de f(y), determine os pontos de equilibrio e classifique cada deles como
assintoticamente estavel ou instdvel.
(b) Esboce algumas solugoes para diferentes valores de yo, sem mnecessariamente resolver a

equagao acima.

Solugao. Os pontos criticos sdo os zeros de f(y), ou seja, as solugoes constantes ys(t) = —1,

ys(t) =0 ey (t) = -2

P N W b

-1
-2
-3

Figura 8: O grafico de f(y) = y(y*> + 3y + 2), o que nos d4 as regides de crescimento e de

decrescimento das solucoes .

Como para valores de y > 0 a funcao f é positiva e para —1 < y < 0, f é negativa, segue-se que
a solucao y3 ¢é assintoticamente instavel.

Como para —1 < y < 0 a funcao f é negativa e para —2 < y < —1, f é positiva, segue-se que a
solucao ¥y é assintoticamente estavel.

Como para valores —2 < y < —1, f é positiva e para y < —2, f é negativa, segue-se que a

solucao y; ¢ assintoticamente instavel.
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1
0.5

25 2 -N5_41 -0 0.5 1
-0.5
-1

Figura 9: O gréfico de f(y)f'(v) = y(y* + 3y + 2)(3y? + 6y + 2), 0 que nos d4 a concavidade das

solucoes.
4
1 2 3 4
2
-0.5
1 2 3 4
-1 -2
1. 5/ -4
-6
-2

Figura 11: O gréafico de algumas solugoes com
Figura 10: O grafico de algumas solugoes com

Yo > 0 e y, < —2, as quais divergem para um
—2 <y, <0.

valor finito do tempo.

2.5 Teorema de Existéncia e Unicidade Geral

Problemas de valores iniciais do tipo (10) nem sempre tem uma unica solugdo. Por exemplo, o

problema de valor inicial

além da solugado nula, admite solucoes da forma

+[3(zx — c)]%, sex>c

Il
—~

w

=)
~—

o7 (z)

0, se z < c,

para cada ¢ > 0. Isto mostra que o problema (38) tem infinitas solugoes, veja Figura 12.
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-5

Figura 12: Os Grdficos da solug¢ao nula e das solugoes qﬁf(az)

Como nem sempre saberemos resolver equagoes do tipo (10), por isso é importante que tenhamos
um teorema que nos diga a respeito de existéncia e unicidade de suas solugoes e, se necessario,
calculd-las numericamente.

A seguir iremos enunciar o Teorema de Existéncia e Unicidade para o problema de valor inicial
(10), cuja demonstracao foge do propdsito deste curso e pode ser encontrada, por exemplo, na

referéncia [1].

Teorema 2.2 Suponha que f(z,y) e sua derivada parcial fy(z,y) sejam continuas no retingulo
R={(z,y) :a<z<bec<y<d}, contendo o ponto (x,,Y,). Entio existe um intervalo aberto,
I, da forma I = (z, — d,20 + 9) C (a,b), no qual ezxiste uma e somente uma solug¢io y = ¢(t) do

problema de valor inicial (10).

2.6 Métodos Numéricos

A seguir introduziremos os métodos numéricos de Euler e de Euler melhorado para resolucao
numérica de equacoes diferenciais de primeira ordem.

Dada a equacao diferencial

y/ = f(x,y),

se a integrarmos de z, a 41, teremos

Y(rns1) — y(an) = / " fsay(s)) ds,
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onde a integral acima pode ser interpretada como a drea sob o grafico de g(s) = f(s,y(s)), com
s entre x, e Tp41. Podemos aproximar esta pela drea do retangulo de altura f(x,,y(z,)) e base

Tn41 — Ty € teremos a seguinte aproximacao:

Y(@nt1) = Y(@n) = f(@n, Y(@n))(Tnt1 — Tn),
ou seja,

Y(@nt1) = Y(@n) + f(@n, y(@0)) (Tnt1 — 20),

se fizermos yr = y(zx) e tomarmos x,411 — =, = h, teremos o seguinte método numérico que nos

permite calcular o y,41 a partir de yy:

Yn+1 = Yn + f($na yn)h (40)
Nas aplicagdes, conhecemos o valor inicial y, = y(z,) e se considerarmos incrementos iguais a h
de forma que tenhamos xj = x, + kh, teremos o seguinte algoritmo numérico
Yo = y(xo)v

Yn+1 = UYn + f(.’,l'n, yn)h7

chamado de método de Euler.

Se fizermos a expansao de Taylor de y(x,, + h) em torno de xz,,, temos

Wt 1) = o)+ o) i og)

Je(@n, yn) + fy(@n, Yn) f (20, yn)
2

= Yn+ f(@n,yn)h + h? +O(h3) (41)

se compararmos esta expressao com a aproximagao de Euler dada em (40), concluimos ela
concordam até primeira ordem em h, portanto, em cada passo temos um erro da ordem de hZ.
Uma melhora no método consiste em aproximarmos a drea drea sob o gréfico de g(s) = f(s, y(s)),

com s entre x, e T,41 pela drea do trapézio com vértices em (z,,0), (Zn+1,0), (Tn, f(Zn,yn)) €

(xn-i-lu f(xn-i-la yn+1))' Oll Seja’7

f(xnv yn) + f(:En—‘,-ly y($n+1))
2
f(@nyyn) + f(@ns1,¥(@n) + f (0, Yn) (Tns1 — 70))
2

Q

Y(Tn41) y(wn) + (Tn+1 — Tn)

y(zn) + (Tnt1 — Tn),

X

na segunda aproximagao usamos o método de FEuler e aproximamos y(z,+1) por vy, +

f(@n, Yn)(Xpt1 — n). Isto nos dé o seguinte método numérico

2

Ynt1 = Yn Tt h, (42)
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onde y, = y(x,) € T, = x, + nh.
Se fizermos a expansao de Taylor em torno de h = 0 da expressao dada no lado direito de
(42) (veja Exercicio 2.6) e a compararmos com (41), concluiremos que elas concordam até segunda

ordem em h, ou seja, no método numérico (42) temos um erro da ordem de h* em cada passo.

1

0.9 b

0.8 b

0.7 b

0.6 b

0.5 b

0.4 b

0.3 b

0.2 b

0.1 b

Figura 13: Os grdficos das solugées exata e aproximada do problema de valor inicial y' +vy = e~ ¢,

y(0) = 1. Usamos o método de Euler dado por (40), com h = 0.1.

Exercicio 2.6 Mostre que

f(xn + hyyn + f(xmyn)h) = f(xnayn) + (fx(xmyn) + fy(xnyyn)f(xmyn)) h + O(h2)'

Exercicio 2.7 Usando os dois métodos numéricos descritos acima, encontre a solu¢do do sequinte

problema de valor inicial
Y =In(z® +y?) +senz, y(1) =1,

para x em [1,2], tomando-se o incremento na varidvel x, h = 0.01. Plotar o grdfico das duas

solugdes juntas.

2.7 Exercicios Adicionais
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Série A

1. Em cada problema, achar a solucdo da equacao diferencial e verificar se a resposta obtida

satisfaz a mesma.

a)y +3y=x+e 2.
)y/_zy_xQ 2:2'
c)y/+y—xe + 1.

x> 0.

e)y —y=2e".
)

(

(f) 2y + 2y = senz, x> 0.
() ¥ + 2ay = 2ze™"".

(h) (1 +22)y + 4oy = (1 + 22)72

2. Em cada item, achar a solucao do problema de valor inicial e verificar se a resposta obtida o

satisfaz.

y(1) = 0.
o)ay +2y=a2—z+1, y(1) =141,

d)y’—I—%y:C‘g’%, y(r) =0,z >0.

x> 0.
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() y —2y=¢e>, y(0)=2.

(f) zy + 2y = senz, y(5)=1.
(g) 3y +4a?y =e™", y(-1)=0.
(h) z¢/+(z+ 1)y =2, y(ln2)=1.



Série B

Nos exercicios 1 — 5, encontre as solucoes gerais das equagoes dadas.

10.

11.

12.

13.

.y +tgty =tsen?2t,

(1=t =2y =1, t > 1.

.ty + 2y = sent.

<t <

IMIE]
[MIE]

.y = cos®(z) cos®(2y).

/ r—e ®

Y =1

Nos exercicios 6 — 10, resolva os problemas de valores iniciais propostos e, na medida do

possivel, encontre os dominios das solugoes obtidas.

Y =ey—oyd, y(0) = 1, onde € e o sdo constantes positivas.

Ly = y(0) = 1.

1+x2’

2

cy(l+23)y —22=0, y(0)=1.

Y+ (1+2s Hy=a%e", y1) =2

Suponha que a populagdo da Terra tem aumentado a uma taxa proporcional & populacao
instantanea P(t). A constante de proporcionalidade nao é conhecida a principio, mas sabe-se
que no ano de 1650 a populagao era de 600 milhoes e em 2000 era de 6 bilhdes. Estima-se
que a maior populagao que a Terra é capaz de sustentar seja de 30 bilhoes de habitantes. Se

a constante de proporcionalidade nao se alterar, quando esse limite serd atingido?

Uma substancia se decompoe com uma taxa temporal proporcional a quantidade Q(t) de
substancia. A principio, nao se conhece a constante de proporcionalidade, mas sabe-se que
100 gramas dessa substancia se reduzem pela metade em 1 hora. Em quanto tempo 100

gramas se reduzem a 20 gramas?

Considere o problema de valor inicial ¢’ + % y=1-— %t, y(0) = yo. Determine o valor de y

para o qual a solucao toca, mas nao cruza, o €ixo t.
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14.

15.

16.

17.

Seja y = y1(t) uma solugao de
v +p(t)y =0,

e seja y = yo(t) uma solucao de

v +pt)y =g(t).
Mostre que y = y1(t) + y2(t) também é solugao da segunda equagao.
Nos exercicios de 16-18, sao consideradas equagoes autonomas da forma 3y’ = f(y). Esboce o
grafico de f em funcao de y, determine os pontos de equilibrios e os classifique.
v =ay+by?, a>0,0>0, y, > 0.
v =yly—1y—2), yo20.

y, = y(l - y2)7 Yo = 0.
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2.8 Trabalhos - Alguns Modelos Aplicados

Questao 1. Considere as situagoes listadas nos itens a seguir. Em todos os casos, determine a

equacao diferencial que rege o sistema em questao.

(a) Em um circuito elétrico, a corrente i é uma fungao do tempo. A resisténcia R, a capacitancia C
e a indutancia L sao constantes conhecidas. A tensao aplicada por uma bateria (F) é uma funcao
do tempo. A carga total ¢ é a taxa de variacao da corrente i.

A Lei de Kirchhoff diz que em um circuito fechado, a tensao aplicada € igual a soma das quedas
de tensao no resto do circuito. E as leis da eletricidade dizem que: a queda de tensao no resistor é
Ri, a queda de tensao no capacitor é % e a queda de tensao no indutor é L %.

Um circuito elétrico é composto por uma bateria, um resistor e um capacitor ligados em série,

conforme mostra a figura.
R

—AAAA—

TCOT

Modele o comportamento da corrente i para este circuito.

(b) Um circuito elétrico é composto por uma bateria, um resistor e um indutor ligados em série,

como mostra a figura.

v _

Modele o comportamento da corrente i para este circuito.

(¢) Uma esfera de massa M cai verticalmente, sob aceleragao da gravidade constante, com um
movimento que é afetado pelo atrito com o ar. Supode-se que a forca de atrito do ar seja proporcional
a velocidade da esfera. Deseja-se determinar a velocidade v(t) e a posigao z(t) da esfera ao longo

do tempo.
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(d) Um corpo de massa M se move num plano horizontal, com velocidade inicial v,, estando seu
movimento sujeito a um atrito proporcional & sua velocidade em cada instante. Deseja-se descrever

a velocidade v(t) e a posicao x(t) do corpo em fungao do tempo.

(e) Um objeto metélico é inicialmente aquecido até a temperatura 77, sendo a seguir colocado em
um ambiente que se encontra a temperatura 75, sendo mantido ai até entrar em equilibrio térmico
com esse ambiente. Deseja-se a descricao da temperatura do objeto em funcao do tempo, sabendo-
se que a taxa de variacao dessa temperatura em cada instante é proporcional & diferenca entre a

temperatura do corpo e a temperatura do ambiente.

(f) Uma colonia de bactérias encontra-se num meio de cultura em que os nutrientes sao fornecidos
constantemente, em quantidade constante por unidade de tempo. Evidentemente, hd um nimero
maximo de bactérias que pode existir na colénia ao mesmo tempo, limitado pela quantidade de
nutrientes disponivel. Enquanto existe um nimero de bactérias menor que esse maximo, a colonia
cresce com uma taxa de crescimento que é proporcional a diferenca entre o niimero atual de bactérias
e 0 numero maximo possivel. Deseja-se descrever o nimero n(t) de bactérias presentes a cada

instante de tempo.

(g) Suponha que em um reservatoério exista um volume V' de dgua, que se mantém constante com o
passar do tempo. A cada hora, entra no reservatério um volume v de agua, que vem misturada com
uma quantidade g de determinado reagente, sendo que no mesmo periodo o mesmo volume v de
agua é retirado do reservatério. Supondo que a concentracao do reagente seja sempre homogénea
no interior do reservatério, deseja-se saber a variagdo da quantidade Q(t) de reagente presente no

interior do reservatorio.

(h) Em uma caixa estd contida uma quantidade inicial @), de determinado material radioativo. Esse
material sofre decaimento (ou seja, se transforma em um material nao-radioativo) segundo uma taxa
que é proporcional & quantidade presente em cada instante, sendo a constante de proporcionalidade
igual a . Deseja-se saber a expressao (t) que representa a quantidade de material radioativo em

cada instante.

(i) Certo pais possui uma divida externa de X bilhoes de ddlares. A cada més esse pais consegue
pagar uma quantia fixa de p bilhGes de ddlares. A divida, entretanto, é corrigida a cada meés,
imediatamente antes do pagamento, segundo uma “taxa de juros” que significa um acréscimo de
uma proporc¢ao g do total da divida. Deseja-se a andlise da variagdo ao longo do tempo da divida

X(t), tanto para o caso em que o pagamento é menor que os juros da divida, quanto para o caso
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em que o pagamento é maior que os juros da divida. (Observacao: neste exercicio deve-se assumir
a aproximacao de que o processo de atualizacao da divida e de pagamento ocorra continuamente

no tempo).

(j) O circuito da figura abaixo possui duas “fontes de corrente”, que fornecem as correntes i (t) e

i2(t) a um capacitor C.

SORESINOR

Suponha que a fonte de corrente i funciona segundo uma estranha lei, pela qual a corrente fornecida

é proporcional a carga existente no capacitor:
i1(t) = aq(t)

Estude o problema de modelar o comportamento da carga ¢(t) para os casos em que a corrente
i9(t) segue as leis:

ia2(t) = =0

i2(t) = —Bq(t)

sendo « e B duas constantes positivas.

Questao 2.
(a) Resolva as equagoes diferenciais associadas a cada item da questao 1.

(b) Trace trés gréaficos que sirvam para representar (a menos do significado dos eixos) todas
as situagoes estudadas. Associe cada situacao a um dos graficos. Tente interpretar as
similaridades entre as diferentes situagoes que recairam nos mesmos graficos, e as diferencas

entre as situacoes que recairam em graficos diferentes.

(c) Estude o que sao as caracteristicas que diferenciam os casos (i) e (j) dos demais casos, na
questao 1. Por qué esses casos sao chamados “instaveis”? Tente explicar por qué na natureza
dificilmente ocorrem situagoes descritas por esse tipo de modelo (note que os casos (i) e (j)

tratam-se de sistemas artificiais).
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Questao 3. Considere os circuitos elétricos das figuras abaixo, compostos por uma fonte de tensao

senoidal, um resistor, e, conforme o caso, um capacitor ou um indutor ligados em série.

A tensdo fornecida pela fonte, em ambos os circuitos, é dada pela expressio:
ve(t) = Asen (wt)
Adapte os modelos desenvolvidos na questao 1, itens (a) e (b), para responder as questoes a seguir.

(a) Encontre a expressao da tensao no resistor, v,(t), em funcao do tempo, para os dois circuitos.

(b) A tensao medida sobre o resistor serd oscilatéria em ambos os casos. Considere a situacao
de regime permanente, ou seja, um tempo para o qual a contribuicao da solucao da equacao
homogénea para a solucao da equagao diferencial ja tiver atingido um valor desprezivel. Como

serd a expressao da tensao no regime permanente?

(c) Estude qual serd o efeito de fazer a freqiiéncia w assumir valores muito grandes ou muito
pequenos, sobre a amplitude da oscilacao apresentada pela tensao no regime permanente.
Discuta por qué esse comportamento justifica o fato de um dos circuitos ser chamado de filtro
passa-altas e o outro ser chamado de filtro passa-baizas. (Observagao: esses sao, de fato, os

filtros mais simples que sdo empregados em circuitos eletronicos).

Questao 4. Um termometro registra a variagdo da temperatura de um objeto que foi deixado num
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ambiente. Ao longo do dia, a temperatura do ambiente 6(t) varia de maneira aproximadamente
senoidal, ao redor de uma temperatura média 0y, sendo a expressao da temperatura do ambiente
dada por:

0(t) = 0o + asen (wt)

Considere a situacao de regime permanente, para a qual a contribuicdo dos termos associados
a solucdo da equacdo homogénea for muito pequena, em relagdo & solucao da equacao. Tente
definir, para tal situacdo, um método para determinacao da temperatura do ambiente, a partir
da temperatura medida no objeto, utilizando uma adaptacdo do modelo de equacao diferencial
desenvolvido na questao 1, letra (e). Ou seja: sabendo que a temperatura do ambiente varia de
forma senoidal®, mas sem ter acesso diretamente & expressio da sendide, deseja-se descobrir tal

expressao a partir da leitura feita no termometro.

!Chamamos de sendide uma funcio resultante da soma de uma funcdo seno e uma funcio cosseno de mesma

freqiiéncia.
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3 Equacoes Diferenciais Lineares de Segunda Ordem

3.1 A Estrutura do Espago Solugcao da Equagao Homogénea

Uma equacao linear de segunda ordem mais geral é da seguinte forma
y' +p@) ¥ +q(z) y = g(2), (43)

onde as fungoes p(z), ¢(z) e g(x) serdo assumidas continuas num intervalo aberto I. A equagao

homogénea associada é
y" + @)y +q(z) y = 0. (44)

Exercicio 3.1 Sejam y; e y2 duas solugoes de (44). Mostre que para quaisquer constantes ¢y e co,

y=c1y1(x) + cay2(x) também é solucao de (44).
Solugao. Note que em vista da linearidade da derivacao podemos escrever

Y +py' tay = (cay +caya)” +pleiyr + caye) 4+ q(ciyr + cayo)
= al +pyi+ay) +eays +pys +qy)
= 10420
= 0,

onde na terceira igualdade usamos o fato que y; e yo sao solugoes da equacao (44). [ |
O Exercicio 3.1 nos leva a concluir que o conjunto solugdo da equagao homogénea (44) é um
espacgo vetorial.

Teorema 3.1 (FExisténcia e Unicidade) Sejam p(x), g(x) e q(x) fungdes continuas no intervalo

aberto I contendo o ponto x,. Entdo o problema de valor incial
y" + () y' +a(x) y = g(x), y(@o) = Yo, ¥'(T0) = Yo (45)
possui uma e somente uma solucdo e o seu dominio € pelo menos o intervalo I.

A unicidade no teorema acima segue do Lemma 3.1, abaixo. A existéncia ndo serd provada
neste caso geral, mas no exemplos que consideraremos encontraremos explicitamente uma solugao

para os problemas de valores iniciais considerados.
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Lema 3.1 Mostre que se y € uma solugcao do problema de valor inicial
Y +p(@) y +q(@) y =0, y(xo) =0, ¥ (z,) =0, (46)
em I, entdo é y(x) € identicamente nula neste intervalo.

Prova. Se fizermos ¢y’ = w, entao o problema de valor inicial (46) é equivalente a

Yy = w

!/

w = —pw-—qy,

com condigoes iniciais y(x,) = 0 e w(x,) = 0. Integrando as equagdes acima de z, a x, temos
xr
va) = [ wiis
o xr x
ww) = ~ [ peutsas - [ asus)ds
ZTo Zo

Tomando-se os médulos das equagoes acima e usando a desigualdade triangular, temos
vl < [ s
w@l < [ e+ [ @l

Como p e ¢ sao continuas em I, dado qualquer intervalo fechado [a,b] C I contendo z,, existe

uma constante positiva K tal que |p(x)|, |¢(z)| < K para todo = em [a,b]. Portanto, temos

/ [w(s)lds

K/ o (s)|ds + K/ 1y (s)|ds.

IN

ly(z)|

|w ()|

IN

Somando-se as desigualdades acima obtemos
ly(@)| + |lw(z)] < (1 + K) /;(I(y(S)I + |w(s)]) ds.
Fazendo u(x) = |y(z)| + |w(zx)|, temos
(@) < (1+ K) / u(s)ds = U).

Zo

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, U é diferencidvel e
Uz) =1+ K)u(z) < (1+ K)U(x).
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Portanto, U'(z) — (1 + K)U(z) < 0. Multiplicando esta equacio por e~ (1+5)%  concluimos que
(U( —(1+K)x

) 0, integrando esta desigualdade de z, a = e lembrando que U(z,) = 0, temos
Ulz)e~ 12 < U(g,)e~HE)%e = 0, ou seja, U(x) < 0 para todo x em [a,b], como u(z) < U(z),
) <

segue-se que u(x 0, portanto, u(z) = 0, pois, por definicdo u(x) > 0. Em particular, como

0 < l|y(z)| < |u(x)], também temos que y(x) = 0 para todo xz em [a,b]. Como a,b foram tomados

arbitrariamente, segue-se que y(z) =0 em 1. |

Exercicio 3.2 O problema de valor inicial

Y+ o) ¥ +a(t) y=g(t), y(xo) = Yo, ¥ (0) = Y (47)
tem no mdzrimo uma solucdo em I.

Prova. Se tivéssemos duas solugoes 31 e y2 do problema acima em I, entao y = y; —y» seria solugao
do problema de valor inicial (46), portanto, y seria identicamente nula em I, ou seja, devemos ter

y1(z) = y2(z) para todo z. .

Suponha que tenhamos duas solugoes y; e yo da equacao diferencial homogénea (44). Vimos
que a combinagao linear delas também é solucao de (44). Quando é que podemos garantir que toda

solucao do problema de valor inicial
y" +p(@)y +q(@)y =0, y(z,), ¥'(z0) = Yo,
pode ser escrita como
y=ciyr+cay2?

Se W(y1,y2)(z0) = y1(xo)yh(zo) — Vi(xo)y2(xo) # 0, a resposta é afirmativa, pois, sendo
y = c1y1 + c2y2 sendo solugao da equagao (44) para qualquer escolha das constantes ¢; e ca,

resta-nos mostrar que podemos encontrar c¢; e co, de forma a satisfazer as condicgoes iniciais, isto é
C1y1 (xo) + c2 y2(xo) = Yo
/ / o /
C1 Y1 (330) +c2 y2(x0) = Yo

o que é verdade se W (y1,y2)(x,) # 0 e a solugao do sistema acima é

yoyé (xo) - y:)y2 (xo)

C1

W (y1,y2)(zo)
c You1 (o) — Yol1 1(70)
Wy, y2)(zo)
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Pela unicidade, segue-se que y = c¢1 y1 +¢2 y2 com c¢; e ¢ dados acima € a tinica solucao do problema

de valor inicial.

Defini¢ao 3.1 Dadas duas fungoes f e g diferencidveis, a funcio W(f,g)(z) = f(z)¢'(x) —
f'(x)g(x) é chamada de Wronskiano de f e g no ponto x.

Teorema 3.2 (Abel) Se yy1 e y2 sdo duas solugoes de (44) em I, entdo,
W (y1, y2)(t) = ce™ I POL, (48)

onde ¢ € uma constante determinada a partir de y1 e ya. Logo, ou W(y1,y2)(t) = 0 em I ou

W (y1,y2)(t) nunca se anula em I.

Prova. Como y; e ys sao duas solugoes de (44) em I, entdo,

yi () + pO)yr(t) + q(t)yu(t) = 0 (49)
ys (t) + p(t)ys(t) + q(t)y2(t) = 0. (50)

Multiplicando (49) por y2(t) e subtraindo o resultado de (50) multiplicada por y;(t), temos a

seguinte equacao diferencial para W (t)
W' +pt)W =0,
cuja solugao é (48). |
O Teorema de Abel mostra que se y; e y2 forem duas solugoes de (44) (as quais pelo Teorema
e Existéncia e Unicidade necessariamente estarao definidas em I) tais que W (y1,y2)(z) # 0 em I,

entdo qualquer solugao de (44) serd uma combinagao linear de y; e y2, ou seja, estas duas geram

o espago vetorial formado pelas solugoes desta equacao.

Definicao 3.2 Dizemos que duas fungéoes f e g sao linearmente dependentes (l.d) em I, se a

equagao
kif(t) + kog(t) =0, tel, (51)

admite solucdo ndao trivial, ou seja, pelo menos uma das constantes k1 ou ko for diferente de zero.
Se a unica solucdo da equacdo acima for a trivial k1 = 0 = kg, dizemos que as duas func¢ées sao

linearmente independentes (1.7) em I.
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Note que duas fungoes sao linearmente dependentes num intervalo I, se e somente se, uma for

um multiplo escalar da outra em todo o intervalo I.

Teorema 3.3 Se f e g forem duas funcoes diferencidveis quaisquer em I e W(f,g)(t,) # 0 para
algum t, em I, entao, f e g sdo linearmente independentes em I. Além disso, se f e g forem l.d

em I, entao, W(f,g)(t) =0 em I.
Prova. Considere a equacgao

ki f(t) + kag(t) =0, tel (52)
Tomando a derivada de (52) em relacao a t, temos

kif'(t) + kag'(t) =0, tel (53)

Como as equagoes (52) e (53) valem para todo ¢t € I, em particular elas valem em t, e teremos

0 seguinte sistema

ki f(to) + Eag(ty) = O
klf/(to)+k72g/(to) =0

o qual s6 admite a solucao trivial, pois, por hipétese, W (f, g)(t,) # 0. [

Em vista dos resultados acima, se y; e yo forem duas solugdes de (44) , tais que W (y1, y2) nao se
anule em I, entdo, elas geram o conjunto solucao de (44) e sao linearmente independentes, ou seja,
elas formam uma base para o mesmo. Em particular, se tomarmos y; e yo como as solugdes de (44),
satisfazendo as condigoes iniciais y1(x,) = 1 e ¥} (x,) = 0, y2(z,) = 0 e yh(z,) = 1, cujas existéncias
sao asseguradas pelo Teorema de Existéncia e Unicidade. Entao, W (y;(z,), y2(x,)) = 1 # 0, logo,
elas formam uma base para o espaco solucao da equagao homogéna (44), o que mostra que o seu
espaco solucao tem dimensao dois.

Resumindo: Se se y; e yo forem duas solugoes de (44) , tais que W (y1,y2) nao se anule em I,

entao toda solugao desta equacao é da forma
y=cyr+cy

e dizemos que esta é a solugao geral de (44).
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3.2 Equacoes com Coeficientes Constantes

O nosso objetivo é encontrar duas solugdo linearmente independentes da equagdo com

coeficientes constantes
ay’ +by +cy=0, (54)

com isso descrevermos o conjunto solucao da mesma.

Tentaremos uma solugao da forma
y = e, (55)

onde A\ é uma constante a ser determinada.

Substituindo (55) em (54), conclui-se que A deve satisfazer a seguinte equagao do segundo grau
aX? + b +c=0, (56)

chamada de equagao caracteristica de (54). Temos que considerar trés casos possiveis:

A = b? — 4ac > 0, neste caso temos duas raizes reais distintas

-b+ VA \ —b— VA
P E— 2:77

A
! 2a € 2a

A Aot

o que nos dé duas solucoes distintas y; = eM? e ygy = 2!,

Exercicio 3.3 Mostre que W (e, e?2t) = (\y — Ay )eM1FA2)t £,
Segue-se do Exercicio 3.3 que a solugao geral de (44) é
y=ceMt 4 et teR. (57)
Exemplo 3.1 Resolva o seguinte problema de valor inicial
y' =y -2y = 0, y(0)=14(0)=1 (58)

Solugao. Note que a equacdo caracteristica de (58) é A2 — X\ — 2 = 0, cujas raizes sdo A\ = —1 e

Ao = 2. Assim, a solugao geral sera

Yy=c et + co et
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Queremos que 1 = y(0) = ¢1 + 2 e 1 = y/(0) = —c1 + 2¢9, portanto, ¢ = % e co = %. Logo, a

solucao do problema de valor inicial é

Ly, 2 o
=—-e "+ -e7,
=3 3
cuja grafico é mostrado na Figura 14.
4
3
\:
2 1 1 2

2t

Figura 14: Gréfico de y = %e_t + ze

w0

(IT) A = b?% — 4ac = 0, neste caso temos duas raizes reais iguais

b
/\12/\22—2—(17

e 0 método acima nos dd uma solucio y; = e /20,
Como encontrar uma segunda solugao yo tal que y; e yo sejam 1.i 7

Tentaremos encontrar uma segunda solucao da forma

y = uy; = ue %", (59)
onde a funcao u serd determinada.
De (59), temos
b
y = <u' - %u> e 2al (60)
b b2 b
"o " / _by
Yy = <u—au+@u>e 2a”, (61)

Substituindo (59), (60) e (61) em (54) e lembrando-se que b? — 4ac = 0, obtemos
u”(t) :0:>u/:k1 == u = kit + ks,

onde k1 e ko sdo constantes arbitrarias. Levando em conta a estrutura da solucao geral da equacao
homogénea, podemos fazer k1 = 1 e ko = 0 e teremos u(t) = t. Portanto, uma segunda solucao de

(54) 6 yo(t) = te 24t
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Exercicio 3.4 Mostre W (e /20t te=b/2at) = et # 0.
Portanto, do Exercicio 3.4, segue-se que a solucao geral serd
y=(c1+ecat)e 2 teR.
Exemplo 3.2 Resolva o seguinte problema de valor inicial
y'+2y'+y = 0, y(0)=1y(0)=-1 (62)

Solugao. Note que a equacio caracteristica de (62) é A2+2X+1 = 0, cujas raizes sio \; = Ao = —1.

Assim a solugao geral sera
y=¢e (et +ecat).

Queremos que 1 = y(0) =c; e —1 = ¢/(0) = ¢1 + ¢o, portanto, ¢; = 1 e g = —2. Logo, a solugao
do problema de valor inicial é

y:e_t(1_2t)7

cujo gréafico é mostrado na Figura 15.

0.5

Figura 15: Gréfico de y = e~ (1 — 2t).

(III) A < 0, neste caso temos duas raizes complexas distintas \y = o+ i e \y = o — i onde

a:—%eﬁ: VQ‘GAI#O.

Como

Mt = et = ¢ (cos Bt + i sen ft)

el = e — et (cos Bt — i sen (t)

sao solugoes de (54), entao, pelo Exercicio 3.1,

e)\lt + e)\zt

= e cos Gt
5 B
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At Aot

—e
= e sen f3t,

21

também serao solugoes de (54), com a vantagem delas serem fungoes reais.
Exercicio 3.5 Mostre que W (e cos ft, e sen ft) = Be2*t £ 0.
Do Exercicio 3.5, segue-se que a solugao geral de (54) é
y=e(c; cos Bt +cg senfBt), teR. (63)

Exercicio 3.6 Na literatura de Fisica é comum escrever a solucdo geral no caso em que A < 0,

como
y = Ae® cos(Bt—6), teR. (64)

Mostre que temos as sequintes relagoes: ¢y = Acosd e ca = Asend. Ou ainda, A = \/c2 +c3 e

0 = arctan(ce/c1). Portanto, (63) e (64) sdo equivalentes.
Exemplo 3.3 Resolva o sequinte problema de valor inicial
y'+4y=0, y(0)=0,y(0)=1 (65)

Solucgao. Note que a equacio caracteristica de (65) é A\? 4+ 4 = 0, cujas raizes sio A = +21, logo,

a=0e (=2. Assim a solucao geral serd

Yy = c1 cos 2t + ¢y sen 2t.

Queremos que 0 = y(0) = ¢; e 1 = ¢y/(0) = 2cq, portanto, ¢; = 0 e ¢ = % Logo a solucao do

problema de valor inicial é y = % sen 2t.

Exemplo 3.4 Resolva o seguinte problema de valor inicial

y'+4y' +5y = 0, y(0)=1,y'(0)=0. (66)
Solugao. Note que a equacio caracteristica de (66) é A\2 44\ +5 = 0, cujas raizes sdo A = —2 = 1,
logo, « = —2 e § = 1. Assim a solugao geral serd
y=e"2 (¢ cost+cysent).
Queremos que 1 = y(0) = ¢; e 0 = 3/(0) = —2¢; + ¢9, portanto, a solugdo do problema de valor

inicial é
y=e " (cos t +2sent),

cujo grafico é mostrado na Figura 16.
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Figura 16: Gréfico de y = e~2! (cos t + 2 sent).

3.3 As Equacoes de Euler

As equacoes de Euler sdo equacoes da seguinte forma

az®y +pxy +vy=0,

onde «, 3 e vy sao constantes (a # 0).

Fazendo uma mudanca na varidvel independente,

r=¢e" out=Inuz,

segue-se da Regra da Cadeia que

dy dy dt _dy 1 _dy
dz dt dz _ dt = dt ©

Py d(dy N (Y dy Y (P dy
a2 at\at© Jar \az ¢ "¢ )¢ T° \a2 @)

substituindo (69) e (70) em (67), temos a seguinte equacao com coeficientes constantes

2
Yy dy B
a o5+ (B-a) —+yy=0,

que ja vimos como resolver.
Uma vez encontrada a solucao y = ¢(t) de (71), a solugao desejada serd ¢(Inx).
Exemplo 3.5 Encontre a solucdo geral da equacdo

22y +ay +y=0, x>0.
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Solugao. Neste caso, @ = =« = 1, portanto, apds a mudanca de variaves t = e*, a equacao

acima é transformada em
d2y
dt2 +ty=0

cuja soluc@o geral é y = c¢j cost + ¢ sent, logo, a solucdo geral da equagao (72) é

y=-cicoslnx + ¢y sen Inz.

Se quisermos, por exemplo, a solugdo que satisfaga a condicao y(1) =1 = 3/(1), devemos tomar
c1 = cg =1, ou seja,

y =coslnx + sen Inz,

definida para todo x real. O seu grafico € mostrado na Figura 17.

Figura 17: Grafico de y = coslnz + sen Inz.

3.4 Equacgoes Nao-Homogéneas e a Estrutura do seu Conjunto Solugao
O exercicio abaixo nos da a estrutura da solugdo geral de uma equacao linear nao-homogénea
de segunda ordem e sua demonstracao ficard a cargo do leitor.
Exercicio 3.7 Mostre que se y e Y, sao duas solugcoes quaisquer da equagao
y" +p(@)y +a(x)y = g(2), (73)
entao, a diferenca y — Y, € solucao da equacao homogénea associada
y" +p(x)y +q(x)y =0. (74)
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Portanto, se y1 e ya forem duas solugoes l.i de (74), entdo, y — Y, = c1y1 + 242, ou seja,
y=ciy1+caya+Yp. (75)

Do Exercicio 3.7, segue-se que conhecendo-se uma solugao particular, Y, de (73) e a solugao
geral da equagao homogénea (74), entao, toda solugao de (73) é dada por (75), ou seja, a solugao

geral de (73) é dada por (75).
Exemplo 3.6 Sabendo-se que Y, =1 ¢ uma solucao
y' +y=1, (76)

encontre a solucdo geral da mesma.

Solugao. Vimos que solugao geral da equacao homogénea associada a (76) é cj cost + co sent,

logo, a solugao geral de (76) é

Yy =cypcost+cosent+ 1.

3.5 O Método dos Coeficientes a Determinar

Uma classe importante de equagoes nao-homogéneas é da forma
ay” + by +cy = g(t), (77)
onde

g(t) = e Qn(t) cos(Bt) ou g(t) = e™Qu(t) sen(Bt), (78)

onde @, (t) é um polinémio de grau n.

Para equacao desta forma, a equagdo homogénea associada tem coeficientes constantes,
portanto, sabemos como resolvé-la. Resta-nos encontrar uma solugao particular de (77), o que
sera descrito a seguir.

O método dos coeficientes a determinar nos permite encontrar uma solucao particular,
Y,, de uma equagao nao-homogénea do tipo (77) com g(t) dado por (78) e tem a vantagem de ser

puramente algébrico.
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Este método da a seguinte forma para uma solucao particular
Y, =t% e ((Apt" + Ait" ' + ...+ A,) cos(Bt) + (Bot™ + Bit" ' + ...+ B,) sen(Bt))  (79)

onde s = 0,1 ou 2 é o ntimero de vezes que a+ i3 é raiz da equacio caracteristica al? +b\+c = 0,
da equagao homogénea associada a (77). As constantes « e 3 sdo aquelas que aparecem na defini¢ao
de ¢(t) dada por (78). Sempre que nao aparecer o fator exponencial, o serd 0 e sempre que nao
aparecer o fator envolvendo o seno ou o cosseno, 3 serd 0. Note que se « + i for uma raiz da
equacao caracteristica e 3 # 0, entdo, s serd 1, visto que se a+ 43 for raiz da equagao caracteristica

a — 13 também serd; pois, estamos assumindo que as constantes a, b e ¢ sao reais.
Exercicio 3.8 Mostre que uma solucdo particular de

ay” + by’ + cy = e** cos(Bz) Qn(z), (80)
onde Qn(x) € um polinénio de grau n com coeficientes reais é aquela dada por (79).

Prova. Note que e cos(8z) Pu(z) = gi1(z) + gi(x), onde gi(x) = e@+P)* P, (x)/2. Logo, pelo
principio da superposicao, y = y1+y2, onde y; e y3 sdo solugoes particulares de ay” +by'+cy = g(x),
onde g(z) = g1 e g(z) = g2(x), respectivamente. Como os coeficientes do polinémio @, a, b e
c sao reais, se y(r) for uma solugao de ay” + by’ + cy = g1(x), entdo, y = Y1 serd solucao de

ay” + by’ + cy = g1(x), assim, tomaremos yo(z) = y1(x), portanto y = 2Re(y1). Por isso, 0 nosso

problema se reduz ao estudo de uma solucao particular de
ay’ + by + cy =TT Q, () /2. (81)

Vamos tentar uma solucio da forma y = e(@+i)z u(x), onde u é uma funcao desconhecida. Ao

substituirmos y na equacao acima, temos
au” + (2a(a +iB) + b)u' + (ala +iB) + b(a + i) + c)u = Qu(x)/2. (82)
Vamos considerar trés casos:

o a(a+ifB)?+b(a+iB)+c # 0, ou seja, a+i3 ndo é raiz da equacio caracteristica a2 +bA+c = 0.
Neste caso podemos tomar u = Az"™ + ...+ Ajz + A, como uma solugao particular de (82),
visto que ambos os lados desta equacao serao polinémios de graus n. Resolvendo um sistema
de n + 1 equagoes encontramos A,, Aj, ..., A,. Se tomarmos o grau de u(x) maior do que

n, encontraremos que os coeficientes das poténcias maiores do que n todos iguais a zero.
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e a(la+iB)? +bla+iB) +c = 0e 2a(la+iB) +b # 0, ou seja, a + i3 é raiz simples da
equacdo caracteristica a\? + bA 4+ ¢ = 0. Neste caso, como o termo em u nao estid presente
em (82), podemos tomar u = P,1(x), ou seja um polinénio de grau n + 1 e ambos os lados
desta equacao serd um polindmio de grau n. Por causa das derivadas que aparecem nesta
equagdo, o termo constante de u nao aparecerd no lado esquerdo de (82), portanto, nao
poderd ser determinado. Mas isto nao é problema pois constantes sao solugao da equacao
homogénea au” + (2a(a+1i0) +b)u’ = 0 e por causa da estrutura da solugao geral da equagao
nao-homogénea, podemos fazer o termo constante de u igual a zero. Logo, pp+1(x) serd um
polinémio de grau n + 1 que ndo tem o termo constante, ou seja, u(x) = Py, (z), onde P,(x)

¢ um polinomio de grau n.

e a(a+iB)2 +bla+if)+c=0e2a(a+iB)+b=0,ou seja, a+ i3 é raiz dupla da equacio
caracterfstica aA? +bA+c = 0. Neste caso, tomaremos u(x) = P, 2(z), um polinénio de grau
n + 2. Com isso, ambos os lados de (82) ser@o polinénios de graus n. E claro que o termo
constante e o coeficiente de do termo linear de P,,1o(z) ficardo indeterminados, pois eles nao
aparecerao no lado esquerdo de (82). Novamente, poderemos fazé-los nulos, visto que neste
caso a equagao homogénea associada a (82) se reduz a ay” = 0, cuja solugao geral é da forma
c17 + c2 e ndo estarfamos perdendo nada. Logo, u(z) = 2?P, (), onde P,(x) é um polindmio

de grau n.

Portanto uma solugao de (81) é
y1 = 2%t (1) = 2% ((cos(Bz) + isen (Bx))(Re(Pp(z) + ilm (P, (z)))
Logo, uma solugao particular de (80) é
y = 2Re(yy) = 2°e** (2 Re(P,(z)) cos(Bx) — 2Im(P,(z)) sen (Bx)).

Como Re(P,(x)) e Im(P,(z) sao polinémios de graus n com coeficientes reais na varidvel, z,

concluimos a nossa demonstracao. [ |

Exemplo 3.7 Encontre uma solucdo particular de

2

y' +y=1. (83)

Solucao. A equacdo acima tem como equacio caracteristica, A2+ 1 = 0, cujas raizes sdo A = 0=+ 1.

Note que g(t) = 1, portanto, « = 0 = § e n = 0, logo, a + i = 0 nao é raiz da equagao
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caracteristica, logo, s = 0. Neste caso

Y, = A,
logo,

v =0
substituindo estes valores em (83), temos, A = 1, portanto, Y, = 1. [ |

Exemplo 3.8 Encontre uma solucdo particular de
Y +y=sent. (84)

Solugao. Note que neste caso g(t) = sent, portanto, n =0, « =0, § =1, logo, a + i3 = i, como

as rafzes da equacdo caracteristica A2 + 1 = 0 sdo =i, disso concluimos que s =1 e
Y, = t(Asent+ Bcost), (85)
portanto,
Y, = 2Acost—2Bsent— Atsent — Btcost (86)
Substituindo (85) e (86) em (84), temos
2Acos t — 2B sent = sent,

logo, 2A=0e —2B =1, portanto, A=0¢ B = —%. Disso concluimos que

Y, = —% cos t.
|
Exercicio 3.9 (Principio da Superposi¢ao.) Mostre que se'Y; for uma solugao particular de
v +py tqu=9g; i=1,...,n, (87)
entao, Y =Y +...,Y, € uma solugcdo particular de
V' +py+qy=g1+...+ gn. (88)
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Exemplo 3.9 Encontre a solucdo geral da sequinte equac¢do
y' +y=1+sent.

Solugao. Vimos que 1 é uma solucao particular de vy’ +y = 1 e que —% cos t é uma solucao

particular de " + y = sent, logo,
Y,=1 f t
=1-— = cos
P 2
serd uma solucao particular de y” + y = 1 + sent; portanto, a solucao geral desta serd
t
y=cy cost+coysent+1— 3 cost.
Exemplo 3.10 Determine a forma adequada de wma solucdo particular de
Y+ 2 +2y =€t + 2 cost + de % sent,

Solugao. Pelo Principio da Superposicao, a solugao particular serda da forma Y = Y] + Y5 + Y3

onde Y; sao solugoes particulares de
y'+2y +2y =g,

onde g1 = 3e7t, go = 2e ! cost e g3 = 4e tt? sent. Portanto, pelo método dos coeficientes a

determinar, temos

Yl = Ae_t,
Yo, = te (B cost+ Csent) e
Yy = te ' ((D+ BEt+ Ft*) cost + (G + Ht + It?) sent).

Exercicio 3.10 Encontre os coeficientes A, B, C, D, E, F, G, H e I, do exemplo anterior.

3.6 Aplicacoes

As equacgOes lineares com coeficientes constantes modelam matematicamente importantes

fenémenos fisicos, nos restringiremos a aplicagoes em vibragoes mecanicas e oscilagoes elétricas.
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3.6.1 Vibragoes Mecanicas

A modelagem matematica das vibragoes mecanicas resulta da Segunda Lei de Newton.

Imagine uma mola esteja com uma das suas extremidades presa verticalmente a um suporte e
a outra acoplada a um corpo de massa m. Se liberarmos a mola lentamente até ela atingir o seu
alongamento maximo, L, devido ao peso, mg, do corpo, ela ficard em repouso nesta posicao: a

forca elastica da mola, F,., e o peso se equilibram, ou seja,
F.+mg=0. (89)

Dentro de um certo limite (pequenas deformagoes), segue-se da Lei de Hooke que a forga eldstica
F. é proporcional a deformagao da mola e como esta é uma forga que se opoe a0 movimento,

temos
F.=—kL, (90)

onde constante de proporcionalidade, & > 0, é chamada de constante eldstica da mola. Portanto,

de (89) e (90), temos

mg
k=2
L

A nossa posicdo de referéncia serd aquela em que a mola estd equilibrada pelo seu peso, ou
seja, esta distendida de L e a tomaremos como y = 0. Imagine que afastemos o corpo de y, desta
posi¢ao e que o soltemos com uma velocidade inicial y/. Neste caso, em cada instante a mola estard

alongada de y(t) + L, portanto a forga eldstica sera

Fo=—k(y+ L) = —ky —mg, (91)

a velocidade serd (y + L) =y e a aceleragao serd (y + L) = ¢".

Assumindo que a forca de atrito, F,, do meio no qual o corpo se mova seja proporcional a

velocidade, y/(t), do mesmo, como ela se opoe ao movimento, temos
F, = - yla (92)

onde a constante de proporcionalidade, v, é chamada de coeficiente de atrito e é positiva. Podemos

considerar um meio sem atrito como sendo aquele em que v = 0.
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Supondo que além das forcas eldstica e de atrito haja uma forca externa, g(t), da Segunda Lei
de Newton, de (91) e (92), temos

my" =mg+ Fe+ F, + g(t) = —ky — vy’ + g(¢), (93)

0 que nos leva ao seguinte problema de valor inicial

my” +ky +vy =g1), y(0) =y, y'(0) =y (94)
Dizemos que um movimento é livre quando nao hé forga externa atuando no corpo, ou seja,

g(t) = 0. Se v =0, dizemos que o movimento é nao-amortecido.
I - Nas vibracoes livres nao-amortecidas, também chamado de movimento harmonico simples,
temos

my' +ky=0 ou y' +w’y=0, (95)
onde

Wo =1\ —,
m

é chamada de freqiiéncia natural do movimento.

Vimos que a solucao geral de (95) é da forma

Y = C1 COSwWyl + Cca senwyt,

R=\/c+cdetgd=2

que também pode ser escrita como y = R cos(w,t — §), onde ¢; = R sen §, co = R cos §, ou seja,
, as quantidades R e § sao denominadas de amplitude e angulo de fase
do movimento.

Define-se o periodo do movimento como

2 m
T=—=2 —.
Wo 7T\/ k

IT - Nas Vibragoes Livres Amortecidas, temos

my” + 7y + ky = 0,

cujas raizes da equacao caracteristica sao dadas por
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.5 7.5\ 10 [12.5 i
-2

Figura 18: Vibracao livre nao-amortecida: y” +y = 0, y(0) = 2, ¢/(0) = 1; ou seja, y(t) =

2 cost + sent .

_ 2 _
Mg = EVT 4mk:l<—1i 1—%—m).

2m 2m 2

Se 1 — %2@ > 0, temos duas raizes reais distintas e negativas, e a solugdo geral serd da

forma

At Aot
y = cire™t’ 4+ coe™?,

e dizemos que o amortecimento é super-critico.

Sel-— 4’;—27” = 0, temos duas raizes reais iguais e a solugao geral sera da forma

y=(c1+cat) e_”’t/zm,

e dizemos que o amortecimento é critico.

21
1.8
164
1.44
1.2

1
0.87
0.6
0.4+
0.2

0 2 : 6y 3 10 12
-0.2]

Figura 19: Amortecimento critico: y”+2y'+y = 0, y(0) = 2 e 3 (0) = —4; ou seja, y = (2 — 2t) e~ L.

Nos dois casos acima, independente das constantes c; e co, a solugao tende a zero quando t — oo.
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Sel— 45—27” < 0, as raizes da equagao caracteristica serao complexas conjugadas e solucao geral

serd da forma

y = e M2 (¢1 cos pt + ¢y sen put) = R e cos(ut — ),

4km -1
~2

o= > 0 é chanda de quase freqiiéncia. Neste caso a amplitude do sistema

onde pu =
diminui quando ¢ cresce e o movimento é chamado de vibragao amortecida.

144,
1.2\
JE
0.87
0.64
0.47
0.24
0
0.2
0.4
-0.6 1
—-0.8
=14 \
-124/
-1.4%

Figura 20: Vibracao amortecida: v” + 3/ + %y =0, y(0) = 1 e ¢(0) = —4.5; ou seja,

y = e 9% (cos 4t — sen 4t).

A seguir vamos comparar este movimento com o movimento nao-amortecido.
2 / 2
B v ~ y :
Note que para pequenos valores de 7, o= (1 — 4km) ~ 1 — gi—, 0 que mostra que o atrito

tem o efeito de reduzir o valor da freqiiéncia de oscilagao.

IIT - Nas Vibragoes Forcadas nao amortecidas, vamos nos restringir ao caso em que a forca

externa é periddica e temos

my" + ky = F, coswt,

cuja solucao geral é a soma de uma solugao particular da mesma ( que pode ser obtida através do
método dos coeficientes a determinar) com a solugao geral da equagdo homogénea associada e serd
da forma y = c¢1 cos wyt+co sen wot—l—W cos wt, w # w,. Em particular, se y(0) = 0 = y/(0),

— W . Portanto,

Fo  (cos wt — cos wyt) = —2 7 sen <(w° — w)t> sen <M> .

v= m(w2 — w?) m(w2 — w?

temos co =0ecy =
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~ , . . A e wo+w)t
Se |w0 —w| for pequeno, entao w,+w sera muito maior que |w0 —w|; em consequencila, sen (%)

. , . . . Wo—w)t . . ~ , ;. A .
oscilard muito mais rapidamente sen (%) Assim, a oscilagdo serd répida com freqiiéncia

(“0_;“) sen ((w" ;w)t) . Tal

, mas com uma amplitude senoidal variando lentamente, =T
o

fenomeno é chamado de batimento.

20 e

Figura 21: Batimento: ¢” +y = 0.5 co0s(0.95t), y(0) = 0, ¥'(0) = 0; ou seja, y =
—0'0%75 sen (0.025t) sen (0.9751t).

Quanto w = w,, 0 método dos coeficientes a determinar nos déd uma solugdo particular

Fo
2mwo

t sen(wyt), portanto, a solugao geral é da forma

o

MW,

Y = C1 COS Wyl + co senwyt + t senw,t.

O movimento torna-se ilimitado quando t — oo e dizemos que ocorre o fenébmeno de ressonancia.
60
40

20

Figura 22: Ressonancia: y” +y = sent, y(0) = 1 = ¢/(0); ou seja, y = cost — 1.5sent — 0.5t cos t.

3.6.2 Vibracgoes Elétricas
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No contexto de oscilagdes elétricas, a Segunda Lei de Kirchhoff é equivalente a Segunda Lei de
Newton em problemas de mecanica. Ela diz: em um circuito fechado, a tensao aplicada é
igual a soma das quedas de tensao no resto do circuito. Em particular, no circuito RLC
em série, mostrado na Figura 23, formado por um resistor, um indutor e um capacitor, nos quais as
quedas de tensao sao RI, L% e %, respectivamente, com R, L, Q) e C, a resisténcia do resistor, a

— daQ

indutancia do indutor e carga e capacitancia do capacitor, respectivamente. A quantidade I =

é a corrente que circula no circuito. Portanto, no circuito RLC com uma tensao aplicada e(t),

temos
LI' + RI + Q_ e(t)
C
ou ainda, em termos da carga (),
Q

LQ"+RQ + ol e(t),

sujeito as condigoes iniciais Q(t,) = Q, € Q' (t,) = I(t,) = I,.
Note a semelhanca desta equacao com aquela que descreve um sistema massa-mola: a
indutancia, a resiténcia e o inverso da capacitancia, sdo os correspondentes da massa, coeficiente

de atrito e constante elastica da mola, respectivamente; a carga corresponde a posicao.

Figura 23: Circuito RLC' em série.
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3.7 Exercicios Adicionais
Série A
1. Em cada problema, achar a solucdo da equacao diferencial e verificar se a resposta obtida

satisfaz a mesma.
a)y’'+2y —3y=0.

b) 6y" —y —y=0.

1)y — 2y — 3y = 3e**
m) y” + 2y + 5y = 3 sen 2x.
x

n)y" —2y — 3y = —3ze”
o) ¥y +2y =3+ 4sen2u.

e)y" —2y +2y=0 p) v + 9y = 2%e3* + 6.

r) Yy +2y +y=2e"",
gy +2y +2y=0 s) 2y"+3y' +y = 22+ 3 senz.
h) Y+ 6y’ +13y =0 t) y'+y = 3 sen 2x+x cos 2.

(
(
(
(
) (
)y +2y — 8y =0. (
(
(
() v + w? u = cos wyr.

V)Y +y +4y=e"—e 7.
h) " =2y +y=0. (x

2. Em cada item, achar a solucao do problema de valor inicial e verificar se a resposta obtida o

)y —y' — 2y = senh 2.

satisfaz. Desenhar o grafico da solugao e descrever o seu comportamento quando x cresce.

e)y" =6y +9y =0, y0)=0, y(0)=2
£)y"+y —2y=22, y(0)=0, y(0)=1

g) Y +4y=12*+3e", y(0)=0, ¢'(0)=2
h)y" -2y +y=xe*+4, y0)=1, ¢(0)=1

Série B
1. Considere a equagao
y" +2by +y =0, béuma constante real.

(a) Quais sao as possiveis solugdes gerais da equagao acima em funcao do valor de b?
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10.

11.

(b) Para quais valores de b temos lim;_,~ y(t) = 0 independente das condigdes iniciais?

. Considere a equagao

49" +ay + (a—4)y =0, a é uma constante real.

(a) Para qual faixa de valores de a teremos lim;_, y(t) = 07

(b) Usando a igual ao niimero de letras de seu primeiro nome, obtenha a solugao geral y(t).

Nos exercicios 3 — 6, resolva os probemas de valores iniciais propostos.

Y =y —6y=3e" y(0) =1, y(0)=0.
Yy =4y + 5y =sen2t, y(0) =0, ¢'(0)=0.
-y +5y +6y =3¢t y(0) =0, y(0) =2

Yy 44y =12+ 3€t, y(0) =0, y'(0)=0.

Usando o método dos coeficientes a determinar, encontre, sem achar explicitamente os

coeficientes, a expressao da solucao geral da equacao

Y +3y +2y =€l (t? +1) sen2t +3e cost +4tet + 12

. Sem resolver a equagao, encontre o Wronskiano de duas solugoes da seguinte equagao

22y + xy’ 4+ (22 —v?)y =0, v é uma constante.

. Sejam y; e y2 sao duas solugoes da equagao y” + py’ + qy = 0, onde p e g sao continuas num

intervalo I. Mostre que se y1 e yo tiverem maximos ou minimos num mesmo ponto t, € I,

entao, estas solucoes sao linearmente dependentes neste intervalo.

Uma massa de 1 kg estica uma mola de 15 cm. Se a massa é puxada para baixo 7.5 cm
adicionais e depois € solta, e se nao ha amortecimento, determine a posi¢ao y da massa em

qualquer instante t. Encontre a freqiiéncia , o periodo e a amplitude do movimento.

Uma mola é esticada 10 cm por uma forca de 3 Newtons. Uma massa de 2 kg é pendurada
na mola e presa a um amortecedor viscoso que exerce uma forca de 3 Newtons quando a
velocidade da massa é 5 metros por segundo. Se a massa é puxada de 5 cm para baixo de
sua posicao de equilibrio e dada uma velocidade inicial para baixo de 10 cm por segundo,

determine a sua posicao em qualquer instante ¢.
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12. Determine todas as solugoes da equagao y” — 2y” — 5y’ + 6y = 0. (Dica: tente solugoes da

forma y = eM).

13. (a) Mostre que todas as solugoes de y” + 4y = 0 que tém y(0) = 0 também satisfazem
y(m) = 0.
(b) Determine os valores de A para os quais as solugoes da equacao y” + Ay = 0 com a

propriedade de que y(0) = 0 também satisfazem y(7) = 0.

3.8 Trabalhos

Questao 1. Um importante instrumento de medigao existente (a partir do qual sdo construidos
instrumentos para medir varidveis as mais diversas) é o medidor de bobina mdvel. Esse instrumento
mostra o valor da corrente que nele circula a partir da indicacao de um “ponteiro”, que estd ligado
a um eixo, que por sua vez estd preso a uma mola circular. No eixo mével, estd enrolada uma
bobina, por onde circula a corrente que vai ser medida (a corrente é injetada entre os terminais
a e b). Essa corrente, circulando na bobina, cria um campo magnético, que interage com um ima

posicionado externamente.

A forca magnética da interacao entre o ima e a corrente que circula na bobina tenderia a fazer
a bobina girar 90° (fazendo o ponteiro ficar na posi¢ao horizontal), para o campo magnético da

bobina se alinhar com o do ima. A mola, por sua vez, estd relaxada quando o ponteiro encontra-
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se na posicao vertical, produzindo uma for¢a proporcional ao angulo de deflexdo (em relacao a
posicao vertical), para qualquer outra posi¢ao. Dessa forma, quando se aplica uma corrente na
bobina, ocorre uma deflexdo do ponteiro de um angulo 6, no qual se equilibram o torque da mola
contra o torque da forca magnética. Assim, o angulo de deslocamento do ponteiro é uma medida
da corrente que passa na bobina.

Considere que as leis fisicas que regem o comportamento do instrumento de bobina mével podem

ser descritas por:

e A somatéria dos torques sobre o corpo € igual ao momento de inércia J vezes a aceleracao

angular:
EDY
J— T
dt?
e O torque devido ao atrito é proporcional & velocidade angular:

g
dt

T = — kg

e O torque devido & mola é proporcional ao angulo de deflexao:

Tn = —km0

e O torque causado pela interacao da corrente elétrica na bobina com o campo magnético
externo é proporcional a corrente:

T, = kpi

a) Encontre a equacao diferencial que modela o movimento do ponteiro do instrumento de bobina

movel.

b) Encontre as trés possiveis expressoes que podem ocorrer (isto é, as trés formas possiveis
da solugao da equagao diferencial), para descrever o movimento do ponteiro, quando uma
corrente constante i(t) = I, é aplicada na bobina, a partir de condigoes iniciais nulas

(6(0) = 0, #(0) = 0). Como a ocorréncia dessas formas depende das constantes da equacao?

c) Suponha que uma corrente constante i(t) = I, ¢ aplicada entre os terminais da bobina. Encontre
a expressao do angulo que o ponteiro do instrumento ird mostrar, no equilibrio (ou seja, no
momento em que o ponteiro “parar” mostrando o valor final da medida). De quais constantes

essa expressao depende?
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d) Suponha que um instrumento de bobina mével foi quase todo projetado, faltando agora definir
a constante de amortecimento (atrito) k,. Ou seja, ja encontram-se fixadas a constante da
mola, k,,, o momento de inércia J, e a constante da bobina k. Como o instrumento ira se
comportar, caso a constante de amortecimento seja escolhida muito pequena, no momento de
medir uma corrente constante I,?. E no caso de a constante de amortecimento ser escolhida
muito grande? Proponha um critério para se fazer uma “boa escolha” da constante de

amortecimento.

e) Suponha que a corrente que estd sendo medida obedece & expressao:
i(t) = o + I1sen (wt)

Determine a expressao do angulo que o ponteiro do instrumento ird mostrar ao medir essa

corrente a partir de condigoes iniciais nulas.

f) Na situagao do item anterior, apds algum tempo o ponteiro do instrumento passa a oscilar entre
dois valores de angulo. Estude como a amplitude dessa oscilacdo depende da freqiiéncia w
da corrente. Interprete esse resultado, extraindo conseqiiéncias a respeito do significado da

indicagao do instrumento quando o sinal medido possui alguma oscilacao.

Questao 2. Um modelo para a vibracao de

moléculas é construido da seguinte maneira:

considere duas particulas de massas iguais

a m, ligadas por uma mola (sem massa)

que sempre fica na horizontal. A mola ‘W i
tem comprimento natural [ e coeficiente de X -

elasticidade k. Escolha como coordenadas e e -

para as particulas suas distancias (z e y) a

uma reta fixada, como no desenho ao lado.

(a) Justifique porque, nestas coordenadas, o movimento das particulas é dado pelas equagoes

"
€T

= %(y—w—l)

!

k
o= - -zl
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(b) Tome u =z +yev =x—y. Como z ey sdo fungdes de ¢, u e v também sdo e podem ser
derivadas. Mostre que, nestas novas coordenadas, as equacoes do movimento das particulas

se transformam em

(c) Resolva as equagoes em u e v.
(d) O que estas solugdes nos contam sobre o movimento do ponto médio entre as duas particulas?

(e) Descreva os possiveis movimentos das particulas.

70



4 A Transformada de Laplace

4.1 Definicao e Algumas Propriedades da Transformada de Laplace

Muitos problemas resultantes de oscilagoes mecanicas e elétricas estao sujeitos a forcas
resultantes que sdo descontinuas ou de impulsos. Para estes a teoria de equacgoes diferenciais vista
¢ muita complicada de se usar e, como veremos, o método que introduziremos a seguir é puramente
algébrico e muito util na resolucao de equagoes diferenciais onde as equacoes homogéneas associadas
tém coeficientes constantes.

A transformada de Laplace é definida a partir da seguinte integral improépria

L0} = Flo) = | T et (1) d.

0

Lembramos que uma integral imprépria faoo g(t) dt converge se para todo A > a, faA g(t) dt estiver

definida e lim4_, o faA g(t) dt existir, neste caso, dizemos que

00 A
/ g(t)dt = lim g(t)dt.

A—oo J,

Note que se f for uma funcio continua e satisfizer |f(t)] < Ke=% parat > M, onde a, M, K sdo
constantes reais com K, M positivas, entao, a transformada de Laplace de f existirda para s > a. A
hipétese de continuidade de f nao é essencial, a Transformada de Laplace pode ser definida para

fungoes muito mais gerais, como veremos.

Observagao 4.1 Note que em virtude da linearidade da integral, a transformada de Laplace é
uma operagao linear, ou seja, se as transformadas de f e g existirem para s > a, entdo, para

quaisquer escalares ¢1 e ca, a transformada de Laplace de ¢y f(t) + co g(t) existird para s > a e
Licy f(t) + cag)} = et LLf(O)} + 2 L{g(t)} = c1 F(s) + 2 G(5).

O nosso objetivo sera construir uma tabela de transformadas de Laplace e, uma vez tendo feito
isso, iremos usé-la na resolugdao problemas de valores iniciais para equagcoes diferenciais.

A seguir calcularemos as transformadas de Laplace de algumas funcoes.
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Exemplo 4.1 Seja f(t) = e, para todo t > 0. Entdo, se s > a,

/ eate—stdt — / e—(s—a)tdt
0 0

_ l-limgee G4 1 ' (o7)
s—a s—a
Exercicio 4.1 Calcule a transformada de Laplace de senh(bt).
Solugao. Da linearidade da transformada de Laplace e de (97), temos
ot _ bt
L h(bt)} = L{————
fsenh(bt)) = £{“— )
1
= 5 (et - cfe™)
1 1 1
 2\s—b s+b
b
|
De maneira andloga, mostra-se que para s > |a/,
S
L{cosh(at)} = Rk (99)
Exemplo 4.2 Mostre que para s > 0,
o a
L{sen(at)} = /0 e Stsen(at)dt = T (100)
Solugao. Apds duas integracoes por partes temos
2
/e‘“sen(at) e @ sen(at) n cos(at) st
s? + a? a? a
o que nos da (100)
Exercicio 4.2 Mostre que para todo s > 0,
o s
L{cos(at)} = /0 e Stcos(at) dt = Tra (101)

Observagao 4.2 Poderiamos ter obtido as transformadas de Laplace de sen (at) e de cos(at) a
partir das transformadas de Laplace de senh (at) e cosh (at), respectivamente, tendo em vistas as
relagcdes

sen (at) = M e cos(at) = cosh (iat), i=+v—1.
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Exemplo 4.3 A seguir mostraremos que para s > 0,

n!
Sn—l—l’

L{t"} =
onde n € um inteiro nao-negativo.

Note que no Exemplo 4.1, se fizermos a = 0, teremos
1
‘C{l} =

S

o que mostra (102) para n = 0. Em geral, para n > 1, apds uma integragdo por partes,

/e—sttn dt = _tne_St + E /e—sttn—l dt,
S S
logo,
c{tmy =2 c{y.
S

De (103) e (104), por indugao em n, temos (102).

(102)

(103)

(104)

A seguir veremos qual é o efeito de multiplicarmos uma funcao f(¢) por uma exponencial.

Exemplo 4.4 Dada uma fun¢ao f(t), definida para t > 0, entdo, para s > a,

L{e™F (1)) = /0 T e D () dt = F(s — a),

(105)

ou seja, ao multiplicarmos uma funcao por uma exponencial, o efeito é um deslocamento na sua

transformada de Laplace.

De (105), segue-se que

L{e"sen(bt)} = (s_al;2+b2
£leteosh)) = s
C{esenh(bt)} = (s_alig_ 7
Lietteosh(bt)} = 1 _Sa_)2a_ 7

cleny = #
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Exercicio 4.3 Mostre que
L{=t)"f ()} = F™)(s).
Exercicio 4.4 Seja f definida para t > 0 e ¢ uma constante positiva. Mostre que para s tal que

F(s) exista,
1 s
L{f(ct)}==-F(-). (111)
c c
As funcbes para as quais iremos considerar suas transformadas de Laplace nao serao
necessariamente continuas, estaremos considerando funcGes mais gerais, as quais serao definidas

a seguir.

Defini¢ao 4.1 Dizemos que uma fungdo € seccionalmente continua em («, 3) se este intervalo
puder ser subdividido em nimero finito subintervalos (t;—1,t;), com t,_1 <t;, i=1,...,n, t, = «

ety =0, de modo que
1. f € continua em (t;—1,t;) e

2. em cada um dos subintervalos (t;—1,t;), f tem wum limite quando t se aprorima das

extremidades do mesmo.

Dizemos que f é seccionalmente continua em (o, 00) se for seccionalmente continua em («, f3)

para todo (> a.

Teorema 4.1 Suponha que f seja seccionalmente continua no intervalo 0 <t < A, para qualquer
A positivo, que |f(t)] < Ke™, quando t > M, onde K, o e M sdo constantes reais, com K e M

necessariamente positivas. Entdo a transformada de Laplace de f existe para todo s > a.

Teorema 4.2 Suponha que f seja continua e que e f’ seja seccionalmente continua no intervalo
0 <t < A, para qualquer A positivo; além disso, que existam constantes K, a e M, tais que
lf(t)] < Ke, para t > M, onde K, o e M sao constantes reais, com K e M necessariamente

positivas. Entao a transformada de Laplace de f' existe para todo s > a e
L{f'()} = s LLf(D)} = £(0) = sF(s) — f(0). (112)

Uma conseqiiéncia deste teorema é o seguinte
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Corolario 4.1 Suponha que f,f,...,f" Y sejam continuas e que e f™ sejam seccionalmente
continua no intervalo 0 < t < A, para qualquer A positivo; além disso, que existam constantes K,
a e M, tais que |[f(t)],...,|f" V| < Ke®, para t > M, onde K, o e M sio constantes reais, com
K e M necessariamente positivas. Entdo a transformada de Laplace de f (") existe para todo s > a

C{I (@)} = " F(s) = 5" £(0) .. = f"7D(0). (113)

A seguir, veremos como resolver equacdes diferenciais usando a transformada de Laplace.

Considere o seguinte problema de valor inicial

ay” + by +cy = g(t), y(0) = yo, ¥'(0) = v/,

Tomando-se a transformada de Laplace da equagao diferencial, usando a propriedade de linearidade

da mesma e o Coroldrio 4.1, temos
al{y"(t)} + bL{y ()} + cL{y(t)} = L{g(t)}
ou seja,
a (7Y (s) = sy(0) =5/ (0)) + b (sY(s) = y(0)) + ¥ (s) = L{g(t)} = G(s),

portanto, a transformada da solucao do problema de valor inicial é

G(s)+ (as +b)y, + ay)
as? +bs+c '

Y(s) =

Assim, caimos no problema inverso: dada a transformada de Laplace de uma funcao, F(s), qual
é a fungao f(t) cuja transformada é F(s) ? A operacao inversa é chamada de transformada
inversa de Laplace e é denotada por £~!'. Pode-se mostrar que se f for uma funcdo continua,
cuja transformada é F(s), entdo, nao existe outra funcao continua tendo a mesma transformada de

Laplace. A transformada inversa de Laplace herda a linearidade de L, ou seja,
L7Hei F(s) +eaG(s)y = c1 LTHEF(s)} + o L7HG(s)}.

Exemplo 4.5 Calcule £L7* {S% + ;11 + ﬁ}
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Solugao. Da linearidade da transformada inversa de Laplace, temos

L2 1 ~3s a1 (1 [ —3s

£ {S2+8+1+82+28+2} = 2L {82}+£ {8+1}+£ {82—1—28+2}
Py D LN S SR S et G Rt
= 2L {32 L s+1 L (s+1)2+1
Pyl I YIS SRR QPSS SR Gt
Ve {32 +L o P i

s+1
1
-1
+3L {(s+1)2—|—1}

= 2t+et—3etcost+ 3e tsent,

onde usamos que E_l{m}, E_l{ﬁ} e L7} {?11} , sdo e ‘cost, e“tsent e e7l,

respectivamente.
Exemplo 4.6 Resolva o seguinte problema de valor inicial
y'+y=t y(0)=1,y(0)=0.

Solugao. Tomando-se a transformada de Laplace da equacao e usando as condigoes iniciais dadas,

temos

logo,

y(t)=£_l{8211}+£_1{ﬁ}'

Vimos que a transformada de Laplace de cost é

—52117 logo, £} {5211} = cost. A seguir vamos

s%(s%+1
que temos a seguinte decomposicao em fracoes parciais
1 1 1 Cs+D
- =A-+B 5+ ———
s2(s2+1) s TP ET s2+1"7
ou seja, Cs3 + (A+ B+ D)s? + As + B = 1, portanto, A=0, B=1,C=0e D = —1. Logo,
1 1 1

$2(s24+1) 82 s2+1

re-escrever —2(—1r) de modo que possamos encontrar a sua transformada inversa de Laplace. Note

1

como as transformadas de t e sent sao pollS respectivamente, temos

1
82_;’_17

-1 1 - -1 i_ _1
£ {82(82—|—1) = £ 2 241

SRS B N 1
- et {m)

= t— sent.
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Portanto, a solu¢ao do problema de valor inicial é y(t) = cost — sent + t. ]

4.2 A Fungao Degrau

Na representacao de funcoes que apresentam saltos é muito util a utilizacdo da seguinte fungao,

denominada fungao degrau unitario:

l,set>c
ue(t) =
0,set <c,
onde ¢ é uma constante nao-negativa.
1
0.8
0.6
0.4
0.2
2 2 4 6 8

Figura 24: Grdfico da fun¢ao us(t).

Combinando-se fungoes degraus podemos, por exemplo, representar uma funcao f(t) que é igual
a um valor constante 1 no intervalo [c1,c2) e zero fora deste intervalo, onde ¢; < ¢g; tal fungao é

dada por ue, (t) — uc,(t).

Figura 25: Grdfico da fungdo ua(t) — ue(t).
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Figura 26: Grdfico de f(t).

Exemplo 4.7 Seja

2, s5el1 <t <2
1,se2<t<5
4, se 5 <t <8

0, caso contrdario ,

veja Figura 26. FExpresse f em termos da funcdo degrau unitdrio e calcule a transformada de

Laplace de f(t).
Solugao. Note que

@) = 2(ur(t) — uz(t)) + (ua(t) — us(t)) + 4 (us(t) — us(t))
= 2ui(t) —ua(t) + 3us(t) — dus(t),

—s e—2s + 3 e 5s - 4 e—8s

s s s s

portanto, F'(s) =2<

Note que para todo s > 0,

e—CS

Clug(t)) = / Tt = 0 (114)

S

Dada uma funcdo f cuja transformada de Laplace exista para s > a > 0, é muito comum

considerarmos

0, set <c
flt—c), set>c,

que pode ser representada da seguinte forma em termos da fungao degrau: g(t) = u.(t)f(t —c) (eja

Figura 27),
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Figura 27: Grdfico de uz (1) f(t — ), onde f(t) = sen (3t).

cuja transformada de Laplace é

Cluc) f(t— o)} = / Tt — oy dt

[

= / e f(u)du, t—c=u

0
= e_cs/ e ¥ f(u)du
0
= e “F(s).
Portanto,
L{uc(t)f(t —c)} = e F(s) ou u(t)f(t—c) =L e F(s)}. (115)

Em geral, dada uma funcao g(t), se quisermos definir uma nova fungao, f, tal que f coincida
com ¢ no intervalo [c1, c2) e valha 0 fora deste intervalo, entdo, f tem uma representacao simples
em termos da funcao degrau: f = (uc, (t) —ue,(t))g(t). Por exemplo, na Figura 28, temos o gréfico
da funcao (ug(t) — ua(t))(sen (8t) — cos (6t)).

2

)
(1)
I

Figura 28: Grdfico de (uz(t) — u4(t))(sen (8t) — cos (6t)).

Exemplo 4.8 Calcule a transformada de Laplace de t*uy(t).
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Solugdo. Se fizermos t> = f(t — 1), entao, L{ui(t)t>} = L{u1(t)f(t — 1)} = e *F(s). Resta-nos
calcular F(s). Note que se f(t—1) = t2, entdo, f(t) = (t+1)% = t2+2t+1, logo, F(s) = s%—i_s%—i_%’
ou seja, L{u(t)t?} =e~* (823 + 812 +1). .

Exemplo 4.9 Resolva o sequinte problema de valor inicial
y' +2y' +2y =h(t), y(0)=0, ¢y (0)=1,

onde

1, sem <t <2rm
h(t) =
0, caso contrdrio.

Solugao. Note que h(t) = ur(t) — uar(t), logo, da linearidade da transformada de Laplace e de

77\'3_672#5

(114), temos H(s) = ¢ . Tomando a transformada de Laplace da equacao diferencial e

s

usando as condigbes iniciais, temos

1 1

Y = H
(5) 82+28+2+S2—|—28—|—2 (5)

1 1 —7s 1 —27s

s2+2s+2+s(32+2s+2)e +3(32—1—2s+2)
= F(s)+e ™G(s)+e ™ G(s),

onde F(s) = m e G(s) = m

Entao, da linearidade da transformada inversa de Laplace e de (115),

y(t) = LTHF(s)}+LTHe ™ Gs)} + L7H{e P ™ G(s)}

= f(t) +ux(t)g(t — m) — uax(t)g(t — 2m).

Resta-nos calcular f(t) e g(t). Note que nao vimos nenhuma funcéo ¢(¢) cuja transformada de
Laplace seja G(s), contudo, podemos usar decomposigao em fragoes parciais e decompor G(s) em
parcelas cujas que poderao ser identificadas com transformadas de Laplace de func¢oes conhecidas.

De fato

1 A Bs+C

s T s(s2+25+2) s+32+23+2
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o que nos leva a (A + B)s? + (24 + C)s +2A = 1, ou seja, A = %, B = —% e C' = —1, portanto,

G(s)

1
s(s? 4+ 25+ 2)
B Skl

s2+2s+2

_s 1
L a1

(s+1)2+1

s+1 1

+ 2 2

(
2 () -2 ()

[\)
0

N —= N N
I B e T S S

da linearidade de £~! e da propriedade (105), temos

g(t)

1
2

— —¢e ‘cos(t) — e ‘sen(t) = % (1 —etcos(t) — e 'sen(t)).

Por outro lado, f(t) = e~!sent. Portanto, a solucao do problema é

y(t)

e tsent+ %(uw(t) (1 — sen(t — ) e~ (t=m) _ cos(t — ) e—(t—n))

—%(ugﬂ (1 — sen(t —2m) e~ 2™ — cos(t — 2m) e—(t—QW))

t

1

et sent+ Sur(®) (14 sen(t) e + cos(t) e )

—§(U2n <1 — sen(t) e” 2™ — cos(t) e—(t—27r)> ’

cujo grafico é mostrado na Figura 29.

0.5

0.4

0.3

8 ~—to 12

Figura 29: Grdfico de e 'sent + ur(t)g(t — 7) — uar(t)g(t — 27).

Exemplo 4.10 Resolva o sequinte problema de valor inicial

y'+y=f(t), y(0)=y'(0)=0,



onde

1, sem <t<2m

(t) = 2
0, caso contrdrio.
Solucao. Note que f(t) = uy(t) — uax(t), portanto, F(s) = & e ™ Logo,
Y(S) = #e—ws _ #6_27“ — E_WSG(S) + 6—27T8G(s)’
) Py
onde G(s) m e temos
y(t) = ur(t)g(t — m) — ugn(t)g(t — 2m),
com (1) = £ { iy |-
Usando decomposigao em fragoes parciais encontramos G(s) = % - —321 -

1 — cost. Logo, a solugdo do problema de valor inicial é

y(t) = ur(t)(1+ cost) —uar(t)(1 — cost)
0,se0<t<m
= 14 cost,sem <t<2m

2cost, se t > 2m,

cujo gréafico é mostrado na Figura 30.

WAVAN|
VY

[

[

Figura 30: Grdfico de ur(t)(1 + cost) — uar(t)(1 — cost).

Exemplo 4.11 Resolva o sequinte problema de valor inicial

y'+2y = f(t), y(0)=1y'(0)=0,
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onde

1—t—2],se1<t<3
ft) =

0, caso contrdrio,

cujo grdfico € mostrado na Figura 31.

Figura 31: Grdfico de f(t) = (u1(t) —ua2(t)) (1 — |t — 2|).

Solugao. Note que f pode ser vista como a soma de funges: uma vale t—1 no intervalo [1,2) e zero
fora deste intervalo e a outra vale 3—t no intervalo [2, 3) e zero fora deste. Estas duas fungoes podem

ser representadas como (u1(t) —ua(t)) (t — 1) e (ua(t) — us(t)) (3 — t), respectivamente. Portanto,

F@) = (ua(t) —ua(t) (¢ = 1) + (ua(t) —us(t)) (3 - 1)
= w()(t —1) = 2uz(t)(t — 2) —us(t — 3),

cuja transformada de Laplace é F(s) = &5 — 2 e;# — % Portanto,
1 1 1
Y e -s____ - 2 _257 _ —387
() ° $3(s+2) ‘ s3(s +2) ‘ s3(s +2)

= e °G(s) —2e72G(s) — e 3 G(s),

onde G(s) = WIH); portanto,

y(t) = wr(t)g(t — 1) — 2ua(t)g(t — 2) — us(t)g(t — 3).

Resta-nos calcular ¢(t). Usando decomposicao em fracoes parciais, temos

portanto, g(t) = % - it + %tQ - %e‘zt, cujo grafico é mostrado na Figura 32. [
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Figura 32: Grdfico de ui(t)g(t — 1) — 2ua(t)g(t — 2) —us(t)g(t — 3).

4.3 A Transformada de Laplace de Funcgoes Periédicas

Suponha que exista um nimero positivo T, tal que f(t+71) = f(t), para todo ¢t > 0, neste caso,
dizemos que f é periédica com periodo T" em [0, c0).

1 ~
1—e—T" Entao,

L. Yy _sT\ K
Lembremos que se s,7 > 0, a série geométrica Y po (e ST) converge para g

dado f periddica com periodo T',

L) = /Ome—stfu)dt
= lim NTe_Stf(t)dt

n—oo 0

n=1 (k+1)T
= lim Z/ e StE(t) dt
k

n—oo

k=0

n_ T
= lim Z/ e ST py 4 kT) du, uw=t— kT
k=1"0

n—oo

n T
= lim Ze_kTs/ et f(u) du

= </T e " f(u) du> lim Ze‘kTs
0 n—oo

k=1

_ </OT e f (1) du> —

T st
L{f(t)} = %, 5> 0, (116)

Logo,

e 0 s6 temos que efetuar uma integragao no intervalo [0,7] para calcularmos a transformada de

uma funcao periédica com periodo T'.
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1
0.8
0.6
0.4
0.2
2 4 6 8 10

Figura 33: Grdfico da funcao f definida no Exemplo 4.12.

Exemplo 4.12 Seja f uma fungdo periddica com periodo 2, tal que

1,se0<t< 1
0,sel <t<2.

ft) =
Calcule a sua transformada de Laplace.

Solugao. De (116), temos

2 st
cifyy = Ao

1—e 2
B fol e~ stdt
 l—e2s
B 1—e7*
o s(1 —e2)
B 1—¢e°
sl —e ) (1 +e79)
B 1
 s(14es)’

onde na segunda igualdade quebramos a integral de 0 a 2 numa soma de duas integrais: uma
sobre o intervalo [0, 1] e a outra sobre o intervalo [1,2], como f se anula neste intervalo sé temos a

contribuicao da primeira integral. [ |

Exercicio 4.5 Seja f a fungao periddica de periodo 1, definida como f(t) =t, para 0 < t < 1.

Esta funcdo é chamada onda dente de serra. Calcule a sua transformada de Laplace.

4.4 Funcoes de Impulso
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Figura 34: Grdfico da onda dente de serra.

Em muitas aplicacoes temos que tratar de fené6menos de natureza impulsiva, ou seja, voltagens
ou forgas, ¢(t), de médulo grande que agem durante um intervalo de tempo muito curto. Por

exemplo, ¢(t) pode ser da forma
121 to—17<t<t,+T,
0 caso contrario,

onde 7 é uma constante positiva e pequena. Neste caso, independente do valor de 7 # 0, o impulso

total proporcionado por d,(t — t,), definido por

) 1 to+T
I(r) :/ A (t — to)dt = —/ dt = 1.
—0o0 t

Logo, temos o seguinte resultado
limd, (t —t,) =0, Vt #t, e limI(r)=1.
T—0 7—0

O que nos leva a definir uma fungao impulso unitirio em t,, §(t — t,), também chamada de
distribuicao J de Dirac que é uma generalizagao de uma fungao que embora sendo zero em todos
os pontos diferentes de t = t,, seja capaz de produzir um impulso unitario. Ou seja, ela tem as

seguintes propriedades
S(t—t,) =0, VE#£t, e /Oo 5(t —to) dt = 1.
A seguir iremos definir formalmente £{d(t — t,)}. Suponha que t, > 0, definiremos
L{o(t —to)} = lim L{d,(t —t,)}
Note que
1 [letT 1 senh(sT)

L{d:(t —1to)} = o et = —e (e’ —e*T) =

2sT ST

e~ st (117)



Como lim,_.qg =1, segue-se que

senh(x)
L{6(t —t,)} = e Lo, t, > 0. (118)
Como o resultado acima vale para todo t, > 0, definiremos

L{5(t)} = 1. (119)

De maneira andloga, para uma fungao continua f(t), definiremos

[ ate-tasar = tm [ -t
1 ftotT
_ 115‘)?/150_7 F)dt
= lni%%_ 21 f(t%), to—T <t <to+T
= f(to). (120)

Na passagem da segunda para a terceira linha usamos o Teorema do Valor Médio para integrais e
na passagem da terceira para a quarta linha usamos a continuidade de f em t,. Em particular, se

f for uma funcgao continua, entao,
L8~ 1)} = [ 03— 1)t = e ) (121)
Exemplo 4.13 Resolva o sequinte problema de valor inicial
y'+y=0(t—2m), y(0)=0, y(0)=0.

Solugao. Se tomarmos a transformada de Laplace da equacao acima e usarmos as condigoes

iniciais, encontraremos

Y(s)= = e 2™ F(s),

onde F(s) = ﬁ, portanto, de (115), temos y(t) = uar(t)f(t — 27), onde f(t) = sen(t), portanto,
y(t) = uar(t)sent.

Note que se nao tivéssemos aplicado a forga externa (¢t —2m) a solugao seria identicamente nula;
contudo, a presenca desta forga faz com que a partir do instante t = 27 a solucéao seja diferente de

zero, embora ela sé atue neste momento. [ |
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4.5 O Teorema da Convolucao

Em muitos problemas de valores iniciais, na expressao de Y (s) aparecem fatores do tipo
F(s)G(s), cuja transformada inversa de Laplace temos que calcular. A pergunta natural é a
seguinte: qual a relacdo entre a transformada inversa de Laplace de F'(s)G(s) e as transformadas

inversas de F(s) e G(s)? Por exemplo, se fizermos F(s) = 1 e G(s) = ;15, temos F'(s)G(s) = glg,

. ~ 2 .
mas transformadas inversas de Laplace de 1, & e % sdo 1, t e L, respectivamente, o que ilustra
CRANC] s 2 )

que L7HF(5)G(s)} # L7HF(s)}L7{G(s)}. Veremos que existe uma operacdo que sob muitos
aspectos é parecida com a multiplicacao usual, que leva um par de fungoes f e g numa nova funcao

h(t), denotada convolugao de f e g e representada por f * g, a qual é definida como

h(t) = (f = g) / £t —m)g
que nos permitird responder a pergunta acima.

Exercicio 4.6 Mostre que a convolugcdo em as sequintes propriedades:
1 frxg=gxf
2. fx(g+h)=Ffxg+fxh
3. (fxg)xh=fx(gxh)
4. fx0=0xf=0.
Note que f* 1 # f, por exemplo, tomando f(t) = t, temos (f * 1)( fo (t—1) =2,

Teorema 4.3 ( Teorema da Convolugdo) Se as transformadas de f e g, existirem para s > a > 0,

entao,

L{fxg)(t)} = F(s)G(s) ou FHF(s)G(s)} = (f +9)(1). (122)

Exercicio 4.7 Calcule a transformada inversa de Laplace de H(s) = m

Solugdo. Note que se fizermos F(s) = 1 e G(s) = entdao, H(s) = F(s)G(s), f(t) = 1,

1
52 +1°
g(t) = sent e, pelo Teorema da Convolugao,

h(t)=(fxg)(t) = /0 sentdr =1 — cost.
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Exercicio 4.8 Usando o Teorema da Convoluc¢do calcule a transforma inversa de Laplace de

1
(s242s+2)2 "

Observagao 4.3 Nos problemas que estaremos considerando muitas vezes serd preferivel re-
escrevermos o produto F(s)G(s) usando decomposi¢io em fragoes parciais, visto que este €
puramente algébrico, enquanto que a convolugdo envolve o cdlculo de integrais que podem ser dificeis

de ser calculadas. De qualquer forma, a convolucdo € muito importante sob o ponto de vista teorico.

4.6 Tabela de Transformadas de Laplace e de Transformadas Inversas de

Laplace

Coletando as transformadas calculadas temos a seguinte tabela que deverd ser usada nos

problemas que consideraremos:

1(t) = LHF(s)) F(s) = £{f (1))
1 %, s>0
et ﬁ, s>a
t", n inteiro positivo sﬁl
sen(at) ez $>0
cos(at) gz, §>0
senh(at) 7=z, s > al
cosh(at) a7 8 > al
e sen(bt) (s_a)%%z y8>a
ecos(bt) (S_‘Z);zaﬂ,g y8>a
t"e® n inteiro positivo W ,S>a
uc(t), €2 s>0
uc(t)f(t — o), e “F(s)
e £ (1) F(s—o)
fet) %F(g), c>0
(f <)) = JL £t — T)g(r) dr F(s)G(s)
ot —c) e
7 (e) SF(s) — 5" (0) — .. — £ (0)
(0" £(0) Fin)(s)
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5 Revisao - Decomposicao em fracoes parciais

Decomposicao em fracoes parciais é um método que nos permite reescrever a razao de dois
polinénios P(s)/Q(s), onde o grau de P(s) é menor do que o grau de Q)(s) em termos de uma soma

de expressoes mais simples:

1. Se Q(s) = (s — s1)F1(s — 52)"2 ... (s — s,)k, entdo,

P(s) P(s)
Q(s)  (s—sy)ki(s—sg)k2... (s — s,)kn
A11 A1k1 A21 A2k2
N s—sl+”'+(8—81)k1 8—82+”'+(s—32)k2
Anl Ankn
P ++m,

onde A;; sao constantes a serem determinadas, resolvendo-se um sistema de ki + ... + kj,

equacoes lineares. Como a transformada inversa de Laplace de ﬁ é ﬁt"‘leat, a

decomposicao acima nos permitird calcular a transformada inversa de Laplace de P(s)/Q(s).

Por exemplo,

5%+ 1 A b C©¢ D E  F G
s2(s—1)(s—3)* s 2 s—1 s5-3 (5—3)2 (5—-3)3 (s—3)%

2. Se Q(s) = (a182 +bis+c1)¥ ... (ans® + bps +c,)*, onde cada um dos n fatores quadraticos

a;s> + bjs + ¢;, ndo tem raiz real, entdo

P(s) P(s)
Q(s) (s> +bis+ec)k .. (ans® + bps + ¢k
_ _Aus+Bn A1, s + By,
a1s2+bis+c1 0 (182 +bis+ )k
Ap1s + Bpi Ankns + Bnkn
P T . =,
ans? +b,s+cp, (ans? + bps + cp)kn

onde A;; sao determinadas resolvendo-se um sistema de 2(k; + ... + k;,) equagdes lineares.

Por exemplo,
241 _As+B  Cs+D Es+F

(s2+1)2(s24+2s+2) s24+1  (s2+1)2 s242s+2

3. Se Q(s) = Q1(s)Q2(s), onde Q1 e Q2 sao das formas descritas nos itens 1 e 2, respectivamente,
entao () terd um decomposicao que serd a soma das decomposicoes de Q1 e Q2 dadas nestes

itens. Por exemplo,

s2—1 A B Cs+D  Es+F Gs+ H

2(s—1)(s2+1)2(s2+25+2) s teT 241 * (s241)2 +32+2s+2'
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5.1 Exercicios Adicionais
Série A

1. Determine as transformadas de Laplace das fungoes:

2. Determine as transformadas de Laplace das funcoes representadas pelos gréaficos abaixo:
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3. Em cada problema, achar a transformada de Laplace inversa da fungao dada.

S
(&) 822—3%26 (e) e s2 + 2sl+ 2
0) 55 R RN FES E)
() 5= O
2
(d) e 828— 1 (b) e s? — is +3

4. Em cada item, achar a solucdo do problema de valor inicial. Esboce os graficos da funcao

y(t) e da funcdo que se encontra do lado direito de cada equagao.

(a) y"+y=t+d:(t) ; y0)=1, y(0)=0

(b) ¥ +4y=62(t)+Ux(t) 5 y(0)=0, y(0)=1

() v —y=Ui(t) + U2(t) + Us(t) 5 y(0)=0, ¢(0)=0
0, 0<t<m

sent , t>mw

2, 0Zt<m
() ¥ — 4y +5y = ; y(0)=9'(0)=0
-1, t>n«
() ¥" —dy=3-Ui(t) - U2(t) - Us(t) ; y(0)=1, ¢(0)=0
(8) ¥ +4y =sent+ Ur(t)sen(t —m) ; y(0)=0 , ¢(0)=1
(h) y" =6y +8y =1+02(t) ; y(0)=0, ¥(0)=1

(i) ¥+ 2y + 5y = 0x(t) = Uar(t) 5 y(0)=9'(0) =0

G) v"+20/ +2y =k (=1)"0nx ; y(0)=0 , y(0)=b
n=1

5. Interprete o problema (4j) acima como um modelo de uma mola com impulsos instantaneos

periédicos.

(a) Fixando b, determine o valor de k para que a solugao y(t) seja uma oscilagdo periédica

de periodo T = 27.

(b) Determine o valor de b para que a amplitude seja igual a A.
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Série B
1. Encontre a transformada inversa de Laplace das seguintes fungoes:

2_
(a) 8?(52‘}&52

2s+1
(b) 482j-45+5

_ s2+1
(c) e 32(s2+2s+2) + (s+1)(—|;2+4)

2. Seja
sen(mt), 0<t<1
0, 1<t<?2
f(t) =
t—92, 2<t<3
1, t>3.

(a) Expresse f em termos da funcao degrau.

(b) Calcule a transformada de f.

3. Calcule a transformada de Laplace das fungoes abaixo:

(a) t3e73 + u (1)t

(b) —sen(2t) + e'd(t — 1)
(c) t2e~tcost
(d) f onde

0, 0<t<l1

=9,
2—t4+1, t>1

4. Resolva os problemas de valores iniciais abaixo.
(a) ¥" = 2y' +2y = ™" +cost, y(0) = —1, /(0) = 0.

(b) " +y = f(t), y(0) =0 e y'(0) =0, onde

t, se0<t<1

0, sel<t<o
() y" —y=f(t), y(0) =1, ¥(0) = —1, onde f é dada no segundo exercicio.
(d) y"+y=f(t), y(0) =0, y'(0) =1, onde f(t) é periddica com periodo 27 e

1, se0<t<m
ft) =

-1, sem<t<2rm
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() ' —y = u(t) — ua(t), y(0) = y'(0) = y"(0) = y"(0) = 0.

() y" +y =ug(t) +30(t — F) — uza(t), y(0) = /(0) = 0.

. Exprimir a solugdo do problema de valor inicial em termos de uma integral convolugao:

y' + 4y + 4y = g(t), y(0) =2 e y/(0) — 3.
. Seja

0, se0<t<m
ft) =

sent, set>m.
Resolva o problema de valor inicial y” —y = f(t), y(0) = 1 e y'(0) = 0.

. Usando a propriedade da transformada de Laplace da convolugao, obtenha y(t), sabendo-se

que esta funcao satisfaz a seguinte equacao

¢

y(t) =t+ /0 y(t —71)e T dr.
. Consideremos a seguinte equagao integral:
o10) + | (1~ ©)o(e)de = sem 21
(a) Mostrar que se u for uma funcao tal que u”(t) = ¢(t), entao,
u” (t) +u(t) — tu'(0) — u(0) = sen (2t).
(b) Mostrar que a equacgao integral dada é equivalente ao problema de valor inicial
V" (t) +v(t) = sen(2t), v(0) =0, v'(0) = 0.

(c) Resolver a equacao integral dada mediante as transformadas de Laplace.

(d) Resolver o problema de valor inicial (b) e verificar que é a mesma solucao que foi obtida

em (c).
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5.2 Trabalhos
5.2.1 Analise de Sistemas e o Principio de Duhamel

Considere um sistema fisico no qual o output ou resposta z(t) ao input (entrada) f(t) é descrito
pela equagdo a” + bz’ + cx = f(t), onde os coeficientes constantes a,b,c sdo determinados por
parametros fisicos do sistema e sao independentes de f(t). Exemplos deste tipo de sistema sdo um
sistema massa-mola ou um circuito RLC.

Por simplicidade, vamos supor que o sistema estd inicialmente em repouso, isto é, que

z(0) = 2/(0) = 0.

1) Sejam X (s) = L{z(t)} e F(s) = L{f(t)}. Mostre que

1

X(s) =W(s)F(s) onde W(s)= o e

A fungao W (s) é chamada de fungao de transferéncia.

2) Seja w(t) = LYW (s)}. Mostre o Principio de Duhamel, isto é, que

() = /0 w(F)f(t —7) dr

Observe que a funcao w(t) estd completamente determinada pelos parametros do sistema e assim,

uma vez que w esteja calculada, a resposta x(t) do sistema a um input f(t) é dada pela integral.

3) Aplique o Principio de Duhamel e escreva a solu¢ao em forma de integral dos seguintes sistemas,
todos com z(0) = 2/(0) = 0:

 +4x = f(t), 2" + 62" + 9z = f(t), 2" + 62’ + 8x = f(t), 2" + 42’ + 8z = f(1).

4) Aplique o Principio de Duhamel e escreva a solugao em forma de integral do sistema
ax” 4+ bx' 4+ cx =1, com z(0) = 2/(0) = 0. Esta solugdo tem um nome especial (chama-se resposta

ao degrau unitério) e é anotada por h(t). Mostre que h'(t) = w(t).

5) Mostre que a resposta x(t) a um input f(t) é dada por

x(t) :/0 W (r)f(t—7)dr

O que estes exercicios mostram é que para conhecer a resposta de um sistema a um input
qualquer f(t) nao é preciso conhecer o sistema. Sé é preciso conhecer sua resposta h(t) a um input

unitério. Esta idéia é usada em muitas aplicacoes, como mostra o préximo exercicio.

6) Suponha que vocé tenha em maos uma caixa preta contendo uma série complexa de circuitos

elétricos, com muitos indutores, capacitores e resisténcias.
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Quando submetido a um potencial v(t) o sistema é descrito pela equagao abaixo, onde i(t) é a
corrente e ¢(t) é a carga:

di
ad—z +bi +cqg =v(t)

O coeficiente a depende dos indutores, b das resisténcias e ¢ dos capacitores, mas nao ha como
medi-los, a nao ser que vocé abra a caixa.
Ao conectar o sistema a um potencial linearmente crescente v(t) = t, foi possivel medir a

resposta com um amperimetro e obteve-se

1 1
() = Te3t 4 =2 | =
i(t) =Te™ 4 qeH 4 5

Determine a corrente obtida ao se aplicar um potencial quadratico, ie, v(t) = t2.

Dica: Se derivarmos a equagdo que rege o sistema obtemos

i gdi v
R T wm

5.2.2 Controle Realimentado

Um motor elétrico de corrente continua pode ser representado, aproximadamente, pela equacgao

diferencial: )
d=0 do
W + Oé% = ﬁv(t)

As varidveis nessa equacao representam:
e 0(t): a posigao angular do rotor
e v(t): a tensao aplicada nos terminais do motor
e «, 3: constantes de proporcionalidade

Utilize os valores: @ = 0.5 e 8 = 1. Um esquema de controle do motor bastante utilizado em
aplicagoes cientificas ou industriais utiliza o “controle realimentado”. A idéia é criar uma tensao
de entrada proporcional a um “erro” medido entre a posicao atual do motor e a posicao em que se
deseja que ele fique. Dessa forma, obtém-se um mecanismo que faz com que o motor se aproxime

de uma posicao desejada. O esquema é mostrado na figura abaixo:
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Nessa figura, o motor aparece representado pelo bloco G(s), e a fonte de tensao que vai acioné-lo
aparece representada pelo bloco K. O erro de posigao (diferenga entre a posicao desejada 6, e a
posigao atual (t)) é representado pela varidvel e(t), e a tensdo aplicada pela fonte ao motor é
representada por v(t). A idéia é que a tensao v(t) aplicada na entrada do motor seja proporcional

a diferenga entre a posigao desejada 6, e a posicao atual () (ou seja, proporcional ao erro e(t)):

O motor sera ligado a partir de uma posigao inicial §(0) = 0 com velocidade inicial nula, sendo

que um degrau unitério Up(t) serd introduzido na entrada 6,.

(a) Resolva a equacao diferencial do motor com controle realimentado utilizando a técnica de
transformada de Laplace. Estude como a equagao diferencial que rege o movimento do motor
nessas condigOes ira depender da constante K. Esboce o grafico da solugao da equacao para
diferentes valores de K. Verifique que de fato o motor se aproxima, assintoticamente, da

posicao 6 = 1.

(b) Interprete o significado dessa estrutura: para qué se faz esse “controle realimentado”? Quais
vantagens existem dessa estrutura em relacao a possibilidade mais “6bvia”’, de simplesmente

aplicar na entrada do motor a tensao necessaria para fazeé-lo dirigir-se para a posicao desejada?
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6 Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem

Nos restringiremos aos sistemas de duas equagoes lineares de primeira ordem da seguinte forma

¥ = ax+by+ f(t)

/

y = cx+dy+g(t),

onde a, b, ¢ e d sdo constantes e as fungoes f(t) e g(t) serao assumidas continuas na reta real.
Quando f(t) e g(t) forem identicamente a zero dizemos que o sistema é homogéneo.
Os mesmos argumentos usados no estudo de equagdes lineares de segunda ordem nos leva a

concluir que o problema de valor inicial

¥ = ax+by+ f(t) (123)

/

y = cx+dy+g(t) (124)

x(ty) = Ty € y(to) = Yo, tem no maximo uma solugao.

Nos casos que consideraremos, calcularemos explicitamente as solucoes, razao pela qual nao
estaremos preocupados com a existéncia, de qualquer forma, pode-se mostrar que o problema de
valor inicial acima tem sempre solugao.

A solugao (z(t),y(t)) do sistema pode ser vista como uma parametrizagdo de uma curva que
descreve a trajetéria de uma particula no plano, na qual o parametro ¢ é o tempo.

Embora exista uma relagao intima entre o problema de resolver sistemas lineares e algebra
linear, nao iremos explora-la.

Note que se b = 0, entao, o sistema se transforma em

¥ = ax+ f(t)

/

y = cx+dy+g(t),

em particular, a primeira equagdao nao depende de y e € linear de primeira ordem na varidvel x,
a qual podemos resolver. Uma vez tendo a resolvido, substituimos o valor de z(t) encontrado na
segunda equagcao e teremos uma equacao de primeira ordem em y, a qual podemos resolver. Mesmo
raciocinio se aplica se ¢ = 0, neste caso, resolve-se a primeiro a segunda equagao e substitui-se o

resultado, y(t), encontrado na primeira, com isso obtemos uma equagao de primeira ordem em z.
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6.1 Transformando o Sistema numa Equacao Diferencial de Segunda Ordem

Vimos que se pelo menos um dos coeficientes b ou ¢ for nulo, a resolugao do sistema se reduz a
resolucao de duas equacoes lineares de primeira ordem. Por outro lado, se b e ¢ ndo forem nulos,
podemos transformar o sistema acima numa equacao linear de segunda ordem, como serd descrito
em seguida.

De fato, como b # 0, de (123), temos

/
—az — f(t
y= e S0 (125)
b
portanto, tomando-se a derivada de (125) equacao em relagao a ¢, temos
" / /
—ax' — f'(t
y =L S0 (126)
b
por outro lado, de (124) e de (126), temos
:L,// _ a:L'/ £l t
cr +dy+g(t) = 2 f(), (127)
além disso, substituindo o valor de y dado em (125) nesta equagao temos
!/ _ t n_ /el t
ca:%—6¢l<%f()>+9(t):3j a:nb f()v (128)
com isso eliminamos y e temos a seguinte equacao linear de segunda ordem em z, temos
2" —(a+d)2' + (ad —be)x = —d f(t) + bg(t) + f'(t), (129)

com condi¢oes iniciais x(t,) = x, € '(t,) = axo + by, + f(to)-
Uma vez resolvida a equacao (129), obtemos x(t) e substituindo este valor na equagao (125),

obtemos y(t).
Exemplo 6.1 Resolva o seguinte problema

/

r = x4y

/

y = z—y,
com condigoes iniciais, z(0) =1 e y(0) = 1.
Solugao. Em vista de (125) e de (129), temos

y=12—x (130)
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2" —22=0, z(0)=1, 2'(0)=2. (131)

A equacio caracteristica de (131) é A2 — 2 = 0, logo, \; = V2 e A\ = —/2, portanto, a solucao

geral da mesma é

z(t) = eV2! 4 ¢y e V21

Como queremos que z(0) = 1 e 2/(0) = 2, devemos tomar ¢; = 1+2\/§ o= %, portanto,
1 2 1—+v2
o) = LEV2 vEe 12V2 e (132)
2 2
Tendo em vista (130), temos
1 1
y(t) = 5 V2t 4 5 e V21, (133)

com isso obtemos a solugao do sistema.
Note que quando ¢ fica muito grande e negativo a curva solucao descrita por (132) e (133)

aproxima-se da reta y = ﬁ x. Por outro lado, quando t fica muito grande e positivo a curva

1
1+v2

aproxima-se da reta y =

x.

1.5+ \

0.59

Figura 35: Grdfico da solug¢ao (x(t),y(t)), do Exemplo 6.1, com —1 <t < 1.
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Exercicio 6.1 Considere a Figura 36.

(a) Monte o sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem que descreve as quantidades
de sal Q1(t) e Q2(t), nos tanques 1 e 2, respectivamente, sabendo-se que as quantidades iniciais de
sal nestes tanques sao 250z e 150z, respectivamente (1 0z =~ 28.35g e 1 gal = 3.81).

(b) Resolva o sistema obtido no item (a) e encontre Q1(t) e Qa(t).

1,5 gal/min 1 gal/min
—_— -—
1 o0z/gal \ , 3 0z/gal
3 gal/min

Q,(t) oz sal Q,(t) oz sal

Tanque 1 2,5 gal/min Tanque 2

Figura 36: Solugoes em dois tanques comunicantes.

Solugao. Note os volumes dos dois tanques nao mudam com o tempo, visto que a quantidade de

solucao que entra é igual & quantidade que sai nos mesmos. Portanto, a concentracao de solucao

nos tanques 1 e 2 em cada instante sao Qg—((]t) e 22l respectivamente. A taxa de variacao da

20
quantidade de sal no tanque 1, delt(t), é a taxa na qual o sal entra neste tanque, menos a taxa na
qual ele sai do mesmo, ou seja,
d t t t
Qit) _ 541,520 5 Qil0)
dt 20 30

De maneira analoga, temos

dQs(t) Q1) Q1)
dt =343 30 4 20 °

Assim, temos o seguinte sistema linear nao-homogéneo

d [ @ 5 Q1 3
E = 110 401 + > ’ QI(O) = 257 Q2(0) = 15.
Q2 0 5 Q2 3
Deixaremos para o leitor a resolucao do item (b). ]
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Exemplo 6.2 Resolva o seguinte problema de valor inicial

d [ = 11 x 1 x(0) 1
dt \ y 11 y el y(0)

|
—_

Solucao. Note que podemos escrever o sistema acima como

¥ = z+y+1 (134)

Yy = z+y+e. (135)
De (134), temos

y=a — a1 (136)
Derivando (136) em relagao a ¢, temos

y =a" — 2. (137)
Em vista de (135) e (137), temos

=2 =x4y+eé (138)

de (138) e (136), temos
= =@ —r—1)+e =2" -2 = — 1.
Assim, temos o seguinte problema de valor inicial
2" -2 =€ -1, z2(0)=1, 2/(0)=1. (139)

Uma vez resolvido o problema de valor inicial (139), obtemos y(t) a partir de (136). A solugao

geral da equacdo acima é z(t) = c1 + coe?® — e + % Obtemos os seguintes resultados

5 3 9 t ‘
) = Z4°% L
x(t) 4+46 +2 e
e
3 o t 7
$) = Ze2_ L
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6.2 Resolvendo o Sistema Através da Transformada de Laplace

Sejam X (s), Y(s), F(s) e G(s) as transformadas de Laplace de xz(t), y(t), f(t) e g(t),

respectivamente. Tomando-se as transformadas de Laplace das duas equacoes do sistema

/

¥ = ax+by+ f(t)

/

y = cx+dy+g(t),

com condigoes iniciais z(0) = z, e y(0) = y,, temos

sX(s)—x, = aX(s)+bY(s)+ F(s)
sY(s)—y, = cX(s)+dY(s)+ G(s),

o qual é equivalente a

s—a —=b X(s) | [ o+ F(s)
—c s—d Y (s) Yo + G(s) 7
cuja solucao é
-1
X(s) - s—a —b T, + F(s)
Y (s) —c s—d Yo + G(s)

1 s—d b T, + F(s)
_ . (140)
(s —a)(s —d) —bc c s—a Yo + G(s)
As inversas das transformadas de Laplace de X (s) e Y (s) nos darao x(t) e y(t), respectivamente.

Exemplo 6.3 Usando a transformada de Laplace, resolva o problema de valor inicial

/

¥ = zty+1 (141)

/

y = z4y+e, (142)

com condigoes iniciais ©(0) =1 e y(0) = —1.
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Solugao. De (140), temos

X(s) 1 s—1 1 1+1
Y (s) (s=1)(s—1)-1 1 s-1 -1+ L
1 s—1 1 st
= 2 _ 2
§°—12s 1 s—1 e
s3—2s24s5+1
_ s2(s—1)(s—2)
—s243s+1
s2(s—2)
Portanto,
3 — 242 1 1 11 1 1
X(s) = Sz Hstl 51 11 3
2(s—=1)(s—2) 4s 28 s—1 4s-—2
e
2
—s“+3s+1 71 1 3 1
Y — —_— - —
() s2(s —2) 15 T e ety
logo,
5 1 ¢ 2t
= 4+ ¢t_ Z
x(t) 4+2 e—l—4
7T 1 3 o
t) = ———-t4+2
y(t) 1 3ttge

Figura 37: Grdfico da solugdo (x(t),y(t)), do Exemplo 6.3, com —5 <t < 1.
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Exemplo 6.4 Usando a transformada de Laplace, resolva o sequinte problema

/

r = x+y
y = x-y,
com condigoes iniciais, ©(0) =1 e y(0) = 1.
Solugao. De (140), temos
X(s) _ 1 s+1 1 1
Y (s) (s—=1D(s+1)—1 1 s-1 1
542
— §2—2
S
572
Portanto,
s+ 2 14+ V2 1 1—+2 1
X(s) = = = V2 + V2
§% —2 2 S — \/5 2 s + \/5
s 1 1 1 1
Y S == = — —_ = .
( ) s2—2 2 s— \/5 2 s + \/5
Portanto,
1 2 1—+/2
x(t) = V2 V2! V2 e V2!
2 2
e
1 1
y(t) = 5 e\/it + 2 E_ﬁt-
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6.3 Exercicios

Para cada um dos sistemas de equagoes diferenciais abaixo, determine as solugoes para as condigoes

iniciais dadas e esboce, no mesmo plano de fase, as curvas solucao encontradas.
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7 Séries de Fourier

Dizemos que uma funcao f : R — R é periddica de periodo T, se f(x+T) = f(x), para todo

x.

Exemplo 7.1 As sequinte funcgdes sao periddicas:
(a) senx € periddica de periodo 2.
(b) f(x) = x — [z], onde [x] representa o maior inteiro menor do que ou igual a x, € periddica de

periodo 1. Veja o grdfico desta fungdo na Figura 38.

Figura 38: Grdfico da fun¢ao x — [z].

Se T' é um periodo de f, kT, onde k é um inteiro também é um periodo. Todavia, quando nos
referimos ao periodo de uma fungéo estaremos considerando o seu periodo fundamental, ou seja, o
menor valor de T' # 0, tal que f(z +T) = f(x), para todo z. Tal valor T' é chamado de periodo

fundamental de f.
Exercicio 7.1 Mostre que se f € derivdvel e periddica, entdao, f' também € periddica.

Dizemos que uma funcao é seccionalmente continua na reta se ela tiver um niimero finito de

descontinuidades (todas de primeira espécie) em qualquer intervalo limitado. Em outras palavras,

dados a < b, existem a < a1 < as < ... < a, = b, tais que f é continua em cada intervalo aberto
(aj,aj41), 7 =1,2,...,n—1 e existem os limites
flaj+0)= lim f(z) e f(a; —0)= lim f(x).
:(:—>aj+ :c—>a;

Toda funcao continua é seccionalmente continua. A funcao %, x # 0, ndo é seccionalmente

continua, pois, em x = 0 a sua descontinuidade nao é de primeira espécie. A funcao definida como

1, sex > 1,
fl@)=120, se 2z <zx<t n=12..,
0, se x <0,
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nao é seccionalmente continua: apesar de todas as suas descontinuidades serem de primeira espécie,

existem um nimero infinito das mesmas no intervalo (0,1).

Exemplo 7.2 Alguns exemplos de funcées seccionalmente continuas.

(a) A fungdo sinal, definida como

1, sex >0,
signx = 0, sex=0,

-1, sex <0,

Figura 39: Grdfico da funcdo sinal.

1, se0<ZLzx<m,

0, se—nm<x<0,

fla+2m) = f(@).

Figura 40: Grdfico da fun¢ao do item (c).
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(d) f(z) = x|, se[z[ <1 e f(z+2) = f()

Figura 41: Grdfico da fungao do item (d).

Dizemos que uma funcao f : R — R e seccionalmente diferencidvel se ela e a sua derivada
forem seccionalmente continuas. Note que f’ nao existird onde f for descontinua. Mesmo em
pontos onde f for continua, pode ser que que f’ nao exista.

Dadas duas fungoes reais f e g definidas em [—L, L], tais que os seus quadrados sejam integraveis
neste intervalo, definimos o produto interno ou escalar delas como | _LL f(z)g(x)dz. Se o produto

escalar de f e g for zero dizemos que estas duas funcoes sdo ortogonais.

Exercicio 7.2 Mostre que

%/L sen (n—zx) sen (mzx) der = Opm = %/L COS (?) oS <m£rx) dx
L L

1 /L <mr:1:> <m7m) d 0
— sen cos T =
L J_; L L ’

onde
0, sem#mn
5nm =
1, sen=m.
Logo o conjunto formado por {sen(nzx), cos("zx)} é ortonormal em [—L, L].
VL VL neN

Teorema 7.1 TEOREMA DE FOURIER. Seja f : R — R wma fun¢do seccionalmente

diferencidvel e de periodo 2L. Entdo a série de Fourier de f definida por

[o¢]
%—F;(an cos%—kbnsenn—?),
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onde

1 [E nmwx
- = nre —0,1,2,...
an L/_Lf(x)cos 7 dr, n=0,1,2,
1 /L
b, = z/_Lf(x)sen%da:, n=12...

converge para 3[f(z +0) + f(z — 0)].
Observagao 7.1 No Teorema de Fourier dizer que a série de Fourier converge para %[f(:n +0)+
f(x —0)] significa que para cada x fizo, a seqiéncia numérica das somas parciais

N
Sn(z) = % + Z (an cosn—zz +bnsenn—zx) ,
n=1

converge para %[f(x +0) + f(x — 0)], quando N tende para infinito.

Exercicio 7.3 Se f for continua e periddica, o que podemos dizer sobre F(x) = fom f(t)dt, ela é
também € periddica? Precisamos fazer alguma hipdtese adicional em f? Qual?

Sugestao. Use o Teorema de Fourier.

Observagao 7.2 Nesta e na proxima secdo em vdrias situacoes teremos que calcular integrais de
funcdes do tipo senax senbx, senax cosbx, cosax cosbr. Para calculd-las, usamos as sequintes

identidades trigonométricas:

cos[(a — b)z] — cos|(a + b)x]

senaxr senbr =

2
senar cosby = - [(a + )] ;’ sen [(a — b)z]
cos ax cosbr = cos[(a — b)x] ;— cos|(a + b)] )

Exercicio 7.4 Calcular a série de Fourier da funcdo

1, se0<Lz<m,

flx) =
0, se—7m<z<0,
flo+2m) = ().
Resolucgao.
1 (7 1 ["
a, = —/ f(x)da::—/ dx =1,
L — ™ Jo
1 /7 1 [7 1 ™
a, = —/ f(x)cosnxdx:—/ cosnrdr = — sennx ‘0:0,
FIy - T Jo ™
1 s 1 ™ 1— 1
b, = —/ f(m)sennxdx:—/ senngds = —— 1% ‘g:—(l—cosmr),
FIy - T ) _x T n nm
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ou ainda,

2
bgk:O, e bgk_lz( k:1,2,...

2k — 1)’

Portanto, a série de Fourier de f(x)

é
R 2
S+ Y o sen(2k — 1)
2+k:1 =1 S @

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
2 NG 8 10\_/12 2 \4//\\/6 8 o/ \12
Figura 42: A soma dos dois Figura 43: A soma dos trés
primeiros termos da série de Fourier primeiros termos da série de Fourier
de f(z). de f(x).

1

1 0.8

0.8 o6

0.6 0.4

0.4 o 2

0.2 i
NN JANWAY 2 4 8

2 BV 6 8 MWV N

Figura 45: A soma dos quatorze
Figura 44: A soma dos quatro

primeiros termos da série de Fourier

de f(z)

termos da série de Fourier de f(x).

Exercicio 7.5 Use os resultados do exercicio 7.4 e obtenha uma expressdo em série para T.

Resolugao. Segue-se do Teorema de Fourier que no ponto x = §, a série de Fourier é igual a 1.

Logo,
— 2
1=- <2k—1—>,
2+kz_:1(2k:—1)7r36" ( )
ou seja,
T o= 1 T 11 1 1 = (—1)kt
— = 2/<;—1—):1—— oy =y L
4 kz_:l%—lse"(( )3 5t5 719 kZ_l2k—1’
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que é conhecida como a série de Leibniz.

Exercicio 7.6 Seja f uma funcao periédica de periodo 2L, k—wvezes derivdvel com derivada de

ordem k absolutamente integrdavel. Mostre que existe uma constante positiva C tal que
C
|an|, [bn] < ok Vn > 1.

Sugestao: Use integracdo por partes k vezes e use o fato que f e suas derivadas até ordem

k — 1 sao periddicas, o que assequra que os termos de fronteira sejam nulos. Podemos tomar

C=(5)" [5 110 @)de.

7.1 Séries de Fourier de Funcoes Pares e fmpares

Seja I um subconjunto da reta que é simétrico em relacao a origem, ou seja, se x € I, entao,

—x € I. Seja funcao f : I — R. Dizemos que f é uma fungao par se f(—z) = f(x) para todo

xe€l. Se f(—x) = —f(x) para todo = € I, dizemos que f é uma funcao impar.
Exemplo 7.3 As fungées f(z) = cos 22, f(z) = 2®", n =1,2,..., sdo pares. Por outro lado, as
fungoes f(x) = sen %, f(x) = 22t n=1,2,..., sdo impares.

Exercicio 7.7 Mostre que

(1) A soma ou diferenca de duas fungdes pares é uma funcdo par. A soma ou diferenca de duas
funcdes impares € uma funcdo impar.

(77) O produto ou razdo de duas fungoes pares € uma funcgdo par.

(731) O produto ou razao de duas fungoes impares € uma fungdo par.

(iv) O produto ou razdo de uma fungdo par e uma func¢ao impar € uma fungdo impar.

(v) Se f estd definida num subconjunto da reta que € simétrico em rela¢ao a origem, entao,

podemos escrever f como a soma de uma funcao par e uma funcdo impar.

Exercicio 7.8

(1) Suponha que f seja uma fungao par, integrdavel em qualquer intervalo limitado. Entao,

/_LL f(z)dx = 2/0L f(z)dx.

(1i) Suponha que f € uma fungdo impar, integravel em qualquer intervalo limitado. Entao,

/_LLf(a;)da: = 0.
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Demonstracao. Basta observar que

/_LLf(a:)dw:/_()Lf(a:)dx—i-/OLf(x)dw

(§
0 0 L fo(y)dy se f for par
de=— [ f(-y)dy = —y)dy =14 ’ ’
| s@ie == [ renan= [ fena = 1% F)dy, se £ for fmpar.

7.2 Calculo de Algumas Séries de Fourier

Seja f1 periddica de periodo de 2L definida por fi(z) = x, para —L < < L. Como f; é impar,

teremos uma série de senos, cujos os coeficientes sao

9 L
b, = —/ T sen @dx.
0

L L
Fazendo a mudanga de varidveis y = 7%, obtemos
2L nm
by, = ﬁ/ yseny dy.
nem 0

Integrando por partes,
nm nm
/ ysenydy = —ycosy g™ +/ cosydy = —nm cos (nm).
0 0

Logo,

2L
by = —(—1)"1,
—(=1)

Portanto, a série de Fourier de f; é

2L X (—1)nH nwx
fi(x) ~ ?Z T sen ——.

n=1

Seja fo periddica de periodo 2L e definida por

L—2, para0<x<L,

fa(x) =

L+x, para —L <z <0.

Como fy é uma fungao par, temos uma série de co-senos, cujos os coeficientes sao

2 [t 2 L?
o = — L—z)de=——=1L,
“ L/O( )de =75

2 [ 2L 0, se n = 2k,
an, = —/ (L—x)cos@dw:ﬂ[l—(—l)"]:

L 0 L n=m W, Sen:2k‘—l,
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k=1,2,.... Portanto, a série de Fourier de f5 é

L 4L & 1 (2k — 1)7x
f2(:17)~§+ﬁk_1 e cos 7 )
No presente caso, podemos substituir o simbolo ~ por =. Usando o Teorema de Fourier para
x = 0, obtemos
L AL & 1
L=—+4+—=) ——,
2 72 (2k —1)2
k=1
ou seja,
2 o
T 1 1 1 1
— = —— =1+t =+ =+=+...
g ;(%-1)2 tptete Tt

Seja f3 a funcao periédica de perfodo 2L e definida por f3(z) = 22, para —L < = < L. Como f
¢é par, teremos uma série de co-senos cujos coeficientes sao

2 [k 212
aozz/(; $2d$:T

2 (L, nmx 202 ("7 412
an /0 @ cos ——dx n37r3/0 Yy~ cosy dy n27r2( )

L2 A2 &K (-1) nwx
3 — 5 oS ——.

n=1

Como a fungdo f3 é continua, a sua série converge em todos os pontos para a mesma. Usando

o Teorema de Fourier para x = L, obtemos

2 o0
™ 11 1 1
N
e lt gttt n§:1”2

Uma fun¢ao dada num intervalo [0, L] pode ser representada por mais de uma série de Fourier.
Em todas as séries calculadas anteriomente, a funcao era dada em toda a reta; de fato, ddvamos uma
expressao para f num intervalo fundamental (—L, L] e dizfamos que ela era periédica de periodo
2L. Se agora dermos a funcao num intervalo [0, L], e nada dissermos sobre o periodo, teremos a
liberdade de escolher um periodo qualquer, T' > L, e definirmos a funcao de jeito que nos convier
no intervalo (L, T'). Essa liberdade de escolha serd utilizada em problemas de aplicagao para atingir

certos objetivos. Veja exemplos a seguir.
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Exemplo 7.4 Dada f(z) =z, para 0 < x < m, escreva f como uma série de senos.

Resolugao. Para obter uma série de senos, devemos definir f para outros valores de x, de modo
que ela seja uma fungao fmpar. Portanto, faremos f(x) = x, para —7 < x < m, e periddica de

periodo 2mw. A série de Fourier desta funcao ja foi calculada e encontramos,
oo 1
(_1)n+
)~ 2 ——— sennx.
S~ 23

Conseqiientemente, do Teorema de Fourier, temos

(_1 n+1

o
x:227 sennr, 0<ax<m.
n=1 n

(Na verdade, para —m < z < 7, mas isso nao foi pedido no problema.)
3
2
1
-7. -5 2.5 2. 5 7.5
1
-2
-3

Figura 46: A extensao periédica impar de periodo 2w, da funcao f(z) =z, para 0 < z < 7.
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IEiw A
JRTRY 7Y

Figura 47: O primeiro termo da série de Fourier =~ Figura 48: A soma dos trés primeiros termos da

de f. série de Fourier de f.

A A Ayl A
Y s

Figura 49: A soma dos cinco primeiros termos Figura 50: A soma dos dez primeiros termos da

da série de Fourier de f. série de Fourier de f.

Exemplo 7.5 No exemplo anterior, poderiamos ter escolhido um periodo maior do que 2w. Por
exemplo, 4. E ai teriamos também que definir f no intervalo (m,2w], além de dizer que ela é

impar. Uma opgao seria definirmos f(x) = 2m — x, para x em (m,2w|. Na Figura 51 esbocamos f

para =27 < x < 2m.

Figura 51:
Calculemos os coeficientes b, lembrando que L = 2,
1 (7 nx 1 [ nx 8 nmw
b, = — —d — 2 —dr = — —
n 77/0 z sen - a:+7r/7r (—z + 7T)S€TL2 T = o sen .

Portanto, a série de Fourier é

nx
— E — sen T sen L.
2
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Em virtude do Teorema de Fourier, temos

o
8 1 nm n
T = —E — sen — sen —
T n2 2 2’
n=1

8 o= (—1)kHt kr o
— o 12 SEN s <z <.
™= (2k —1) 2

Exemplo 7.6 Dada f(z) =z, para 0 < x < m, escreva f como uma série de co-senos.

Resolugao. Para obter uma série co-senos, devemos definir f para outros valores de f de modo
que seja uma funcao par. Tomemos, entdo, a fungdo f(z) = |z| para —7 < x < 7 e periddica
de periodo 27. (Como no exemplo anterior, se tormarmos outros periodos, por exemplo 47, por

exemplo, teremos outra série de co-senos). Portanto, b, =0 e

2 [T m, sen =0,
Gp = — xcosnxdr = 2l(—1)"—1]
™ Jo 2 Sen:1,2,...

Portanto, a série de Fourier de f é

L 1
5 — ; Z m COS(2I€ — 1)33,
k=1

logo, do Teorema de Fourier
L 1

Exemplo 7.7 Dada f(x) =z, para 0 <z < 7, escreva f como uma série de senos e co-senos.

Resolugao. Podemos definir f para outros valores de z, de modo que seja periédica de periodo

2n e f(x) =0 para —7 <z < 0. Assim,

1 s
a, = —/ vdr = =
m™Jo 2

1 (7 - -1
an = —/ x cosnwdw:%,
m™Jo nem
1 s
b, = —/ rdx = il
™ Jo 2
1 T -1 n+1
an = —/ xsennacdac:i( ) .
m™Jo n
Portanto, a série de Fourier de f é
T2 — (1)t
1 - 2 12 cos (2k — 1)z + nzz:l ——, sennw.
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Em particular, do Teorema de Fourier, temos

2 1 — (—1)n*!

m:%—;zm cos(2k—1)x+Z(T sennz, 0<z<m.
k=1 n=1

Exercicio 7.9 Seja f(z) = 2% para 0 < z < 7.

(a) Mostre que a série de Fourier de cossenos de f €

72 0 (_1)n
?—i-élnzz:l — cos(nx).

(b) Usando x = w, conclua que

Figura 53: A soma dos sete
Figura 52: Gréfico da extensao

primeiros termos da série de Fourier
periédica par de f.

de cossenos de f.

Exemplo 7.8 Dada uma fun¢ao f :[0,L] — R, mostre que ela possui a sequinte série de senos
o0
2n —1
Z Cp, SEN %, (143)
n—1
onde

2 (F (2n — D)7z
Cn = E/o f(x) Seanw.

Resolugao. Inicialmente, iremos estender f para uma fungao g definida em [0,2L], de modo que
ela coincida com f no intervalo [0, L] e g(z) = f(2L — x), para x no intervalo [r,2L]. Isto faz com

que ela seja simétrica em relagdo ao eixo x = L. Feito isso, iremos estendé-la para todo x de forma
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que ela seja uma funcao peridédica impar de periodo 4L, logo, os seus coeficientes de Fourier (de
senos) serao dados por
9 [2L

nwx
e = 3L J, g(:z:)senidx

1 2L nmw
= E(/ f(z Sen—dw—l—/L g(ZE)SETLﬁd:L')

= —</ f(z sen—dw+ L2Lf(2L—x)senﬁdw>

Note que fazendo a mudanga de variaveis y = 2L — x na segunda integral, temos

2L 0
2L —
g f(2L—x)sen%d:p = —/L fly) Senn(ziLy)ﬂdy
L
2L —
= /0 f(y) sen w dy
L nmy
= / f(y) sen mr— f) dy
= —cosnw / fly sen—dy
(2k — Dmy
= —(=1)" .
(-1) /0 f(x)sen 5T dz
Portanto, temos
= (=1)" L nwx
Cn = T/o f(x)sen idl‘
o que é o resultado desejado. [ |

Exercicio 7.10 Seja f(x) definida como
flx) = senza:, 0<z<m.

(a) Seja g o prolongamento periddico impar com periodo 2w de f. Esboce o grdfico de g.
(b) Calcule a série de Fourier de g.
(c) Qual o valor da série de Fourier de g no ponto x = 3.

7.3 Exercicios

1. Nos problemas a seguir, esboce o grafico da funcao e encontre a sua série de Fourier.
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(a) fla)=—2x , —L<az<L , f(z+2L)=f(2)
1, —-L<x<0
0, 0<z<L

;o fle+2L) = f(x)

L—x, 0<z<L

PR ) o0

z, 0<zx<1

0, -1<z<0

22, 0<z<1

(c) f<x>{L“’ RS0 peton) = f)

0, —7m<z<0
senz , O0<zx<m
(g) f(z) = |senz|
(h) f(z) = sen?x

2. Nos problemas a seguir, determinar se cada funcdo dada é par, ou impar, ou nem par nem

impar. Esboce o grafico da fun¢éo em cada caso.

(a) 23 (e) secx
(b) 2% — 2z (f) |2?|
(c) 28 —22x+1 (g) e*
(d) tan2z (h) el

3. Considere a fungao f(z) =22 , 0<wz<1.

(a) Faca o desenvolvimento em séries de Fourier correspondente a extensdo periddica dessa
funcao, ou seja, o desenvolvimento da funcao como se ela fosse periédica fora do intervalo
no qual ela se encontra definida, sendo seu periodo igual a 1. Esboce o grafico da funcao

resultante no intervalo [—4, 4].

(b) Faga o desenvolvimento em séries de Fourier correspondente & extensao periddica par
dessa funcao, ou seja, o desenvolvimento utilizando apenas termos em cosseno, com

periodo 2. Esboce o grafico da funcao resultante no intervalo [—4,4].

(¢) Faga o desenvolvimento em séries de Fourier correspondente & extensdo periddica impar
dessa funcao, ou seja, o desenvolvimento utilizando apenas termos em seno, com periodo

2. Esboce o grifico da fungao resultante no intervalo [—4,4].
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4. Considere as fungoes:

0, O<zx<1 r, O<zx<1
(@) f(z)= (c) f(z)=

z, 1l<zx<3 l—2z , 1<x<3

r, O<z<Ll1 -1, O0<zx<1
(b) f(z) = (d) f(z)=

1, 1<x<3 —x , l<z<3

Para cada uma das fungoes acima:

(i) Esboce o grafico da extensao periddica de periodo igual a 3 da fungao, no intervalo de -12

a 12. Determine a série de Fourier dessa extensao.

(ii) Esboce o gréfico da extensao par de periodo igual a 6 da fungdo, no intervalo de -12 a

12. Determine a série de Fourier dessa extensao.

(iii) Esboce o grafico da extensao impar de periodo igual a 6 da funcao, no intervalo de -12

a 12. Determine a série de Fourier dessa extensao.

7.4 Trabalhos

7.4.1 Ressonancia

Suponha um sistema massa-mola sem atrito, com frequéncia natural wg = 3, originalmente em
repouso e submetido a uma forga externa periddica com frequéncia w. A pergunta que queremos
responder é se o sistema pode entrar em ressonancia mesmo se a frequéncia externa w for diferente

da frequéncia natural do sistema. wy.

Questao 1. Suponha inicialmente que a forga externa é g(t) = sen t. Observe que a frequéncia
da forga externa é w = 1 # wy = 3. Chamando de y a distancia da massa ao ponto de equilibrio
do sistema massa-mola, o problema é modelado por: y” + 9y = sent com y(0) = y/(0) = 0. Ache a

solucao e, se possivel, esboce o seu grafico. Descreva o movimento da massa.

Questao 2. Considere o mesmo problema, mas com forca externa g(t) = sen 3t, ou seja, com
frequéncia w = 3 = wy. Ache a solugao e, se possivel, esboce o seu grafico. Descreva o movimento

da massa. O sistema entra em ressonancia?

Questao 3.

a) Seja yi(t) uma solucdo particular de y” + wgy = g1(t) e seja yo(t) uma solucio particular de

y" + wdy = ga(t). Mostre que y,(t) = y1(t) + y2(t) é uma solucdo particular de y” + wiy =
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91(t) + g2(t).

b) Determine a solugdao y” + 9y = sent + sen3t com y(0) = ¢'(0) = 0. O sistema entra em
ressonancia? (observe que a forca externa g(t) = sent + sen 3t tem periodo 27 e logo frequéncia

Questao 4. Considere de novo o mesmo problema y” + 9y = g(¢) com y(0) = y'(0) = 0 mas com

1, O<t<m
glt)y=14 0, t=0,m 27
-1, m<t<2n

Mostre que a frequéncia de g(t) é 1 # wy. O sistema entra em ressonancia? Justifique sua resposta.

Questao 5. Considere agora um sistema massa massa-mola sem atrito, com frequéncia natural
wy, originalmente em repouso e submetido a uma forca externa periédica g(t) com frequéncia w.

O que é preciso observar para saber se o sistema entra em ressonancia?

7.4.2 Filtragem

Existem sistemas que recebem um sinal em sua entrada, e tém por objetivo fornecer em sua saida
um sinal que é composto das componentes da série de Fourier do sinal de entrada que estiverem
dentro de determinada faixa de freqiiéncias. A acao desses sistemas pode ser interpretada como:
“deixar passar uma certa faixa de freqiiéncias, e eliminar o restante das freqiiéncias presentes num
sinal”. Esses sistemas sdo denominados filtros.

Os filtros tém larga aplicacao em diversos dispositivos tecnolégicos. Por exemplo, o seletor de
canais de um aparelho de radio ou de televisdo é um filtro, que “deixa passar” apenas a faixa
de freqiiéncias de uma determinada emissora que tiver sido selecionada, eliminando as demais
freqiiéncias (correspondentes as outras emissoras) que também tiverem chegado na mesma antena

receptora do aparelho.

Questao: Considere um sinal de tensao elétrica v(t), que foi produzido através do processo de
ligar e desligar periodicamente uma chave, com periodo 7', assim conectando e desconectando uma

bateria que fornece a tensao E, conforme mostrado na figura abaixo:
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1 r 1 r 1 r 1 r
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
| | | | | | | |
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
L s L s L s L s

| ]

a b

Observe que o intervalo de tempo 6, dentro de um periodo de duracao 7', no qual a chave fica
ligada, nao necessariamente é igual ao intervalo no qual a chave fica desligada, ou seja, o sinal nao
possui simetria entre a parte “ligada” e a parte “desligada’”.

Suponha que encontra-se disponivel um filtro que “deixa passar” sinais na faixa de 0 Hz a 10 Hz,
e que elimina sendides com freqiiéncias fora dessa faixa, assim produzindo o sinal y(t), conforme

mostrado na figura abaixo.

o -

(a) Calcule a série de Fourier do sinal v(t).

124



(b) Explique como esse esquema pode ser utilizado para gerar sinais de tens@o y(t) constantes, a

partir de uma correta selecao do periodo 7' de chaveamento.

(c) Explique como o valor da tensao y(t) pode ser modificado a partir de uma correta sele¢ao do

intervalo 6.

Observacao: Esse é o esquema bésico de funcionamento das “fontes de tensao chaveadas”, existentes
por exemplo em equipamentos eletronicos como os computadores ou as televisdes. Este circuito
denomina-se “circuito com modulaggo PWM” (Pulse Width Modulation, ou Modula¢ao por

Largura de Pulso).
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8 Equacoes Diferenciais Parciais

8.1 A equacao de Calor

A equacdo de calor em uma dimenséao espacial modela o fluxo de calor num fio que é isolado em
toda parte, exceto, nas duas extremidades. Matematicamente, temos o seguinte problema: seja R
a regido do plano (x,t) determinada por 0 <z < L et > 0, e R a unido de R com sua fronteira que
é formada pelas semi-retas {x =0, ¢t > 0} e {x = L, t > 0} e pelo segmento {0 <z < L, t=0}. O
problema da conducao do calor consiste em determinar uma funcao real u(x,t) definida em R que

satisfaca a equacao do calor
up = Kug,, em R, (144)
que satisfaca a condigao inicial
u(z,0) = f(z), 0<z<L, (145)

onde f : [0,L] — R é uma funcao dada e, finalmente, que satisfaca as condiges de fronteira que
vamos descrever abaixo. A constante K é chamada de difusividade térmica, depende apenas do

material de que é feita a barra, por exemplo, se o material for cobre, entdo, K = 1.14cm?/s.

8.1.1 Condicoes de Fronteira

Tipo I. Suponhamos que, por algum processo, as extremidades da barra sejam mantidas a

temperaturas conhecidas. Por exemplo, constante em cada extremidade,
w(0,t) =T1 e u(L,t) =Ty,

onde T3 e T5 sao temperaturas dadas. Um caso mais complexo seria aquele em que se conhece a

variagao de temperatura em um das extremidades (ou em ambas), isto é
U(O,t) = hO(t) e ’LL(L,t) = hl(t)v

onde h,(t) e hi(t), para t > 0, sdo as temperaturas em cada uma das extremidades.

Tipo II. Suponhamos que as extremidades estejam isoladas termicamente. Isto quer dizer que os

fluxos de calor através de £ = 0 e x = L sao nulos, ou seja,

Uz (0,t) = uy (L, t) = 0.
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Tipo III. Suponhamos que meio ambiente tenha uma temperatura u, e que haja transferéncia de

calor, entre a barra e o meio ambiente, regidas pela lei
kuz(0,t) = e (u(0,t) —uo), kuy(L,t)=—e(u(L,t) — uo),

onde e é uma constante, dita emissividade, caracteristica do material da barra do meio ambiente.

Tipo IV. Uma combinacao de duas quaisquer das condi¢oes acima, como, por exemplo,

u(0,t) =0 e wugy(L,t)=0.

8.1.2 Separacao de Variaveis

O método de sepagao de varidveis reduz o problema de resolver uma equacao diferencial parcial
linear ao de resolver equagdes diferenciais ordinarias. Se u for uma fungao de duas varidveis, a idéia

do método consiste em assumirmos que

u(z,t) = F(x)G(t). (146)
Substituindo (146) em (154), temos
F(z)G'(t) = KF"(2)G(t) (147)
1 G'(t) F'()

KG@t) Fz) (148)

Como o lado esquerdo de (147) depende apenas de t e o direito depende apenas de z, ambos

devem ser iguais a uma constante . Isto nos leva as equacgoes

1G'(t) F'(z)
e =0 e Fl) =o. (149)

Em particular, temos

F"(z) —oF(z) =0, para 0<x<L. (150)
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8.1.3 Barra com extremidades mantidas a 0° C

Vamos assumir que a condi¢ao de contorno seja do Tipo I, com u(0,t) = u(L,t) = 0. Entao

devemos ter
F(0)=F(L)=0, (151)

pois, como u(0,t) = F(0)G(t) = 0, para todo t > 0, segue-se que se F'(0) # 0, entao, G(t) = 0
e, portanto, u = 0, 0 que nao tao tem a chance de satisfazer a condicdo inicial u(x,0) = f(z), a
menos que f(z) = 0.

Ha& trés possibilidades para o.

i) Se o > 0, entdo a solucao geral é da forma
F(z) = c1eV7% + cpe V2.
Portanto, se tal F' satisfizer (151), o par (c1,c2) de constantes deverd satisfazer

c1+c = 0,
cle\/EL+C2e_*/EL = 0.

Mas a tnica solugao desse sistema é c¢; = co = 0. Isto implica F' = 0, o que nao interessa.

ii) Se 0 = 0, a solugao geral de (150) é
F(z) =cx+ ¢,
e, para satisfazer (151) deveremos ter
co=0 e ciL+c =0,

o que implica ¢; = co = 0 e, portanto, F' = 0.

iii) Se o < 0, fazemos o = —\? e a solucdo geral é
F(z) = c¢1 cos Az + ca sen Ax.
Para que tal funcao satisfaga (151), deveremos ter
ct =0 e cysensenAL =0,
como nao queremos co = 0, devemos ter

sen AL =0,
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o que implica AL = n7, onde n é um inteiro ndo-nulo (n = +1,+2,...)). Portanto,

n?n?

An = =7
chamados de autovalores do problema e as funcgoes

nnx
F,.(z) = sen <

sao chamadas de autofuncgoes associadas. Para cada n a solucao da segunda equacao diferencial de
(149) é proporcional a
71/27\'

2
Gp(t) = e o2 K1,

Logo, para cada n =1,2,..., temos uma funcao

que satisfaz a equacdo a equacao de calor e as condicoes de fronteira dadas.

Exercicio 8.1 (A equagdo de calor € linear) Mostre que se u1(z,t) e ux,t) sdo solugdes da equagdo
de calor, o mesmo acontecerd com u(x,t) = cyui(x,t) + coua(z,t). Portanto, qualquer combinagao

linear finita de solugdes da equacdo de calor também serd solu¢do da mesma.

Segue-se do exercicio acima que toda expressao da forma

N
Z Cnun(xa t),
n=1

onde ¢, sao constantes é solucao da equacao de calor. Claramente ela satisfaz as equagoes de

fronteira dadas. Conseqiientemente, se a condi¢ao inicial f(z) for da forma

N
flz) =3 ensen ——,
n=1

entao, nesse caso, a solucao do problema é

N n2n2Kt nmwT
u(z,t) = E cpe” LT sen —.
L
n=1
Se a distribuigao inicial de temperatura for

> nmx
f(x) - ;Cnsen Ta
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entao, o candidato a ser a solugao do problema é
0 2 2
_n“nKt nmwxr
u(zx,t) = E cpe LT sen <
n=1

Os coeficientes ¢, devem ser escolhidos de modo que f(z) = u(z,0) = Y, an sen (ZF£); ou seja,

els sdo os coeficientes da série de Fourier de senos da funcao f. Assim,

2 (F nwT
Cn = E/o f(a:)sean:E.

Exercicio 8.2 Resolva o sequinte problema

Uy = Ugy, em R,
u(0,t) = wu(m,t)=0, para t>0
u(z,0) = sendz, para 0<z <.

Exercicio 8.3 Resolva o sequinte problema

Uy = 4“:5:5 + 4“, em R,
u(0,t) = wu(m,t)=0, para t>0
u(xz,0) = 1, para 0<zx<m.

Sugestao. Escreva u(z,t) = ev(z,t) e mostre que v(x,t) satisfaz a equacdo de calor jd estudada.

Quanto vale limy_, oo u(x,t) ¢

8.1.4 Barra isolada termicamente também nas extremidades

Procedendo como no caso anterior, podemos estudar o problema

u = Kug,, em R,
uzy(0,t) = wuy(L,t) =0, para t>0
u(z,0) = f(z), para 0<zx < L.

Do método de separacao de varidveis, temos

G'(t) = oG(t), t=>0,
F'(x)—oF(z) = 0, 0<z<IL,



onde o é determinado pela condicao de fronteira

F'(0) = F'(L) = 0.

N 2 2 - -
Os autovalores sio 0, = —"75- e as autofungdes correspondentes sdo [F},(r) = cos “F*.
Para a segunda equagao temos G,(t) = e~ 2 . Note que para cada n, a funcao u,(x,t) =

2_2
_n“nKt . - . o~ .
e L7 cos “T* satisfaz a equagao de calor e as condigoes de fronteira dadas e o mesmo vale para

qualquer combingao finita destas fungoes. Vamos tomar a solucao da forma

onde os coeficientes ¢, deverao ser tomadas de modo que f(z) = u(x,0) = % + > 2, ¢, cos ML,

ou seja,

2 L
cn — Z/0 f(x)cosn—zajdx7 n:071727....

Exemplo 8.1 Resolva o sequinte problema

U = Ugz, em R,
ug(0,t) = wg(m,t) =0, para t>0
u(z,0) = cos? x + cos o, para 0<x <.

Solugao. Vimos que a solucao do problema acima é da forma
a > 2
u(z,t) = ?0 + Z ane " ! cosnu,
n=1
onde

o0
a
cos® & 4 cos br = u(z,0) = 24 Z ap, COS N,
2
n=1
por outro lado, como cos? z = (1 + cos 2z), temos que

11 s
§+§cos2x—|—cos5:n: %—I—Zancosnx,

n=1
logo, ag =1, as = %, as = 1 e os demais coeficientes sao nulos, portanto a solu¢do do problema é

e M cos 22 + e cos bar.

1 1
u(z,t) = §+§
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Alternativamente, tendo em vista que cos az cos bz = % (cos(a — b)x + cos(a + b)x), poderfamos

ter calculado os coeficientes acima usando as relagoes

2 s
ayp, = — / (0082 X + cos 5:17) cos nxdx
™ Jo

3

2 s
COS2 T cosnr + — COS DT COS 7’L$dl‘
™ Jo

3

9 ™
COS2 T CcosSnNr + — cos bx cos nxdx
0

™

2 ™
(14 cos2x) cosnx + — / cos bx cos nxdx
T Jo

s 1 iy 2 iy
cosnxdr + — / cos nx cos 2xdx + — / cos 5x cos nxdx
™ Jo ™ Jo

3

ST ST ST S

cos nxdx + 2i / (cos(n — 2)x + cos(n + 2)x) dx + 1 / (cos(n — 5) + cos(n + 5)x) dx
0 0

Il
—_——— 3= A= A= 3

s T
0, sen#0,2,5
1, sen=20
%, sen =2
1, se n =5,
0 que nos da o mesmo resultado. [ |

Exemplo 8.2 Considere o sequinte problema de conducao de calor num fio com as extremidades

isoladas.

U = Upy, O0<z <7, T>0,

ug(0,8) = 0, wy(mt)=0,t>0,

u(z,0) = sendz, 0 <z <m.

(a) Encontre a solugdo do problema acima.

(b) Qual é a temperatura de equilibrio do fio?
Solugao. A solugao do problema acima ¢é da forma u(z,t) = % 4+ 377, ane "t cos nzx, onde

™
an:—/ sen®zcosnzdr, n=0,1,2,....
T Jo
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Note que temos a seguinte identidade trigonométrica

i0 —if\ 3
e —e
sen3 = _
21

(e—i39 _ 362'9 + 36—2'9 _ e—i39)
—81

1 /30 _ o—i30 3 /eif _ o—if
= <27> 1 (T)

1
= ~2 sen39+% sen 0.

Portanto, lembrando que sen ax cosbx = % (sen (a + b)z + sen (a — b)z, temos

2

4 1 3
a, = — —- sendx + — senzx | cosnxdx
T 0 4 4

1 4 3 [T
= —— / sen 3x cos nxdx + — / sen x cos nxdx
27'(' 0 27T 0

1 (7 3 [T
= ——— [ (sen(n+3)x —sen(n—3)x)dr+ — / (sen (n+ 1)z — sen (n — 1)x) du.
47 0 47 0
Deixamos para o leitor o cdlculo das integrais acima. A temperatura de equilibrio é % = %. [ |
8.1.5 Barra com uma extremidade isolada e a outra mantida a 0° C
Temos o seguinte problema
up = Kug,, em R,
u(0,t) = wugy(L,t)=0, para t>0
u(xz,0) = f(z), para 0<z<L.
Pelo método de separacao de varidveis temos
F'(x)—oF(z) = 0, 0<z<IL,
F(0)=F'(L) = 0
_ _ (2n=1)n? _ : ~ _ (2n—1)mx
o que nos leva a 0, = — 75—, n =1,2,..., e as respectivas autofungdes F,(v) = sen 5.

Logo, a solucao do problema de valor inicial é

_ @n-1?x? Kt (2n — D7z
Z Cn € L2 sen 57—,
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onde os coeficientes ¢,, devem ser tais que (veja Exemplo 7.8)

ad 2n — 1)rzx
flx) = nZ::lcn sen %,
ou seja,
Cn = %/jf(m)sen%dw.
Exercicio 8.4
up = AUz, em R,
u(0,t) = wug(m,t)=0, para t>0
u(z,0) = 2%, para 0<z<m.
Exercicio 8.5 Mostre que a solu¢ao de
U = ozzum, em R,
uzy(0,t) = w(L,t)=0, para t>0
u(z,0) = f(z), para 0<z <L
é
s _(G@n=—Dma)?, o2n — 7wz
u(z,t) = nzz:lcne ( 2L ) cos <%> ,

onde

2 [t 2n — 1
cn:z/0 fx) cos( n2L)7T:17 dz.

Sugestao. Temos duas alternativas:

(1) Repetir o que foi feito para o caso em que u(0,t) = u,(L,t) = 0, neste caso, precisaremos
representar uma funcdo f definida no intervalo [0, L] em termos de uma série de cossenos da forma
>0 | Cn COS <W>, 0 que corresponde fazermos uma extensdo de f para uma fungdo g definida
no intervalo [0,2L] de modo que g(x) = —f(2L — x) para x no intervalo de (L,2L], ou seja, g €

anti-simétrica em relacdo a reta x = L, consideramos o prolongamento periodico para de g com

periodo 4L; ou ainda,
(11) Podemos escrever v(x,t) = u(L — x,t) e mostrar que v(x,t) € solugao do problema que jd
conhecemos:
v = a2vm, em R,
v(0,t) = wvy(L,t)=0, para t>0

v(xz,0) = f(L—=x), para 0<xz<L.
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8.1.6 Condicgoes de fronteira nao-homogéneas

Considere o seguinte problema
up = Kug,, em R,
u(0,t) = ho(t), u(L,t)=hi(t), para t>0,
u(xz,0) = f(z), para 0<z< L. (152)
A idéia é transformar este problema num de condicoes de fronteira homogéneas, através de uma

mudanca da varidvel dependente u. Assim, suponha que seja possivel achar uma fun¢ao v(z,t) tal

que
U(Ovt) = ho(t)7 U(L>t) =M (t)

e que u seja a solucao do problema de valor inicial (152), segue-se que a fungdo w = u — v satisfaz

ao seguinte problema

wy = Kwge +g(z,t) em R,
w(0,t) = w(L,t) =0, para t>0,
w(z,0) = f(z)—v(z,0), para 0<z <L, (153)

onde g(z,t) = Kvgy — vy Se for possivel determinar v tal que ela seja solu¢ao equacdo de calor em
R, entao, g = 0. Em muitos problemas, tomaremos v(z,t) = U(z), portanto, U(x) = ax + b, onde

a e b sao determinados pelas condigoes de contorno.

Exemplo 8.3 Se h,(t) =« e hi(t) = 3, onde a e 3 sao constantes.

Neste caso, basta tomar v(z,t) = a + M Uma tal v é solucao do calor. Portanto, w é
solucao do problema
wy = Kuwge em R,
w(0,t) = w(L,t)=0, para t>0,
—a)r
w(z,0) = f(z)—a-— %, para 0<az <L,
cuja solucao é
. f: w222k pm
w(z,t) = cpe L2 sen —
@0 =3 e =,
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(B—a)

~ . . ~ €T .
onde o0s ¢, sdo os coeficientes de Fourier de seno da funcao f(z) — a — ==, ou seja,

L
cn:%/o <f(x)—a—@> Sen? dx.

Logo, a solucao do problema de valor inicial (152) com hy(t) = a e hi(t) = é

_7L27\'2Kt nmwx

u(a:,t):a—i-(ﬁ_Ta)x—i-;cne L2 sen ——.

A temperatura

é chamada de temperatura de equilibrio. Note que quanto ¢ tende a infinito, u(z,t) tende a

n2nlKt
U(z). Por outro lado, u(x,t) — U(z) = > 07 cpe’ L2 sen ™% a qual tende a zero quando ¢

tende a infinito, é chamada de temperatura transiente.

Exemplo 8.4 Considere o sequinte problema de conducdo de calor num fio.

U = Uy, O0<zxz <7, t>0,
U(O,t) = 0, ’LL(7T,75) =10,¢t >0,
10
u(z,0) = 2senbr—0.1sen9z+ —z, 0 <z <.
T

(a) Encontre a solugdo do problema acima.

(b) Qual é a temperatura de equilibrio?

Solucao. Note que para encontrarmos a temperatura de equilibrio nao precisamos resolver o
problema. No caso considerado éla é determinada completamente a partir das condigoes de

fronteira, nao depende das condigoes iniciais: U(x) = lon. Portanto a solugao do problema é

102 = .2y
u(z,t) =—+ Y cpe sennz.
g n=1
Da condigao inicial, temos
10z 10z
2senbr —0.1sen9z + — =u(x,0) = — + » cpsenna.
™ T

n=1

Portanto,

o
2sendr —0.1sen9zr = Z cpSennx,

n=1
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e concluimos que c; = 2, cg = —0.1 e dos demais coeficientes sao nulos. Logo, a solugao desejada é

10
u(z,t) = T 1 9Bt sen 5z — 0.1e" 5 sen 9z
T

Alternativamente, poderiamos ter calculados os coeficientes ¢, a partir das relacoes

2 ™
n = —/ (2sen bz — 0.1 sen 9z)sennx dx
T Jo

™

= g 7rcosn— T — cos(n T :E—E FCOSH— T — cos(n €T)ax
= /0(( 5) (n+ 5)z)d W/O(( 9) (n +9)z)dz,

o que nos da o resultado acima. [ |

Exercicio 8.6 Encontre a solu¢ao do sequinte problema

TP a2um, em R,
u(0,t) = T, uy(L,t) =0, para t>0
u(z,0) = f(x), para 0<z<L.

Sugestao. Note que a temperatura de equilibrio é U(x) = T. Faga u(x,t) =T + v(x,t) e mostre

que v(x,t) € solugao do problema conhecido

vy = oz2vm, em R,
v(0,t) = 0, vy(L,t) =0, para t>0
v(z,0) = f(x)—T, para 0<z<L.
Exercicio 8.7 Encontre a solu¢io do sequinte problema (veja sugestao do exercicio anterior)

2

U = QUgg, em R,
ug(0,t) = 0, u(L,t) =T, para t>0
u(z,0) = f(x), para 0<az<L.

Observagao 8.1 A temperatura de equilibrio é uma funcdo de x apenas e satisfaz a equacao de
calor considerada; em particular, a temperatura de equilibrio da equacio u; = 0 ug,, satisfaz
U’(x) = 0, logo ela é da forma U(x) = ax + b, onde as constantes a e b sio determinadas
pelas condigoes de fronteira (e ou inicial quando as condigoes de fronteiras nao forem suficientes

para calcularmos a e b, por exemplo, quando as duas extremidades da barra estdo isoladas). Para a
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condicao de fronteira u(0,t) —u,(0,t) =0 eu(L,t) =T, devemos ter U(0)—U'(0) =0 eU(L) =T,

portanto, U(z) = 1+LL

(14+x). Jd para a equacdo de calor u; = &*uz,+bu, a temperatura de equilibrio
deve satisfazer U" + a—bgU =0, em particular, se a—I’Q =1, L =m e as extremidades foram mantidas
a temperatura zero, devemos ter U(0) = 0 = U(w), portanto, U(x) = ¢1 senz, onde ¢; € uma

constante a ser determinada pela condicao inicial: ¢y = %fow f(x)sen zdx.

8.2 A Equacao da Onda

Outra equagao diferencial parcial muito importante que aparece em matemadtica aplicada é a
equacao de onda. Ela aparece na descricao de fendmenos envolvendo a propagacao de ondas num
meio continuo, por exemplo, no estudo de ondas acusticas, ondas de dgua, ondas eletromagnéticas
e ondas sismicas. No apéndice 9 temos a deducao da equacao da onda em uma dimensao espacial.
Desprezando os efeitos de amortecimento, como a resiténcia do ar e se a amplitude do movimento
nao for muito grande, ela é dada por

2
Ut = C Ugy-

8.2.1 A Corda finita

O problema de vibragoes transversais de uma corda perfeitamente flexivel, de comprimento L,
ligeiramente esticada entre dois suportes no mesmo nivel horizontal, de modo que o eixo dos x esteja
ao longo da corda (veja Figura), consiste em determinar uma fungao real u(x,t) (deslocamento da
corda no ponto = no instante t) definida para (z,t) € [0, L] x [0,00) que satisfaga & equagao da

onda
Uy = gy, (z,t) € (0,L) x (0, 00), (154)
que satisfaca as condigoes iniciais

u(z,0) = f(x), 0<x<IL, (155)
ug(z,0) = g(x), 0<z <L, (156)

onde f,g:[0,L] — R sao fungoes dadas e, finalmente, que satisfaga as condigoes de fronteira que
vamos descrever abaixo. Especificar as condigoes iniciais consiste em dizermos inicialmente qual a

forma da corda, representada por u(z,0), e 0 modo que a corda é abandonada nesta posicao, o que
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é traduzido pela velocidade inicial uy(x,0). A constante ¢ é a velocidade de propagacao da onda

no meio.

8.2.2 Condigoes de fronteira

I - Corda finita com extremidades fixas. Suponhamos que a corda tenha comprimento L,
e que, quando em sua posicao de repouso, ela ocupe a porgao do plano (x,u) entre 0 e L. Assim,

a hipdtese de extremidades fixas implica que
u(0,t) =u(L,t) =0, para t>0.

II - Corda finita com extremidades livres. Neste caso a corda de comprimento L, tem
suas extremidades forcadas a nao se afastarem de trilhos colocados perpendicularmente a corda,

no plano (z,u) de vibragao. Isso implica
uz(0,t) = ug(L,t) =0, para t>0.

111 - Outras condigoes de fronteira. Podemos ter o caso em que as extremidades se movem,

transversalmente, de acordo com leis conhecidas. Por exemplo,

u(0,t) = a(t), wu(L,t)=>b(t), para t>0.

8.2.3 A corda vibrante com extremidades fixas

Considereremos o seguinte problema

uy = Fugy, em R,
uw(0,t) = w(L,t)=0, para t>0,
’LL(QZ‘,O) = f(ZL'), ut(gj»O) = g(ZL'), para 0 <z < L.

Vamos fazer separacdo de varidveis. Assumindo que a solucdo do problema é da forma
u(z,t) = F(z)G(t), ao substituirmos esta expressao na equagao diferencial temos

F//(x) _ G//(t)
F(z)  AG(t)
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o que nos leva as seguintes equagoes diferenciais ordindrias

F'—6F = 0, (157)
Q" = ocG. (158)
As condigoes de fronteira implicam F'(0) = F(L) = 0, caso contrério, G(t) = 0, o que nao nos
interessa. Assim, somos levados ao seguinte problema
F'—oF = 0,
F(0) = F(L)=0,

s . . . ~ 2.2 .
que ja foi resolvido quando consideramos a equagao do calor: o, = —*3-, paran = 1,2,..., cujas

autofungoes sdo F,(r) = sen “7*. Para cada o, a solucdo geral de (157) é

nmct nmct
+ b, sen 7

Gn(t) = ay, cos

onde a, e b, s@o constantes arbitrarias. Logo, as fungoes

( t) nmwx nmct b nmwe nmct
Up (T = a, sen — cos —— sen — sen

satisfazem a equacao de onda e as condigoes de fronteira. O passo seguinte é determinar os

coeficientes a, e b,, de modo que

- t t
u(z,t) = Z <an senn—zz cos m;/c + b, sen n_z:t sen m;/c > , (159)

n=1

satisfaca as condigoes iniciais. Isto implica que
[e.e]
nwx
f(z) = E an sen ——,
L
n=1
e é necessario que

9 (L
an:z/o f(x)sen%da:.

Para a determinacao dos b, derivamos (formalmente) termo a termo a série que define u(z,t),

em relacao a t. Usando a segunda condigao inicial temos,

[e.e]
nme nwT
g(x) = Z I b sen I

logo, devemos ter

L
/ g(x) sen nre dz,
0 L



de onde obtemos,
L
by, = % ; g(x) sen n_z:t dx.

Embora nao tenhamos feito nenhuma hipétese em f e g, sob a hipétese que f, f/, f”, g, g’ serem
continuas e f"” e ¢g” serem seccionalmente continuas em [0, L] e, além disso, f(0) = f(L) = f”(0) =
(L) = g(0) = g(L) = 0; entdo, os coeficientes a, e b, decairdo pelo menos com % e nao
teremos problemas de convergéncia, todo o procedimento acima é rigoroso, nos levando a solucao
do problema proposto.

Tendo em vistas as identidades trigonométricas
1
sen acosb = E[sen (a + b) + sen (a — b)],
1
senasenb = §[cos (a —b) — cos (a + b)],

a expressao (159) pode ser re-escrita como

1 & nr(z + ct) nr(z — ct)
u(z,t) = = Z <an sen ————= + a, sen ——————
2~ L L
1 & < nr(z — ct) nr(z + ct)
+ —Z b, cos ———= —b,, cos ————
2 = L L
1 & < nm(x + ct) nm(x + ct)>
= —Z ap Sen —————= — by cOs —————
2 o L L
1 & < nm(x — ct) nm(x — ct)>
+ —Z an sen ——= + b, cos ———
2 = L L
= F(z+ct)+ Gz —ct),
onde
1 & n nTw
Fw) = 3 Z (an sen —— — by, cos )
n=1
e
Gw) = = i (a sen 22 4 by, cos mrw)
= = n n .
2 = L L

Portanto, podemos escrever
u(z,t) = F(z +ct) + G(x — ct),

ou seja, a solucado do problema pode ser vista como a superposicao de duas ondas F(x — ct) e

G(x + ct), que se propagam para a direita e esquerda, respectivamente, com velocidade c.
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Exercicio 8.8 Mostre que a equagio de onda € linear, ou seja, se ui(x,t) e ug(x,t) forem duas
solucao de uy = c2um, entao, para quaisquer constantes c¢i e co, u(x,t) = ciui(x,t) + coug(z,t)

também serd solucao da equacdo de calor.
Exercicio 8.9 Mostre que se uj(z,t) for solugdo de

Uy = Cuge em (0,L) x (0,00),
u(0,t) = wu(L,t)=0, para t>0,

u(z,0) = f(x), wu(z,00)=0, para 0<z<L,

e ua(x,t) for solugdao de

uy = uge em  (0,L) x (0,00),
u(0,t) = w(L,t)=0, para t>0,
u(z,0) = 0, wuz,0)=g(x), para 0<x<L,

entdo, u(x,t) = ui(x,t) + ug(z,t) € solucio de

uy = Cuge em  (0,L) x (0,00),
u(0,t) = wu(L,t)=0, para t>0,

u(z,0) = f(x), w(z,0)=g(z), para 0<z<L.

Exercicio 8.10 Resolva o seguinte problema:

Ut = Ugy, O0<ax<m, t>0
u(0,t) = 0=wu(mt), t>0
u(z,0) = senz, w(x,0)=0, 0<z<m.

Esboce os grdficos de u(z,t) nos instantes t =0, t =w/2 et = .

Resolugao. Como g(z) = 0, segue-se que b, = 0 para todo n. Por outro lado,

2 ™
an, = —/ senz sen(nx) dx
T Jo

1 K
= = /0 (cos(n — 1)x — cos(n + 1)z)dx

s
1, sen=1

0, n#l 7
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logo,

1 1
u(z,t) = senx cost = 3 sen(x —t) + 3 sen(x +t),

que a superposicao de duas ondas que se propagam com velocidade ¢ = 1, se propagando em
diregoes opostas (veja Figuras 54 e 55, mostrando a solugao, dada em azul, como a superposigao de
duas ondas, gréficos nas cores vermelho e verde, nos instantes t = /4 e t = /2. Note que quando
t = m/2, as duas componentes estdo completamente fora de fase e temos interferéncia destrutiva,

u(z,m/2) = 0. Note que embora em cada instante, cada uma das duas ondas componentes tenham

amplitude variando nos pontos © = 0 e x = m, nestes a interferéncia é sempre destrutiva e
u(0,t) = 0 = u(m,t), para todo t e temos dois “nds” nestes pontos.). |
0.6 0.4
0.4 0.2
0.2
0.5 1 % 2 2.5 3
0.5 1 1.5 2 5 3 -0.2
-0.2 \ -0.4
Figura 54: O grafico de u(z,7/4) em azul. Figura 55: O gréfico de u(x,7/2) em azul.

Exercicio 8.11 Resolva o seguinte problema:

Uy = Uge, O0<zx <7, t>0
u(0,t) = 0=wu(mt), t>0

u(z,0) = 0 w(x,0)=cosz, 0<ax<m.

Mostre que se t = kmw/2, onde k € Z, entao a corda estard esticada horizontalmente, ou seja,

u(z, km/2) =0 para todo x.
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Resolugao. Como f(z) = 0, segue-se que a,, = 0, para todo n. Por outro lado,

2 K
by = — cos z sen(nz)dx
nm Jo
™

_ L (sen(n + 1)x + sen(n — 1)x) dx

nm J,
1 0, sen=1
i T
_ 0, sen=1
R =
Logo,
u(zx,t) = %g % sen(nzx) sen(nt) = %ni::l 471271_1 sen(2nx) sen(2nt).

Em particular, u(z, kr/2) =0, k € Z, para todo x. Além disso, a solugdo pode ser re-escrita como

o0 o0

2 1 2 1
u(z,t) = - Z e cos[2n(z —t)] — - Z FPCRE] cos2n(z +t)] = F(z —t) — F(z + t),
n=1 n=1
onde F(w) = 23> —1—cos(2nw). ]
Exercicio 8.12 Resolva o seguinte problema:
Uy = Ugy, O0<z <7, t>0
u(0,t) = 0=wu(mt), t>0
u(z,0) = senz, wu(x,0)=cosz, 0<z<m.

Resolugao. Temos duas alternativas: (i) usar o Exercicio 8.9 que diz que a solugdo do problema
acima é a soma das solugdes dos Exercicios 8.10 e 8.11 ou (ii) calcular diretamente os coeficientes

ap’s e os by’s. [ ]

Exercicio 8.13 Resolva o sequinte problema:

Uy = Uz, 0<x<30,t>0
u(0,t) = 0=u(30,t), t>0
Z 0<x<10
w@0) = ¢ 00
50> 10<z<30
u(z,0) = 0, 0<z<30.
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Resolugao. Vimos que a solugao deste problema é da forma

u(z,t) = i (an sen <%) CoS (7117:) 4 b, sen (n;(')x> sen (%)) ‘

n=1

Como uy(z,0) = 0, segue-se que b, = 0, para todo n. Por outro lado,
1 10 o nmT 3030 — x nmT
anp, = — —sen (—) dx + sen (—) dx
15 \Jp 10 30 0 20 30

9 nmw
= e ()

"— t
a: t 772 Z sen 3 —-sen (%) CcoS (%) .

Note que a solugao acima pode ser re-escrita como

9 —sen () n(z — 2t) 9 = sen () n(x + 2t)
el = 5o n; n? 36"( 30 ) Z n2 T30

n=1

Portanto,

= F(x—2t)+ F(z + 2t),

onde
mn

sen —” nTw
3
2772 Z 86”( 30 ) '

Exercicio 8.14 ( Corda com uma extremidade fiza e a outra livre.) Suponha que uma corda eldstica
de comprimento L tenha a sua extremidade x = 0 fiza (u(0,t)) = 0, Vt) e a extremidade x = L livre
(uz(L,t) =0, Vt) e que ela seja colocada em movimento sem velocidade inicial a partir da posi¢do

inicial u(x,0) = f(z). Mostre que o deslocamento da corda, u(x,t), é dado

Z o sen ( (2n —Ll)m:> . ((271 - L1)m> |

/f sen< 2L1)7m>dw.

Exercicio 8.15 ( Corda com as extremidades fizas em alturas diferentes de zero.) Resolva o

onde

sequinte problema

Uy = 62um, O<ax<L,t>0
u(0,t) = «, u(L,t)=p, t>0
U(JE,O) = f(:E)’ ut(gj»O) :g(gj)’ O0<z<L.
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Sugestao. Encontre a posi¢ao de equilibrio da corda, ou seja, uma fun¢ao U = U(x) que satisfaz

a equacdo de onda e as condigoes de contorno acima, ou seja, U(x) = o + 5%0‘ x. FEscreva

u(z,t) = Ux) + v(x,t), como u e U satisfazem a equagao de onda, seque da linearidade desta

equacgdo que v(xz,t) também € solugdo da mesma; ou seja v € solugdo de um problema conhecido:
Vg = c2vm, O<ax<L,t>0

v(0,t) = 0, vo(L,t)=0, t>0
v(z,0) = f(x)=U(z), v(x,0)=g9(x), 0<z<L.

Exercicio 8.16 (Corda com ambas as extremidas livres.) Resolva o sequinte problema

Uy = c2um, O<ax<L,t>0
ug(0,t) = 0, wux(L,t)=0, t>0
u(z,0) = f(x), w(z,0)=g(x), 0<z<L.

Sugestao. Se assumirmos que u(z,t) = X(x)T(t), das condi¢oes de contorno uz(0,t) = 0 =
uz(L,t), para todo t, devemos ter X'(0) = 0= X'(L) e do método de separa¢io de varidveis temos
X" = XX, X'(0) =0 = X'(L), veja solugao da equagdo de calor para um fio com extremidades

isoladas. Temos A\, = — (%)2 e

X, (z) = cos <$>, n=20,1,2,...

A equacao em T fica
2
T// — <E) T
L )

a qual ja foi resolvida, exceto, que agora, n pode ser zero e para este valor de n temos
To(t) = ap + bot,
onde a, e b, sao constantes arbitrdrias. Para n > 1, vimos que

nmct nmct
T,(t) :ancos< 7 > + b,sen ( 7 > .

Portanto, a solugdo da corda com as duas extremidades livres € da forma

> nmct nmct nmwx
u(x,t) = ao—l—bot+z (ancos ( T > + b,sen ( 7 >> coS (T) .

n=1
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Observagao 8.2 Note que no problema da corda com as extremidades livres, se

L
bo = E/O g(‘r)d‘r 7& 0,

entdao a corda se moverd vertical e indefinidamente para baixo ou para cima, dependendo do sinal

de b,.

Exercicio 8.17 Uma corda em movimento num meio eldstico satisfaz a equacao

czum — a2u = Ut

onde o? € proporcional ao coeficiente de elasticidade do meio. Supondo que a corda estd fixa nas
suas extremidades e seja colocada em movimento sem velocidade inicial a partir da posicao inicial
u(z,0) = f(z), 0 <z < L, encontre o deslocamento u(x,t).

Sugestao. Assuma que u(x,t) = X(x)T(t), portanto, das condi¢oes de contorno, devemos ter

X(0)=0=X(L) e do método de separagio de varidveis, temos

T// X// O42
T X @t
logo,
X// _ ()[_2 — _ _
=(p+z) X=X X(©0)=0=X(1) (160)
€

T" = c2,uT.

O problema de contorno (160) jd apareceu mo problema de condugdo de calor num fio com

extremidades mantidas a temperatura 0; ou seja, A, = — (%)2 e
nwx
Xp(x) = sen <T> , n=1,2,...

Por outro lado, p, = — (("—L7r)2 + ‘3—22), portanto,

T”:—((%)Z&) T
Tn(t):ancos< <%)2+a2 t) —I—bnsen< <$>2—|—0z2 t>.

ou seja,
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8.2.4 A Corda infinita e a Férmula de D’Alembert

Vamos agora estudar o problema de vibracao de uma corda de comprimento infinito, a qual é
uma idealizacdo de uma corda muito longa. Neste caso, nao hé condices de fronteira a satisfazer,
e, assim, o problema consiste em buscar uma fungao u(x,t) definida no semi-plano fechado, z € R

et >0, tal que

Uy = c2um, reR, t>0,
u(@,0) = f(z), w(z,0)=g(@), zekR,
onde f e g sao condigOes iniciais.

Note que se F(z) e G(x) sao duas fungoes com derivadas até segunda ordem continuas, entao, a
funcao u(z,t) = F(x + ct) + G(x — ct) satisfaz a equacao da onda. A pergunta natural é a seguinte
sera que podemos escolher estas funcoes de modo a satisfazer as condigoes iniciais, ou seja,

fl@) = u(z,0)=F(z) + G(z) (161)
g(x) = wu(x,0)=cF'(z) —cG' (x)? (162)
Tomando a derivada de (161) em relacdo a x e multiplicando a equagao resultante por ¢, temos
cF'(x) + ¢G'(x) = cf'(x). Esta equagdo juntamente com (162) nos conduz ao seguinte sistema
cF'(z) +cG'(z) = cf'(z)
cF'(x) — cG'(z) = g(x).

Somando as duas equagoes do sistema acima e dividindo o resultado por 2¢, temos, temos

Fla)=1 ,;x) %’). (163)

De maneira andloga, se subtrairmos a segunda equacao da primeira no sistema acima e

multiplicarmos o resultado por 2¢, encontramos

G'(z) = @ — %. (164)

Integrando as equagoes (163) e (164) de 0 a x, temos, respectivamente,

F(m):F(O)—@—F@—F%/Omg(S)dS
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Glz) = G(0) — @ + @ - /Oxg(s)ds
Portanto,
u(z,t) = Flx+ct)+Gla—ct)
= FO)+6(0) - f0) + LEEOEIE=D O " glsyds - %/ 7 g()ds
= FO)+60) - f0) + LEFOTTEZ) L / _+tt o(s)ds
- fara)tfwod) - / _it g(s)ds (pois, F(0) + G(0) = u(0,0) = £(0)).

Portanto, temos

u(x,t) = g(s)ds,

flx+ct)+ flx—ct) 1 [otet
2 +2_c/m

—ct

Conhecida como férmula acima é conhecida como a formula de D’Alembert.

No caso particular em que g(x) = 0, temos

u(e,t) = 31+ et) + [ (@ — et),

ou seja, a solugao é a superposi¢do de duas ondas. A funcdo f(z + ct) é chamada uma onda

regressiva (se move para a esquerda) e f(z — ct) é chamada uma onda progressiva (se move para a

direita).
No caso particular que f(x) = 0, temos
u(z,t) = 1 h(x + ct) — 1 h(z — ct),
2c 2c
onde h(w fo s)ds. Note que temos a superposicao de uma onda regressiva e uma progressiva.

Exercicio 8.18 Suponha que f(z) =0 e que o grdfico de g(x) € aquele mostrado na Figura 56.
(a) Encontre u(z,t).
(b) Esboce o grdfico de u(z,0) e u(z,1).

Resolugao. Da férmula de D’Alembert, temos u(x,t) = W onde h(w) = ["g

Claramente, u(x,0) = 0. Note que se w < 0, entdo, h(w) = —f g(s)ds = 0, pois, g(s) =0
para s < 0. Por outro lado, se w > 1, entao, h(w fo s)ds = fo ds = 1. Finalmente,
se 0 < w < 1, entado, h(w fo s)ds = fo ds = w. Logo o grafico de h( ) é aquele que esta

mostrado na Figura 57. O graﬁco de u(:z:, 1) é mostrado na Figura 58, cada unidade no eixo vertical

vale c.
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Figura 56: Grafico de g.

1
0.8
0.6
0.4
0.2
6 4 2 2 4 6 6 4 2 4 6
Figura 57: Gréfico de h(x). Figura 58: u(z,1) = w, (c=1).

Exercicio 8.19 Considere wma corda infinita inicialmente esticada horizontalmente, com
velocidade inicial ui(z,0) dada pela fungdo cujo grdfico aparece na Figura 61. Supondo que ¢ =1,

mostre que u(x,t) = h(x +t) — h(x — t), onde o grdfico de h é dado na Figura 59.

Figura 59: Grafico de h.

Solugao. Da férmula de D’Alembert, u(x,t) = W onde h(w) = [, g(s)ds. Note que
se w < —1, entdo, h(w :—f g(s ds——flg ds——f (14 s)ds = —3. Se w > 1, entdo,

fo ds—fo (1—s)ds =13. Se0 < w < 1, entdo, h(w) = [, (1 — s)ds = w — w?/2.
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Finalmente, se —1 < w < 0, entdo, h(w) = — f£(1 + 8)ds = w + w?/2. Portanto,

—0.5, w< 1
w+w?/2, —1<w<0
h(w) = / .
w—w?/2, 0<w<1
0.5, w > 1
Veja o grafico de h na Figura 60.
0.4
0.2
3 2 1 1 2 3

Figura 60: Grafico de h.

Exemplo 8.5 Suponha que ¢ = 1 na equacdo da onda e que a forma inicial da corda seja dada na

Figura 61. Esboce os graficos de u(x,t) para t = 0.25, 0.5, 0.75, 1 e 1.5.

Resolugao. Os esbogos seguem imediatamente da féormula de D’Alembert e sdo mostrados nas
Figuras 61-66. Note que no instante ¢ = 1 uma onda acaba de passar pela outra e a partir deste

instante elas se movem independentemente.

Figura 61: u(z,0) = f(x). Figura 62: u(z,0.25) = f(m+0.25)—§f(m—0.25)‘
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-3 2 1 2 3 3 1 2 3
Figura 63: u(z,0.5) = f(m+0'5);f(x_0'5). Figura 64: u(z,0.75) = f(m+0'75)gf(m_0'75).
0.5 0.5
0.4 0.4
0.3 0.3
2 0.2
0 0.1
3 2 1 1 2 3 -3 2 1 1 2 3
Figura 65: u(z,1) = w Figura 66: u(z,1.5) = f(m+1'5)'5f(x_1‘5).

8.3 Exercicios

1. Em cada problema a seguir, determinar se o método de separacao de varidveis pode ser
usado para substituir a equacao diferencial parcial dada por um par de equagoes diferenciais

ordinarias. Se for possivel, achar as equagoes.

(a) Tugy +ug =0 (d) tugy +xu =0
(b) Ugy + Uugr +ur =0 (e) [p(x)ug)e —r(z)uy =0
(€) Uze + (x +Y)Uyy =0 (f) Uge + uyy +2u=0

2. Considere o problema de condug¢ao de calor numa barra metélica de comprimento unitéario,
descrito pela equagao:

100 upe =ur , O<ax<l , t>0

Considere também as condic¢oes de contorno:

u(0,t) =0 an u(0,t) =50 () uz(0,8) =0
u(l,t) =0 u(1,t) =80 uy(1,t) =0

Considere por fim as distribuigoes iniciais de temperatura na barra dadas por:
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Determine a solucao u(z,t) do problema com:
(a)
(b
()
(

Condigoes de contorno: I; condicao inicial: A
) Condicoes de contorno: I; condigao inicial: B

Condigoes de contorno: I; condigao inicial: C
d) Condigoes de contorno: II; condic¢ao inicial: A
(e) Condigoes de contorno: II; condigao inicial: B

(f
(g

) Condigoes de contorno: II; condigao inicial: C
) Condigoes de contorno: III; condicao inicial: A
(h) Condigoes de contorno: III; condigao inicial: B

(i) Condigoes de contorno: III; condigao inicial: C

3. Considere uma barra de comprimento igual a 2. A seguinte equagao diferencial representa a
propagacao de calor nessa barra:

QUgpr = U

Essa barra possui, inicialmente, a temperatura em todos os seus pontos igual a 10, sendo que
as extremidades da barra possuem temperaturas fixadas em 20, para x = 0, e em -20, para
x = 2. A barra é mantida assim até entrar em equilibrio térmico. Quando a barra atinge
equilibrio térmico nessas condigdes (considere que esse instante é convencionado como ¢t = 0)
suas extremidades sao subitamente levadas novamente a temperatura de 10, sendo mantidas

fixas nesse valor para todo tempo a partir desse instante.

(a) Determine a funcao que descreve a distribui¢ao de temperaturas na barra, em funcao de
z, no instante t = 0.
(b) Calcule a fungao que descreve a distribuigao de temperaturas na barra, em fungao de x,

quando t = 5.

4. Considere uma barra de comprimento igual a 2. A seguinte equacao diferencial representa a
propagacao de calor nessa barra:

2Upr = U
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Supoe-se que a barra esteja inicialmente com temperatura igual a 0 em toda sua extensao, e
que no instante t = 0 as extremidades da barra sejam subitamente levadas a temperatura de

10, sendo mantidas nessa temperatura desse momento em diante.

(a) Determine as equagoes diferenciais ordindrias que surgem quando se emprega o método

de separacao de varidveis para tratar esse problema.

(b) Calcule a fungao que descreve a distribuicao de temperaturas na barra em funcao de z

quando t = 5.

5. Considere uma barra de comprimento igual a 2. A seguinte equacao diferencial representa a
propagacao de calor nessa barra:

Aupy = Up

(a) Essa barra encontra-se com as extremidades (pontos x = 0 e x = 2) termicamente

isoladas, e possui, inicialmente, a temperatura em seus pontos dada por:
k.2
u(z,0) = bz

A barra é deixada assim por vérias horas, até entrar em equilibrio térmico. Determine
a equacao que descreve a distribuicao de temperaturas na barra quando o equilibrio é

atingido.

(b) Apés entrar em equilibrio térmico, a barra subitamente tem os isolamentos térmicos das
extremidades retirados, sendo as temperaturas nas extremidades fixadas em u(0,¢) = 20
e u(2,t) = —20 a partir desse instante (adote a convengao de que t = 0 no exato instante
em que o isolamento térmico é retirado, e as temperaturas das extremidades sao fixadas
nesses valores). Determine a funcao que descreve a distribuigdo de temperaturas na
barra, em funcao de x e t, apds a barra ter as temperaturas de suas extremidades

fixadas.

6. Considere uma barra de comprimento igual a 2. A seguinte equacao diferencial representa a
propagacao de calor nessa barra:

Ay = Up

Essa barra possui, inicialmente, a temperatura em todos os seus pontos igual a 10, sendo
que as extremidades da barra possuem temperaturas fixadas em 20, para x = 0, e em -20,

para x = 2. A barra é mantida assim por varias horas, até entrar em equilibrio térmico.
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Quando a barra atinge equilibrio térmico nessas condigoes, suas extremidades sdo isoladas
termicamente, sendo mantidas isoladas a partir desse instante. (Dica: adote a convencao de

que t = 0 no exato instante em que a barra recebe isolamento térmico em suas extremidades).

(a) Determine a distribuicdo de temperaturas na barra em funcao de z, no instante
imediatamente anterior & colocacao do isolante térmico nas extremidades da barra.

(b) Calcule a funcao que descreve a distribui¢ao de temperaturas na barra, em fungao de z

e t, apds a barra ter suas extremidades termicamente isoladas.

. Considere o problema de vibracao de uma corda eldstica fixa nas duas extremidades, com

comprimento L = 2, que obedece a equacao:
9uxx = Ut

Considere as seguintes fungoes que descrevem a posigao inicial da corda, em situagoes

distintas:
(1) w(z,0)=0

(I1) w(zx,0) = Sen%

2¢ , 0<Zzx<1
(ITI) w(zx,0) =
20r—2)2 , 1<2<2
Considere também as seguintes funcoes que descrevem a velocidade inicial da corda em cada

ponto, também em situagoes distintas:

(A) w(x,0)=0

(B) ui(x,0) = —sen%T:E

(C) ug(z,0) = (x —1)2 -1

Determine a solucao u(z,t) do problema para:
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Condigoes iniciais I e A.
(f) Condigoes iniciais IT e C.

(a
(b
(c
(d) Condigoes iniciais IT e A.

)

) Condigoes iniciais I e B.

) Condigdes iniciais I ¢ C (g) Condigoes iniciais IIT e A.
ondigoes iniciais I e C.

) (h) Condigdes iniciais III e B.

(¢) Condigdes iniciais II ¢ B (i) Condigoes iniciais IIT e C.
e) Condigoes iniciais IT e B.

8. Considere uma corda de comprimento igual a 5, fixa nas duas extremidades. A seguinte

equacao diferencial descreve o movimento oscilatério que ocorre na corda:
Ay = U

A corda encontra-se inicialmente com deslocamento nulo em toda sua extensao, e a velocidade

inicial de cada ponto da corda é dada pela expressao:
u(z,0) = —sen (3mx)
(a) Determine a fungdo que descreve a posigao da corda, em cada ponto, em funcdo do
tempo.

(b) Determine a funcao que descreve a velocidade da corda, em cada ponto, em funcao do

tempo.
(¢) Determine a expressao da posigao da corda, em cada ponto, no instante ¢t = 10.
(d) Determine a expressao da velocidade do ponto z = 2, em funcao do tempo.

(e) Supondo que o movimento da corda produza um sinal de som, que freqiiéncias estarao

presentes nesse sinal de som?

8.4 Trabalhos

Questao 1. Considere a equacao da propagacao do calor em uma barra:
Py (x, 1) = uy(z, 1)

A barra, de comprimento L e extremidades z = 0 e x = 0, é sujeita a dois experimentos distintos
(situagoes a e b), com diferentes temperaturas nas extremidades e diferentes distribuigoes iniciais
de temperatura, resultando em duas solucoes distintas para a equacao do calor. O relacionamento

das condicoes iniciais e de contorno com as solucoes da equacao é mostrado na tabela abaixo.
w(0,t) | u(L,t) | u(x,0) | u(x,t)
(@) | boa Ora | ¢a(z) | ualz,t)
(b) | fo» Oy | du(z) | up(w,t)
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As temperaturas das extremidades da barra sdo agora fixadas nos valores:

U(O, t) = ﬁ90a + ’7901,

u(L,t) = B0rq +v01s

sendo dada a distribuicao inicial de temperaturas na barra:

u(:Ev 0) = ﬁ¢a($) + 7¢b(x)

Determine a fungao u(x, t) para essas condicoes iniciais e de contorno. (Observagao: o fato mostrado

neste exercicio é chamado de linearidade da equacao do calor).

Questao 2. Deduza a expressao da solucao da equacao do calor em uma barra quando uma das

extremidades tem temperatura fixa e a outra encontra-se termicamente isolada.

Questao 3. Modifique a solucao da equacao de Laplace, de tal forma que a mesma seja capaz de
representar a distribuicao em regime estaciondrio de temperaturas numa placa retangular quando a

temperatura nas fronteiras da placa é dada por quatro fungoes arbitrérias: hq(x), hao(x), hs(y), ha(y).

Questao 4. Considere uma barra de 2m de comprimento, na qual a propagacao do calor obedece
a equacao:

gy = Up

Essa barra faz parte de um sistema de troca de calor entre um recipiente no qual ocorre uma reagao
de combustao, e que fica & temperatura de 6, e o meio ambiente, que se encontra a temperatura
de 20°. Isso significa que, em uma das extremidades, a barra tem sua temperatura fixada em 6, e
na outra em 20°. Um sensor de temperatura, de massa desprezivel, estd afixado bem no meio da

barra, e nesse ponto ele mede a temperatura h(t) = u(1,t).

(a) Encontre a equagao diferencial ordinaria que relaciona a temperatura 6 com a temperatura

h(t).

(b) Suponha que o recipiente, ap6s passar varias horas a temperatura § = 80°, subitamente tem

sua temperatura elevada para § = 120°. Determinar a expressao de h(t) nesse caso.
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8.5 A Equacao de Laplace

A equagao de Laplace no plano é dada por

Pu 0P
S+ =0,

Au = 922 7

enquanto que a equagao de Laplace no espacgo é dada por

Pu  Pu | Pu

Au=— +—= + =
0x?  0y? 022

O operador A é conhecido como Laplaciano.

A equacdo de Laplace aparece no estudo de campos eletrostdticos, descrevendo a funcao

potencial num meio dielétrico sem cargas elétricas.

Exercicio 8.20 (Linearidade da Equa¢ao de Laplace.) Mostre que seuy e ug satisfizerem a equagao
de Laplace, entdo, crui + cous, também satisfard, para quaisquer escolhas das constantes c1 e co.
Portanto, se uq,...,u, forem solucées da equacao de Laplace, entdo, cruy + ...+ cpu, também

serd, para quaisquer valores das constantes ci,...,cy,.

No que se segue () serd uma regiao aberta e conexa do plano (ou do espaco). Denotaremos por
09 a fronteira de Q e Q = QU 0. Em muitas aplicacoes, 2 serd, por exemplo, um disco, um
retangulo, um semi-plano, um cubo ou uma esfera.

Uma fungao continua u : 2 — R serd harmonica se ela satisfizer a equagao de Laplace em ().

Exemplo 8.6 Alguns exemplos de fungoes harmonicas.
(@) u(z,y) = ax + by + ¢, onde a, b e ¢ sao constantes arbitrdrias.
(b) u(z,y) = 2> —y*.
(¢) Se f for uma funcgdo analitica complexa, entdo suas partes real e imagindrias serdo fungoes

harmoénicas.

Exercicio 8.21 Determine relagées entre as constantes a, b e ¢ de modo que u(z,y) = ax®+bxy+

cy? seja harmoénica.

Exercicio 8.22 O Laplaciano em coordenadas polares. Usando as férmulas de mudanca de

Variavets
r=rcosl, y=rsenb,
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mostre que
1 1
Av = Upyp + — 'Ur“‘_z Voo,
T T

onde v(r,0) = u(rcosf,r send).

__senf
r

Resolucao. Note que r%(z,y) = 22 + 3% e tan(f(x,y)) = 4, logo, ry = £ = cosb, 0, =

ry =senfel, = cosb portanto, se f = f(r,6), onde r = r(x,y) e § = 0(z,y), pela regra da cadeia,

r

temos

sen

fo = [frra+ fobz = cost f, — r Jo
6
fy = fory+Joby = send fr+ == fy

Aplicando a regra da cadeia novamente a f, = f.(r,0), f, = fy(r,0), onde r = r(z,y) e

0 =06(x,y), temos

fox = (fo)rre + (fz)eby = cosO <cos€ fr— sen 6 f@) — sen 6 <cos€ fr— sen f9>
T r 9

r r
sen cost
foo — Tfe)

— cos <0089 fr + Seg@ fo - 2 f(;r> - send

senf cos 6 senf cos b sen20 sen20
= COS29frr_ZTf€r+2 2 Jo+ 2 Joo +

<—sen9 fr+cost frg—

r

fr

r

r r

0 0 0
fyy = (fy)ery + (fy)oby = send <$en9 Ir+ = f@) + CO: <sen9 Ir+ = f@)
r 0

= sent (sent frr = 50 fot g )+ S50 (08 0y send ot S50 fog— 2 )
sen@cosb senfcosb cos2 @ cos? 6

= S€n29frr—2 5 fo+2 for + fr+ 5 foo-
r r T T

Somando-se as expressoes para fz; € fyy acima e supondo que f tenha derivadas até segunda

ordem continuas na varidveis r e 6, temos

1 1
fmm + fyy = frr + _fr + _2f067
T T

o que conclui a resolucao do exercicio. [ |

Exemplo 8.7 Podemos fazer a sequinte perqunta: quais sao as fungées harmonicas v(r,0) que s

dependem da distincia v a origem? Se v(r,0) = f(r), entdo v serd harmonica se e somente se
" 1 /
f (T) + ; f (T) = 07
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que € uma equacdo diferencial de segunda ordem redutivel & uma equacdo de primeira ordem.
Imediatamente, encontramos que f(r) = 1 e f(r) = Inr como duas solugdes linearmente
indenpendentes da equacgao acima. A funcdo Inr €, portanto, uma funcdo harmonica na regido

Q =1R?-{(0,0)}, que é independente de 6.

O problema de Dirichlet para a equacao de Laplace é formulado da seguinte forma: dada
uma funcdo continua f : 9 — R, determinar uma funcio u : Q — R, tal que

(i) u seja continua em €,

(ii) u seja harmonica em €2 e

(iii) w = f em 0N (condicao de fronteira).

O problema acima ¢é altamente nao-trivial para uma regiao 2 arbitraria e nem sempre tem
solucao. Neste texto nos limitaremos a regices retangulares ou discos, para as quais iremos obter
as solugoes através de séries de Fourier.

Caso o problema de Dirichlet seja soluvel, a sua unicidade pode ser mostrada utilizando-se o

Principio de Maximo que serd enunciado a seguir.

Teorema 8.1 (Principio de Mdzximo) Sejam Q uma regidgo limitada do plano e u : Q@ — R uma

funcdo continua em § e harmonica em Q. Entdo o mdximo de u € atingido na fronteira.
Corolédrio 8.1 Seja u como no Teorema 8.1. Entdo u assume seu minimo em OS).

Prova. Se u for harmonica em (2, entdao, —u também o serd e, do Principio de Maximo, o maximo

de —u também serd atingido na fronteira, ou seja,
max —u(x,y) > max —u(x,y) = —minu(x,y) > —minu(z,y).
nax —u(z, y) = max —u(z,y) nin u(z, y) linu(z, y)
Multiplicando esta desigualdade por —1, temos
minu(x,y) < minu(x,
ninu(z,y) < minu(z,y)

e concluimos que o minimo de v também é atingido na fronteira. [ |

Teorema 8.2 Sejam ui e us duas solugdes do problema de Dirichlet para um mesmo f. Entao,

Ul = u2.

Prova. A funcdo u = u; — ug é harmonica em 2 e igual & zero em 0f2, logo, pelo Principio de
Méximo, u(z,y) > 0 em Q. Por outro lado, pelo Coroldrio 8.1, u(z,y) < 0 em Q. Portanto,
u(x,y) =0 em Q. [ ]
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8.5.1 O Problema de Dirichlet no retangulo

Neste problema a regiao ) é o retdngulo 0 < z < a e 0 < y < b. A sua fronteira consiste de

quatro segmentos aos quais devemos especificar as condi¢oes de fronteira:

u(:E,O) = fo($)7 u(:n,b):fl(x),
u(0,y) = go(y), ula,y)=ag1(y).

Note que se quisermos que a condicao de fronteira seja continua, devemos ter as seguintes
condigoes de compatibilidade: f,(0) = g,(0), fo(a) = g1(0) e g1(b) = f1(a) e f1(0) = go(b). Se essas
condigoes nao forem satisfeitas, pode-se ainda encontrar uma funcao harmonica, u, em €2, a qual

satisfaz as condigoes de fronteira num certo sentido, mas que nao podera ser continua em £2.

Exercicio 8.23 Mostre que para se resolver problema acima, basta considerarmos as solugdes de
quatro problemas, cada um dos quais com condicdes de fronteira zero em trés lados do retangulo e
mantendo-se a condi¢cao de fronteira dada no quarto lado. A soma das quatro solugées obtidas nos

dd a solugao do problema original (veja Ezercicio 8.20).

Observagao 8.3 No Exercicio 8.23, se a condi¢do de fronteira nao for zero em algum dos vértices
do retangulo, entdo cada uma das solugdes com condi¢des de fronteira nao-nula nos lados que
contém estes vértices serao descontinuas nestes vértices, pois, nestes a solucdo em série converge
para zero que ndo € o wvalor especificado pela condi¢do de fronteira; contudo, sob a hipdtese de
continuidade da condi¢cdo de fronteira do problema original, cada uma das solucdes serd continua
em todos os pontos da fronteira, exceto, naqueles vértices onde a condicdo nao for zero e, por
conseguinte, ao somarmos as quatro solucoes teremos uma solucdo que serd continua em todos os
pontos da fronteira, exceto, nos vértices onde a condi¢cao de fronteira ndo € zero e podemos definir
a solugdo nestes por continuidade (de modo que ela seja continua em todos os pontos da fronteira):
nos vértices onde as condicdes de fronteira do problema original ndo forem zero, faca u igual ao
valor das condicdes de fronteira nestes pontos; nos demais pontos, faca u igual ¢ soma das quatro

solucdes obtidas no Fxercicio 8.23.

Como os quatro problemas descritos no exercicio acima sdo similares, iremos considerar apenas

aquele correspondente as seguintes condigoes de fronteira:
U(LE, 0) = f(x)v U(JE, b) = U(O,y) = u(a>y) =0.
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Vamos assumir que f(0) = f(a) = 0 e que f seja continua. Usaremos o método de separagao
de varidveis e assumiremos que u(z,y) = X (2)Y (y). Substituindo esta expressao na equacao de
Laplace, temos

X/l Y/l

X Y A

onde A é um parametro independente de x e y. Portanto, temos

X"—AX = 0, (165)
Y'+AY = 0. (166)

Da condigao de fronteira, u(0,y) = 0 = u(a,y), como nao queremos que Y seja identicamente
nula, devemos ter X (0) = 0 = X(a). Portanto, devemos ter A = —n?n?/a?. Portanto, para cada
n, Xp(x) = sen "2 serd solucao de (165) e a equagao (166) fica

nmTx
a

n?n?

Y — Y = 0, (167)

cuja solugao geral é
Y(y) = an€™”™/ 4 b~/

Da condicao de fronteira u(z,b) = 0, como nao queremos X = 0, devemos ter Y (b) = 0, o que

2nmb
nerwr/a

nos d& a seguinte relagao: b, = —a , portanto,

Y(y) — anenwy/a - ane2n7rb/ae—n7ry/a

_ g e/ (emw/a)(y—b) _ e—(mr/a)(y—b))

N <e(m/a><y—b> _ e—(mr/a)(y—b))
= 2ape

2

nrb/a senh 7”L7T(y - b)

= 2ane
a
nm(b—
o senh nrb—y) =Y, (y).
a
Portanto, u,(z,y) = sen "Z% senh @ é harmonica e satisfaz as condigoes de fronteiras,

exceto, u(x,0) = f(z). Tentaremos uma solugao da forma

na(b—y)

o
nmx
u(m,y)zg Cn €N — senh -
n=1
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Os coeficientes ¢,’s tém que ser escolhidos de modo que

nwT
f(z) = u(z,0) E cnsenh— sen —— ,
a
ou seja,
nwb nwT
cnsenh—: f sen — dx = f.
a
Portanto,
b—
> senh LT(G v) NI
2y) =Y fn o— sen ;
senh 22 a
=1 a
onde

/ flx sen@dw

Exercicio 8.24 ( O Problema de Dirichlet numa faiza semi-infinita) Encontre a solugao da

equacdo de Laplace na faiza 0 < x < a, y > 0, que satisfaz as condi¢des
u(0,y) =0, u(a,y) =0, y >0, u(z,0) = f(x), 0 <z <a.

Resolugao. Por causa das condigoes de fronteira u(0,y) = 0 = u(a,y) = 0, vimos que A = — (”%)2

e X, (z) = sen (“2Z), portanto, a solugao geral da equacdo em y apds a separacao de varidveis é
Y, (y) = ane™™¥/® 4+ b,e~""/% Como queremos u(z,y) tenda a zero quando y — oo, devemos fazer

an, = 0. Portanto a solugao sera

E cnsen— e~ my/a

onde

Cp = g/ f(x) sen 2% dg,
0 a

Exercicio 8.25 Resolva o problema de Dirichlet no retangulo, satisfazendo as sequintes condicoes

de fronteira:
u(z,0) = 3sen(2x) — 0.5 sen(9zx), u(x,b) = u(0,y) = u(a,y) = 0.
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Exercicio 8.26 Resolva o problema de Dirichlet no retangulo, satisfazendo as sequintes condigoes

de fronteira:
U(LE, 0) = JE(CL - l‘), U(JE, b) = U(O,y) = u(a>y) =0.
Exercicio 8.27 Mostre que a solucdo do problema de Dirichlet com condi¢oes de contorno

u(z,0) =0, u(xz,b) = f(x), u(0,y) =0, u(a,y) =0

onde

Exercicio 8.28 Mostre que a solucdo do problema de Dirichlet com condicoes de contorno

u(x,O) =0, u(x,b) =0, u(O,y) =0, u(avy) = f(y)

onde

Fy) sen Y ay.
-3/

Exercicio 8.29 Resolva o problema de Dirichlet no retangulo 0 < =z < 3 e 0 < y < 2,
u(z,0) = u(0,y) = u(z,2) =0, u(3,y) = f(y), onde

Y, se0<y<1
2—y, sel<y<L2.

fly) =

Exercicio 8.30 Encontre a solu¢do da equacdo de Laplace na faiza 0 <y < b, x > 0, que satisfaz
as condicoes

u(z,0) =0, u(z,b) =0, x>0, u(0,y)=f(y), 0<y <
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Exercicio 8.31 Resolva o problema de Dirichlet no quadrado 0 < z < m e 0 < y < 7,
u(z,0) =1+ senz, u(0,y) = u(z,7) = u(mr,y) = 1.

Sugestao. Veja este problema como a solugao de dois problemas de Dirichlet no quadrado
O<zxz<mel<y<m, sendo que para um deles a condi¢do de fronteira € constante e igual

al.

Exercicio 8.32 Mostre que a solucdo do problema de Dirichlet com condi¢oes de contorno

u(x,O) =0, u(x,b) =0, u(O,y) = f(y)v u(a>y) =0

I©N

n7r(a x)

senh nmy
-3 sen ™0

senh 272 "”“

onde

2 b s
fo=y [ f)sen™ L ay
0

Exercicio 8.33 (O problema de Neunmann) Ao invés de especificarmos o wvalor de u na
fronteira da regido considerada, neste problema especificamos a componente do gradiente de u na
direcdo do vetor normal unitdrio a fronteira em cada ponto. Mostre que a solu¢do da equacdo de

Laplace com condi¢des de fronteira

uy(2,0) =0, uy(z,b) =0, uz(0,y) =0, ug(a,y) = f(y),
onde fo y)dy = 0, € determinada a menos de uma constante e encontre esta solugao.

Resolugao. Das condicoes de fronteira, uy(x,0) = 0 = uy(x,b) = 0, temos Y (0) = 0 = Y (b),
portanto, temos o seguinte problema:
Y =-XY, Y(0)=0=Y(b).

Portanto, A = @ (n = 0,1,...) e a solugdo é proporcional a Y, (y) = cos("3¥). A outra

equagao fica X" = "2§2 X e em virtude da condi¢ao de contorno u,(0,y) = 0, temos que X (z) serd

proporcional a X, (z) = cosh (27£). Portanto a solucao seré da forma

u(z,y) = % + ni:o:lan cosh <$> cos (n%bry) .
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Da condicao de contorno, u,(a,y) = f(y), devemos ter

fly) = ;an (n—bﬂ) senh (?) cos (%) ,

que, por se tratar da série de cossenos de f(y), a qual ndo possui o termo constante, s6 tem solugao

se fé) f(y)dy = 0. Como a condicao fob f(y)dy = 0 acontece por hipétese, devemos ter

e () = [ oheos () . m=r

em particular, nao sabemos quanto vale a,, ou seja, a solucdo é determinada a menos desta

constante. m

Exercicio 8.34 (Condigdes de fronteira mista) Consiste em especificarmos o valor de u em
parte da fronteira e no restante da mesma especificarmos a componente do gradiente de u na direcdo
do vetor unitdrio normal a fronteira em cada ponto. Encontre da equacdo de Laplace com condicdes

de fronteira
U(O,y) =0, u(a>y) =0,0<y<b, uy($70) =0, uy(ﬂj,b) = f(x)a 0<z<a.

Suponha que
x, se0<zx<a/2

flz) =

a—x, sea/2<z<a.

Encontre u(x,y).

Resolugao. Das condigoes de fronteira u(0,y) = 0 = u(a,y), temos o seguinte problema:

X" =X, X(0)=0=X(a),

n2m? nmv)

portanto, A = —"7~ (n = 1,2,...) e a solucdo é proporcional a X,(y) = sen (T A outra

equacao fica Y = % Y e em virtude da condicao de contorno uy(x,0) = 0, temos que Y (y) serd

nmy
a

u(z,y) = Zan cosh (%) sen (nf:x) .
n=1

Da condicao de contorno, uy(x,b) = f(z), devemos ter
= nm nmb nmx
- " a h a <—> ’
f(zx) 7;:1@ ( " ) sen < . ) sen (—
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portanto,

n b 2 [
BT cenh <ni> = —/ f(z)sen <@> de, n=12,....
a a Jo

a a

Resolva o problema para o caso particular do f dado. [ |

Exercicio 8.35 Resolva o sequinte problema de Dirichlet no quadrado:

u(z,0) = sen3z, u(my)=seny—0.5 senby, u(x,m)=0=u(0,y).

8.5.2 O Problema de Dirichlet no disco

Dada uma fungao continua f(6), 0 < 0 < 2w, determinar v(r,0), para 0 <r < pe 0 <6 < 2m,
tal que

(i) v seja continua e v(r,0) = v(r, 2m),

(ii) v seja de classe C2 em 0 < r < p e satisfaca a equacdo de Laplace

1 1
Vpp + - U + ) vgg = 0, (168)

(iii) v(p, 0) = £(0).

Vamos buscar solugoes da forma v(r,6) = R(r)©(6). Substituindo esta expressdo em (168),

temos
R’ +rR + AR = 0, (169)
0"-xe = 0. (170)
Como O dever ser uma funcao periédica de periodo 27, conclui-se que A\ = —n?, n > 0, e que a

solugao geral de (170) é
©,(0) = a,, cosnf + b,sennb.
A equagao (169) fica
r*R'+rR —n’R = 0, (171)

que é uma equacao de Euler. Para resolvé-la podemos fazer a seguinte mudanca na variavel

independente r = e ou t = Inr. Portanto, da regra da cadeia, temos
d d dt d
—R = —R(r) —=e¢t—
dr alt T

@A (ARY _d [ ARY &ty (PR 4R
dr?  dr \dr ) dt dt ) dr dt? dt )’
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e temos a seguinte equacao diferencial linear de segunda ordem com coeficientes constantes:

— —n’R=0. (172)

Note que para n = 0 esta equacao fica %QE = 0, cuja solucao geral é c; + cot, voltando a variavel
inicial, temos c; +cs Inr; ou seja, paran = 0 temos 1 e In r como solucdes linearmente independentes
de (171). Para n # 0, a solugao geral de (172) é cje™™ + coe™ e em termos da varidvel original,

n

temos ¢y 7" +cor~™; portanto, temos r™ e r~" como solugdes linearmente independentes de (171). As

solugoes, r~™ e Inr serao descartadas no presente caso, pois, nos dariam solugoes v(r, ) ilimitadas
na origem, portanto, descontinuas neste ponto, independemente de como a definissemos no mesmo.

Logo, R(r) = r™, paran > 0. Para cada n,
Un (1, 8) = 1" (ay, cosnd + b,sennb),

onde a,, e b, sdo constantes arbitrarias, satisfazem (i) e (ii). Para satisfazer (iii), tentaremos
a o
v(r,0) = = + Z " (a, cosnb + b,sennb) .
2
n=1
Da condicao de fronteira, temos
a o
f(0) =v(a,0) = Eo + Z a" (an cosn + bysennb),
n=1

logo,

1 2 1 2
anp" = — f(@)cosnbdfd e byp" =— f(@)sennb db.
T Jo T Jo
Exercicio 8.36
(a) Mostre que a solugdo da equagdo de Laplace na regigo semi-circular r < a, 0 < 0 < m, que

satisfaz as condicdes de contorno

u(r,0) = 0, u(r,m)=0,0<r<a

u(a,0) = f(0), 0<0<m,

admitindo que ela estd bem definida e € limitada na regiago dada €

u(r,0) = Z bur"sen(nb),
n=1
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onde
ab, = g/ f(0)sen(nd) do.
T Jo

(b) Supondo que f(6) =0(w — ), encontre a solug¢ao u.

Sugestao. Veja o Ezercicio 8.39.

Exercicio 8.37 FEncontre a solu¢do da equagao de Laplace fora do circulo de raio a, que satisfaz

as condicoes de contorno

u(a,0) = £(6), 0<0<2m,
que estd bem definida e € limitada para v > a.
Resolugao. Este problema é bastante parecido com o problema de Dirichlet no disco, as solugoes

deverao ser periddicas de periodo 2w. Na resolucao da equacgao de Laplace no circulo, devemos

descartar r™ e Inr, pois estas nao sao finitas fora do disco. Portanto, a solucao sera da forma
bl )

_ W0, N
u(r,0) = 5 + nZ::l " (an cosnb + bysennb)
onde
1 2 1 2m
anp " = —/ f(@)cosnbdld e byp "= —/ f(0)sennd do.
™ Jo ™ Jo

Exercicio 8.38 FEncontre a solugcdo da equacdo de Laplace na regigo anular a < r < b, que seja
independente de 0 e satisfaca as sequintes condi¢oes de fronteiras u(a,0) =V, e u(b,0) =V, para

0<6<2m.

Resolugao. Como a solucao deve ser independente de 6, do Exemplo 8.7, ela é da forma

AL
= Inr. Das condicdes de fronteiras, t L) I T
u(r) = ¢1 + coInr. Das condigdes de fronteiras, temos ¢; = (2} ecy= b,

a

Exercicio 8.39 Seja 0 < a < 2w. Mostre que a solu¢do da equagao de Laplace no setor circular
0<r<ael<6l<a, comcondigoes de fronteira u(r,0) =0 =u(r,a), 0 <r <a eu(a,d) = f(0),
0<f<aé
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u(r,8) = an e sen (7%0> ,

n=1

bpa's = g/ f(@)sen <n_719> de.
o Jo (%

Sugestao. Neste caso ao invés da hipotese de u ser periodica de periodo 2w, devemos usar as

onde

condigoes de fronteira u(r,0) = 0 = u(r,«a) as quais implicam que O(0) = 0 = O(«), portanto,

A= —"i’zrz (n = 1,2,...) e ©(0) serd proporcional a ©,(0) = sen ("7”9) Como ndo temos
autovalor A = 0, as solucoes radiais sao rTa era. A hipdtese de u(r,0) ser limitada nos for¢a

nmw

a descartar as solugoes radiais v~ o .
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9 Apéndice - Deducao das Equacoes de Calor e da Onda

9.1 Equacao da Onda

A seguir, aplicaremos a Segunda Lei de Newton a uma corda eldstica e concluiremos que
pequenas amplitudes transversais de uma corda vibrante obedece a equacao da onda. Considere

um pequeno elemento da corda, mostrado na Figura 67.

Tz + At
A0+ Azt

A

dix, 1)
A

Tlet) Ut

Figura 67: Um elemento da corda.

Usaremos as seguintes notacoes:

u(z,t) = deslocamento vertical da corda do eixo x no posi¢ao = e no instante ¢
O(xz,t) = angulo entre a corda e uma linha horizontal na posigdo x e no instante ¢
T(z,t) = tensao na corda na posi¢do z e no instante t

p(x) = densidade de massa da corda na posigao .

As forcas atuando no pequeno elemento de corda sao

(a) a tensao puxando no lado direito, a qual tem magnitude T'(x + Ax,t) e atua segundo um
angulo f(x + A, t) acima da horizontal,

(b) a tensado puxando no lado esquerdo, a qual tem magnitude T'(z,t) e atua segundo uma
angulo 0(x,t), abaixo da horizontal e, possivelmente,

(c) vérias forgas externas, como gravidade. Assumiremos que todas as forgas atuam
verticalmente e denotaremos por F(x,t)Az a magnitude total das forcas externas atuando no

elemento de corda.
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A massa do elemento de corda é essencialmente p(z)vAxz? + Au?, assim, a componente vertical

da forga, dada pela Lei de Newton, é

2
p(z) vV Az? 4+ Au? %u(m, t) =T(x + Ax,t) senO(x + A, t) — T(z,t)sen O(x,t) + F(z,t)Awx.

Dividindo por Az e tomando o limite quando Az — 0, temos

@ 1+ (2) Law) = 2T tsenble, 0]+ Fla,t
p(x 5 | st = 5o L(@t)senb(z, T,
= 2T(:E t)senf(x,t) + T(z,t)cosO(x t)%(:n t) +
- ax ) 9y ) ) ax )
+F(x,t). (173)
Note que
. Au Ou
tg@(x,t) _i1§0A—JE p) ( 7t)7
0 que implica que
9u (1 ¢
senf(x,t) = 0 (1) = cosf(x,t) = ! -
1+ (8%(x,1)) 1+ (%(z,1))
oot) = 1y Py, By = D
(‘Tﬂ ) - g %(‘% )7 %(‘% )_ ” 2"

Para pequenas vibracdes, |6(x,t)| < 1, para todo z e t, isto implica que tgf(z,t)| < 1, logo,
9u(z,1)| < 1, portanto,

ou\® du 09 0%u
1+ (8_> ~1, senf(x,t)= a—x(:n,t), cosf(z,t) = 1, a—x(x,t) ~ W(:ﬂ,t).
Substituindo os valores acima na equagao (173), temos
0%u or ou 0%u
p(:E) W(xat) - %(l‘,t)%("lﬁ,t) + T(l‘,t)w(l‘,t) + F(l‘,t). (174)

Como o0 nosso pequeno elemento da corda move-se apenas verticalmente, entao, a componente

da forca na direc@o horizontal é zero. Portanto, da Segunda Lei de Newton, temos
T(x+ Az, t)cosf(x + Ax,t) — T(x,t) cos §(x,t) = 0.

Dividindo esta equagao por Az e tomando o limite quando Az tende a zero, temos

0

%[T(az, t)cos(z,t)] = 0.
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Para pequenas amplitudes de vibracoes, cos 8 é muito préximo de um e g—g (x,t) é muito préximo de

zero. Em outras palavras, T é uma funcao apenas de t, a qual é determinada pela maneira de quao
forte estamos puxando as extremidades da corda no instante t. Logo, para pequenas amplitudes

de vibragoes verticais, (174) pode ser re-escrita como

2u 2u
p(x) g?(:n,t) = T(t)%(x,t) + F(z,t).

Se a densidade da corda, p, é constante, independente de z, e a tensdo T'(t) é uma constante

independente de ¢t e nao existe forcas externas, F', obtemos

0%u 0%
W(l’,t) = C2@($7t)7

T
c=4/—.
p

onde

9.2 Equacao de Calor

Consideramos um fio de material condutor, de comprimento L, cujas laterais estao perfeitamente
isoladas, tal que ndo haja nenhuma perda de calor através das mesmas. Assumiremos que a
temperatura v no fio dependa apenas da posicao x e do instante ¢, e ndo dependa das coordenadas
y e z, de modo que a temperatura ao longo de qualquer secao transversal seja uniforme.

De acordo com a Lei de Fourier, a quantidade de calor fluindo através de uma secao transversal

de 4rea unitaria por unidade de tempo da barra, chamado de fluxo, ), é dado por

ou

Q(:Evt) = _K%(l‘at%

onde K é a constante de difusao de calor e depende apenas do material do fio, e u(x,t) é temperatura
na posi¢ao x e tempo t.

Considere uma porcao infinitesimal do fio de comprimento Az, localizado entre os pontos = e
x + Az. A quantidade de calor fluindo no ponto z é Q(z,t). Da mesma forma, a quantidade de
calor fluindo no ponto x + Ax é —Q(z + Az, t). O aumento total de calor no elemento diferencial

(por unidade de segao transversal de drea) num intervalo de tempo At, é dado como

o aumento de calor no elemento no tempo At = [Q(z,t) — Q(z + Az, t)]At.
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A quantidade de calor por unidade de secdo transversal na secao selecionada no fio, isto é, de

elemento de massa AM (e comprimento Ax) no instante ¢ é
cAMu = opAzu = opAxAtu(z,t),

onde o é o calor especifico do material, p é a densidade linear da material e u é a temperatura

média no elemento no instante ¢t. Tomaremos v = u(x+ %, t), ou seja, u é a temperatura no centro

de elemento. Portanto, temos
x
o aumento de calor no elemento no tempo At = opAzAt w(x + R t).

Combinando as equagoes acima,

AlgigIEO Ll g(; = - iiino opui(r+ %’ ),
ou seja,
—Qz(x,t) = 0 p w(x,t),
ou ainda,
Ktgy = opug(z,t) <= uy = 0 Uy,
K

onde a constante o = é chamada de difusividade térmica.

o5
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10 Solucao dos Exercicios

Secao 2

1. Se dividirmos a equacdo por 1 — t2, ela se tornara

, 2 1
Y1V 1

(175)

logo, p(t) = —%, portanto, o fator integrante serd

2¢
M(ﬂf) — ef_pt?dt — eln\l—tz\-i-k'

Fazendo k = 0, teremos pu(t) = |1 — t2|. Tomaremos p(t) = 1 —t2. Ao multiplicarmos (175) por

1 — t2, teremos

(1—)y) =1

portanto, (1 — %)y = [1dt =t + ¢, logo, a solugao geral é

_t+c
Y1
2. Se dividirmos a equagao por t, teremos
n 2 sent
Yy 7 Yy = PR

portanto, p(t) = % e u(t) = t? é fator integrante da equacdo. Ao multiplicarmos a equacio pelo

fator integrante teremos
(t2y)/ =t sent,
ou seja,
t2y = /tsentdt = —tcost + sent+c,

portanto, a solucao geral é

—t cost 4+ sent+c
Y= .

$2
3. Note que p(t) = tgt = 2L como [ 24t = —In|cost| + , podemos tomar ju(f) = gy
Portanto, ao multiplicarmos a equacgao por ﬁ, ela pode ser re-escrita como
1\ tsen(2t
<y ) = (2t) = 2t sent,
cost cost
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usamos que sen 2t = 2 sentcost. Portanto,

Y- 2/tsentdt=2(—tcost+ sent) +C
cost

Logo, a solugao geral é

y = 2sentcost — 2t cos’t + Ccost = sen (2t) — 2t cos®>t + C cost.

4. A equacgdo é de varidveis separdveis e é equivalente a

dy

o2 (35 (1 + cos (2z)) dz,

= cos’zdr =

N =

como | ﬁ dw = tgw + k, segue-se que %tg (2y) = % (a: + %sen (2m)) + 5, portanto, a solugao

geral é

5. A equagao é de varidveis separaveis e é equivalente a (y + e¥)dy = (x — e~ *)dz, que apds

integracao nos da y + e¥ = %2 4+ e % + ¢, que é a solugao geral da equagao dada implicitamente.

6. Note que esta equacao é de Bernoulli, com n = 3, portanto, se fizermos a mudanca de varidveis

1-n 2

U=y =y~ °, ela sera transformada na seguinte equacao linear de primeira ordem

u +2eu =20,

cuja solugao geral é u = 2 +C e~2¢t. Voltando & varidvel antiga temos y~2 = 2+ C e~2¢ como

queremos que y(0) = 1, devemos tomar C' = 1 — 2. Além disso, como y(0) = 1 > 0, teremos

- 1
21 (1-2)e2et ’

€

y:

7. A equacdo é de varidveis separaveis e é equivalente a y~3dy = \/%, a qual integrada nos conduz
a— y—;z =1+ 22+ k, como queremos que y(0) = 1, temos k = —%. Portanto, y = + 1

3—2v1Fa2
Devemos tomar o sinal 4, pois, y(0) = 1.

8. A equacdo é de varidveis separdveis e é equivalente a (3y? —4)dy = 3x?dx, que uma vez integrada
nos dé y3 — 4y = 23+ ¢. Como queremos que y(1) = 0, temos ¢ = —1, portanto, a solucio desejada

é dada implicitamente pela equacio y* — 4y — 2% + 1 = 0, cujo grafico é mostrado na Figura 68.

176



Y124

1271708 591 0204060841 12141618
-0.41
0.6

\

Figura 68: Grdfico da curva y® — 4y — 22 +1 = 0.

Note que quando 3y%> — 4 = 0, ou seja, y = :|:2T\/3 ~ +1.16, as tangentes a curva sao verticais,

logo, o dominio da solugao que passa por (1,0) é o intervalo

1613 3 16v/3 5
(1_T> =<1+T)

9. Note que esta equacao é de varidveis separaveis e é equivalente a
dy z2dx
y 1+a¥
que ¢ facilmente integravel e nos leva a In |y| = £ In |1+ 23| +¢c. Como queremos y(0) = 1, devemos

1
tomar ¢ = 0. Logo, a solugao é y = (1 + x3) 3, definida para todo z real.

10. Esta equacdo ¢é linear e seu fator integrante é e*t221#1+F fazendo-se k = 0, teremos p(z) = z2e”.
Logo, o multiplicarmos a equacio por este fator integrante e se torna (z2e®y)’ = %, logo, a solugio
geral é y = (%4 + cz2)e~®. Como queremos que y(1) = 2, devemos tomar ¢ = 2e — %. Portanto a
solucao é y = <%4 + (2e — %)x_z) e~ ? a qual estd definida para todo x positivo.
11. A populacao satisfaz a seguinte equacao diferencial P/ = kP, cuja solucao geral é da forma
P(t) = CeM. Sio dados P(1650) = 6 x 108 e P(2000) = 6 x 10, portanto, temos

P(2000) )
10= "~ — (2000—1650)k — 350k
P(1650)  © e

portanto, k = %. Temos que P(2000) = 6 x 10° = Ce?"%% logo, C = 6 x 10°e~290% entao,

P(t) =6 X 1096—2000kekt =6 x 1096(t_2000)k.
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Queremos encontrar t tal que P(t) = 30 x 10°, portanto, e(t=20000k — 5 oy seja, t = IHTS + 2000 =

3501In5 ~
01n5 4 9000 ~ 2244, 64.

12. A equacdo que descreve o processo de decaimento é @Q'(t) = —kQ, portanto, Q(t) = Ce™
como Q(0) = 100 gramas, segue-se que Q(t) = 100e™**, com ¢ dado em horas. Por outro lado,

Q) = @; portanto, e % = % = %, donde se conclui que k = In2. Assim, Q(t) = 100e~ 2 ¢,

Queremos encontrar t tal que Q(t) = 20 gramas, ou seja, 20 = 100e~ 2% donde se conclui que
t= E—g horas que é aproximadamente 2 horas e 20 minutos.

100
80
60
40

20

Figura 69: Grdfico de Q(t) = 100e~(2)t,

13. A equacao ¥y’ + %y =1- %t, y(0) = yo. é linear de primeira ordem. O seu fator integrante é

wu(t) = est, Portanto, a solugao geral da mesma é

- Lnedtar (2 -31)eit+ O
y(t) = = 2, .

2
est es

Em vista da condigao inicial, devemos tomar C' = y, — %. Portanto, a solugao do problema de
valor inicial é y(t) = % — 3t + (yo — %)e‘gt. A fim de que o gréfico de y toque o eixo dos t’s sem
atravessa-lo, é necessario que haja um instante t,, tal que y(t,) = 0 e y/(t,) = 0; portanto, temos
0 seguinte sistema:

21 3 21 _2
0 = y(to) = g—zto‘F <y0_§>€ 3to

3 2 21\ 2
0 = y,(to):_1_5<yo—§>€ gto

cuja solugao é t, =2 e y, = 28—1 — %e%, veja Figura 70.

Secao 3

1. A equacdo caracteristica é A2 + 2bA + 1 = 0, cujas rafzes sdo A = —b+ /b2 — 1. Casos possiveis:
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Figura 70: Grdfico de % — %t — %e%

(i) Se |b| > 1, teremos duas raizes reais distintas. A solucao geral é

y = Cle(—b—\/lﬁ—l)t + cle(_b+‘/b2_1)t,

a qual tende para zero quando t tende a infinito, independente dos valores de c¢; e c¢g, somente se
b > 1, pois, neste caso, —b 4+ /b2 —1 < 0.

(ii) Se b = %1, a solugao geral serd
y = (c1 +cat) e,

a qual tenderd a zero quando t tende a infinito independente de ¢; e co apenas se b = 1.

(iii) Se |b] < 1, a solucao geral sera
y = e bt (clcos< 1 —b2t> + ¢ sen ( 1 —b2t)> ,

a qual tende & zero quando t tende a infinito independente de ¢ e ¢ somente se 0 < b < 1.
Resumindo, se b > 0, as solugoes tenderao a zero quando t tende a infinito, independente dos

valores de c; e de cs.

2. Note que a equacao caracteristica é 4\%2 +a)+ (a —4) = 0, cujas raizes sio \ = w. Temos
as seguintes possibilidades:

(i) Se a = 8, neste caso \; = Ay = —1. Portanto, a solucao geral é y = (c1 + cot) €7, que tende
a zero quando t tende a infinito independente de ¢ e de co.

(ii) Se a > 8, temos duas raizes reais distintas A\; = 1 e Ay = 254 > 0.

(ili) Se @ < 8, temos duas rafzes reais distintas Ay = —1 e Ay = 43¢ a qual serd negativa se

4<a<8.
Nos casos (it) e (iit), como temos duas raizes reais distintas, a solucao geral tenderd a zero
quando t tende a infinito, independente dos valores de ¢q e co, somente se A1 e Ay forem negativos,

ou seja se a pertencer ao intervalo (4, 8].
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Portanto, a solucao vai para zero quando t tende a infinito independente de ¢y e co, somente se

a pertencer ao intervalo (4, 8].

3. Neste caso a equacao caracteristica da equacao homogénea associada é A> —\—6 = 0, cujas raizes
sdo A\ =3 e Ay = —2. Como g(t) = 3e7t, segue-se que a = —1, =0en =0. Como a+i3 = —1

nao é raiz da equacao caracteristica, segue-se que s = 0, portanto, a solucao particular da equacgao é

da forma Y = Ae~t. Substituindo esta expressao na equacao diferencial, temos A = —%. Portanto,
Y = —%e‘t é uma solucao particular da equacao diferencial. Assim, a solucéo geral é
3
Yy = cle?’t + cze_zt — Ze_t.

~ . N .~ _ / _ _ 3
Como queremos a solugao que satisfaz as condigées y(0) = 1 e y'(0) = 0, temos que c; +co = 3

e 3cp —2c0 = —%; portanto, ¢y = % e cy = % e a solucao desejada é
_3 s 3 3
Yy = 20 e + 5 e 1 e .

4. A equacio caracteristica da equacdo homogénea associada é A2 — 4\ + 5 = 0, cujas raizes sio
A =2=4. Como g(t) = sen (2t), segue-se que « =0, =2 e n = 0. Visto que a + i3 = 24 nao
¢é raiz da equacao caracteristica, segue-se que s = 0; portanto, a solucao particular é da seguinte
forma: Y = Acos(2t) + Bsen (2t). Substituindo esta expressao na equagao diferencial temos

(A—8B)cos(2t) = +8A + B) sen (2t) = sen (2t). Logo, devemos ter A—8B =0e 8A+ B = 1; ou

seja, A = % e B= %. Disso, concluimos que a solugao geral é
y = (c1cost + ca sent)e® + — cos(2t) + —sen (2t).
65 65
Como queremos y(0) = 0 = y/(0), segue-se que ¢; = —% ecy = 6—?}). Portanto, a solugao é

1
y= (—% cost + 63_5 sen t> e+ 6’% cos(2t) + 65 5" (2t).

5. A equacdo caracteristica da equacdo homogénea associada é A2 + 5\ + 6 = 0, cujas raizes sdo
A1 = —2e Ay = —3. Como ¢(t) = 3t, segue-se que « = 0 = en = 1. Como que a + i = 0 nado
é raiz da equagao caracteristica, segue-se que s = 0; portanto, a solucao particular é da seguinte
forma: Y = A + Bt. Substituindo esta expressao na equacao diferencial, temos, 64 + 58 = 0 e

6B = 3; portanto, B = % e A= —15—2. Logo a solucao geral é

Y = cle_zt + cze_?’t —
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Como queremos y(0) = 0 e 3/(0) = 2, temos que ¢; + ¢ = 15—2 e 2c; + 3ca = —%; portanto,

Cc1 = Il € Coy = —%.
o o 7T 3 5
=—e P —-e —.
v=7 3¢ T
6. A equacdo caracterfstica da equacdo homogénea associada é X2 + 4 = 0, cujas raizes sdo

A1 = +2i. Neste problema vamos chamar de g; = t? e go = 3¢’ e consideraremos as seguinte
equacoes y’ + 4y = g;, 1 = 1,2. Para ¢q, temos a = 0= 3 e n = 2, como « + i = 0 nao é raiz
da equacao caracteristica, segue-se que s = 0; portanto, a solucao particular de y” + 4y = g1 serd
da forma Y; = At? 4+ Bt + C, substituindo esta expressio na equacdo y” + 4y = g, encontramos
A:%,B:OeC:—%;logo,le%—%.

Para g9, temos « =1, 8 =0 e n =0, como o + i = 1 nao é raiz da equacao caracteristica,
segue-se que s = 0; portanto, a solucao particular de y” + 4y = g1 serd da forma Y, = Del,
substituindo esta expressao na equacao y” + 4y = go, encontramos D = % Logo, Y5 = %et. Pelo
Principio da Superposicao, segue-se que Y = %et + % — % é uma solugao particular da equacao

y" + 4y = 3e' + t2. Portanto, a solucio geral da equacio serd

= c1 cos(2t) + co sen (2t) + §et + ﬁ 1
y=a 2 5 13
Como queremos que y(0) = 0 = y/(0), segue-se que ¢; = —% e cy = —13—0. Portanto, a solugéao
do problema de valor inicial é
19 3 3 2 1
V=1 cos(2t) — Tk (2t) + R el + 15

7. Vamos considerar as seguintes equagoes: ¥y’ + 3y + 2y = g¢;, 1 = 1,2,3,4, onde g =
el(t? + 1) sen (2t), go = 3e fcost e g3 = 4te”t e g4 = t2. Sejam Y; solugdes particulares de
y' + 3y +2y =g, i =1, 2,3, 4. Do método dos coeficientes a determinar, temos as seguintes

formas para as soluctes particulares:
Vi = e ((At* + Bt+C))cos(2t) + (Dt* + Et + F))
Y, = e ' (Geost+ H sent)
Y3 = te ' (It+J)
Y, = Ht>+ Lt+ M.

Segue-se do Principio da Superposicao que Y = Y7 + yo + Y3 + Yy é uma solucao particular da
equacio y” + 3y’ + 2y = e!(t2 + 1)sen (2t) + 3e ! cos(t) + 4t et + 2.
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10.

11. Note que p(z) = %, portanto, do Teorema de Abel, W (y1,y2)(x) = el P@dr — Oy

12. Note que W (y1,y2)(to) = y1(to)vh(to) — ¥i(to)y2(to) = y1(to) 0) — 0ya(t,) = 0, logo, as duas

solucoes sao linearmente dependentes.

13. No que se segue usaremos o sistema de unidades M KS e omitiremos as unidades. Vimos

ue k = 29 = 98 ~ 65 33. Logo, o problema de valor inicial que descreve o movimento é
q L 0.15 ) 9 p

Y + ky =0, y(0) = 0.075 e 4/(0) = 0. A solucdo geral da equacio é y = c1 cos Vk + ¢ sen V.

Tendo em vista as condigoes iniciais, temos ¢; = y(0) = 0.075 e co = &\/%) = 0. Portanto, a solucao

desejada é y = 0.075 cos ( %t) . Freqiiéncia é w, = % ~ 8.08, veja Figura 71. O Periodo é

T =2m/%2 ~ 0.718.

0. 06
0.04
0.02

-0.02
-0.04
-0.06

Figura 71: Grdfico de y = 0.075 cos ( %t) .

14. A constante eldstica da mola é k = 30 ( Newtons por metro). Quando uma forga de 3 N
¢ aplicada no corpo ela imprime nesse uma velocidade constante de 5 metros por segundo, isto
significa que a forga de atrito, que estamos proporcional a velocidade, nestas condigbes vale 5y e
ela é igual a forca aplicada; portanto, v = 0.6 unidades. Como a massa é de 2 kg, o problema de
valor inicial que descreve o problema é 2y” + 0.6y’ + 30y = 0, y(0) = 0.05 e 3/(0) = 0.1. A solucao
geral da equagdo é y = e *1% (¢y cos(v/59.91¢) + ¢ sen (v/59.91t)). Tendo em vistas as condigoes

iniciais, temos que ¢; = 0.05 metros e co = 0'518251 ~ 0.014 metros.
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Figura 72: Grdfico de y = e~ %1% (0.05 cos(v59.91¢t) + \0/% sen (v/59.91 t)>

Secao 4

1.(a) Note que apés decomposigao em fragoes parciais temos

832—4s+2_11+15 E 2
s(s24+4) 2s 2 s2+4 244’

cuja tranforma inversa é 3 + 12 cos(2t) — 2 sen (2t).

1.(b) Apd6s uma manipulagao simples podemos escrever

2s+1 1 s+ 3
ds? +4s+5 2 (54 )+1

. . 1 —t
cuja transformada inversa é % e 2cost.

1.(c) Escreveremos H(s) = e *F(s)+G(s), onde F(s) = SZ(TM eG(s) = %; portanto,
h(t) = wa () f(t = 1) + g(t).

Apébs decomposicao em fragoes parciais, temos

F(s) 1 11+11 +1 s+1
5) = 55— = s -t ts—o
s2(s2 425 +2) 2s 282 2(s+1)241
s°+1 2 1 3 s 32
G(s) = 5 =5 Tr2rd 1025 d
(s+1)(s?+4) 5s+1 5s2+4 10s2+4
e concluimos que f(t):—%—F%—i-e—;costeg(t):%e‘t—i-%cos(%)—f’—osen(%).

2. Podemos escrever f(t) = sen (mt)4uq(t) sen m(t—1)4uq(t)(t—2)—us(t)(t—3), cuja transformada
de Laplace é F(s) =

—2s —3s
—S s €
5 _|_ e 2 5 + £

2472 +7r

2
3.(8) g +e ™ (3+B+Z).

3.(b) —2g +e (7.
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3.(c) Se fizermos f(t) = cost, entdo, a transformada de Laplace de e %2 f(t) é igual a F"(s + 1),
—2(s+1)3+2(s+1)

onde F(s) R (PEIEIET

3.(d) Podemos escrever f(t) =ui(t)(t* —t+1) = ui(t) ((¢t — 1)? + (t — 1) — 1), cuja transformada

de Laplace é F(s) =e™* (& + 5 —1).

52 s

= ﬁ Portanto, a transformada desejada é

4.(a) Temos
2—5 1 S
Y(s) = + +
(s) (s—1)2+1 (s+1)(s2—254+2) (s2+1)(s®>—2s+2)
(s—1)
= - + + F(s) + G(s),
(s—1)24+1 (s—1)2+1 () ()
Onde F(S) = m e G(S) = (_82+1—)(882T+2) LOgO, y(t) = —et cost + et sent + f(t) + g(t)
1.7 _
Apébs decomposicao em fragoes parciais temos F'(s) = —% (341-1) + 525j;si2 = —% (341-1) + %(Sfl)%zrl +
_ . ts—2 | —is+i
%ﬁm; logo, f(t) = —%e t 4 %et cost + %et sent. Também temos G(s) = 2§+15 52E25f2 =
%5211 - %5211 - %(s—sl_)}-i-l + %(8—11)2+1? logo, g(t) = 5 cost — 2 sent — ze' cost + e’ sent.

4.(b) Note que f(t) =t —uy(t) —ui(t)(t — 1), portanto, F(s) = S% —et 68;; Note que

Y (s) 1 _s st1 1 1 g 1+1 s+1
s)=—5——€°*5—=S———+e |-+ -5—]|.
s2(s2+1) s2(s2+1)  s2 s2+41 s 82 241

Portanto,
y(t) =t —sent —uy(t) (cos(t —1) +sen(t—1) —t).

4.(c) Note que f(t) = sen(mt) + ui(t)senn(t — 1) + ua(t)(t — 2) — us(t) — us(t)(t — 3). Logo,

_ —-s_ T —2s1 _ _—3ss+l
F(s) = Tz te g te T ey Portanto,

Y(S) = S(S — 1)(82 T 71'2) + 6_83(8 — 1)(32 + 7-(2) + e—2s

G(s) +e*G(s) + e > H(s) — e >*M(s),

1 _ 35S +1
s3(s—1) s3(s—1)

onde G(s) = m, H(s) = Wl—l) e M(s) = 838(:_11). Logo,

y(t) = g(t) +ua(t)g(t — 1) + ua(t)h(t — 2) — us(t)m(t - 3),

onde
(t) Ly T ety (cos(nt) (1)
= —_ e COS|\TT — T sen\m

g T 1472 1+ 72 ’
t2

M) = l+e—t-7,
t2

m(t) = et—2—2t—§.
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4.(d) A transformada de Laplace de f é F(s) = (1+i =y~ (1+e m) Seja G(s) = 5(521+1)’ entao,
Y(s) = ) e " G(s Ze (n+Dms G (s
e
= cost + Z MU () g(t —mw) — i(—l)"u(nﬂ)ﬂ(t)g(t —(n+ 1)),
n=0

onde g(t) =1 — cost.
4.(e) Neste caso, Y (s) = e *G(s) — e 2*G(s), onde G(s) = 8(841_1) = s(s_l)(s}rl)(sgﬂ). Portanto,
y(t) = ua(t)g(t — 1) — uz(t)g(t — 2), onde

(t)——1+e—t+e—_t+lcost
= VI
4.(f) Y(s) = e 2G(s) + 3¢~ = > H(s), onde G(s) = (2+1) e H(s) = G 2+1) Portanto,

) =us (g (1~ ) ~ug o (1= 5.

onde g(t) =1 — cost.

5. Y(s) = iy + v

) > +G(s) H(s), onde H(s) =

Portanto,

s+2) (s+2)2 +2)

t
y(t) = 2e7 +te™ + (gx h)(H) = 2e7 +te™ + / g(t — 7)€" dr.
0

6. Note que f(t) = —ux(t) sen (t—m), portanto, F'(s) = —e™™ 55

onde G(s) = m Portanto,

(s) = @ —¢ TG(s),

y(t) = cosht —ur(t)g(t — m),

onde g(t) =  (senht — sent).
7. Note que y = t+yxe~t, portanto, do Teorema da Convolucio, Y (s) = glg—i- ;15, logo, y(t) = t+§.

8. Se substituirmos ¢ = u” na equacao integral e fizermos uma integracdo por partes e uma

integragao simples, obtemos imediatamente o item (a). Resolvendo a equagdo integral, segue-

se do Teorema da Convolucao que ®(s) = %, logo, ¢(t) = —Z2sent + gsen (2t). Se
resolvermos o problema de valor inicial dado em (b), segue-se que v(t) = Zsent — 2sen (2t);
portanto, ¢(t) = u”(t) = v"(t) = —3sent + gsen (2t), que o resultado que havfamos encontrado

anteriormente.
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