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1 ANALISE DE FOURIER

1.1 Introducgao

Este é um dos mais antigos assuntos em andlise matematica e é de grande im-
portancia para matematicos e engenheiros. Do ponto de vista pratico, quando
se pensa em andlise de Fourier, geralmente nos referimos a (integral) transfor-
mada de Fourier e as a séries de Fourier. Uma transformada de Fourier é a
integral de Fourier de uma funcao, f, definida na reta R. Quando f é vista
como um sinal analégico, entao, seu dominio de definicao, R, é chamado de
tempo continuo. Como a informagao espectral é dada em termos de frequéncia,
o dominio de defini¢cao da transformada de Fourier, f ,0qual é R, é chamado de
dominio de frequéncia. Por outro lado, a série de Fourier é uma transformagao
de seqiiéncias indexadas por Z, em fungoes periédicas. Portanto, quando tais
seqiiéncias sao imaginadas como um sinal digital, entao, seus dominios, Z, é
chamado de dominio de tempo discreto. Neste caso, a sua série de Fourier de-
screve o comportamento espectral do sinal digital, e o dominio de definicao da
série de Fourier é novamente R, que é o dominio de frequéncia. Entretanto,
como as séries de Fourier sao fungoes 2m— periédicas, o dominio de frequéncia
¢ identificado com o circulo unitario.

A importancia de ambas, a transformada de Fourier e a série de Fourier, nao
vem apenas do significado fisico de suas interpretacoes, tais como andlise tempo-
frequéncia de sinais, também, pelo fato que técnicas de andlise de Fourier serem
extremamente poderosas, como por exemplo, no estudo em anélise de wavelets.

1.2 A Transformada de Fourier e a sua Inversa

Alguns teoremas da Teoria de Integracio e Medida, tais como o Lema de Fatou,
os Teoremas de Fubini e da Covergéncia Dominada de Lebesque, bem como o
Teorema B.L.T., estdao enunciados no Apéndice A.

Para cada p, 1 < p < o0, seja LP(R) a classe das fun¢bes mensurdveis, f,
sobre R, tais que a integral (de Lebesque) [~ |f(z)[Pdz seja finita. Também,
seja L*°(R) a colegao das fungoes limitadas em quase todos os pontos, isto
é, em todos os pontos, exceto, em conjuntos com medidas de Lebesque nulas.
Portanto, munidos com as normas

151l = (/ @) da:)‘“ D l<p<o,

[flloc = ess sup{[f(x)] | — o0 <a < oo},

cada LP(R), 1 < p < 0o, é um espago de Banach.
Algumas propriedades elementares de LP(R):
@) If +9llp <IIfllp +l9ll, — desigualdade de Minkowski
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(i) [Ifgllr < Ifllp llgllpp—1)-1 — desigualdade de Holder,

onde p(p — 1)~ deve ser substituido por 1 quando p = co.
Uma conseqiiéncia de (ii) é a desigualdade de Cauchy-Schwartz:

gl < 1I£1l2 Tlgll2- (1)

Em vista de (1), definimos o “produto interno”

(f.g) = /fo f@g@ de . foge IA(R), @

Munido deste p;oduto interno, o espago de Banach L?(R), torna-se um
espago de Hilbert. E claro que (f, f) = || f|3, f € L*(R).

Definigao 1.1 A transformada de Fourier de uma funcio f € L*(R) € definida
por

oo

o) =Fpw) = [ e pia) da,
Teorema 1.1 Seja f € L*(R). Entdo, f satisfaz:
(1) f€L®R) com || flloc <|If]1;
(ii ) f € uniformemente continua em R,
(iii) Se a derivada de f, f', eviste e f' € L*(R), entdo,
fw) = iwf(w);

(v )f(w) — 0, quando w — +oo (Lema de Riemann-Lebesque).

Prova. A afirmacéo (i) é ébvia. Dado arbitrariamente 6 > 0,

sup | f(w +8) — fw)| = sup| / (e _ 1) f(x) dal

o .
< [ e vif@) do

Como |e=® —1||f(2)] < 2|f(x)] e |e7®* — 1||f(z)| — 0, quando § — 0,
segue-se do Teorema da convergéncia dominada de Lebesque que

/ le=%% —1||f(x)| dz — 0, quando & — 0,

— 00

o que prova (ii).

Fazendo-se integracao por partes e levando-se em conta o fato que se f e f’
estdao em L'(R) e, portanto, f(x) — 0 quando # — oo ( veja Apéndice B),
temos:
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o0

I

— 00

= s, o [ " f@) da

= iwf(w).

Afim de provarmos (iv), iremos primeiramente supor que f’ € L(R), entao,
segue-se de (iii) e (i), que

Fw) =L

|l

IPAI

@l

IN

— 0,

quando w — Fo0.

Como o subconjunto das funcdes g € L(R) tais que ¢’ existe e ¢ € L'(R)
é denso em L'(R) ( veja Apéndice B); assim, dado f € L*(R), para todo € > 0,
existe g tal que g, ¢’ € L'(R) e ||f — g||1 < €. Entdo, de (i), temos,

F@ = () =) + )
< fw) = d@)] + |§(w)]
< lf =gl + 19(w)]
< et gl
quando w — +00, 0 que prova (iv). [ |

Observagao 1.1 Embora f(w) — 0, quando w — =+oo, para todo f € L*(R),
isto ndo quer dizer que f esteja em L'(R), por exemplo, a fun¢do f(x) definida
como

flx) = e™ x>0
= 0, caso contrdrio,

estd em L'(R), por outro lado, f(w) = ﬁ, logo, f(w)| se comporta como

|
O(-L) quando |w| — oo, donde se conclui que f ¢ L'(R).

Jol

Definigao 1.2 Seja f € LY(R) a transformada de Fourier de uma funcdo f €
LY(R). Entdo, a transformada inversa de Fourier de f € definida por

Fif (x):i Ooeiwmf(w) dw.
V271 ) o
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Quando é que f pode ser recoberta apartir de f , usando-se F~!, ou seja,

quando (F~1f)(z) = f(z) ?

Teorema 1.2 Seja f € L*(R) tal que f € LY(R). Entao,
f(@) = (F71f) @)

em todos os pontos x onde [ € continua.

Nosso objetivo serd provar este teorema.

Exercicio 1.1 Dado a >0, seja f(x) = e~ mostre que f(w) = VE e i,

Prova. Para cada y real, seja

o) = [ e

iy
= / e~ @3 5+ dx

Seja h(y) = /T e4a. Ambas as fungdes ¢g(y) e h(y) podem ser extendi-
das para fun(;oes analiticas para todo plano complexo, C, como elas coincidem
na reta retal, R, segue-se que ¢g(y) = h(y), para todo y € C. Em particular,
fazendo-se y = —iw, temos o resultado desejado. [ ]

Definigao 1.3 Sejam f, g € L'(R). Defina

h) = (f * 9)a /fx— (v) d

Entéo, h € L'(R). De fato,
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1711

/_O; |h(2)| da
- /Z | [ Z F@ = y)g(y) dy| da

< [t ([ i@ niac) a

= [T [T e a

— 00 — 00

A1 (gl m

Exercicio 1.2 Mostre que se f, g, h € L*(R), entdo,

frg=gxf e (fxg)xh=[x(gxh).

Teorema 1.3 (Teorema da Convolucio) Sejam f, g € L*(R), entdo,

—

(f *9)(w) = f(W)g(w).

Prova. Segue do Teorema de Fubini. [ ]
Sera que existe d € L'(R) tal que

frd=F, (3)
para todo f € L*(R) ?
Se tal fungéo existisse, entdo, pelo Teorema 1.3, f(w)d(w) = f(w), para todo
f € LY(R). Ou seja, d(w) = 1, o que violaria o Lema de Riemann-Lebesque.
A seguir, nés desejaremos “aproximar” (3). Defina

Do exemplo 1, segue-se que gq(w) = e~
Teorema 1.4
Seja f € L'(R), entdo

lim (f *ga)(z) = f(z)

a—0t

em todos os pontos onde f é continua.
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Prova. Seja f continua em z. Dado arbitrariamente ¢ > 0, tome 1 > 0 tal que
|f(z —y) — f(z)] <e, para todo y € R com |y| < n. Como

/Oo galz) dz =1,

— 00

(Fra)@ — @] = | [ =9 - 1) ao) ]

— 0o

n

< / @ — 1) — F(@)lgaly) dy + / @ —y) — F(@)lgaly) dy
-n ly|>n
n

< o gulo) dy maxgaw) 1510+ @] [ galw) dy
—n = y >n

< e[wga<y> dy + ga () |f||1+/yl>jagl<y> dy

< Ul g+ U@ [ o) dy e

quando o — 0. [

Do Teorema de Fubini, temos a seguinte identidade:

T @i de= [ F@gta) de, (1)
/. /.

vélida para todo f, g € L'(R). De fato,

| s@ita) o - /Z (/Zeiwwgw dw) ds
([ o )
= / 9(w) () d

Prova do Teorema 1.2. Seja x € R fixo e faca g(y) = ﬂei-’”*ayrz. Entéao, do
Exercicio 1, temos
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1 > o :
i) = o [ et a
™ — 00
o0
_ 2i e—i(y—w)te—oth dt
™ —00
1 T _<y4—z)"‘
= —_— —e @
21\ «
= galz—Y). (5)

Froe) = [ Fwgale =) dy
| 1wt ay

= /_ o;f(y)g(y) dy

— 5 [ e ay

portanto,

1 > YT £ —ay?
(Frg)a) =5 [ erfer dy (©

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque, o lado direito de (6)
tende a % ffooo e f(y) dy quando a — 0T. Por outro lado, se f for continua
em z, entdo, pelo Teorema 1.4, (f * go)(z) — f(z), quando o — 0. [ |

1.3 A Transformada de Fourier de Funcoes de Quadrados
Integraveis

Definigdo 1.4 A funcdo autocorrelagio de uma fungio f € L?*(R) € definida
por

- [ T et 0T dy.

Lema 1.1 Seja F' a autocorrela¢io de uma fungdo f € L*(R). Entao,
(i) [F(2)| < |3, para todo z € R; e
(i) F € uniformemente continua em R.
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Prova. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

F(z) < /O;f(ery)lf(y)dy
< ([ dy)é (/Z )P dy)% —1I/1B

Dado arbitrariamente, um ntimero real 7, da desigualdade de Cauchy-Schwarz,
temos

F(z+n)— F(z) = |[w<f<x+n+y>—f<x+y>>mdy\
< (/m @ 4n+y) - @+ dy)2||f||2
< (/m ) — F) dy)2 171l
— 0

)

quando 1 — 0 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque), independen-
temente de x. [

Teorema 1.5 Seja f € L'(R) N L2(R). Entio f € L2(R) e satisfaz

1£113 = 2|1 £115.

Prova. Com f é continua e f(w) — 0, quando w — =00, entdo, ga | f|2 € L*(R).
Portanto,
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_ L O:og;(x) < L O; eI F () du [ O; TV F(y) dy) do
P (o ([ nan ) )
= 2n [ ([ Tt - ) dv) au
= 2 [ g ([ T wiatw) dw) au

‘: (/_O; f)f(u+w) dU> ga(w) dw

= 27

o0

= 27 F(w)ga(w) dw

88

F(w)ga(w) dw,

— — —

portanto,

| @@l de=2n [ Pt dr ™)

— 00 — 00

Como F é continua e {g,} é uma aproximacao para a distribuigdo § (veja
Teorema 1.4), o lado direito de (7) tende a 27 F(0) = 27| f||3, quando a — 0F.
Por outro lado, pelo Lema de Fatou, f € L?(R) (veja observacio abaixo), e
como 0 < ga |f]I? < |f]?, segue-se do Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesque que podemos passar o limite para dentro da integral:

oo
t [ Gl do = 1715
a—0t J_ o
Isto prova o teorema acima. |

Observagao. Como as funcdes gu | f|? sio mensurdveis, 0 < ga |f|2, a>0e¢
liminf, go |f(2)|? = |f(2)|?, temos



1 ANALISE DE FOURIER 10

/ f(2)]> dz = / lim inf g, |f|* da
o0 o0 - )
< limainf/ Ja |fI? dz

= 27 lim F(x)ga(z) dx

a—0t J_ o

= 2wF(0) = 27||f|]* < o0

onde a desigualdade acima segue-se do Lema de Fatou, a segunda igualdade
segue-se de (7) e a terceira igualdade, do Teorema 1.4.

Pelo que foi visto acima, a transformada de Fourier pode ser vista como um
operador linear limitado F : L*(R) N L#(R) — L?(R), tal que

I1FIl = ||;\1|1p1”ff”2 = V2.

Como L'(R) N L*(R) é denso em L*(R), pelo Teorema BLT, F possue uma
extensdo, F, para todo L%(R), tal que ||F|| = ||F|| = v2r. Mais precisamente,
se f € L?(R), entdo os truncamentos

In(z) = f(x), sefz| <N

= 0, caso contrario.

onde N =1,2,..., estdo em L'(R) N L2(R), e pelo Teorema 1.5, fy € L2(R).
Além disso, do Teorema 1.5, ||f]\v - f;;”% = 27||fx — fuml|3, como {fx} é de
Cauchy em L*(R), ||f~ — fumll2 — 0, quando M, N — oo. Disso, concluimos
que a seqliéncia {f;} é uma seqiiéncia de Cauchy em L?(R). Como L*(R) é
cpmpleto, segue-se que existe uma fungao foo € L?(R), tal que limpy_, oo ||f]\v —
f0<>||2 =0.

Definigao 1.5 A transformada de Fourier, f, de f € L*(R) € definida como o
limite de Cauchy foo de {fn} e usamos a notagio

1.i.m.0tN oo ﬁ\v(w) “limit in the mean of order two”

N
= l.i.m.o.tNﬂoo/ e T f(z) d.
-N

fw)

Naturalmente, a definigdo de f , para f € L2(R), deveria ser independente da
escolha de fy € L*(R) N L?(R). Em outras palavras, qualquer outra seqiiéncia
de Cauchy em fy € L'(R) N L*(R) que aproxima f € L?*(R) pode ser usada
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para definir f . Mas, em vista de suas simplicidades, os truncamentos de f acima
sao frequentemente usados, particularmente em andlise de sinais. Também no-
tamos que a extensdao de F de L'(R) N L?(R) para L?(R) é consistente com F
originalmente definida em L!'(R). Isto pode ser facilmente verificado usando-se
a teoria de Lebesque basica.

Finalmente, nés enfatizamos que a identidade de Parseval (7) extende-se
para todo L?(R). De fato, de (7), temos

183 = [I(h— hn) + hyll3
= Ik = hx|3 + |lAx|3 +2Re (hx,h— hy)
= |[h — h|[3 + 2xl|hy 3 +2Re (k= hy)
—  2n||h||3, quando N — oo,
pois, da desigualdade de Cauchy-Schwarz,
|(h, b= )| < NIl = Al = [l lallh = A lla = 0, quando N — c.

Teorema 1.6 Para todo f,g € L*(R), temos
1 .
(f,g9) = 2—<f,g> - Identidade de Parseval. (8)
77
Em particular, ||f|]2 = 27) "2 || f||2.

Prova. Da identidade de polarizagao para produto interno e de (8), temos,

1f+gll5=11f —gll5 N IIf —iglls = |If —igll5

_ 1 ||f+§]|\§—||f—§|§+||f—i§|§—||f—i§||§
2w 4 4
1,
- % <f7g>7
0 que prova o teorema. n

Quando definimos a transformada de Fourier F~!, tinhamos a restrito a
intersegao de L'(R) com a imagem de F porque JF nao leva L'(R) em L!(R).
Além disso, ndo podemos sequer escrever f(z) = (F~1)(f)(z), a menos que f
fosse continua em x. A teoria L?(R), por outro lado, é muito mais elegante.
Vimos que F leva L?(R) nele mesmo. A seguir, mostraremos que este mapea-
mento é 1 — 1 e sobre, de modo que a transformada de Fourier inversa pode ser
facilmente formulada.

Lema 1.2 Sejam f,g € L*(R). Entdo,

/ : f@i(@) do = [ O; f(@)g() da. (9)
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Prova. Vimos que (9) vale para todo f, g € L'(R), como L'(R)NL?(R) é denso
em L%(R), é facil ver que (9) vale para todo f,g € L*(R). |

Definicao 1.6 Para todo f definido em R, a fungdo f~ é definida como f~(x) =
f(—=z). Chamamos f~ de “reflexao” de f (relativa a origem).

A seguinte observagao é trivial.

Lema 1.3 Seja f € L*(R). Entdo

-

f@) = (FH@); @ =) (@) (10)

Agora estamos em condicoes de estabelecer a invertibilidade da transformada
de Fourier.

Teorema 1.7 A transformada de Fourier, F, é uma bijecio de L*(R) em
L*(R). Em outras palavras, para cada g € L*(R), existe um e somente um
f € L3(R), tal que f = g; ou seja,

f(a) = (Fg)(x) = g(x)
€ a transformada inversa de g.

Prova. Seja g € L?*(R). Entdo, a sua reflexdo g~ também estd em L?(R).
Mostraremos que a funcio em L?(R),

1 —~
r)=—g (z 11
f@) = 59~ (@) (1)
satisfaz f = g em quase todos os pontos, o que mostra que a transformada
de Fourier é sobrejetiva. De fato, aplicando-se os Lemas 1.3, 1.2, usando-se a
definicdo de f e Lemma 1.3 novamente, e a identidade de Parseval, consecuti-
vamente, temos,

lg =71 = llgll3 —2Re (g./) + Il 113
= llgll3 — 2Re (g, (F ) +IIf13
= llgll3 = 2Re (3, () )+ II£113
= llol3 —2Re (3.77) + |1/11
= llgll3 — 2Re (3 5-) + 1113

1. 2 .
= 5Nl = 11gll3 + 21713

_ Lo 1 ~g
= gHgHz g”g I =0.
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Para mostrarmos que f, definido em (11) é a tinica fungio em L?(R) que sat-
isfaz f = ¢ (injetividade da transformada de Fourier), é equivalente a mostrar
que f = 0 implica f = 0, em quase todos os pontos e isto é uma conseqiiéncia
imediata da Identidade de Parseval. [ |

Observagao. Vimos que dado g € L?(R), entdo, f(x) = %(g/:)(ac) é o tnico

elemento em L2(R) tal que f = g. Portanto,

1 —
fl@) = 5-97()
Y8
1>,
= — e o (t) dt
) € g(t)
I Ooemf(t) dt
7 '

2 Séries de Fourier

Estudaremos fungoes periddicas de periodo 27. Define-se

2

— esssup {|f(@)| [0Sz <2m), p=ocx.

1
1 2w >
[fllze02m) = ( / f(x)|pdx> , 1<p<oo
0

Para cada p, LP(0,27) denota o espago de Banach das fungoes satisfazendo
f(x 4 27) = f(z), em quase todos os pontos de R, e [|f|[Lr(0,2r) < 00. O
subespago C*[0, 27| de LP(0,27), consistindo apenas das fungdes continuas é
mais dtil do que todo o espago L>(0,27). O asterisco é usado para lembrar-nos
que f(0) = f(2w) para f € C*[0,2n].

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz para o caso em que p = 2, podemos
definir o “produto interno”

2w
o L e

(fr9)" = o f(z)g(z) dx

para todo f,g € L?(0,27).

Exercicio 2.1 Usando a desigualdade de Hélder, mostre que LP(0,27) < L%(0, 27),
D=4q.

Exercicio 2.2 Mostre a sequinte desigualdade generalizada de Minkowsksi:

(217T/02ﬂ|/:g(t,x) P dx>; < /ab (2;/02” lg(t, 2)[P da:); dt.(12)
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Definicao 2.1 Espago de Seqiiéncias, [P. Define-se

P =1"(2) = {{ar}rez | [{ar}lw < oo},

onde

1
P
Ha} e = (Daw) L 1<p<oo

kEZ
= sup |ax|, p=oo.
k

Exercicio 2.3 Mostre que valem as desigualdades de Minkowski, Héolder e Schwarz
para os espacos de seqliéncias.

O andlogo dos espagos de Hilbert L?(R) ou L?(0,27), o espago 12, também
é um espaco de Hilbert, com o produto interno:

Hak ih)e = 3 b (13)
k

A “transformada de Fourier discreta”, F*, de um sinal “digital” {cy} € P,
é definida como

(F{er}) () =D exe™™. (14)

keZ

Portanto, é a “série de Fourier” com coeficientes dados por {c;}. Em geral, a
série formal (14) pode ser vista como um “simbolo” da seqiiéncia {cy}.
Da relagdo e**® = cos(kx) + isen(kz), (14) pode ser reescrita como

fl@)=2+ Zak cos(kx) + Zbk sen(kx) (15)
= k=1
com
ar = Ckp+cCc_g
be = iler — i),

onde f(x) em (15) é somente uma notacao para a série de Fourier, pode ser
que nem mesmo seja uma fungdo. Em qualquer caso, podemos considerar os
polindémios trigonométricos

N
a,
== 1
(Sv f)(z k_z_:N cre'™ 5 + kzz:l ay, cos(kx) + by sen(kz)), (16)
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onde N é um inteiro nao-negativo. Estes sao chamados de “somas parciais” da
série de Fourier f.
Seja

N 1 x
x) = % + Zcos(kx) = w. (17)

Este polindémio, chamado de “nucleo de Dirichlet” de grau N, é muito impor-
tante. Pelo menos formalmente, S,, f pode ser visto como a “convolucao” de f
com Dy (isto segue da orgonalidade das fungdes seno e cosseno):

Sy @) = o [ fe-Du) a (18)
1 2w

= RO NMEERE

Note que a integragao em (18) faz sentido para f € L(0,27).
Por outro lado, se f € L?(0,27), 1 < p < 0o, podemos definir a “inversa da
transformada de fourier discreta”, F* !, de f, por

1
2w

F k) = elf) = ; " f@)et da. (19)

Ou seja, F* ' leva f € L¥(0,27) em seqiiéncias {cx}, k € Z. Esta seqiiéncia

define um série de Fourier
> (et (20)

kEZ

chamada de sequiéncia dos “coeficientes de Fourier” da série de Fourier. Uma
questao fundamental é se esta série “converge” para a funcao original f.
No que se segue, nos restringiremos 4 teoria de Fourier para L?(0, 27).

Teorema 2.1 Seja f € L?(0,27). Entdo, a seqiiéncia {ci(f)} dos coeficientes
de Fourier de f estd em [? e satisfaz a desigualdade de Bessel:

Z e (f ‘2 < Hf||L2(o 27) - (21)

Prova. Seja Sy(f) a N—ésima soma parcial da série de Fourier de F. Entao,

0 < If = Sv(Hl72(0.2m
= |Ifl1320.2m) — 2 Re(f, SN (£ + 1SN (H)II72(0.20): (22)

note que

k=N n=N N

(SN = D en(H)f. ) = Z = Y el

k=—n k=—N k=—N
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Além disso,

N
1SN (N2 0.2m = D len(I. (23)
k=—N

Logo,

0<|f—Sn(f ||L2(027r) Z e (f

k=—N
Portanto, ZQZ_N lex (F)12 < ||f] |2L2(0 o) Para todo N, o que prova o teorema. M

A reciproca deste teorema é o chamado Teorema de Riesz-Fischer:

Teorema 2.2 Seja {c} € L?. Entdo, existe algum f € L*(0,2n), tal que c €
0 k—ésimo coeficiente de Fourier de f. Além disso,

o0

Yl = 11F1122(0.20)-

k=—o00

Este teorema afirma que a transformada de Fourier discreta F* mapea (2
em L2(0,27) e a identidade (24) vale para todo f na imagem de F.
Prova. Dado um nimero inteiro ndo-negativo, N, seja Sy (z) = 25:7N cpette.
Como {c} € [?, entdo, ngvzfzv lck|? 6 uma seqiiéncia de Cauchy de niimeros
reais. Portanto,

ISy = SmllF2020) = \|5N\|2L2(oz7r)*2R6<SN’SM>+||SM\|2L2(0,%)
min{N,M}

— S ke Z =2 D el
k=—N k_—min{N,M}
max{N,M}

= > laP
min{N,M}

—  0,quando N, M — oco.

Portanto, {Sn} é de Cauchy em L?(0,27). Seja f € L?(0,27) o limite desta
seqliéncia, entdo, pela desigualdade de Bessel (cx(f — Sn) = cx(f) — cx):

N
0< Y feelf) = erl® < IIf = SnllF2(0.2m)>
k=—N

tomando-se o limite quando n — oo, temos que >, ., |ex(f) — cxl? = 0, logo,
ck(f) = ck, para todo k € Z, em particular, Sy = Sy (f). Além disso, em
virtude de (23) e (23), temos
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1f = Sv(DlIF202m) = 720,20 — 2 Relfs SN)* +1ISNI[72(0,20)
N
= ||f||%2(0,27r) - Z ‘Ck‘Qa
k=—N
tomando-se o limite quando N — oo, obtemos > o |cx|* = ||f||%2(012ﬂ). [ ]

Enfatizamos novamente que o Teorema 2.2 somente assegura que a identi-
dade (24) é valida para todos as funcdes f na imagem de [? sob a operacio
da transformada de Fourier discreta. O fato de que (24) poder ser extendido
para todo L?(0,27) é uma conseqiiéncia do Teorema de Weierstra3, que diz
que o conjunto de todos os polindémios trigonométricos é denso em L2(0,27).
A identidade (24) extendida para todo L?(0,27) é chamada de “Identidade de
Parseval” para L2(0,2m).

Seja f € L?(0,27) e denote por Syf a n-ésima soma parcial da série de
Fourier de f. Entdo, a N—ésima média de Cesaro of {S, f} é dada por

Sof+...+Snf
O’Nf= N1 .

(24)

Como Sy f é a convolugéo de f com o nicleo de Dirichlet Dy, definido em (18)
( para f € L?(0,27) C L'(0,27)), segue-se que o f é a convolugao de f com

o chamado “ntcleo de Fejér”, definido por
D, ...+D 1 2 (AL
Kn(z) = o(z)+...+ Dn(x) _ sen? ( > at), (25)
N+1 N+1 2sen?(3)
ou seja,
1 2T
(onf)@)=— | fle—-t)Kn(t) dt. (26)
0

Note que Kn(z) > 0 para todo x e esta propriedade é crucial para estabelecer-
mos o seguinte resultado:

Teorema 2.3 Seja f € L*(0,2n). Entdo limy .o ||f — on f||L2(0,27) = 0.

Antes de provar este resultado, é conveniente introduzir a seguinte notagao
(“LP(0,27) modulus of continuity”):

27 %
wp(fim) = sup <2171-/0 |[f(z+h)— f(z)P dx) , para f € LP(0,2m),

0<h<n

para 1 < p < oo, e para p = 0o, definimos

wfin) = weo( fim) = sup max|f(a+h) — f(z)]. para f € C*0,27].
=n
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Note que L*°(0,27) é substituido pelo seu subespago C*[0,2n]; além disso,
wp(f;m) é uma fungdo nao-decrescente de n e

wp(fim) — 0 quando n — 0%, para f € LT(0,27);
w(f;n) — 0 quando n— 0%, para f € C*[0,27];

Prova do Teorema 2.3. Como

1 27
7/ Fy(z) dz =1,
™ Jo

segue-se da desigualdade generalizada de Minkowski, dada em (12), que

||f —ON f||L2(0,27r) =

Nl

(N+1)t

27 27 sen 2
= / |m / (f(x)f(zt)>X<Sen§> dt? de

2

2 1
1 2m senw 1 27 2
< -2 — — —t)%d dt
- 27T(N+1)/0 ( sens x <27r/0 f@) = fla =) x>
- (N+1)t\ 2
1 sen
< 2 i|t]) dt
- 2r(N+1) /77r ( sen% ) wa (5 1¢))
T 2 (N+1)t
T sen” ~———2
< N+1/0 t22 wa(f3t) dt

(N+1)m/2 2 )

m sen u u
_ T ) du
2/0 ( u >w2<f’N+1) "

Dado arbitrariamente ¢ > 0, tome M > 0, tal que 7||f]|z2(0,27) onj % < e
Como wa(f;.) < 2||fl[z2(0,2r) € w2(f;.) é uma fungdo ndo-decrescente, segue
que for (N + 1)m > 2M,

M 2
T sen u 2u
||f70—NfHL2(O,27r) < 6+5/0 ( " ) wa <f;N—‘,—1) du

< —|—M7T f72M +0
- . —
€ 2 w2 ,N—f—l € )

quando N — oo. Isto completa a prova do teorema. [ ]

Agora estamos em condidoes de estabelecer o principal resultado desta segao.
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Teorema 2.4 A transformada de Fourier discreta, F*, € um isomorfismo isométrico
de 1? sobre L*(0,27). Em outras palavras, F* mapea I?, 1—1 e sobre L*(0,2m),
tal que a identidade de Parseval

oo

2
>l =g [ f@P d, f e 30.2m) (1)

k=—o0
vale, onde cx(f) € o k—ésimo coeficiente de Fourier de f.
Prova. O Teorema 2.2 ja diz que F* mapea [? em L?(0,27). Para provar que
este mapeamento é sobre, seja f € L?(0,27) escolhido arbitrariamente e seja

{ck} a seqiiéncia dos coeficientes de Fourier de f. Entao pela desigualde de
Bessel, no Teorema 2.1, temos

oo

Z ek |® < ||f||%2(0,27r)'

k=—oc0
Por outro lado, pelas definigoes de on f e Sy f, é claro que

N

o= 3 (1= 35 ) e

k=—N

portanto,

N Ik 2
||0Nf||L2(o,27r)|2 = Z (1_1\]—1—1) |Ck\2

k=—N
N

> lesl? < 1113200

k=—N

IA

Isto é, temos

Y

1l (0,2m)

N 3
( Z Ck2) > |lon fllz20,2m)
k=—N

Hf||L2(O,27r)H|f - UNf||L2(0,27r)-

Y

Portanto, aplicando-se o Teorema 2.3, a identidade de Parseval (27) é estabele-
cida. Esta identidade, naturalmente, garante que F* é 1 — 1, visto que se todos
os coeficientes de Fourier de f sao nulos, entao, ||f||z2(0,2+) = 0, ou seja f =0
em quase todos os pontos. |

2.1 Teoria de Convergéncia Basica e Férmula de Soma de
Poisson

Embora a teoria de convergéncia de séries de Fourier seja um assunto muito
fascinante, um estudo detalhado esté fora dos propdsitos destas notas.
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Primeiro mencionaremos que existe uma funcao 2w —periédica, continua, cuja
série de Fourier diverge em todos os numeros racionais. Além disso, existe até
mesmo uma funcdo em L*(0,27) cuja série de Fourier diverge em toda parte.
Portanto, algumas condigoes devem ser impostas para guarantir a convergéncia.
O resultado de convergéncia que requer a mais franca hipétese é um resultado
profundo que diz que a série de Fourier de qualquer fungao f € LP(0,27), onde
1 < p < oo, converge para f em quase todos os pontos. A seguir, estamos
interessados em convergéncia uniforme, ou pelo menos, convergéncia em alguns
pontos especificos. Os resultados abaixo serao apenas enunciados sem serem
demonstrados.

O resultado seguinte é chamado de Teste de Convergéncia de Dini-Lipschitz.

Teorema 2.5 Seja f € C*|0,27] tal que
a -t
/ @ dt < o (28)
0

para algum a > 0. Entao a série de Fourier de f converge uniformemente para
f; ou seja, limy_.oo ||f — SN fl|L<[0,27) = 0.

Por exemplo, se w(f;n) = O(n®) para algum « > 0, entdo certamente (28)
acontece.

O segundo teste de convergéncia que serda enunciado abaixo é chamado de
Teste de Dirichlet. Ele é valido para fungoes que nao oscilam muito drastica-
mente. Tais fungoes s@o chamadas ser de “variacao limitada”. E bem conhecido
(e nao é dificil provar a partir da defini¢ao) que toda func¢do de variagio limi-
tada pode ser escrita como a diferenga de duas fungées nao-decrescentes. Por-
tanto, se f é de variacao limitada em [a, b], entdo f(z") =limj,_o+ f(z+h) e
f(z7) =limy_o- f(z+ h) existem em todos os pontos x, a < x < b.

Teorema 2.6 Seja f uma fun¢do 2m—periddica de varia¢do total limitada em
[0,27]. Entdo a série de Fourier de f converge para (f(z)+ f(x7))/2 em todos
0s pontos, isto €,

f@®) + fla7)

: (29)

Jim (Syf)(@) =

para todo x € R. Além disso, se f for continua em qualquer intervalo compacto
[a,b], entao a série de Fourier de f converge uniformemente para f em [a,b].

A maneira mais simples de se periodizar uma funcdo f € L?(R), é considerar
Op(x)= > fla+2kn). (30)
k=—o0

A primeira pergunta que surge é se ®; é ou ndo uma funcdo. A resposta é
positiva se p = 1.
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Lema 2.1 Seja f € LY(R). Entdo a série (30) converge em quase todos os
pontos para uma funcdo 2m—periddica, P¢. Além disso, a convergéncia em
quase todos os pontos € absoluta, e 5 € L'(0,2w) com

1
Drl|pr < — . 31
121121 020) < 51171l (31)

Prova. A convergéncia em quase todos os pontos sera estabelecida, uma vez
tivermos

et 27
Z / |f(z +27k)| de < 0.
0

koo
Mas
27 o o
® d 27k)| d
/0 |@y(z)| dz < k—E:oo/O |f(z + 27k)| dz
& 27 (k+1) ~

- dx = de.
k:z_oo/QTrk |f(@)] dz /_Oo|f(33)| .|

Em vista deste teorema, podemos considerar as séries de Fourier de ®f, ou
seja, dr(x) = 3. cx(Ps)e’™™, onde

1 2w "
= — T d
ck(f) o7 J, € f(@)dz
1 St /27‘(‘ ik
= — e " f(x + 2rk)dx
27T k;OO 0
1 0o 27w (5+1) ik 1 .
= %k;)o/m e f(x)dx—%f(k).

Portanto, se a série de Fourier de ® converge para ®, entdo as duas quan-
tidades

Z f(z + 27k) (32)

k=—o0
€
o > e (33)
k=—oc0

podem ser igualadas. Infelizmente, como ®; estd somente em L'(0,27), sua
série de Fourier pode divergir em toda parte. Assim, algumas condi¢oes devem
ser impostas a @7 ou f, afim de assegurarmos que (32) e (33) sejam iguais.
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Teorema 2.7 Suponha que f € L*(R) satisfaca as sequintes condigoes:
(i) a série (32) convirja em todos os pontos para uma fun¢do continua, e
(ii) a série de Fourier (33) convirja em todos os pontos.
Entao a seguinte “Formula de soma de Poisson” € vdlida:

Z flz+27k) = % Z f(k)e*=  zeR. (34)

k=—o00 k=—o0

Em particular,

S s =5 > fk). (35)

k=—o0 k=—o00

Antes de dar algumas condigoes suficientes em f para guarantir ambos (i) e (ii),
notamos que as férmulas de Poisson (34) ou (35) podem ser formuladas de uma
maneira um pouco diferente. Para fazé-lo, observamos que se f,(x) = f(ax),
onde a > 0, entao fa(x) = a_lf(g). Logo, (34) e (35) se tornam:

Il
\H
(]
~
7 N
Q|
N———
ms
Q=
8

Z flx + 2mwak)

e 21a e
(36)
> 1 & [k
Z f@2mak) = ra Z f(a>
k=—oc0 k=—o00
Em particular, escolhendo-se a = (27) 7!, temos
S 1 s £ i2mkx
Z flx+k) = o Z f(2nk)e
k=—o00 k=—oc0
(37)

S fk) = Y femk).

k=—o00 k=—o0

Agora, listamos algumas condigdes sob as quais ambas as condigbes (i) e (ii)
acontecem.

Corolario 2.1 Suponha que f seja mensurdvel e satisfaca:

) fa) =0 (150 ) 39

para algum o > 1. Entdo a férmula de soma de Poisson (34) vale para todo
x eR.

Observe que desde que f satisfaga (38), f é necessariamente continua, e é
claro que ambas as condigoes (i) e (ii) sao validas.
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Corolario 2.2 Seja f € L*(R) e suponha que a série (30) convirja em toda
parte para uma fungdo continua de variagao limitada em [0,27]. FEntdo a
formula de soma de Poisson (34) vale para todo x € R.

Se @ é continua e de variacdo limitada em [0, 27|, entao pelo Teorema 2.6,
sua série de Fourier, que é (33), converge em toda parte para ®;. Isto é, (32) e
(33) sao idénticas.

O exemplo mais importante é qualquer funcao continua de suporte compacto
f de variagdo limitada. Para tal fungdo f, as séries (30) é somente uma soma
finita, e portanto, ®; é também uma fungao continua e é de variacao limitada
em [0, 27].



