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1 ANÁLISE DE FOURIER

1.1 Introdução

Este é um dos mais antigos assuntos em análise matemática e é de grande im-
portância para matemáticos e engenheiros. Do ponto de vista prático, quando
se pensa em análise de Fourier, geralmente nos referimos à (integral) transfor-
mada de Fourier e as à séries de Fourier. Uma transformada de Fourier é a
integral de Fourier de uma função, f , definida na reta R. Quando f é vista
como um sinal analógico, então, seu domı́nio de definição, R, é chamado de
tempo cont́ınuo. Como a informação espectral é dada em termos de frequência,
o domı́nio de definição da transformada de Fourier, f̂ , o qual é R, é chamado de
domı́nio de frequência. Por outro lado, a série de Fourier é uma transformação
de seqüências indexadas por Z, em funções periódicas. Portanto, quando tais
seqüências são imaginadas como um sinal digital, então, seus domı́nios, Z, é
chamado de domı́nio de tempo discreto. Neste caso, a sua série de Fourier de-
screve o comportamento espectral do sinal digital, e o domı́nio de definição da
série de Fourier é novamente R, que é o domı́nio de frequência. Entretanto,
como as séries de Fourier são funções 2π− periódicas, o domı́nio de frequência
é identificado com o ćırculo unitário.

A importância de ambas, a transformada de Fourier e a série de Fourier, não
vem apenas do significado f́ısico de suas interpretações, tais como análise tempo-
frequência de sinais, também, pelo fato que técnicas de análise de Fourier serem
extremamente poderosas, como por exemplo, no estudo em análise de wavelets.

1.2 A Transformada de Fourier e a sua Inversa

Alguns teoremas da Teoria de Integração e Medida, tais como o Lema de Fatou,
os Teoremas de Fubini e da Covergência Dominada de Lebesque, bem como o
Teorema B.L.T., estão enunciados no Apêndice A.

Para cada p, 1 ≤ p < ∞, seja Lp(R) a classe das funções mensuráveis, f ,
sobre R, tais que a integral (de Lebesque)

∫∞
−∞ |f(x)|pdx seja finita. Também,

seja L∞(R) a coleção das funções limitadas em quase todos os pontos, isto
é, em todos os pontos, exceto, em conjuntos com medidas de Lebesque nulas.
Portanto, munidos com as normas

||f ||p =
(∫ ∞

−∞
|f(x)|p dx

) 1
p

, 1 ≤ p < ∞,

e

||f ||∞ = ess sup{|f(x)| | −∞ < x < ∞},
cada Lp(R), 1 ≤ p ≤ ∞, é um espaço de Banach.

Algumas propriedades elementares de Lp(R):
(i) ||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p − desigualdade de Minkowski

e



1 ANÁLISE DE FOURIER 2

(ii) ||fg||1 ≤ ||f ||p ||g||p(p−1)−1 − desigualdade de Holder,

onde p(p− 1)−1 deve ser substitúıdo por 1 quando p = ∞.
Uma conseqüência de (ii) é a desigualdade de Cauchy-Schwartz:

||fg||1 ≤ ||f ||2 ||g||2. (1)

Em vista de (1), definimos o “produto interno”

〈f, g〉 =
∫ ∞

−∞
f(x)g(x) dx , f, g ∈ L2(R). (2)

Munido deste produto interno, o espaço de Banach L2(R), torna-se um
espaço de Hilbert. É claro que 〈f, f〉 = ||f ||22, f ∈ L2(R).

Definição 1.1 A transformada de Fourier de uma função f ∈ L1(R) é definida
por

f̂(ω) = (Ff)(ω) =
∫ ∞

−∞
e−iωxf(x) dx.

Teorema 1.1 Seja f ∈ L1(R). Então, f̂ satisfaz:
( i ) f̂ ∈ L∞(R) com ||f̂ ||∞ ≤ ||f ||1;
( ii ) f̂ é uniformemente cont́ınua em R,
(iii) Se a derivada de f , f ′, existe e f ′ ∈ L1(R), então,

f̂(ω) = iωf̂(ω);

( iv )f̂(ω) → 0, quando ω → ±∞ (Lema de Riemann-Lebesque).

Prova. A afirmação (i) é óbvia. Dado arbitrariamente δ > 0,

sup
ω
|f̂(ω + δ)− f̂(ω)| = sup

ω
|
∫ ∞

−∞
e−iωx(e−iδx − 1)f(x) dx|

≤
∫ ∞

−∞
|e−iδx − 1||f(x)| dx

Como |e−iδx − 1||f(x)| ≤ 2|f(x)| e |e−iδx − 1||f(x)| → 0, quando δ → 0,
segue-se do Teorema da convergência dominada de Lebesque que

∫ ∞

−∞
|e−iδx − 1||f(x)| dx → 0, quando δ → 0,

o que prova (ii).
Fazendo-se integração por partes e levando-se em conta o fato que se f e f ′

estão em L1(R) e, portanto, f(x) → 0 quando x → ±∞ ( veja Apêndice B),
temos:
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f̂ ′(ω) =
∫ ∞

−∞
e−iωxf ′(x) dx

= f(x)e−iωx|∞−∞ + iω

∫ ∞

−∞
f(x) dx

= iωf̂(ω).

Afim de provarmos (iv), iremos primeiramente supor que f ′ ∈ L1(R), então,
segue-se de (iii) e (i), que

|f̂(ω)| = |f̂ ′(ω)|
|ω| ≤ ||f ′||1

|ω| → 0,

quando ω → ±∞.
Como o subconjunto das funções g ∈ L1(R) tais que g′ existe e g′ ∈ L1(R)

é denso em L1(R) ( veja Apêndice B); assim, dado f ∈ L1(R), para todo ε > 0,
existe g tal que g, g′ ∈ L1(R) e ||f − g||1 < ε. Então, de (i), temos,

|f̂(ω)| = |
(
f̂(ω)− ĝ(ω)

)
+ ĝ(ω)|

≤ |f̂(ω)− ĝ(ω)|+ |ĝ(ω)|
≤ ||f − g||1 + |ĝ(ω)|
≤ ε + |ĝ(ω)|
→ ε,

quando ω → ±∞, o que prova (iv).

Observação 1.1 Embora f̂(ω) → 0, quando ω → ±∞, para todo f ∈ L1(R),
isto não quer dizer que f̂ esteja em L1(R), por exemplo, a função f(x) definida
como

f(x) = e−x, x ≥ 0
= 0, caso contrário,

está em L1(R), por outro lado, f̂(ω) = 1
1+iω , logo, |f̂(ω)| se comporta como

O( 1
|ω| ) quando |ω| → ∞, donde se conclui que f̂ /∈ L1(R).

Definição 1.2 Seja f̂ ∈ L1(R) a transformada de Fourier de uma função f ∈
L1(R). Então, a transformada inversa de Fourier de f̂ é definida por

(
F−1f̂

)
(x) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
eiωxf̂(ω) dω.
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Quando é que f pode ser recoberta apartir de f̂ , usando-se F−1, ou seja,
quando (F−1f)(x) = f(x) ?

Teorema 1.2 Seja f ∈ L1(R) tal que f̂ ∈ L1(R). Então,

f(x) =
(
F−1f̂

)
(x)

em todos os pontos x onde f é cont́ınua.

Nosso objetivo será provar este teorema.

Exerćıcio 1.1 Dado a > 0, seja f(x) = e−ax2
, mostre que f̂(ω) =

√
π
a e−

ω2
4a .

Prova. Para cada y real, seja

g(y) =
∫ ∞

−∞
e−ax2+xy dx

=
∫ ∞

−∞
e−a(x− y

2a )2+ y2

4a dx

=
1√
a
e

y2

4a

∫ ∞

−∞
e−x2

dx

=
√

π

a
e

y2

4a .

Seja h(y) =
√

π
a e

y2

4a . Ambas as funções g(y) e h(y) podem ser extendi-
das para funções anaĺıticas para todo plano complexo, C, como elas coincidem
na reta retal, R, segue-se que g(y) = h(y), para todo y ∈ C. Em particular,
fazendo-se y = −iω, temos o resultado desejado.

Definição 1.3 Sejam f, g ∈ L1(R). Defina

h(x) = (f ∗ g)(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y) dy.

Então, h ∈ L1(R). De fato,
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||h||1 =
∫ ∞

−∞
|h(x)| dx

=
∫ ∞

−∞
|
∫ ∞

−∞
|f(x− y)g(y) dy| dx

≤
∫ ∞

−∞
|g(y)|

(∫ ∞

−∞
|f(x− y)| dx

)
dy

=
∫ ∞

−∞
|g(y)| dy

∫ ∞

−∞
|f(x)| dx

= ||f ||1 ||g||1.

Exerćıcio 1.2 Mostre que se f, g , h ∈ L1(R), então,

f ∗ g = g ∗ f e (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).

Teorema 1.3 (Teorema da Convolução) Sejam f, g ∈ L1(R), então,

(̂f ∗ g)(ω) = f̂(ω)ĝ(ω).

Prova. Segue do Teorema de Fubini.

Será que existe d ∈ L1(R) tal que

f ∗ d = f, (3)

para todo f ∈ L1(R) ?
Se tal função existisse, então, pelo Teorema 1.3, f̂(ω)d̂(ω) = f̂(ω), para todo

f ∈ L1(R). Ou seja, d̂(ω) = 1, o que violaria o Lema de Riemann-Lebesque.
A seguir, nós desejaremos “aproximar” (3). Defina

gα(x) =
e−

x2
4a

2
√

πα
, α > 0.

Do exemplo 1, segue-se que ĝα(ω) = e−αω2
.

Teorema 1.4

Seja f ∈ L1(R), então

lim
α→0+

(f ∗ gα)(x) = f(x)

em todos os pontos onde f é cont́ınua.
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Prova. Seja f cont́ınua em x. Dado arbitrariamente ε > 0, tome η > 0 tal que
|f(x− y)− f(x)| < ε, para todo y ∈ R com |y| < η. Como

∫ ∞

−∞
gα(x) dx = 1,

|(f ∗ gα)(x)− f(x)| = |
∫ ∞

−∞
(f(x− y)− f(x)) gα(y) dy|

≤
∫ η

−η

|f(x− y)− f(x)|gα(y) dy +
∫

|y|≥η

|f(x− y)− f(x)|gα(y) dy

≤ ε

∫ η

−η

gα(y) dy + max
|y|≥η

gα(y) ||f ||1 + |f(x)|
∫

|y|≥η

gα(y) dy

≤ ε

∫ ∞

−∞
gα(y) dy + gα(η) ||f ||1 +

∫

|y|≥ η√
α

g1(y) dy

≤ ε + ||f ||1 gα(η) + |f(x)|
∫

|y|≥ η√
α

g1(y) dy → ε,

quando α → 0+.

Do Teorema de Fubini, temos a seguinte identidade:

∫ ∞

−∞
f(x)ĝ(x) dx =

∫ ∞

−∞
f̂(x)g(x) dx, (4)

válida para todo f, g ∈ L1(R). De fato,

∫ ∞

−∞
f(x)ĝ(x) dx =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
e−iωxg(ω) dω

)
dx

=
∫ ∞

−∞
g(ω)

(∫ ∞

−∞
e−iωxf(x) dx

)
dω

=
∫ ∞

−∞
g(ω)f̂(ω) dω.

Prova do Teorema 1.2. Seja x ∈ R fixo e faça g(y) = 1
2π eiyx−αy2

. Então, do
Exerćıcio 1, temos
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ĝ(y) =
1
2π

∫ ∞

−∞
e−iyteitx−αy2

dt

=
1
2π

∫ ∞

−∞
e−i(y−x)te−αt2 dt

=
1
2π

√
π

α
e−

(y−x)2

4α

= gα(x− y). (5)

(f ∗ gα)(x) =
∫ ∞

−∞
f(y)gα(x− y) dy

=
∫ ∞

−∞
f(y)ĝ(y) dy

=
∫ ∞

−∞
f̂(y)g(y) dy

=
1
2π

∫ ∞

−∞
eiyxf̂(y)e−αy2

dy,

portanto,

(f ∗ gα)(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
eiyxf̂(y)e−αy2

dy. (6)

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesque, o lado direito de (6)
tende a 1

2π

∫∞
−∞ eiyxf̂(y) dy quando α → 0+. Por outro lado, se f for cont́ınua

em x, então, pelo Teorema 1.4, (f ∗ gα)(x) → f(x), quando α → 0+.

1.3 A Transformada de Fourier de Funções de Quadrados
Integráveis

Definição 1.4 A função autocorrelação de uma função f ∈ L2(R) é definida
por

F (x) =
∫ ∞

−∞
f(x + y)f(y) dy.

Lema 1.1 Seja F a autocorrelação de uma função f ∈ L2(R). Então,
( i) |F (x)| ≤ ||f ||22, para todo x ∈ R; e
(ii) F é uniformemente cont́ınua em R.
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Prova. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

|F (x)| ≤
∫ ∞

−∞
|f(x + y)||f(y)| dy

≤
(∫ ∞

−∞
|f(x + y)|2 dy

) 1
2

(∫ ∞

−∞
|f(y)|2 dy

) 1
2

= ||f ||22.

Dado arbitrariamente, um número real η, da desigualdade de Cauchy-Schwarz,
temos

|F (x + η)− F (x)| = |
∫ ∞

−∞
(f(x + n + y)− f(x + y))f(y) dy|

≤
(∫ ∞

−∞
|f(x + η + y)− f(x + y)|2 dy

) 1
2

||f ||2

≤
(∫ ∞

−∞
|f(y + η)− f(y)|2 dy

) 1
2

||f ||2
→ 0,

quando η → 0 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesque), independen-
temente de x.

Teorema 1.5 Seja f ∈ L1(R) ∩ L2(R). Então f̂ ∈ L2(R) e satisfaz

||f̂ ||22 = 2π||f ||22.

Prova. Com f̂ é cont́ınua e f̂(ω) → 0, quando ω → ±∞, então, ĝα |f̂ |2 ∈ L1(R).
Portanto,
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∫ ∞

−∞
ĝα(x)|f̂(x)|2 dx =

∫ ∞

−∞
ĝα(x)f̂(x)f̂(x) dx

=
∫ ∞

−∞
ĝα(x)

(∫ ∞

−∞
e−ixuf(u) du

∫ ∞

−∞
eixyf(y) dy

)
dx

=
∫ ∞

−∞
f(u)

(∫ ∞

−∞
f(y)

(∫ ∞

−∞
eix(y−u)gα(x) dx

)
dy

)
du

= 2π

∫ ∞

−∞
f(u)

(∫ ∞

−∞
f(y)gα(y − u) dy

)
du

= 2π

∫ ∞

−∞
f(u)

(∫ ∞

−∞
f(u + w)gα(w) dw

)
du

= 2π

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(u)f(u + w) du

)
gα(w) dw

= 2π

∫ ∞

−∞
F (w)gα(w) dw

= 2π

∫ ∞

−∞
F (w)gα(w) dw,

portanto,
∫ ∞

−∞
ĝα(x)|f̂(x)|2 dx = 2π

∫ ∞

−∞
F (x)gα(x) dx. (7)

Como F é cont́ınua e {gα} é uma aproximação para a distribuição δ (veja
Teorema 1.4), o lado direito de (7) tende a 2πF (0) = 2π||f ||22, quando α → 0+.
Por outro lado, pelo Lema de Fatou, f̂ ∈ L2(R) (veja observação abaixo), e
como 0 ≤ ĝα |f̂ |2 ≤ |f̂ |2, segue-se do Teorema da Convergência Dominada de
Lebesque que podemos passar o limite para dentro da integral:

lim
α→0+

∫ ∞

−∞
ĝα|f̂(x)|2 dx = ||f̂ ||22.

Isto prova o teorema acima.

Observação. Como as funções ĝα |f̂ |2 são mensuráveis, 0 ≤ ĝα |f̂ |2, α > 0 e
lim infα ĝα |f̂(x)|2 = |f̂(x)|2, temos
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∫ ∞

−∞
|f̂(x)|2 dx =

∫ ∞

−∞
lim inf

α
ĝα |f̂ |2 dx

≤ lim inf
α

∫ ∞

−∞
ĝα |f̂ |2 dx

= 2π lim
α→0+

∫ ∞

−∞
F (x)gα(x) dx

= 2πF (0) = 2π||f ||2 < ∞

onde a desigualdade acima segue-se do Lema de Fatou, a segunda igualdade
segue-se de (7) e a terceira igualdade, do Teorema 1.4.

Pelo que foi visto acima, a transformada de Fourier pode ser vista como um
operador linear limitado F : L1(R) ∩ L2(R) → L2(R), tal que

||F|| = sup
||f ||2=1

||Ff ||2 =
√

2π.

Como L1(R)∩L2(R) é denso em L2(R), pelo Teorema BLT , F possue uma
extensão, F̃ , para todo L2(R), tal que ||F̃ || = ||F|| = √

2π. Mais precisamente,
se f ∈ L2(R), então os truncamentos

fN (x) = f(x), se |x| ≤ N

= 0, caso contrário.

onde N = 1, 2, . . . , estão em L1(R) ∩ L2(R), e pelo Teorema 1.5, f̂N ∈ L2(R).
Além disso, do Teorema 1.5, ||f̂N − f̂M ||22 = 2π||fN − fM ||22, como {fN} é de
Cauchy em L2(R), ||fN − fM ||2 → 0, quando M, N → ∞. Disso, concluimos
que a seqüência {f̂N} é uma seqüência de Cauchy em L2(R). Como L2(R) é
completo, segue-se que existe uma função f̂∞ ∈ L2(R), tal que limN→∞ ||f̂N −
f̂∞||2 = 0.

Definição 1.5 A transformada de Fourier, f̂ , de f ∈ L2(R) é definida como o
limite de Cauchy f̂∞ de {f̂N} e usamos a notação

f̂(ω) = l.i.m.o.tN→∞ f̂N (ω) “limit in the mean of order two”

= l.i.m.o.tN→∞

∫ N

−N

e−iωxf(x) dx.

Naturalmente, a definição de f̂ , para f ∈ L2(R), deveria ser independente da
escolha de fN ∈ L1(R) ∩ L2(R). Em outras palavras, qualquer outra seqüência
de Cauchy em fN ∈ L1(R) ∩ L2(R) que aproxima f ∈ L2(R) pode ser usada
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para definir f̂ . Mas, em vista de suas simplicidades, os truncamentos de f acima
são frequentemente usados, particularmente em análise de sinais. Também no-
tamos que a extensão de F de L1(R) ∩ L2(R) para L2(R) é consistente com F
originalmente definida em L1(R). Isto pode ser facilmente verificado usando-se
a teoria de Lebesque básica.

Finalmente, nós enfatizamos que a identidade de Parseval (7) extende-se
para todo L2(R). De fato, de (7), temos

||ĥ||22 = ||(ĥ− ĥN ) + ĥN ||22
= ||ĥ− ĥN ||22 + ||ĥN ||22 + 2Re (ĥN , ĥ− ĥN )

= ||ĥ− ĥN ||22 + 2π||hN ||22 + 2Re (ĥN , ĥ− ĥN )
→ 2π||h||22, quando N →∞,

pois, da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

|(ĥN , ĥ− ĥN )| ≤ ||ĥN ||2||ĥ− ĥN ||2 = ||hN ||2||ĥ− ĥN ||2 → 0, quando N →∞.

Teorema 1.6 Para todo f, g ∈ L2(R), temos

〈f, g〉 =
1
2π
〈f̂ , ĝ〉 - Identidade de Parseval. (8)

Em particular, ||f ||2 = (2π)−
1
2 ||f̂ ||2.

Prova. Da identidade de polarização para produto interno e de (8), temos,

〈f, g〉 =
||f + g||22 − ||f − g||22

4
+
||f − ig||22 − ||f − ig||22

4

=
1
2π

(
||f̂ + ĝ||22 − ||f̂ − ĝ|22

4
+
||f̂ − iĝ|22 − ||f̂ − iĝ||22

4

)

=
1
2π

〈f̂ , ĝ〉,
o que prova o teorema.

Quando definimos a transformada de Fourier F−1, t́ınhamos a restrito a
interseção de L1(R) com a imagem de F porque F não leva L1(R) em L1(R).
Além disso, não podemos sequer escrever f(x) = (F−1)(f̂)(x), a menos que f
fosse cont́ınua em x. A teoria L2(R), por outro lado, é muito mais elegante.
Vimos que F leva L2(R) nele mesmo. A seguir, mostraremos que este mapea-
mento é 1− 1 e sobre, de modo que a transformada de Fourier inversa pode ser
facilmente formulada.

Lema 1.2 Sejam f, g ∈ L2(R). Então,

∫ ∞

−∞
f(x)ĝ(x) dx =

∫ ∞

−∞
f̂(x)g(x) dx. (9)
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Prova. Vimos que (9) vale para todo f, g ∈ L1(R), como L1(R)∩L2(R) é denso
em L2(R), é fácil ver que (9) vale para todo f, g ∈ L2(R).

Definição 1.6 Para todo f definido em R, a função f− é definida como f−(x) =
f(−x). Chamamos f− de “reflexão” de f (relativa à origem).

A seguinte observação é trivial.

Lema 1.3 Seja f ∈ L2(R). Então

f̂(x) = (̂ f
−

)(x); (̂f−)(x) = (f̂ )−(x). (10)

Agora estamos em condições de estabelecer a invertibilidade da transformada
de Fourier.

Teorema 1.7 A transformada de Fourier, F , é uma bijeção de L2(R) em
L2(R). Em outras palavras, para cada g ∈ L2(R), existe um e somente um
f ∈ L2(R), tal que f̂ = g; ou seja,

f(x) = (F−1g)(x) = ǧ(x)

é a transformada inversa de g.

Prova. Seja g ∈ L2(R). Então, a sua reflexão g− também está em L2(R).
Mostraremos que a função em L2(R),

f(x) =
1
2π

ĝ−(x) (11)

satisfaz f̂ = g em quase todos os pontos, o que mostra que a transformada
de Fourier é sobrejetiva. De fato, aplicando-se os Lemas 1.3, 1.2, usando-se a
definição de f e Lemma 1.3 novamente, e a identidade de Parseval, consecuti-
vamente, temos,

||g − f̂ ||22 = ||g||22 − 2Re 〈g, f̂〉+ ||f̂ ||22
= ||g||22 − 2Re 〈g, ( f̂ −)〉+ ||f̂ ||22
= ||g||22 − 2Re 〈ĝ, (f)−〉+ ||f ||22
= ||g||22 − 2Re 〈ĝ, f−〉+ ||f ||22
= ||g||22 − 2Re 〈ĝ,

ĝ

2π
〉+ ||f ||22

=
1
2π
||ĝ||22 −

2
2π
||ĝ||22 + 2π||f ||22

= − 1
2π
||ĝ||22 −

1
2π
||ĝ−||22 = 0.
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Para mostrarmos que f , definido em (11) é a única função em L2(R) que sat-
isfaz f̂ = g (injetividade da transformada de Fourier), é equivalente a mostrar
que f̂ = 0 implica f = 0, em quase todos os pontos e isto é uma conseqüência
imediata da Identidade de Parseval.

Observação. Vimos que dado g ∈ L2(R), então, f(x) = 1
2π (ĝ−)(x) é o único

elemento em L2(R) tal que f̂ = g. Portanto,

f(x) =
1
2π

ĝ−(x)

=
1
2π

∫ ∞

−∞
eitxg(t) dt

=
1
2π

∫ ∞

−∞
eitxf̂(t) dt.

2 Séries de Fourier

Estudaremos funções periódicas de peŕıodo 2π. Define-se

||f ||Lp(0,2π) =
(

1
2π

∫ 2π

0

|f(x)|p dx

) 1
p

, 1 ≤ p < ∞
= ess sup {|f(x)| | 0 ≤ x ≤ 2π}, p = ∞.

Para cada p, Lp(0, 2π) denota o espaço de Banach das funções satisfazendo
f(x + 2π) = f(x), em quase todos os pontos de R, e ||f ||Lp(0,2π) < ∞. O
subespaço C∗[0, 2π] de Lp(0, 2π), consistindo apenas das funções cont́ınuas é
mais útil do que todo o espaço L∞(0, 2π). O asterisco é usado para lembrar-nos
que f(0) = f(2π) para f ∈ C∗[0, 2π].

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz para o caso em que p = 2, podemos
definir o “produto interno”

〈f, g〉∗ =
1
2π

∫ 2π

0

f(x)g(x) dx

para todo f, g ∈ L2(0, 2π).

Exerćıcio 2.1 Usando a desigualdade de Hölder, mostre que Lp(0, 2π) ≤ Lq(0, 2π),
p ≥ q.

Exerćıcio 2.2 Mostre a seguinte desigualdade generalizada de Minkowski:

(
1
2π

∫ 2π

0

|
∫ b

a

g(t, x) dt|p dx

) 1
p

≤
∫ b

a

(
1
2π

∫ 2π

0

|g(t, x)|p dx

) 1
p

dt.(12)
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Definição 2.1 Espaço de Seqüências, lp. Define-se

lp = lp(Z) = {{ak}k∈Z | ||{ak}||lp < ∞},

onde

||{ak}||lp =

(∑

k∈Z
|ak|p

) 1
p

, 1 ≤ p < ∞

= sup
k

|ak|, p = ∞.

Exerćıcio 2.3 Mostre que valem as desigualdades de Minkowski, Hölder e Schwarz
para os espaços de seqüências.

O análogo dos espaços de Hilbert L2(R) ou L2(0, 2π), o espaço l2, também
é um espaço de Hilbert, com o produto interno:

〈{ak}, {bk}〉l2 =
∑

k

akbk. (13)

A “transformada de Fourier discreta”, F∗, de um sinal “digital” {ck} ∈ lp,
é definida como

(F∗{ck}) (x) =
∑

k∈Z
ckeikx. (14)

Portanto, é a “série de Fourier” com coeficientes dados por {ck}. Em geral, a
série formal (14) pode ser vista como um “śımbolo” da seqüência {ck}.

Da relação eikx = cos(kx) + isen(kx), (14) pode ser reescrita como

f(x) =
ao

2
+

∞∑

k=1

ak cos(kx) +
∞∑

k=1

bk sen(kx) (15)

com

ak = ck + c−k

bk = i(ck − c−k),

onde f(x) em (15) é somente uma notação para a série de Fourier, pode ser
que nem mesmo seja uma função. Em qualquer caso, podemos considerar os
polinômios trigonométricos

(SN f)(x) =
k=N∑

k=−N

ckeikx =
ao

2
+

N∑

k=1

(ak cos(kx) + bk sen(kx)) , (16)
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onde N é um inteiro não-negativo. Estes são chamados de “somas parciais” da
série de Fourier f.

Seja

DN (x) =
1
2

+
N∑

k=1

cos(kx) =
sen(N + 1

2 )x
2sen(x

2 )
. (17)

Este polinômio, chamado de “núcleo de Dirichlet” de grau N , é muito impor-
tante. Pelo menos formalmente, Sn f pode ser visto como a “convolução” de f
com DN (isto segue da orgonalidade das funções seno e cosseno):

(SN f)(x) =
1
π

∫ 2π

0

f(x− t)DN (t) dt (18)

=
1
π

∫ 2π

0

f(t)DN (x− t) dt.

Note que a integração em (18) faz sentido para f ∈ L1(0, 2π).
Por outro lado, se f ∈ Lp(0, 2π), 1 ≤ p ≤ ∞, podemos definir a “inversa da

transformada de fourier discreta”, F∗−1, de f, por

F∗−1(k) = ck(f) =
1
2π

∫ 2π

0

f(x)eikx dx. (19)

Ou seja, F∗−1 leva f ∈ LP (0, 2π) em seqüências {ck}, k ∈ Z. Esta seqüência
define um série de Fourier

∑

k∈Z
ck(f)eikx (20)

chamada de seqüência dos “coeficientes de Fourier” da série de Fourier. Uma
questão fundamental é se esta série “converge” para a função original f .

No que se segue, nos restringiremos á teoria de Fourier para L2(0, 2π).

Teorema 2.1 Seja f ∈ L2(0, 2π). Então, a seqüência {ck(f)} dos coeficientes
de Fourier de f está em l2 e satisfaz a desigualdade de Bessel:

∞∑
−∞

|ck(f)|2 ≤ ||f ||2L2(0,2π). (21)

Prova. Seja SN (f) a N−ésima soma parcial da série de Fourier de F . Então,

0 ≤ ||f − SN (f)||2L2(0,2π)

= ||f ||2L2(0,2π) − 2 Re〈f, SN (f)〉∗ + ||SN (f)||2L2(0,2π), (22)

note que

〈f, SN (f)〉∗ =
k=N∑

k=−n

ck(f)〈f, eikx〉 =
n=N∑

k=−N

ck(f)ck(f) =
N∑

k=−N

|ck(f)|2.
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Além disso,

||SN (f)||2L2(0,2π) =
N∑

k=−N

|ck(f)|2. (23)

Logo,

0 ≤ ||f − SN (f)||2L2(0,2π) −
N∑

k=−N

|ck(f)|2

Portanto,
∑N

k=−N |ck(f)|2 ≤ ||f ||2L2(0,2π) para todo N , o que prova o teorema.

A rećıproca deste teorema é o chamado Teorema de Riesz-Fischer:

Teorema 2.2 Seja {ck} ∈ L2. Então, existe algum f ∈ L2(0, 2π), tal que ck é
o k−ésimo coeficiente de Fourier de f . Além disso,

∞∑

k=−∞
|ck|2 = ||f ||2L2(0,2π).

Este teorema afirma que a transformada de Fourier discreta F∗ mapea l2

em L2(0, 2π) e a identidade (24) vale para todo f na imagem de F .
Prova. Dado um número inteiro não-negativo, N , seja SN (x) =

∑N
k=−N ckeikx.

Como {ck} ∈ l2, então,
∑N

k=−N |ck|2 é uma seqüência de Cauchy de números
reais. Portanto,

||SN − SM ||2L2(0,2π) = ||SN ||2L2(0,2π) − 2 Re〈SN , SM 〉+ ||SM ||2L2(0,2π)

=
N∑

k=−N

|ck|2 +
M∑

k=−M

|ck|2 − 2
min{N,M}∑

k=−min{N,M}
|ck|2

=
max{N,M}∑

min{N,M}
|ck|2

→ 0, quando N, M →∞.

Portanto, {SN} é de Cauchy em L2(0, 2π). Seja f ∈ L2(0, 2π) o limite desta
seqüência, então, pela desigualdade de Bessel (ck(f − SN ) = ck(f)− ck):

0 ≤
N∑

k=−N

|ck(f)− ck|2 ≤ ||f − SN ||2L2(0,2π),

tomando-se o limite quando n → ∞, temos que
∑

k∈Z |ck(f) − ck|2 = 0, logo,
ck(f) = ck, para todo k ∈ Z, em particular, SN = SN (f). Além disso, em
virtude de (23) e (23), temos
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||f − SN (f)||2L2(0,2π) = ||f ||2L2(0,2π)| − 2 Re〈f, SN 〉∗ + ||SN ||2L2(0,2π)

= ||f ||2L2(0,2π) −
N∑

k=−N

|ck|2,

tomando-se o limite quando N →∞, obtemos
∑∞

k=−∞ |ck|2 = ||f ||2L2(0,2π).

Enfatizamos novamente que o Teorema 2.2 somente assegura que a identi-
dade (24) é válida para todos as funções f na imagem de l2 sob a operação
da transformada de Fourier discreta. O fato de que (24) poder ser extendido
para todo L2(0, 2π) é uma conseqüência do Teorema de Weierstraβ, que diz
que o conjunto de todos os polinômios trigonométricos é denso em L2(0, 2π).
A identidade (24) extendida para todo L2(0, 2π) é chamada de “Identidade de
Parseval” para L2(0, 2π).

Seja f ∈ L2(0, 2π) e denote por SNf a n-ésima soma parcial da série de
Fourier de f . Então, a N−ésima média de Cesàro of {Snf} é dada por

σNf =
S0f + . . . + SNf

N + 1
. (24)

Como SNf é a convolução de f com o núcleo de Dirichlet DN , definido em (18)
( para f ∈ L2(0, 2π) ⊂ L1(0, 2π)), segue-se que σN f é a convolução de f com
o chamado “núcleo de Fejér”, definido por

KN (x) =
D0(x) + . . . + DN (x)

N + 1
=

1
N + 1

sen2
(

N+1
2 x

)

2sen2(x
2 )

, (25)

ou seja,

(σNf)(x) =
1
π

∫ 2π

0

f(x− t)KN (t) dt. (26)

Note que KN (x) ≥ 0 para todo x e esta propriedade é crucial para estabelecer-
mos o seguinte resultado:

Teorema 2.3 Seja f ∈ L2(0, 2π). Então limN→∞ ||f − σNf ||L2(0,2π) = 0.

Antes de provar este resultado, é conveniente introduzir a seguinte notação
(“Lp(0, 2π) modulus of continuity”):

ωp(f ; η) = sup
0<h≤η

(
1
2π

∫ 2π

0

|f(x + h)− f(x)|p dx

) 1
p

, para f ∈ Lp(0, 2π),

para 1 ≤ p < ∞, e para p = ∞, definimos

ω(f ; η) = ω∞(f ; η) = sup
0<h≤η

max
x
|f(x + h)− f(x)|, para f ∈ C∗[0, 2π].
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Note que L∞(0, 2π) é substitúıdo pelo seu subespaço C∗[0, 2π]; além disso,
ωp(f ; η) é uma função não-decrescente de η e

ωp(f ; η) → 0 quando η → 0+, para f ∈ LP (0, 2π);
ω(f ; η) → 0 quando η → 0+, para f ∈ C∗[0, 2π];

Prova do Teorema 2.3. Como

1
π

∫ 2π

0

FN (x) dx = 1,

segue-se da desigualdade generalizada de Minkowski, dada em (12), que

||f − σN f ||L2(0,2π) =

=


 1

2π

∫ 2π

0

| 1
2π(N + 1)

∫ 2π

0

(f(x)− f(x− t))×
(

sen (N+1)t
2

sen t
2

)2

dt|2 dx




1
2

≤ 1
2π(N + 1)

∫ 2π

0




(
sen (N+1)t

2

sen t
2

)2

×
(

1
2π

∫ 2π

0

|f(x)− f(x− t)|2 dx

) 1
2


 dt

≤ 1
2π(N + 1)

∫ π

−π

(
sen (N+1)t

2

sen t
2

)2

ω2(f ; |t|) dt

≤ π

N + 1

∫ π

0

sen2 (N+1)t
2

t2
ω2(f ; t) dt

=
π

2

∫ (N+1)π/2

0

(sen u

u

)2

ω2

(
f ;

2u

N + 1

)
du.

Dado arbitrariamente ε > 0, tome M > 0, tal que π||f ||L2(0,2π)

∫∞
M

du
u2 < ε.

Como ω2(f ; .) ≤ 2||f ||L2(0,2π) e ω2(f ; .) é uma função não-decrescente, segue
que for (N + 1)π ≥ 2M ,

||f − σNf ||L2(0,2π) < ε +
π

2

∫ M

0

(sen u

u

)2

ω2

(
f ;

2u

N + 1

)
du

< ε +
Mπ

2
ω2

(
f ;

2M

N + 1

)
→ ε + 0,

quando N →∞. Isto completa a prova do teorema.

Agora estamos em condiḑões de estabelecer o principal resultado desta seção.
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Teorema 2.4 A transformada de Fourier discreta, F∗, é um isomorfismo isométrico
de l2 sobre L2(0, 2π). Em outras palavras, F∗ mapea l2, 1−1 e sobre L2(0, 2π),
tal que a identidade de Parseval

∞∑

k=−∞
|ck|2 =

1
2π

∫ 2π

0

|f(x)|2 dx, f ∈ L2(0, 2π), (27)

vale, onde ck(f) é o k−ésimo coeficiente de Fourier de f .

Prova. O Teorema 2.2 já diz que F∗ mapea l2 em L2(0, 2π). Para provar que
este mapeamento é sobre, seja f ∈ L2(0, 2π) escolhido arbitrariamente e seja
{ck} a seqüência dos coeficientes de Fourier de f . Então pela desigualde de
Bessel, no Teorema 2.1, temos

∞∑

k=−∞
|ck|2 ≤ ||f ||2L2(0,2π).

Por outro lado, pelas definições de σN f e SNf , é claro que

(σNf)(x) =
N∑

k=−N

(
1− |k|

N + 1

)
ckeikx,

portanto,

||σNf ||L2(0,2π)|2 =
N∑

k=−N

(
1− |k|

N + 1

)2

|ck|2

≤
N∑

k=−N

|ck|2 ≤ ||f ||2L2(0,2π)|.

Isto é, temos

||f ||L2(0,2π) ≥
(

N∑

k=−N

|ck|2
) 1

2

≥ ||σNf ||L2(0,2π)

≥ ||f ||L2(0,2π)‖|f − σNf ||L2(0,2π).

Portanto, aplicando-se o Teorema 2.3, a identidade de Parseval (27) é estabele-
cida. Esta identidade, naturalmente, garante que F∗ é 1− 1, visto que se todos
os coeficientes de Fourier de f são nulos, então, ||f ||L2(0,2π) = 0, ou seja f = 0
em quase todos os pontos.

2.1 Teoria de Convergência Básica e Fórmula de Soma de
Poisson

Embora a teoria de convergência de séries de Fourier seja um assunto muito
fascinante, um estudo detalhado está fora dos propósitos destas notas.
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Primeiro mencionaremos que existe uma função 2π−periódica, cont́ınua, cuja
série de Fourier diverge em todos os números racionais. Além disso, existe até
mesmo uma função em L1(0, 2π) cuja série de Fourier diverge em toda parte.
Portanto, algumas condições devem ser impostas para guarantir a convergência.
O resultado de convergência que requer a mais franca hipótese é um resultado
profundo que diz que a série de Fourier de qualquer função f ∈ Lp(0, 2π), onde
1 < p ≤ ∞, converge para f em quase todos os pontos. A seguir, estamos
interessados em convergência uniforme, ou pelo menos, convergência em alguns
pontos espećıficos. Os resultados abaixo serão apenas enunciados sem serem
demonstrados.

O resultado seguinte é chamado de Teste de Convergência de Dini-Lipschitz.

Teorema 2.5 Seja f ∈ C∗[0, 2π] tal que
∫ a

0

ω(f ; t)
t

dt < ∞ (28)

para algum a > 0. Então a série de Fourier de f converge uniformemente para
f ; ou seja, limN→∞ ||f − SNf ||L∞[0,2π] = 0.

Por exemplo, se ω(f ; η) = O(ηα) para algum α > 0, então certamente (28)
acontece.

O segundo teste de convergência que será enunciado abaixo é chamado de
Teste de Dirichlet. Ele é válido para funções que não oscilam muito drastica-
mente. Tais funções são chamadas ser de “variação limitada”. É bem conhecido
(e não é dif́ıcil provar a partir da definição) que toda função de variação limi-
tada pode ser escrita como a diferença de duas funções não-decrescentes. Por-
tanto, se f é de variação limitada em [a, b], então f(x+) = limh→0+ f(x + h) e
f(x−) = limh→0− f(x + h) existem em todos os pontos x, a < x < b.

Teorema 2.6 Seja f uma função 2π−periódica de variação total limitada em
[0, 2π]. Então a série de Fourier de f converge para (f(x+)+f(x−))/2 em todos
os pontos, isto é,

lim
N→∞

(SNf)(x) =
f(x+) + f(x−)

2
(29)

para todo x ∈ R. Além disso, se f for cont́ınua em qualquer intervalo compacto
[a, b], então a série de Fourier de f converge uniformemente para f em [a, b].

A maneira mais simples de se periodizar uma função f ∈ L2(R), é considerar

Φf (x) =
∞∑

k=−∞
f(x + 2kπ). (30)

A primeira pergunta que surge é se Φf é ou não uma função. A resposta é
positiva se p = 1.
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Lema 2.1 Seja f ∈ L1(R). Então a série (30) converge em quase todos os
pontos para uma função 2π−periódica, Φf . Além disso, a convergência em
quase todos os pontos é absoluta, e Φf ∈ L1(0, 2π) com

||Φf ||L1(0,2π) ≤
1
2π
||f ||1. (31)

Prova. A convergência em quase todos os pontos será estabelecida, uma vez
tivermos

∞∑

k=−∞

∫ 2π

0

|f(x + 2πk)| dx < ∞.

Mas
∫ 2π

0

|Φf (x)| dx ≤
∞∑

k=−∞

∫ 2π

0

|f(x + 2πk)| dx

=
∞∑

k=−∞

∫ 2π(k+1)

2πk

|f(x)| dx =
∫ ∞

−∞
|f(x)| dx.

Em vista deste teorema, podemos considerar as séries de Fourier de Φf , ou
seja, φf (x) =

∑∞
−∞ ck(Φf )eikx, onde

ck(f) =
1
2π

∫ 2π

0

e−ikxΦf (x)dx

=
1
2π

∞∑

k=−∞

∫ 2π

0

e−ikxf(x + 2πk)dx

=
1
2π

∞∑

k=−∞

∫ 2π(j+1)

2πj

e−ikxf(x)dx =
1
2π

f̂(k).

Portanto, se a série de Fourier de Φf converge para Φf , então as duas quan-
tidades

∞∑

k=−∞
f(x + 2πk) (32)

e

1
2π

∞∑

k=−∞
f̂(k)eikx (33)

podem ser igualadas. Infelizmente, como Φf está somente em L1(0, 2π), sua
série de Fourier pode divergir em toda parte. Assim, algumas condições devem
ser impostas a Φf ou f , afim de assegurarmos que (32) e (33) sejam iguais.
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Teorema 2.7 Suponha que f ∈ L1(R) satisfaça as seguintes condições:
(i) a série (32) convirja em todos os pontos para uma função cont́ınua, e
(ii) a série de Fourier (33) convirja em todos os pontos.
Então a seguinte “Fórmula de soma de Poisson” é válida:

∞∑

k=−∞
f(x + 2πk) =

1
2π

∞∑

k=−∞
f̂(k)eikx, x ∈ R. (34)

Em particular,
∞∑

k=−∞
f(2πk) =

1
2π

∞∑

k=−∞
f̂(k). (35)

Antes de dar algumas condições suficientes em f para guarantir ambos (i) e (ii),
notamos que as fórmulas de Poisson (34) ou (35) podem ser formuladas de uma
maneira um pouco diferente. Para fazê-lo, observamos que se fa(x) = f(ax),
onde a > 0, então f̂a(x) = a−1f̂(x

a ). Logo, (34) e (35) se tornam:

∞∑

k=−∞
f(x + 2πak) =

1
2πa

∞∑

k=−∞
f̂

(
k

a

)
ei k

a x

(36)
∞∑

k=−∞
f(2πak) =

1
2πa

∞∑

k=−∞
f̂

(
k

a

)
.

Em particular, escolhendo-se a = (2π)−1, temos

∞∑

k=−∞
f(x + k) =

1
2π

∞∑

k=−∞
f̂(2πk)ei2πkx

(37)
∞∑

k=−∞
f(k) =

∞∑

k=−∞
f̂(2πk).

Agora, listamos algumas condições sob as quais ambas as condições (i) e (ii)
acontecem.

Corolário 2.1 Suponha que f seja mensurável e satisfaça:

f(x), f̂(x) = O

(
1

1 + |x|α
)

(38)

para algum α > 1. Então a fórmula de soma de Poisson (34) vale para todo
x ∈ R.

Observe que desde que f̂ satisfaça (38), f é necessariamente cont́ınua, e é
claro que ambas as condições (i) e (ii) são válidas.
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Corolário 2.2 Seja f ∈ L1(R) e suponha que a série (30) convirja em toda
parte para uma função cont́ınua de variação limitada em [0, 2π]. Então a
fórmula de soma de Poisson (34) vale para todo x ∈ R.

Se Φf é cont́ınua e de variação limitada em [0, 2π], então pelo Teorema 2.6,
sua série de Fourier, que é (33), converge em toda parte para Φf . Isto é, (32) e
(33) são idênticas.

O exemplo mais importante é qualquer função cont́ınua de suporte compacto
f de variação limitada. Para tal função f , as séries (30) é somente uma soma
finita, e portanto, Φf é também uma função cont́ınua e é de variação limitada
em [0, 2π].


