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Capitulo 0

Introducao

Uma equacao diferencial ordindria (EDO) é uma equacao cuja incégnita é uma fungdo de uma varidvel
y = y (x) envolvendo uma ou mais derivadas da funcao y, e possivelmente a varidvel = e a prépria funcio y:

F (w,y,y’,y’ﬂ e ,y(”)) =0.

A ordem da EDO é a ordem da derivada de maior ordem que aparece na equacao. Resolver a EDO é portanto
encontrar a funcao y. EDOs aparecem freqiientemente como modelos matematicos para descrever e prever
fenémenos naturais. Nestes modelos matematicos, a taxa de variacao de alguma grandeza em fungao de uma
unica varidvel (ou as taxas de variagdo de vérias ordens) obedece alguma lei hipotetizada ou verificada
experimentalmente, que é expressa apenas em termos da variavel ou da grandeza; esta é uma EDO. Quando
a EDO é resolvida, obtém-se a funcao da grandeza em relacao a esta varidvel, o que permite prever o valor
da grandeza em valores especificos da varidvel, e assim entender melhor o fenémeno natural.

Exemplo 0.1. (Objeto em Queda Livre) Um objeto em queda livre satisfaz a segunda lei de Newton F =
ma, onde F' = mg é a forga gravitacional. Portanto, a funcao distancia percorrida pelo objeto com o
tempo z = z (t) satisfaz a EDO de segunda ordem

Pz

ﬁ:g (1)

e a fungao velocidade do objeto com o tempo v = v (t) satisfaz a EDO de primeira ordem

dv

— =g. 2
il (2)
Ambas as equagoes podem ser resolvidas por integracao direta. Integrando a segunda equacdo uma

vez, obtemos
v(t)=9gt+C

onde C' é a constante de integragao, arbitraria. A constante de integracao fica determinada uma vez
que o valor da velocidade do objeto em um determinado instante de tempo é conhecido. Por exemplo,
se a velocidade inicial do objeto é conhecida, isto é, a velocidade vy = v (0) no instante de tempo t = 0

é conhecida, entao como
v(0)=g-04+C

segue que C' = vg. A tunica solugdo do problema é

v (t) = gt +vo. 3)
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Em geral esperamos que quando um fenémeno natural deterministico é bem compreendido, com todas
as variaveis que possam influencia-lo conhecidas, deve existir apenas uma tinica solugao. Caso contrario,
nao ha como prevé-lo e provavelmente o modelo nao é suficientemente completo, se o fenémeno é do
tipo deterministico.

Para resolver a equagao de segunda ordem, precisamos integréa-la duas vezes, obtendo no processo duas
constantes arbitréarias:

dx
&gt
dt g + 1

z(t) = %tQ + Oyt + O

dx
Como pri v a primeira constante C; é a velocidade inicial do objeto vg. A segunda constante Cy é

a posigao inicial do objeto x¢g = x (0), pois
3:(0) = gOQ+010+C2 =y
Assim, a distancia percorrida pelo objeto em queda livre com o tempo é dada por
_ 9,0
z(t) = §t + vot + zp. (4)

O

Exemplo 0.2. (Crescimento Exponencial) O caso mais simples em que a taxa de variagdo de uma grandeza
em relagao a uma varidvel depende da prépria grandeza é o caso do crescimento exponencial. Por
exemplo, suponha que p(t) representa o numero de bactérias em uma placa de petri no minuto t.
Assuma que a placa possui uma quantidade suficiente de agicar, de modo que nao falta comida para
as bactérias. Espera-se que, nessas condigoes, cada bactéria se dividira em duas a cada 20 minutos. Se
nenhuma bactéria morre (néo hé predadores ou influéncias externas danosas), entao a taxa de variacao

de p é igual a %p = 0.05p por minuto. Portanto, a EDO que modela o crescimento da populagao de

bactérias na placa de petri é

dp

o _ 5
a2 (5)

onde a = 0.05. Esta EDO de primeira ordem também pode ser resolvida por integragao direta:
d
/ w_ / adt
p

Inp=at+C

donde

ou
p(t) = Ce.

Mais uma vez, uma condicdo inicial determina o valor da constante C, C' = p (0) =: pg, de modo que
a unica solucao da EDO ¢é

p(t) = poe™. (6)

Se o numero de bactérias no instante inicial ¢ = 0 nao é conhecido, mas o nimero de bactérias em
qualquer instante especifico tg é conhecido, a constante C' também pode ser determinada. Neste caso,

p(t) = p(to) e"710). (7)
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E claro que a medida que o numero de bactérias cresce, este modelo matematico comeca a refletir
menos e menos a situacao real. A partir de um certo momento, o nimero de bactérias na placa de
petri é tao grande que a competicdo por recursos comeca a afetar a reproducdo das bactérias e a taxa
de crescimento cai. O modelo matemaético original nao assumia nenhuma interagao entre as bactérias.
E necessério modificar o modelo, obtendo uma EDO que descreva melhor o crescimento da populagao
de bactérias depois de decorrido um certo tempo. Veremos as modificagoes necessarias na proxima
secao e ao longo do curso. O

EDOs Lineares e Nao-Lineares

Além da classificagio das EDOs com relacdo a sua ordem, uma importante classificacdo é a de EDOs
lineares ¢ EDOs nao-lineares. Uma EDO

F (fc,y,y’,y”, e y(")) =0

é chamada linear se a func@o F' for uma fungao linear, caso contrério ela é nao-linear. Uma EDO linear
pode ser escrita na forma

dny dn—ly d2y dy
an(x)%+an_1 (x)W—F...—Fag(x)W—Fal (x)%—i-ao(x)y:f(x). (8)
Uma das principais propriedades que distinguem as equagao lineares das equagoes nao-lineares é o fato de
que a combinagdo linear de solugbes de equagdes lineares homogéneas (isto é, quando f (x) = 0) é também
uma solugao. De fato, se y1 (x) e y2 (z) sdo duas solugdes da EDO linear (8) com f (z) = 0, isto é,

d” d? d

an () dng-i—...—kag(x)% al(x)%—kao(x)yl:O,
d” d? d

n(@) T4 e (@) Tt an () 22 o (2) e = 0,

e se a, 0 € R sado dois escalares reais, entao

d" (ay + By2)

d* (a1 + By2) d (o1 + By2)
an () dr +...ta (x)T—H“ (@T-ﬂlo (z) (ay1 + By2)
d™y, Py, dy1
=a {an(x) T +...+a2(a:)w+a1 (x)%%-ao(a:)yl
d"™ya d*ys dy>
+4 [an(m) Ton +...—|—a2(x)W+a1 (x)%—kao(x)yg
—a-043-0=0,

de modo que ay; + fy2 também é uma solucao de (8). Mais que isso, podemos dizer o seguinte:

Proposigao 0.1. Seja

dn

an (x) dm—g +an—1 ()

dn—ly d2y dy
W—‘r—f—@g(l’)w—f—al(ﬂf)

dx+ao(1‘)y=0 9)

uma EDO linear homogénea. Entao o conjunto de suas solugoes definidas em um intervalo especificado
forma um subespago de dimensao n no espago de fungoes.

No caso nao-homogéneo, se uma solucao particular pode ser obtida, todas as solucoes sao somas desta solugao
particular com as solugoes do problema homogéneo (um espago afim de dimensao n no espago de fungoes). A
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teoria é semelhante a resolucao de sistemas lineares em &algebra linear. Isso se deve ao fato que uma equacgao
diferencial linear é um operador linear no espago de fungoes diferenciaveis.

Outra diferenca fundamental é que as EDOs lineares sdo muito mais faceis de resolver do que as EDOs
néo-lineares e sua teoria, tanto analitica (qualitativa) quanto quantitativa (métodos de resolugdo) estd bem
desenvolvida. Ja a teoria qualitativa das EDOs nao-lineares ainda estd em desenvolvimento e muitas vezes
nao existem métodos exatos para obter as suas solugoes. Por outro lado, EDOs nao-lineares aparecem na
modelagem matematica de muitos fenomenos naturais. Solugoes discretas aproximadas podem ser obti-
das através de métodos numéricos com o auxilio de computadores. Um método também muito popular é
aproximar EDOs nao-lineares por EDOs lineares, através de um processo chamado linearizagdo. O principal
objetivo deste curso é o estudo de EDOs lineares.

Exemplo 0.3. (Equacio Logistica I) Vamos considerar um modelo matematico mais realista de crescimento
populacional do que o do Exemplo 0.2. Por exemplo, considere uma populacao de peixes em um lago,
sem a presenca de predadores naturais. Se comegarmos com um lago grande e uma populagao inicial
pequena de peixes, esperamos que inicialmente o crescimento seja do tipo exponencial. A populacdo
de peixes nao pode crescer para sempre sem limites; a quantidade limitada de recursos do lago (comida
e espago para depositar os ovos) impde um limite natural & populagdo maxima de peixes que o lago
comporta. Esperamos que a populagao de peixes atinja um certo limite e sofra pequenas flutuagoes ao
redor deste limite, salvo disastres naturais ou outras influéncias externas.

Se p (t) denota a populagdo de peixes em um certo instante de tempo ¢, é razodvel postular que p (t)
satisfaga uma equagao diferencial ordinéria do tipo

dp _

o = @) (10)

isto é, a taxa de crescimento da populagao em um determinado instante depende da populagao de peixes
naquele momento, multiplicada por um fator h (p) que desempenha o papel de uma taza de crescimento
relativo (taxa de natalidade menos taxa de mortalidade, isto é, ntimero de nascimentos menos nimero
de falecimento de peixes por unidade de tempo) para os peixes quando a populacdo é p. A taxa de
crescimento relativo nao deve ser constante, pois quando ha mais peixes ha correspondentemente menos
comida e portanto a taxa de mortalidade deve ser maior. Mais especificamente, quando p é pequeno,
esperamos h ser aproximadamente constante, e quando p é muito grande, h deve ser negativa. Um
modelo simples para h é o seguinte

h(p) :a_bpv (11)

onde a e b sdo constantes a serem determinadas, dependentes do problema especifico. Observe que
quando p é pequeno, h é aproximadamente constante igual a a (isto é, p < a/b) e correspondentemente

d
d—zz ~ ap, o que significa um crescimento exponencial. Quando p é grande (p > a/b), entdo h (p) é
negativa. A equacao resultante,
dp
= =ap— bp? 12
5 =’ (12)

é chamada a equacgao logistica (introduzida pelo bidlogo belga Verhulst em 1838 para prever as
populagoes da Bélgica e da Francga).

Apesar desta EDO ser uma equagdo ndo-linear, ela pode ser resolvida de maneira simples através de
integragao direta por fragoes parciais (isso serd visto em detalhes posteriormente no curso). Ao invés
de resolvé-la diretamente, gostariamos de obter informagoes qualitativas. Neste caso em particular, em
geral nao interessa como a populacao de peixes evolui exatamente com o passar do tempo, mas sim
o valor limite que ela atinge. Para fixar idéias, consideraremos a = 0.5 e b = 0.001, de modo que a
equagao se torna

dp

—p = 0-001 (500 —p)p =: f (p).
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A fungéo f é uma pardbola com concavidade para baixo que tem zeros nos pontos p = 0 e p = 500. No
primeiro caso, nao hd nenhum peixe no lago e a taxa de crescimento é obviamente nula. O segundo caso
corresponde a um valor de equilibrio: se comecarmos com uma populagao inicial de 500 peixes, a

. dp - N —
taxa de crescimento é — = 0 e a populacao nao devera nem aumentar nem diminuir. Na pratica isto é

dt

impossivel, mas vemos que qualquer valor menor que 500 implicard numa taxa de crescimento positivo,
tendendo a aumentar a populagao até 500, enquanto que qualquer valor maior que 500 implicard numa
taxa de crescimento negativo, tendendo a diminuir a populagao de volta para 500. O que acontece na
pratica é que a populacao tende a flutuar em torno do valor 500, dai o nome “valor de equilibrio”.
Portanto, devemos esperar que a populagao limite de peixes que o lago comporta para estes valores
especificos das constantes a e b (que em geral dependem néo s6 do lago, mas do tipo de peixe cultivado)
é 500. O

Exemplo 0.4. (Equacao Logistica II) No exemplo anterior, mais do que a populagdo limite que o lago
comporta, em geral estamos mais interessados em definir o limite de pesca sustentdvel do lago. Ou
seja, uma certa quantidade de peixes é removida periodicamente do lago através de pesca e queremos
determinar qual é o valor méaximo de peixes que podemos pescar sem levar a populagao de peixes ao
colapso, isto é, sem que ela caia eventualmente para zero através da pesca predatéria. Se ¢ é o nimero
de peixes retirados do lago por unidade de tempo, entao a EDO que passa a descrever a evolugao da
populagao de peixes com o passar do tempo é a equacao logistica modificada

% =ap — bp? —c. (13)

Para fixar idéias, suponha que o tempo ¢ seja medido em anos e que sejam pescados exatamente 52

peixes por ano (limite de pesca permitido):

d

d—f = 0.001 (500 — p) p — 52 =: g (p).

O grafico de g é a mesma parabola que representa o grafico de f, exceto que a parabola é deslocada
52 unidades para baixo. Desta vez os zeros da pardbola (isto é, os valores de p que correspondem a
dp

d
7 0) ocorrem nos pontos p = 148 e p = 352. Temos dit) < 0 sep < 148 e se p > 352, enquanto

que dit) > 0 se 148 < p < 352. Isso significa que se comegarmos a pescar no lago quando este atingiu
o seu limite maximo p = 500 a uma taxa de 52 peixes por ano, a populagao deve cair até atingir o
novo valor de equilibrio p = 352. Portanto, esta taxa de pesca é sustentavel. Para valores de p um
pouco acima de 148, esta taxa também é sustentavel e a populagao de peixes aumenta, apesar da
pesca, até atingir o valor de equilibrio p = 352. Observe porém, que o valor p = 148 nao é um valor
de equilibrio: flutuacoes de p para baixo deste valor implicam numa taxa de crescimento negativo e
a pesca eventualmente acabard com a populacao de peixes do lago, enquanto que valores de p acima
deste valor aumentam a populacao de peixes no lago apesar da pesca. Logo, p = 148 nao é um valor
de equilibrio, pois pequenas flutuagoes em torno deste valor fazem com que p afaste-se bastante deste
valor, seja para baixo, seja para cima.

Qual seria o maior valor permitido para a pesca sustentavel no lago? Este seria um valor proximo
ao maximo da parabola da fungao f do exemplo anterior, ¢ = 62.5. Um valor bem menor seria
recomenddvel, para evitar acidentes e levar em conta flutuagoes naturais e a inexatidao do modelo.
Além disso, em geral ndo dispomos de informagoes exatas sobre as constantes a, b, ¢ na natureza (por
exemplo, ndo é ficil fiscalizar a pesca para fixar o valor de c), e é preciso errar no lado da cautela para
evitar o colapso das populacoes de peixes, o que vem ocorrendo com cada vez maior freqiiéncia. [



Capitulo 1

Equacoes Diferenciais Ordinarias de
Primeira Ordem

1.1 Introducao
Definicao. EDOs de primeira ordem sao equagoes do tipo
F(ty,y) =0,
isto é, além da varidvel ¢ e da funcao y, elas envolvem apenas a derivada primeira y’.

Neste curso, estudaremos principalmente equagoes de primeira ordem da forma

y = f(ty)
ou d
Yy _

Defini¢gdo. Uma solugdo da EDO 3’ = f (¢,y) em um intervalo I C R é uma funcao diferencidvel y : I — R

que satisfaz a EDO.
dy
_— = t
{ i A G
y (to) = %o

é chamado um problema de valor inicial.

Definicao. Um problema da forma

~

Exemplo 1.1. Encontre a solugao geral da EDO
dy 1

dt 1+t

A partir da solucao geral, encontre a solugao para o problema de valor inicial

dy 1
at  1+12
y() ==
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Solugao: Através de uma integracdo simples, obtemos

y(t) = /Tlﬁ = arctant + C.
Como y (1) = 3, devemos ter
arctanl 4+ C =,
ou seja,
C=m—

NP
IS

donde a solugao para o problema de valor inicial é

3m
y (t) = arctant + R

O

1.2 Equacgoes Lineares de Primeira Ordem

Uma EDO linear de primeira ordem é da forma

Y@y =al). (11)

1.2.1 Casop(t)=0
Quando p(t) =0, a EDO (1.1) torna-se

dy
— =q(t 1.2
U g ) (12)
e pode ser resolvida diretamente por integragao:
vty = [a®+c. (1.3)
1.2.2 Caso homogéneo ¢ (t) =0
Quando ¢ (t) =0, a EDO (1.1) torna-se
d
)y =0 (1.4)

dt
que chamamos uma EDO linear homogénea. Esta também pode ser resolvida diretamente por integracao
uma vez que as variaveis sejam separadas: escrevemos

dy

— = —p(t

i O
e dai ;

Y

— = —p(t) dt,

) (t)
donde J

Y

— =— [ p(t) dt,

L [
obtendo

lny:—/p(t) dt+C

ou

y(t) = Ce JPO AL (1.5)
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Exemplo 1.2. Encontre a solugao geral da EDO

dy __y
dt  1—1t2

A partir da solugao geral, encontre a solu¢do para o problema de valor inicial

dy — y

dt  1-—1¢2
y(0) =2

Solugao: Através de separacao da varidveis seguida da uma integracao simples, obtemos

Iny(t) :/ﬁ

A integral pode ser calculada através do método de fragdes parciais:

1 A B

Devemos ter

1—¢2

1+t 1-¢

A(l+t)+B(1—1%)
1—t2 '

AQ+t)+B1—t)=1.

Substituindo t =1 e t = —1, obtemos

Logo

/ 1 _1/ 1 N
1—¢2 2) 1+t

Dal,

A=B=—.
2

1 1 1 1 1
/17— (In|l+¢ —In|l— ) n‘”lzln ‘”‘

1 ==1
2 —t 2 I 1—t

Como y (0) = 2, substituindo ¢ = 0 obtemos

ou seja,

O

1+1¢

y(t)=C '1—75‘
Cc=2

1+t

y(t) = ’H’

1.2.3 Caso Coeficientes Constantes

Quando a EDO linear possui coeficientes constantes, isto é, as fungdes p (t),q () sdo constantes a,b € R,
ainda podemos resolver a equagao a EDO diretamente por integragao:

De fato, escrevemos

dy

— =b. 1.
il + ay (1.6)
d
7y — ,ay+b’

dt
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separamos as variaveis

ﬂ = —adt,
Vg
e integramos
b fa
S
obtendo
In (y— b) =—at+C
a
ou
y(t) = Ce ™ + 2. (1.7)
Verificando:
% = —aCe ™,

de modo que

d b
=’ +ay = —aCe " +a <Ce_at + ) =b.
dt a

1.2.4 Caso Geral — Método do Fator Integrante

Para resolver a EDO linear de primeira ordem (1.1) de forma geral, usamos uma técnica chamada resolugao
por fator integrante. O fator integrante é uma funcao r (¢) pela qual multiplicamos a EDO, escolhido de
tal modo que a expressao resultante pode ser resolvida por integragao simples. Mais especificamente, quando
multiplicamos (1.1) por uma fungéo r (¢), obtemos

0 Y e (Y =r(0)a ().

Se a funcao r (t) fosse tal que pudéssemos escrever

dr
— =r(t)p(t
7 = "Op),
teriamos entao J J
Y oo
r(t) g Ty =r®a),

que pode ser escrita na forma
d
7 r@y@)=rt)a).

Nesta forma, a EDO pode ser resolvida diretamente por integragao:
ry® = [0 i c
donde
y(t)zl(/r(t)q(t) dt+0> (18)
Para descobrir o fator integrante de (1.1), precisamos resolver a EDO

S =rp().
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Esta pode ser resolvida de maneira simples se escrevermos

1 dr
@E =p(t)

e dai integrarmos, obtendo

Inr(t) = /p(t) dt,

donde o fator integrante é

r(t) = el PO, (1.9)
Esta fungao satisfaz de fato (apenas verificando)
dr
< =P efPOL =r()p(1).

Portanto, a solugao geral da EDO linear de primeira ordem (1.1) é

y(t) = e— Jp(t)dt (/ el Pt dtg (t) dt + C’) . (1.10)

Exemplo 1.3. Encontre a solugao geral da EDO linear de primeira ordem com coeficientes constantes

dy
2J -
at + ay
e da EDO linear de primeira ordem
& +ay =q(t)
dt Yy=4q

pelo método do fator integrante.
Solugao: Temos p (t) = a, logo
/ p(t) dt = at.

No primeiro caso segue que

y(t)=e </ e”bdt + C) =e” t/e“tb gt + et =0 emaic,
a

Verificando:
dy _

pri —ae”%C

de modo que

d b
d—gz +ay = —ae "C+a ( + e_“tC> = —ae""C +b+ae""C =b.
a

No segundo caso temos

Y () = et ( / etq () dt + c) _ et / etq () dt + Ce.

Verificando:
% = —ae_“t/eatq (t) dt +e [eatq (t)] —aCe % = —ae_“t/e“tq (t) dt +q(t) —aCe™,
donde
% +ay = —ae / eq (t) dt +q(t) —aCe " + ae™* / e q (t) dt +aCe " =q(t).
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Exemplo 1.4. Encontre a solugao do problema de valor inicial

dy

—Z 42y =2
{dt+ 4

y(0)=1

Solugao: Temos
y(t) = 67%/62%2 dt + Ce 2.

Como, integrando por partes,

1 1 1
/62tt2 dt — §t2e2t e

2 4
segue que
1, 1 1 ot
Verificando: J
Yy —2t
— =t—-=-=2C
dt 2 €
donde

dy 1 —2t Lo 1 1 -2t
— 4+ 2y=t—=—2 2 =t — =t + -
dt+ Y 3 Ce " + 5 5 +4+Ce

1 1
:t—§—206_2t+t2—t+§+206_2t

=%
A solucao deve satisfazer a condicao inicial y (0) = 1, logo

1 3

Portanto, a solugao do problema de valor inicial é

1 1, 1 3
y(t) = 5t2 —5l+ I+ 16_2’5 (1.12)

definida para todo t € R. [J

1.2.5 Caso Geral — Método de Variacao dos Parametros

Outra técnica para resolver EDOs que se aplica também ao caso geral das EDOs lineares é o método de
variagao dos parametros. Tendo resolvido o caso homogéneo ¢ (t) = 0

dy
_— t =
i +p({t)y=0

obtendo a solugao

y(t) = Cem TP
onde C' é uma constante, procura-se resolver o caso geral nao-homogéneo

W py=at)
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buscando-se uma variagdo da solucdo obtida no caso homogéneo (a idéia é que a solucdo do caso nao-
homogéneo néao deve ser tao diferente da solugdo do caso homogéneo), espeficamente tentando uma solugao
da forma

y(t)=C(t)e @t (1.13)

onde C (t) é agora uma funcao a ser determinada. Para determing-la, usamos a prépria EDO: a solugao deve
satisfazer

d (C(t) e—fp(t)dt) +p)C () e TPOd = ¢ (1),
dt
ou seja,
D170 0 @) p (1) e IO 4 p(1) € (1) IO = g (1),
donde dcC
@ [ p(t)dt
7 e q(t).

Esta dltima EDO pode ser resolvida por integracao direta e obtemos
cuw:/kﬂwﬂﬂwﬁ+o.

Assim a solucgao é

y(t) = e~ Jp(t)di (/ el Pt dtq(t) dt + C’) . (1.14)

1.3 Equacgoes Separaveis

Para EDOs de primeira ordem em geral, nao-lineares,

d
%Zf(x’y)

nao existe um método universal para obter a solucao geral. Existem subclasses de EDOs de primeira ordem
as quais certos métodos especificos podem ser aplicados para obter a solugao geral.
Equacgoes separaveis sao uma subclasse importante de EDOs que podem ser escritas na forma

d
dy _ J @) (1.15)
dz  g(y)
Elas sao chamadas separdveis porque na notagao diferencial podemos escrevé-las na forma
f(@)de =g (y)dy, (1.16)

separando as varidaveis. Esta EDO pode ser resolvida diretamente por integragao, mas o resultado obtido é
em geral uma expressao implicita para y em funcao de x. Temos

/ﬂ@m:/ﬂw@+a (1.17)

Denotando
F(z) = /f (z) dz,
G(y)=—/g(y)dy,

fica claro que o que obtemos é uma expressao implicita
F(z)+G(y(z)) =C. (1.18)

Entretanto, através desta expressdo, muitas vezes é possivel obter a solugao y (x) de forma explicita.
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Exemplo 1.5. Encontre a solugao geral da equagao

dy =
dr vy’
Solugao: Escrevendo
ydy = —xdzx,
segue que
2 2
y x
I —_Z 10
2 2 +o

que pode ser escrito de maneira mais simples na forma implicita
22 +y? =C.
Em outras palavras, a solugdo y = y (x) é um arco de circulo. O

Exemplo 1.6. Encontre a solugao do problema de valor inicial

dy _ =
dr vy
y(0)=2.

Solugao: No exemplo anterior vimos que a solugao geral é dada implicitamente por
22 +y?=C.

A constante C' é determinada pela condicao inicial 0% 4+ 22 = C, isto é, C = 4. Obtemos duas solucoes
explicitas distintas, ambas definidas no intervalo [—2, 2]

Yy (‘T) =+Vv4- IQ;
Como a condigao inicial € positiva, a solugao do problema de valor inicial é
y(x) =4 — a2

O

1.4 Equacoes Exatas

Outra subclasse importante de EDOs de primeira ordem sao as equagoes exatas, que sao as equagoes que
podem ser escritas na forma

dy _ f(zy)
dr g(x,y)
ou
dy
x
. - ) ) : . Of 99 )
em que as fungdes f (x,y) e g (x,y) sdo continuas e tém derivadas parciais 3 (z,9), e (z,y) continuas que
satisfazem
of g

3 " or (1.20)
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Teorema 1.1. (Existéncia do Potencial) Sejam f,g : R — R funcgdes continuas definidas no retingulo

of 0
R =[a,b] X [¢,d] que possuem derivadas parciais continuas a—f7 6—9 que satisfazem a condi¢do
y’ Oz

of _0dg
- = . 1.21
dy Ox ( )
Entao existe uma funcao continuamente diferencidvel v : R — R tal que

oY

% - fv

o _

oy 9

Prova. Para obter ¢ que satisfaz estas condiges (que é equivalente a resolver um sistema simples de duas
equagoes diferenciais parciais nao acopladas), em primeiro lugar resolvemos a equagao diferencial parcial

oy

ox =/

por integracao direta, obtendo
view) = [ 1) doth).

onde h é uma fungao a ser determinada. Para determinar h usamos o fato que ¢ também deve satisfazer

W _
ay - g)
de modo que
dh 8]" dh
e portanto h satisfaz a EDO
dh 6f
-— = 1.22
a9 ay (1.22)

h é uma funcdo apenas de y, logo o lado direito ndo pode depender de z. E, de fato, a condicdo (1.21)

garante que
9 ,/ﬁdm _99 _ 9 /3fdx _ 99 _of _
or 9 oy dr Ox 0y  O0r Oy

Obtemos h através de uma integracao simples:

h(y) = /g(ac y) dy — /(/3 (z,9) dx) Y. (1.23)

Portanto, a fungao potencial ¥ é dada por

vy = [fepdos [gwya- [[ % (2,) dudy. (1.24)
|

A fungéo ¢ é chamada fungdo potencial porque o campo vetorial (f (z,y) ,g(z,y)) é exatamente o gra-
diente do campo escalar ¢ (x,y):

Vi (z,y) = (f (z,9) .9 (2,9)) (1.25)

(conforme serd visto no curso de Célculo III).



Rodney Josué Biezuner

17

Usando a fungao potencial ¢, podemos resolver (1.19). De fato, substituindo ¥ em (1.19), obtemos

o  Ody _
8x+8ydx_0'

Pela regra da cadeia, isso é equivalente
Ly (@) =0
Integrando, obtemos que a solugdo geral de (1.19) é dada implicitamente por
¥ (z,y (x) = C.
Exemplo 1.7. Encontre a solugao geral da equagao

2y (1+2?) , 2zy?
11222 7 (14 222)*

Resolva o problema de valor inicial

2y (1 + x2) y - nyz =1
1+ 222 (14 222)

y(0)=1.

Solugao: Temos
2xy? 2y (1 + 2?)
Yy =———"-5—1 ¢ g(x,y) = ——+=
f(x,y) 11 20)° 9@y =— 53
Como

of _ _dwy _9g

dy  (1+222) Oz

ela é exata. Vamos encontrar a fungao potencial, que agora sabemos existir. Ela satisfaz

o 2wyt o (4

dr (14 202) © Oy 1+22?

Integrando a segunda equagao com respeito a ¥y, obtemos

LC2 £E2
w(x7y)=/2y(1”dy+h($)=m”/yderh(a?)

1+ 222 1+ 222
2 2
Y (1 +x )
=———F—+h(z).
[y222 1@
Temos também
dh 9y N 2y 22y N 22y
de dx = (14 222)° (14 222) (14 222)
donde
h(z) = —=x.
Assim, a solugao geral é dada implicitamente por
2 (1+ 22
¢($7y) :_erM =C

1+ 222

(1.26)

(1.27)

(1.28)
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Para encontrar a solugdo ou as solugoes para a condicdo inicial y (0) = 1, primeiro determinamos o
valor da constante C:

12 (14 0?)
+ 14+2-02
As solugodes sao dadas implicitamente por
2 1 + 2
R Gt
1+ 222
Logo,
2 1 + 2
yl(_’_gi) =z+1..y° (1+$2) =(z+1) (1+2x2) =203 22+ +1
T

donde obtemos a solugao explicita (a condigao inicial é positiva)

() \/2x3+2x2+x+1
X) = .
y 1422

O intervalo de definicdo destas duas solucoes é um intervalo contendo z = 0 onde o polindémio 223 +
222 + x + 1 é ndo-negativo. Este é exatamente o intervalo (—1,+00), ji que as duas outras rafzes do
polinémio sao complexas. [J

No caso geral de uma EDO nao-exata na forma

d
[ @y) +g(@y) 5 =0,

podemos tentar multiplicd-la por um fator integrante r (z,y) para tornéd-la exata. Isso significa que a
equagao se torna

0

T(x,y)f(:c,y)—s—r(:c,y)g(g;?y)% =

e a condicao desta nova equacao ser exata é satisfeita, isto é,

d(rf) _ 9(rg)

— = . 1.2
oy Oox (1.29)
Ou seja,
GOL pOr 09, o (OF 09y _ Or  .Or
dy oy Oz Yor oy ox) e oy
de modo que r deve satisfazer a EDP (equacao diferencial parcial) linear homogénea:
or or af Og
——f—=|=-=]r=0. 1.
e f@y <6y (933) r=0 (1.30)

Resolver esta EDP pode nao ser facil, ou mesmo ser mais dificil de resolver do que a EDO original. Ao invés
de procurar um fator integrante dependendo de duas variaveis, podemos tentar achar um fator integrante

mais simples que dependa de apenas uma varidvel, por exemplo r (x,y) = r(z). Neste caso, r deverd
satisfazer a EDO J 5 5
1 1
ldr _1(0f 09\ (1.31)
rdr g \0O0y Ox

Isso s6 fard sentido se
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for independente de y, o que pode acontecer. Caso contrario, podemos tentar encontrar um fator integrante
r(z,y) = (y) e r satisfazerd a EDO

tar _ 1 (o o
rdy f(By 8x>’ (1.32)

1 /9f dg
(52

independer de z. [Observe que quando a equagao é exata isso sempre ocorre, pois a expressao entre parénteses
é nula, e o fator integrante é uma constante, que obviamente tomamos igual a 1 (a equagdo ja é exata).]
Quando pelo menos uma destas situagoes ocorrer, o fator integrante r pode ser encontrado através de uma
integracao direta, como o préximo exemplo mostra.

que fard sentido somente se

Exemplo 1.8. Encontre a solucao geral da equagao

2

2
14 2?

VAN
2y(1+33)y 71+2:z:

Solugao: Temos

1+ 222
Como
g__ 4y
oy 14222
dg
— =4
ox vy

ela ndo ¢ exata. Vamos procurar um fator integrante da forma r (z). Ele deve satisfazer a EDO

4xy 4
Ldr _1(0f 99\ _ Tigo,r W da
rdr  g\dy Ox)  2y(l+22) 14222

que faz sentido e pode ser diretamente resolvida por integragao:

4
1nr:—/T3;x2dz:—1n(1+2z2)

(tomamos a constante de integragdo C' = 0 porque buscamos um fator integrante simples), donde

1
142227

r(x)

Quando multiplicamos a EDO deste exemplo por este fator integrante, obtemos exatamente a EDO
exata do exemplo anterior. []

1.5 Meétodo de Mudanga de Variaveis

Mudar as varidveis para obter uma expressao mais simples é uma técnica bastante aplicada em varias areas
da Matemadtica, também na resolucdao de EDOs.
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1.5.1 Equacoes Homogéneas

Equagoes homogéneas de primeira ordem séo equacoes que podem ser escritas na forma

dy Y )
—==f(=). 1.33
dz / (:L’ ( )
Introduza a nova varidvel y
==, 1.34
o=t (134)
Entao
Yy =z
e pela regra da cadeia
dy dv
—=z— 40
dx dx
Substituindo na equagao original, obtemos
dv
T +v=f(v)
ou J
v
x% - (U) -,
que é uma EDO separavel que em principio pode ser resolvida por integracao direta:
d d
= (1.35)
fw—-v =z
Exemplo 1.9. Encontre a solugao geral da equagao
dy 2y—dx
de 2z —vy
Solucgao: Escrevendo
Y
dy_ 21
de 9 _ Y7
x
vemos que ela é uma equagdo homogénea. Tomando v = y/x, segue que
dv _dx
20—4 Tz
2—-wv
ou
dv  dw
v+2 oz
Logo,
In(v+2)=—-Inz+C,
donde
C
v4+2=—.
x
Substituindo de volta, segue que
y C
Z42=",
x x
donde a solugao geral é
y(z) = -2z +C. (1.36)

O
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1.5.2 Equacoes de Bernoulli

Equagoes de Bernoulli sao equacoes na forma

d
W @)y =gy
Para resolvé-las, introduza a nova varidavel
v=y "
Pela regra da cadeia,
dv (1 )y dy
—=(1-n .
dx Y dz
Multiplicando a equacao de Bernoulli por y~", segue que
d
@)y = q(o)
ot 1 d
v
—— T p@r =)

que é uma equagao linear.

Exemplo 1.10. Encontre a solugao geral da equacao

d 1
%y + -y = a:yQ.
dr =z

1

Solugao: Fazendo a mudancga de varidvel v = y~", obtemos a equagao linear

dv+1
——+—v==x
dr =x

que tem solugao
v(z) = —2* + Cx.

Logo,
O

1.5.3 QOutras Substituigoes

Exemplo 1.11. Resolva o problema de valor inicial

dy_ y-z
de  y—axz—1
y(0) =—-2.
Solugao: Substituimos
v=y—uz,
de modo que
dv  dy

dr ~ dx

21

(1.37)

(1.38)

(1.39)
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A equagao original torna-se entao

B
dx S v-—1
ou
dv 1
de  v—1
que é uma equagao separavel:
(v—1) dv =dx.
Integrando:
v? o
5 v=ux+ C.
Substituindo de volta, obtemos que a solucao y satisfaz a equacao implicita
(y— =)
-~ —y=C.
5 Y
No caso do problema de valor inicial, obtemos
—2-0)°
027( 5 ) —(=2)=4.

Para obter a solugao explicita, escreva
y* —2(x+1)y+2?-8=0,

de modo que

2@+ 1) % /4 (e + 1) — 422 + 32

5 =x+1£V2xr+5

y =
e a solugdo correspondente a y (0) = —2 é

y@)=z+1—-+v2x+5.
O

1.6 Aplicacoes

1.6.1 Equacao Logistica
Vamos resolver a equagao logistica que consideramos nos Exemplos 0.3 e 0.4 da Introdugao:

dp 2
— = — bp”.
dt ap — op

e . d . :
Os pontos fixos desta equagao (isto é, os valores de p para os quais dit) = 0, ou seja, a taxa de crescimento
populacional é zero) sao

a
=0 e p=—.

p p b

O dltimo ponto fixo é de fato um valor de equilibrio para a populagao, como vimos no Exemplo 0.3: temos

d a d a a ~ (- [

ditj > 0sep< 3 e diz: < 0sep> 7 Portanto, M = 3 representa a populagdo méaxima sustentivel.

Escrevendo o lado direito da equagao logistica na forma

%:bp(%fp) =bp(M —p), (1.40)
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vemos que ela simplesmente diz que a taxa de variagao da populagao em cada instante de tempo é proporcional
a populagao atual e também a diferenca entre a populagao maxima sustentavel e a populagao atual.
Vamos agora resolver a equagao logistica. Observe que ela é uma equagao separavel. Portanto separamos

as variaveis e integramos
/ @ _ / bt
p(M —p) '

A integral do lado esquerdo pode ser resolvida por separagao de varidveis: precisamos encontrar constantes
A e B tais que

1 A B
p(M—p) p M-p

Temos
1 _A(M —p)+ Bp
p(M—p)  pM-p)

logo

Escolhendo p =0 e p = M, obtemos

1
A=B=—.
M
Logo,
dp 1(/1 / 1 ) 1 1 P ‘
= — -+ =—(lnp—In|M —p|)=—1In
/p(M—p) M p M—p iz | =31 M —p
Portanto,
1 p
—1 =bt+C
MnMp‘ +o
donde a solugao implicita é
P~ Mt
M_p—Ce .

Escrevendo
p= (M _p) CeMbt _ MOeJWbt _pCeMbt p (1 + CeMbt) — MCeMbt

obtemos a solucao geral para a equagao logistica de forma explicita:

C M eMbt

Em um problema de valor inicial, a constante C' pode ser determinada. Se a populagao inicial p (0) = pg é
conhecida, por exemplo, temos

e
=11
donde "
1+4C)=CM .. (M — C=py..C=
Po ( ) (M —po) C = po Y
e portanto
pOMeMbt
t) = . 1.42
P (M = po) + poe* (1.42)
Observe que
. . M poM
lim p(¢) = lim M Po = =M,
tﬂoop( ) Pl (M _ pO) e—Mbt +p0 Do

como esperado.
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1.6.2 Lei de Torricelli

Suponha que um tanque de dgua tenha um buraco de area a no seu fundo, por onde escoa dgua. Denote
por y (t) a profundidade da dgua no tanque e por V (¢) o volume de dgua restante no tanque no instante de
tempo t. E possivel derivar a partir da equagao de Bernoulli da Mecénica dos Fluidos (ou seja, desprezando
completamente os efeitos da viscosidade da dgua) a chamada lei de Torricelli que determina a velocidade de
escoamento da agua saindo pelo buraco:

v = /2gYy.

Em condig¢oes mais reais, a lei se escreve na forma

v = c\/2gy

onde 0 < ¢ < 1 é uma constante empirica (em torno de 0.6 para um pequeno fluxo continulo de dgua). Para
simplificar a discussdo, tomaremos ¢ = 1. Como conseqiiéncia da lei de Torricelli, segue que

% = —av = —a\/2gy (1.43)

(o sinal negativo deve-se ao fato que o volume de dgua no tanque estd diminuindo com o passar do tempo).
Se A (y) denota a drea da segdo transversal do tanque na altura y, temos

V:/OyA(y)dy,

logo o teorema fundamental do calculo implica que

av
— =A(y).
a ()
Por outro lado, pela regra da cadeia temos
4V _avdy
dt  dy dt’

Portanto, a taxa de variacdo da altura da dgua com o tempo é dada pela EDO néao-linear (também chamada

equacao de Torricelli)
d

A(y) = = —av/2gy. (1.44)

Exemplo 1.12. Um tanque hemisférico tem raio de 4m e no instante ¢t = 0 estd cheio de dgua. Neste
momento, um buraco circular com diametro de 4cm. Quanto tempo levara para que toda a agua do
tanque tenha escoado?

Solugao. Temos
A(y) =1 (y) =7 [16 = (4= y)*| == (8y 7).
Usando o valor g = 10 m/s?, segue que a equagao de Torricelli para este tanque é
2 dy —92\2
T8y —y )E = -7 (2x107%)" \/20y.
Separando as variaveis,
(83/1/2 — y3/2> dy = — (8\/5 X 1074> dt

e integrando, obtemos

16 2 &
gya/z B gyo/z - _ (8\/5 x 10*4) t+C.
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Como y (0) = 4, a constante de integragao é

16 2 448
C=—8--32=—.
3 5 15
Portanto, a solugao da EDO de Torricelli para este caso é dada implicitamente por

16 5,0 2 59 ( _4> 448
D2 252 (85 x 1074 ) £ 4 oo
3¢ T8 V5 x 1

O tanque estard vazio quando y = 0, isto é, quando

448

t= = 16696
15 (8v/5 x 10-4) °

o que d& pouco mais que 4 horas e 40 minutos. U

1.6.3 Lei de Resfriamento de Newton

De acordo com a lei de resfriamento de Newton, a taxa de variacdo da temperatura T (¢) de um objeto em
um ambiente de temperatura constante igual a A é diretamente proporcional & diferenca de temperaturas
A —T, isto é,

T
Z kAT
il )

onde k é uma constante positiva dependendo do material de que é feito o objeto.

Exemplo 1.13. (CSI Belo Horizonte) Suponha que pouco antes do meio-dia o corpo de uma vitima de
homicidio é encontrado numa sala ar condicionada mantida a temperatura constante de 21°C. Ao
meio-dia a temperatura do corpo é 30°C, e uma hora mais tarde é 27°C. Assumindo que a temperatura
do corpo na hora da morte era 36,5°C, qual foi a hora da morte?

Solugao. Pela lei de resfriamento de Newton,

ar

—=k(21-T

e ainda nao sabemos o valor da constante k. Resolvendo por separacao de variaveis,

dT
/21—T:k/dt’

~In(21—T) =kt +C

segue que

ou
T(t)=21—Ce ™. (1.45)
T (0) = 30 implica que
C=21-30=-9,
logo
T (t) =21 4 9e . (1.46)
Substituindo 7' (1) = 27, segue que
. 21-21 6
[ = = —
9 9
6
k=—-In-=0,4.
ny )

ou
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Assim, a variagdo da temperatura do corpo com o tempo é estimada por
T (t) = 21 + 9e~ %4, (1.47)
Para determinar o instante da morte tg usamos o fato que
36,5 =T (to) = 21 + 9e~ %40

de modo que
o0ty _ 36,5 — 21

=172
9 )
donde 179
n
to=——"+"-=1
0 0,4 » 36

o que dé aproximadamente uma hora e vinte minutos. Portanto, a hora da morte foi aproximadamente
as 10:40 da manha. (1

1.6.4 O Problema da Braquistécrona

Em 1696, Johann Bernoulli propo6s o seguinte problema: imagine que um ponto A é unido através de um fio,
que pode assumir a forma de qualquer curva, a um ponto B mais abaixo em um plano vertical. Assuma que
uma conta de colar é colocada no fio e pode deslizar sem atrito do ponto A até o ponto B. Dentre todas as
curvas possiveis, qual é aquela que permite & conta de colar percorrer a trajetéria de A a B no menor tempo
possivel? Tal curva foi batizada de braquistécrona (grego brachistos = mais curto e chronos = tempo).

A solugéo a seguir é a solucao dada por Bernoulli. Comece considerando um problema & primeira vista
nao relacionado em 6tica. Um raio de luz viaja de um ponto A até um ponto P em um meio com velocidade
v1 e af entra em um meio com uma densidade maior viajando de P até outro ponto B com velocidade menor
ve. O tempo total requerido para a jornada de A até B é dado por

Vit b+ (c—2)*

(% V2

T =

Assumindo que o raio de luz seleciona o caminho de A até B através de P de tal modo a minimizar o tempo
total gasto, entao

dT

paip—

dx
e portanto

T n c—T
2 2
nvat+o 112\/1)2—&—(0—95)2

ou

sen o Sen o

U1 V2
onde a1, s sao os angulos entre os segmentos de reta que a luz percorre em cada meio e o eixo vertical.
Esta é a lei da refracao de Snell. A hipdtese de que a luz sempre viaja de um ponto a outro buscando a
trajetéria que requer o menor tempo é chamada o principio do tempo minimo de Fermat. Este principio
pode ser aplicado a um meio de densidade variavel, que podemos pensar como sendo um meio estratificado,
consistindo de varias camadas. Quando o nimero de camadas de densidade constante é finito, aplicando a
lei de Snell sucessivamente obtemos

senqq  senag  senasg sen qy,

U1 U2 U3 Un
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Se a densidade no meio varia continuamente verticalmente, podemos tomar o limite, imaginando uma in-
finidade de camadas de espessuras infinitamente pequenas, chegando a conclusao que

sen «

= constante. (1.48)

Em um tal meio, a luz percorrerd uma trajetéria curva e o angulo « representard o angulo entre a reta
tangente a curva e o eixo vertical.

Supondo que a conta de colar como o raio de luz também é capaz de selecionar o caminho de A até B que
implicard no menor tempo gasto, segue que a equagao acima continua vélida. Pelo principio de conservagao
de energia (isto é, conversdo da energia potencial gravitacional da conta de colar em energia cinética), a
velocidade da conta de colar em um ponto da trajetéria a uma distancia vertical y de A é dada por

v = /29y

[observe que estamos orientando o eixo y apontando para baixo]. Além disso, pela geometria da situacao, se
(B é o angulo complementar de «, temos que

1 1 1

el Tttt W (dy)

dx

sena = cos 3 =

Combinando estes resultados na lei de Snell para a conta de colar, obtemos

- (2)]-
(8]

Esta é a EDO nao-linear cuja solucao é a braquistocrona. Escrevendo

29y

ou

Y

dy  [c—y

dx y

vemos que ela é uma equagao separavel e pode ser resolvida por integragao direta:

/\/Edy:/dx.
[

pode ser resolvida por substituicdo. Definindo y = csen? ¢, segue que dy = 2csen ¢ cos ¢ dg e

A integral

Y
c—Yy

/1/%d(y:%/tanq&senqﬁcos‘mbdgﬁ:20/sen2¢d¢

:c/wm: (26 — sen2¢) + C.

= tan ¢,

de modo que

c
2
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Portanto a solugao é
c
z=3 (2¢ — sen2¢) + C

Colocando o ponto A na origem, segue que a curva passa pelo ponto (0,0) nas coordenadas x,y que também
corresponde ao ponto (0,0) nas novas coordenadas x, ¢. Concluimos que C' = 0. Portanto,

T = g(2¢—sen2¢),

y =csen?¢ = - (1 — cos2¢),

c
2
que é uma parametrizacdo para a braquistécrona em termos do pardmetro ¢. Definindo a = ¢/2 e 6 = 2¢,
obtemos uma parametrizagao mais familiar:

x=a(f—senb),
y=a(l—cosb),

que corresponde a um arco de cicléide gerado por um ponto na circunferéncia de um circulo de raio a girando
ao longo do eixo z. O valor de a é determinado pelo tinico arco de cicléide gerado pelo circulo de raio a que
passa pelo ponto B.

1.7 Equacgoes Autonomas

Equagoes auténomas sao equagoes da forma

dx
a (z)

em que nao ha dependéncia explicita da varidvel t. Exemplos de equagoes auténomas sao a equagao do
crescimento exponencial e a equacao logistica. Importantes informacoes qualitativas podem ser obtidas
para equagoes autonomas sem a necessidade de resolvé-las. Ja tivemos a oportunidade de fazer uma tal
analise qualitativa quando estudamos a equacao logistica na Introdugao. Lembramos os conceitos usados e
introduzimos alguns novos:

Defini¢ao. Um zero zy da fungéo f é chamado um ponto de equilibrio (ou ponto fizo ou ponto critico)
da EDO e a solugéo z (t) = x¢ é chamada uma solugéo estaciondria (ou solugdo de equilibrio).

Com efeito, se f (xg) =0, entdo

dx

= —0

dt
para todo t e z (t) = xo é uma solucdo constante para qualquer condi¢ao inicial que passe pelo ponto xg em
qualquer instante de tempo ¢ dado.

Definicao. Dizemos que um ponto de equilibrio zj é estavel se

f (z) > 0 para todo x < xg préximo de xg e

f (z) < 0 para todo & > z( préximo de x.
Dizemos que um ponto de equilibrio zy é instavel se

f (x) < 0 para todo = < x¢ préximo de zg e

f (z) > 0 para todo & > z( préximo de z.
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De fato, se f (z) > 0, entdo
dx

dt
e a tendéncia da solugdo é crescer, enquanto que se f (x) < 0, entdo

>0

dz
— <0
at =

e a tendéncia da solucao é decrescer. Vimos nos exemplos da Introdugao que a equacao logistica possui dois
pontos de equilibrio (j& que f no caso é um polindémio do segundo grau): um ponto de equilibrio instdvel em
29 = 0 e um ponto de equilibrio estavel correspondente ao valor da populacdo maxima sustentdvel. Ainda
existe um outro tipo de ponto de equilibrio:

Definigcao. Dizemos que um ponto de equilibrio xy é um ponto de sela se
f (z) > 0 para todo x # z( préximo de x

ou se
f (z) < 0 para todo x # ¢ préximo de .

1.8 Teorema de Existéncia e Unicidade de Solucoes de EDOs

Teorema 1.2. (Teorema de Existéncia e Unicidade da Solugao para Problemas de Valor Inicial de EDOs)
Considere o problema de valor inicial
st
{ a7

z (to) = o.

of . .
Se f e —f sao continuas no retangulo

Ox
R={(t,2)eR*:a<t<fB e a<z<b}

que contém o ponto (to,xo), entdo o problema possui uma dnica solugcao em um intervalo aberto con-
tendo tg.

Idéia da Prova: A demonstracao classica deste resultado é através do chamado método iterativo de Picard
(ou método das aproximagdes sucessivas), que também pode ser usado como método numérico para obter a
solucao computacionalmente. Suponha que exista a soluc¢ao z (t). Entao, ao integrarmos a EDO

t t
/to Z—fdt: tof(s,x(s)) ds

ela deve satisfazer

x(t) =z0+ t f(s,x(s)) ds. (1.49)

Como na verdade nao sabemos se a solucdo z (t) existe, tentamos aproximé-la sucessivamente através desta
férmula. Definimos como primeira aproximacao a fungao constante

xo (1) = o

e obtemos teoricamente uma melhor aproximagcao

z1 (t) = zo + /f f(s,z0(s)) ds.
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Em seguida, usamos esta nova fungao na formula para obter uma aproximagao ainda melhor

x9 (1) = xg Jr/t f(s,z1(s)) ds.

E assim por diante, definimos uma seqiiéncia de fungoes iterativamente:

xn(t)zxo—i—/t Fs,2m 1 (5)) ds. (1.50)

Pode-se provar, sob as condigdes estabelecidas no enunciado no teorema (e mesmo usando hipéteses um
pouco mais fracas) que a seqiiéncia de fungoes assim definida converge uniformemente para uma fungao
continuamente diferencidvel e que esta é de fato a solucao do problema de valor inicial. Detalhes podem ser
vistos em livros que tratam de EDOs, por exemplo no livro Introducdo as Equagoes Diferenciais Ordindrias,
de Reginaldo J. Santos (se¢do 1.8) ou em Equagdes Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de
Contorno, de Boyce e DiPrima (segao 2.9).

A demonstracao da unicidade da solucao é mais facil. De fato, se existirem duas solugbes z1 (t) , xa (¢),
entdo elas satisfazem

z1(t) =20+ [ f(ta1(s)) ds,

2o (1) = 70+ /t F (b33 (5)) ds,

logo

donde
|22 (t) — 21 (1) =/t If (s,22(s)) = f(s,21(s))| ds. (1.51)

- . of )
Agora, se (s,z1(s)) e (s,x2(s)) estao dentro do retdngulo R onde sabemos que or é continua, podemos

usar o Teorema do Valor Médio para concluir que existe ¢ = ¢ (s) tal que z;1 (s) < c(s) < z2(s) e

f(s,2a(s)) = f(s,21(s) _ Of

z2 (8) — 1 (s) " Oz (s:¢(5))-
Entao of
£ o2 (40) = £ s ()] < | 3 (6D o () =1 (9]
of . ) .
Como 35 ¢ continua em R, ela assume o seu maximo
— of
A= (0o | Oz (S’z)‘

al e podemos escrever
|f (5,22 (s)) = f (5,21 (5))] < Al (s) — 21 (s)]

Portanto, segue que
t

|xo (t) =21 (B)] = A [ |za(s) — 21 (s)] ds. (1.52)

to
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Defina agora

mw=/tm@wmu$w&

to
Entao

y(0) =0,
y(t) >0 paratodot > to,
Yy (t) = [w2 (t) —x1 ()]

Em particular, segue que
Y (£) — Ay (1) 0.

Multiplicando esta desigualdade pelo fator integrante e~4*, segue que
d , _
T (e Aty (t)) <0.

Integrando de 0 a ¢ e lembrando que y (0) = 0, obtemos
e Aty (t) <0
para todo t > 0, o que implica
y(t) <0 para todo t > to.

Concluimos que y (t) = 0 para todo t > tg, o que significa que x5 (t) = 1 (t) para todo t > ty. Analogamente
provamos o mesmo fato para todo t < ty. W

Se as hipéteses do teorema nao sao satisfeitas, a existéncia ou a unicidade da solucao podem ser compro-
metidas:

Exemplo 1.14. Encontre todas as solugoes do problema de valor inicial

dx
(5o
x (0) = 0.

Solugao. Esta é uma equagao autonoma separavel, logo:

dx
ﬁ—/d’*

donde
22 =t +C.
Substituindo x (0) = 0, obtemos C' = 0. Para obter a solugao explicitamente, tomamos o quadrado:
2
t) = —.

r()="1
Esta é uma solugao. Outra solugao é a solucao identicamente nula

z (t) =0.

Observe que f (¢,x) = v/ ndo possui derivada % em (t,x) = (0,0). O

Teorema 1.3. (Teorema de Existéncia e Unicidade para EDOs Lineares) Considere o problema de valor
inicial linear
X pr=a()
{ dt p =q
€T (to) = Xo-
Se p(t) e q(t) sdo continuas no intervalo I contendo ty entdo o problema possui uma Unica solugdo
em 1.



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Ordinarias de
Segunda Ordem

2.1 Introducao

Definicao. EDOs de segunda ordem sao equacoes do tipo

F(t,y,y,y") =0,
!/

isto é, além da varidvel t e da funcéo y, elas envolvem a derivada primeira vy’ e a derivada segunda 3" .

Neste curso, estudaremos principalmente equagoes de segunda ordem da forma

y'=ftyy)
ou 2y "
a (W’ dt) :
Defini¢do. Uma solugao da EDO y” = f (t,y,4') em um intervalo I C R é uma funcio duas vezes

diferenciavel y : I — R que satisfaz a EDO.

d*y dy
ﬁ - f <tay7 dt>

y (to) = yo
y' (to) = vo

é chamado um problema de valor inicial.

Definicao. Um problema da forma

Duas condigOes iniciais sao necessarias para determinar uma tunica solucao para uma EDO de segunda
ordem pois a sua solucao envolve em um certo sentido duas integragoes, que introduzem duas constantes de
integragao arbitrarias.

Exemplo 2.1. Encontre a solugao geral da EDO

d?y

_ 42
W*t.

32
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A partir da solugao geral, encontre a solu¢do para o problema de valor inicial

d“y 9
— 7 ¢
dt?

y(0)=1
y' (0) =2

Solugao: Através de uma integragao simples, obtemos

dy 9 t3
o [ Pdt=— 40
dt / 5 T

Como gy’ (0) = 2, devemos ter

03
§+01:2:>01:2,
ou seja,
dy 3
— =—+4+2
dt 3 +

Integrando uma segunda vez, obtemos

3 t4
y(t):/<3—|—2> dt:ﬁ-l—%—f—cz

4

0
§+2~0+02:1:>02:1,

Como y (0) = 1, devemos ter

ou seja,
4

t
)= — + 2+ 1.
y(t) TR

O

2.2 Equacoes Lineares de Segunda Ordem Homogéneas

Uma EDO de segunda ordem ¢ linear se ela tiver a forma

YW gy =10, (21)

Ela é homogénea se f (t) = 0, isto é, se ela for da forma

dy dy
ﬁ—i—p(t)a—i—q(t)y—o. (2.2)

Para equagoes lineares de segunda ordem, um teorema de existéncia e unicidade de solucoes para problemas
de valor inicial também é valido:

Teorema 2.1. (Teorema de Existéncia e Unicidade) Considere o problema de valor inicial

d? d
AP ey =F (1)
y (to) = yo

v/ (to) = v,

Se p, q e f sdo continuas em um intervalo aberto I que contém ty, entdo o problema possui uma Unica
solugao neste intervalo.
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Para uma equagao linear e homogénea, combinagoes lineares de solugoes sao ainda solugoes. De fato, se
y1 (t) e ya (t) sdo duas solugoes de (2.2), isto é, se

d2y1

gz TP ta®)y =0,
Ay dy2

=2 4 q () ys =
gz TP Tat)y2=0,

e se ¢1,ce € R sao dois escalares reais, entao

d? (cry1 + c2y2) d(c1y1 + c2y2)

772 +p(t) 7 +q(t) (cay1 + cayo)
d?y, di, d%ys dyo
=0 Wﬂ)(t)gﬂ(t)yl ter | +p($)E+Q(t)y2

=¢-04+4-0=0,

de modo que c¢1y; + coy2 também é uma solucdo de (2.2). Este fato é as vezes chamado de principio da
SUPETPOSi¢cao.

2.2.1 Solucgoes Fundamentais

O principio da superposi¢ao implica que o espago solucao de uma equagao linear homogénea de segunda
ordem é um subespaco vetorial do espago das funcoes duas vezes diferencidveis. Portanto, para encontrar
todas as solugoes de uma EDO linear de segunda ordem, ou seja, para encontrar a sua solucao geral, basta
encontrar uma base para este subespaco. Vamos agora provar que este subespago tem dimensao 2, de
modo que basta encontrar duas solugoes linearmente independentes da equagao para encontrar todas as suas
solugoes.

Teorema 2.2. Sejam y1 (t) e ya (t) duas solugdes linearmente independentes da equagdo linear homogénea
de segunda ordem

v +pt)y +q(t)y=0.

Entao, para todo par de condigdes iniciais (yo,y,) o problema de valor inicial

y' +pt)y +qt)y=0

y (to) = o
y' (to) = o
possui uma unica solucdo da forma
y(t) =ciyr (t) + cay2 (1) (2.3)

Prova. Para quaisquer constantes ¢, co € R a fungio y (t) = ¢1y1 (t) +coys (t) é uma solugao para a equacao
homogénea. Para provarmos o teorema, precisamos apenas mostrar que existem constantes tnicas ci, ¢y tais
que y (t) satisfaz as condigdes iniciais dadas, isto é,

{ c1y1 (to) + cay2 (to) = %o
c1yy (to) + c2us (to) = yo

Este sistema possui uma solu¢ao dnica quaisquer que sejam yo, y, se e somente se

y1 (to) 2 (to)
det{ya to) wite) |7
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Por sua vez, este determinante é nao nulo se e somente se as solugoes y; (t) e ya (f) sdo linearmente indepen-
dentes. Isso decorre do Teorema de Existéncia e Unicidade. De fato,

y1 (to) wy2(to) |
et )y tto) wh(to) | 0

se e somente se as colunas desta matriz sao linearmente dependentes, isto é, se e somente se existe uma
constante ¢ € R nao-nula tal que
Y1 (to) = cyz (o),
Y1 (to) = cys (to) -
Como as condigoes iniciais determinam a solugao de uma EDO linear de segunda ordem de maneira tnica,
isso é verdade se e somente se
y1(t) = cyz2 (1)

para todo ¢, isto é, se e somente se y; (t) e y2 () s@o linearmente dependentes. M

Definigcao. Duas solugoes linearmente independentes de uma equagao linear homogénea de segunda ordem
sao chamadas solugoes fundamentais desta equagao.

Existe um ntmero infinito de pares de solugoes fundamentais para uma equacao linear homogénea de se-
gunda ordem, ja que quaisquer duas solucoes linearmente independentes sao solugoes fundamentais. Vimos
na demonstragdo do Teorema 2.2 uma maneira simples de determinar se duas solugbes de uma EDO lin-
ear homogénea de segunda ordem sdo solugoes fundamentais. Basta verificar se o determinante (chamado
Wronskiano)
yr(t) w2 (1)
w 1, Y2 t) = det |:
o) O =0 o) w0

é diferente de zero para algum valor de t; observe que se isso ocorrer, na verdade o Wronskiano sera diferente
de zero para qualquer valor de ¢t. Reciprocamente, duas solugoes serao linearmente dependentes se e somente
se seu Wronskiano for igual a zero para todo valor de ¢.

Exemplo 2.2. Mostre que y; (t) =1 e y2 (t) = ¢ sdo solugdes fundamentais da EDO

Encontre sua solucao geral.

Solugao: Temos y) (t) =0 e y2 (t) = 1, de modo que o Wronskiano desta duas solugdes em qualquer ponto
t € R é dado por

W(ylyyz)(t):det[(l) i } =140

A sua solugao geral é, portanto,
y(t) =1 + cat.
U
Exemplo 2.3. Mostre que se a # 0, entdo y; (t) = e e yo (t) = e~ sdo solugoes fundamentais da EDO

y// — a2y.

Mostre que z; (t) = senh at e 22 (t) = cosh at também sdo solugdes fundamentais para a EDO. Encontre
sua solugao geral.
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Solugao: Temos ¥} (t) = ae® e ys (t) = —ae™*, de modo que o Wronskiano desta duas solugdes em qualquer
ponto t € R é dado por

at —at
W(yl,ymt)det[ e }

ae —ae =270

Também temos 2} (t) = acoshat e 2} (t) = asenh at, de modo que

senh at cosh at

W (y1,42) (t) = det [ acoshat asenhat

} =aq (senh2 at — cosh? at) =—a #0.

A sua solugao geral é, portanto,

y(t) = cre™ + coe™ ™,

ou também
y (t) = cre™ + coe™ .

O
Exemplo 2.4. Mostre que se a # 0, entdo y; (t) = senat e yo (t) = cosat sao solugdes fundamentais da
EDO
y// _ _a2y
Encontre sua solugao geral.
Solugao: Temos y; (t) = acosat e ys (t) = —asenat, de modo que o Wronskiano desta duas solugdes em
qualquer ponto t € R é dado por
. sen at cosat _ 2 9 _
W (y1,y2) () = det wcosal —asenat | = @ (sen® at + cos® at) = —a # 0

A sua solugao geral é, portanto,
y (t) = c1 senat + ¢z cos at.

]

2.2.2 Equacoes Homogéneas com Coeficientes Constantes

Vamos resolver a equagao linear homogénea de segunda ordem
ay’ +by 4+ cy =0, (2.4)

onde a, b, ¢ € R s@o constantes e a # 0.
Baseados na experiéncia com a equacao do Exemplo 2.3, tentaremos inicialmente obter solugoes da forma

y(t)=e"
onde 7 é uma constante a ser determinada. Substituindo esta fungao na equagao (2.4) obtemos
ar?e™ +bre™ + ce™ = 0.
Fatorando o termo positivo ", obtemos a chamada equagao caracteristica de (2.4):
ar’* +br+c=0. (2.5)

Esta equagao do segundo grau pode ter duas raizes reais distintas, uma raiz real ou duas raizes complexas
distintas. De acordo com a situagao, obtemos um diferente par de solugoes fundamentais para (2.4).
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Duas Raizes Reais Distintas

Se a equacgdo caracteristica tem duas raizes reais r; e ra, entdo um par de solugdes fundamentais para (2.4)
é
Yy (1) =€t e yo(t) =€t (2.6)

e a sua solucao geral é, portanto,
y(t) = cre™ + coe™t. (2.7)

De fato, para todo t € R temos

eT‘lt

rot
W (y1,y2) (t) = det [ b orit € . } =e"te™t (ryg — 1) #£0.
1

roe’?

Esta é a situagao que encontramos no Exemplo 2.3, onde a equacao caracteristica tem duas raizes reais
distintas +a.

Uma Raiz Real
Se a equagdo caracteristica tem apenas uma raiz real r, entdo uma solucdo para (2.4) é dada por
Y (t) = e™. (2.8)

Para encontrar uma segunda solugao y» linearmente independente de 31, vamos usar o método de d’Alembert.
Ele consiste da seguinte idéia geral: dada uma solucao y; de uma equacao linear de segunda ordem, procu-
ramos uma segunda solucao y, na forma

ya (t) =v () y1 (t). (2.9)

Substituindo a expressao

em (2.4), obtemos

av” (t) e +2rv (t) e +riv(t) e +b [V (t) e +rv(t)e™] +ev(t) e =0

ou
ae™v" (t) + [2ar + bV’ (t) + [ar® + br +c] v (t) e =0
Como
ar? +br+c=0
e
b
r=——
2a

pela férmula do discriminante, segue que

ou simplesmente

Portanto,
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Observe que quando co = 0, yo é exatamente y;. Logo, se queremos uma segunda solugao linearmente
independente de y;, tomamos simplesmente

yo (t) = te"™.
De fato,
ert teTt 2rt 2rt
W (y1,y2) (t) = det et ert o pgert | =€ (1+7rt—rt)=€""#£0.
A solugao geral é, portanto,
y(t) = cre” + cate™. (2.10)

Duas Raizes Complexas

Se a equacao caracteristica tem duas raizes complexas, entao elas sdo conjugadas e podemos escrevé-las na
forma

lea"’_ﬂia

ro = a — Ji.

Se definirmos a funcao exponencial complexa para qualquer nimero complexo r = « + i pela férmula de
Euler

e" = TP = ¢ (cos B + isen 3), (2.11)
segue que
et = e(atBIt — o (cos Bt + i sen fGt) (2.12)
e a fungao exponencial complexa satisfaz
% (") =re™ (2.13)

pois

at

4 [e*! (cos Bt + isen Bt)] = de (cos Bt + isen ft) + eo‘t% (cos Bt + i sen (t)

dt
= ae™ (cos Bt + isen (Bt) + e (—Bsen Bt + if3 cos Gt)
= (a + Bi) e* (cos Bt + isen (t)

= re™,

Isso sugere escolher as fungoes
’I‘2t

y(t) =€t e y(t)=e
como solugdes fundamentais para (2.4), isto é,

y1 (t) = e (cos Bt + isen Bt),

Yo (t) = e (cos Bt — isen Bt) .
produzindo a solucao geral complexa

y(t) = cre™ + cpe™

= (c1 + o) e cos Bt + i (c1 — ca) ™' sen (Bt

onde ¢ e ¢y sao constantes complexas. O tnico problema é que estas fungoes sao fungoes complexas e pre-
cisamos encontrar solugdes fundamentais reais e uma solugao geral real. Para isso, escolhemos as constantes
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na férmula geral complexa de tal forma a produzir duas solucoes reais linearmente independentes: escolhendo
¢1 = ca = 1/2 obtemos

Y1 (t) = e cos fit, (2.14)
enquanto que se escolhermos ¢; = 1/ (2i) e co = —1/ (2i) obtemos
Yo (t) = e sen St. (2.15)

Estas solugoes fundamentais sao de fato linearmente independentes, pois

e cos Bt e sen Bt
ae® cos Bt — Be®tsen Bt ae®t sen St + [Bet cos Bt

= e**" (cos Btsen Bt + [ cos® Bt + Fsen® Bt — sen Bt cos Bt)
_ 662at 75 0.

Portanto, a solucao real geral é

W (y1,42) (t) = det

y (t) = c1e* cos Bt + coe™ sen f3t. (2.16)

2.3 Equacoes Lineares de Segunda Ordem Nao-Homogéneas

Uma EDO de segunda ordem linear é nao-homogénea se ela tiver a forma

d*y dy

—_— t) — t)y=f(t 2.17
gz TP o taty=F() (2.17)
onde f # 0. Sua solucao geral pode ser obtida a partir das solugoes fundamentais da correspondente equagao

homogénea:
d*y dy
— — =0. 2.1
L ip) L +a)y=0 (218)

De fato, vale o seguinte resultado:

Teorema 2.3. Sejam y1 (t) e ya (t) duas solugies linearmente independentes da equagdo linear homogénea
de sequnda ordem
y' +p)y +a)y=0
e yp (t) uma solucdo particular para a equagao nao-homogénea correspondente

y'+r)y +at)y=f.
Entao a solugao geral da equacdo nao-homogénea tem a forma

y(t) = yp (t) +cryr (t) + coya (t) . (2.19)

Prova. Se y(t) é uma solucdo qualquer da equagdo nao-homogénea e y, (t) é uma solugio particular dada
para a mesma, entdo Y (t) = y (t) — y, (t) é uma solugdo para a equacdo homogénea, pois

Y'+p®)Y' +qt)Y =y " +pt)y +at)y— () +p®) v, +a(t) yp)

=f@)—f(@)
=0,

logo

Y (t) = ciyr (t) + caya (t) .
Reciprocamente, qualquer solugdo da forma y (t) = y, () + c131 (£) + cay2 (t) é uma solugdo para a equagao
nao-homogénea. M
Assim, para encontrar a solucao geral da equacao ndo-homogénea, basta obter primeiro a solugdo geral para
a equacao homogénea e apenas uma solugao particular para a equacao nao-homogénea. Um método para
obter esta 1ltima a partir das solucoes fundamentais da equagdo homogénea é o assunto da préxima subsecao.
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2.3.1 Método de Variagao dos Parametros

Suponha que y; () e yo (t) sejam as solugbes fundamentais da equagdo homogénea (2.18), de modo que a
solucdo geral yo (t) desta é dada por

Yo (t) = c1y1 (t) + caya (1) -

Para encontrar uma solugao particular y, (t) para a equagao nao-homogénea correspondente (2.17), tentamos
procurar uma solucao da forma

Yp () = c1 () y1 (8) + c2 (t) y2 (1), (2.20)

ou seja, consideramos os parametros ¢y e co varidveis, nao mais constantes. Entretanto, para nao obtermos
equagoes muito complicadas de resolver, impomos a condi¢ao extra

¢t () y1 () + ¢4 () y2 () = 0, (2.21)
para que ao derivamos y obtenhamos simplesmente
Yp (1) =c1 () yr (t) +c2 (1) 95 (1), (2:22)
e dai
Yyp () =c1 () () + et (O ys () +e2(yz () + (B ya(t) (2.23)
Substituindo em (2.17), temos:
)yl +ct Oy +e2()yz +ca (@) ya+p () [er () g+ c2(t)ya] +q () [er (W) yr + ca (B) yo] = £ (1),
ou, agrupando termos,
AW+ ®y+a® i +r@) i +a®yl+ea®) vy +r@) e +at)y2] =f(1).

Como y; e ys sao solucoes da equacao homogénea

Yl +p )y +q(t)y =0,
yy +p () yy +q(t)y2 =0,

segue que
A () s () + o () o (1) = £ (1) (2.24)

Assim, as fungdes ¢ (t) e ca (t) devem obedecer o seguinte sistema

(@) +ca@y2(t) = 0 (2.25)

AWy (t)+ca()ya(t) = f(1)
A solugao de um sistema linear AX = B onde

a b
=[]
é dada por
1 d —b
X=A"'B= B
det A { —c a }

Portanto, como no nosso caso
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obtemos que ¢; (t) e ¢o (t) satisfazem as seguintes EDOs de primeira ordem:
@) | _ 1 Yo (t)  —y2(2) 0
¢ (t) Wyn,ye) (1) [ o1 () v (@) [ fQ@) |7
isto é,
2 1 { —y2f }
= — . 2.26
[ ¢ } W (y1,y2) yif (2.26)

Aplicando o Teorema de Existéncia e Unicidade a esta férmula, podemos garantir a existéncia das fungdes
1 (t) e co (t) assumindo apenas a continuidade das fungoes p, g e f. O sistema 2 x 2 (2.25) pode ser resolvido
de maneira usual sem o uso desta féormula.

Exemplo 2.5. Encontre a solucao geral da equagao linear nao-homogénea

y" +y = tant.

Solugao: A solugao geral da equagdo homogénea correspondente y” +y =0 é
y (t) = 1 cost + cysent,
como vimos no Exemplo 2.4. Procurando uma solugao particular do tipo
Yp (£) = 1 () cost + co () sent
através do método de variacao de parametros, obtemos o sistema

cjcost+ chsent = 0
—c)sent + chcost = tant

Podemos resolver este sistema por eliminagdo Gaussiana. Por exemplo, multiplicando a primeira linha
por sent, a segunda linha por cost e somando, segue que

ch (sen®t + cos®t) = cost tant

ou
¢y = sent.
Isso implica que
co (t) = — cost. (2.27)
Além disso, temos
, chsent sen’t cos’t—1
c = — = - = = cost — sect.
cost cost cost

Dai,

c1 (t) =sent —In(sect + tant). (2.28)

A solucao particular é

yp (t) = [sent — In (sect + tant)] cost + (— cost) sent
= —costln (sect + tant)

e a solugao geral da equacgao nao-homogénea é

y(t) = yp (t) + cayn (t) + coyz (1)
—costln (sect + tant) + ¢; cost + cosent.
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2.3.2 Equacoes Nao-Homogéneas com Coeficientes Constantes: Método dos
Coeficientes a Determinar

A equagao nao-homogénea com coeficientes constantes
ay” +by' +cy=f(t), (2.29)

onde a,b,c € R sdo constantes e a # 0, pode ser mais facilmente resolvida para casos especiais da funcao
f (t), freqiientemente encontrados em aplicagoes, do que uma equagdo nao-homogénea mais geral. Para isso,
utilizamos o método dos coeficientes a determinar:

Caso 1. Se f(t) =ap+ ...+ ant™, com ag,...,a, € R, procuramos uma solugio particular da forma

yp (t) = (Ao + ...+ Apt™)t*

onde s é o menor inteiro ndo-negativo que garante que nenhum termo em y, () é uma solucao da equacao
homogénea correspondente e Ao, ..., A, sao coeficientes a serem determinados.

Exemplo 2.6. Encontre a solugao geral para a equagao linear nao-homogénea
Y —y — 2y = 412

Solugdo: A equagdo caracteristica é 7> —r —2 = (r — 2) (r + 1), cujas raizes sio r; = —1 e ro = 2, de modo

que a solugao geral da correspondente equagao homogénea é
y(t) = cre™" 4 cpe?.

Como o lado direito da equagao néao-homogénea é um polindomio do segundo grau, tentamos uma
solugao particular da forma
yp (t) = A+ Bt + Ct>.

Substituindo na equagao, obtemos
2C — (B +2Ct) — 2 (A+ Bt + Ct*) = 4¢*

ou
—2Ct* —2(B+C) — (2A + B — 20) = 4t°.

Dai obtemos o sistema

—~(2A+B-2C) = 0
—2(B+C) = 0
—2C = 4

cuja solugdo é A =—-3,B=2e C = —2, de modo que
yp (1) = =3 + 2t — 2%
A solucao geral é, entao,
y(t) = =3+ 2t — 2t + cre™! + cpe®.
O
Caso 2. Se f(t) = (agp + ...+ ant™) e, com «,ag,...,a, € R, procuramos uma solugao particular da

forma
Yp () = (Ao + ... + Apt™) t°e™

onde s é o menor inteiro ndo-negativo que garante que nenhum termo em y, () é uma solucao da equacao
homogeénea correspondente e Ag, ..., A, sdo coeficientes a serem determinados.
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Exemplo 2.7. Encontre a solugao geral para a equagao linear nao-homogénea
Y +2 +y=(2+t)e "

Solugao: A equagdo caracteristica é r2 +2r +1 = (r — 1)27 cuja raiz é r = 1, de modo que a solucao geral
da equagao homogénea correspondente é

y(t) =cre "+ cate™ .

Assim, para garantir que nenhum termo em y, (t) é uma solucdo da equagdo homogénea, tentamos
uma solugao particular da forma

Yp (t) = (A+ Bt)t’e ™" = (At* + Bt*) e ".
Temos

yp, (t) = (24t + 3Bt*) e" — (At> + Bt*) e™" = [2At + (3B — A)t* — Bt’] e,
yy (t) = [2A+2(3B — A)t —3Bt*| e™" — [2At + (3B — A)t* — Bt*] e~
= [2A+ (6B —4A)t+ (A—6B)t* + Bt*| e ™"

Substituindo na equagao, obtemos

[2A+ (6B —4A)t + (A—6B)t*> + Bt’] e + 2 [2At + (3B — A)t* — Bt’] e™" + (At* + Bt®) e
=(2+t)e .

ou
2A+ 6Bt =2+t.

24 = 2
6B = 1

cuja solugdo é A=1e B =1/6, de modo que

1
yp (1) = <t2 + 6t3) et

Dai obtemos o sistema

A solugao geral é, entdo,
1
y(t) = (t2 + 6t3) et +ere Tt Fegte
O

Caso 3. Se f (t) = (ag + ...+ ant™) e** cosbt+ (b + . .. + by t™) e sen bt, com «, 8, ag, - - -, An, b, - - -, b €
R, procuramos uma solugao particular da forma

Yp () = (Ag + ...+ Agt9) t°e* cosbt + (B + . .. + B,t?) t°e“ sen bt

onde ¢ = max (m,n), s é o menor inteiro ndo-negativo que garante que nenhum termo em y,, (¢) é uma solucao
da equagao homogénea correspondente e Ay, ..., A,, Bg,..., B, sdo coeficientes a serem determinados.

Exemplo 2.8. Encontre a solucao geral para a equagao linear nao-homogénea

y" 4+ 2y + 2y = €' cost.
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Solucao: A equacdo caracteristica é r? + 2r + 2, cuja raizes complexas sdo 7, = 144,73 = —1 — 4, de modo
que a solugao geral da equacao homogénea correspondente é

y(t) = cre tcost + cpe Psent.

Assim, como nenhum termo em y,, (t) é solugdo da equacgdo homogénea, tentamos uma solucdo partic-
ular da forma
yp (t) = Ae’ cost + Be'sent = (Acost + Bsent)e'.

Temos

y, (t) = (Acost + Bsent)e' + (—Asent + Bcost)e' = [(A+ B)cost + (B — A)sent] e’
yy (t) = [(A+ B)cost + (B — A)sent]e’ 4+ [ (A + B)sent + (B — A) cost] et
= (2B cost — 2Asent) e’

Substituindo na equagao, obtemos

(2B cost —2Asent) e’ +2[(A+ B)cost + (B — A)sent]e’ +2(Acost + Bsent) e
= e’ cost.
ou
(4A+ 4B)cost + (4B — 4A)sent = cost.

Dai obtemos o sistema,
4A+4B = 1
4B —4A =

cuja solucao é A = B =1/8, de modo que
1 t
yp (t) = 3 (cost + sent) e
A solugao geral é, entdo,

1
y(t) = 3 (cost +sent) e’ +cre " cost + coe tsent.

O

2.4 Aplicagao: Estudo de Oscilagoes

A equacao diferencial ordinaria que descreve as oscilagdes ou vibragoes de um sistema massa-mola é dada
por

mu' () +yu' (t) + ku (t) = Foxs. (2.30)

u é o deslocamento do corpo da posi¢ao de equilibrio do sistema. As constantes tém o seguinte significado:
m é massa do corpo conectado & mola, k é a constante da mola (devido & forca exercida pela mola sobre o
corpo dada pela Lei de Hooke) e v é a constante de amortecimento devido a resisténcia do ar (assumida ser
proporcional & velocidade do corpo). Esta equacdo descreve também vibragoes em outros fendémenos fisicos,
por exemplo vibragoes acusticas ou em circuitos elétricos; nesses casos, os significados de u e das constantes
devem ser ajustados de acordo com cada fenémeno.
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2.4.1 Oscilagoes Livres sem Amortecimento

No caso em que as oscilagoes sao livres temos Fexy = 0, e se nao hd amortecimento temos também ~ = 0.
Portanto, a equacao diferencial que descreve a oscilacao é simplesmente

mu” (t) + ku (t) = 0. (2.31)

A equagao caracteristica é
mr? 4+ k=0,

r::lzwii.
m
[k
=4/ — 2.32
wo m7 ( 3)

segue que a solugao geral desta equagao é dada por

cujas raizes sao numeros imaginarios puros

Denotando

u (t) = ¢ coswpt + ¢o sen wot. (2.33)

Escrevendo o vetor (¢1,c2) em coordenadas polares

c1 = Acos ¢,
co = Asen ¢,
onde
A=/ + 3, (2.34)
¢ = arctan 0—2, (2.35)
C1

podemos reescrever a solugao na forma

u (t) = Acos ¢ coswot + Asen ¢ senwot = A (cos ¢ coswyt + sen ¢ sen wot)

ou
u (t) = Acos (wot — @) . (2.36)
A solugao do movimento oscilatério livre, sem amortecimento, é portanto uma senéide de periodo
2w
T=—
wo

freqiiéncia natural wy, amplitude A e fase ¢. Este movimento é chamado movimento harmoénico
simples.

2.4.2 Oscilagoes Livres com Amortecimento

No caso em que as oscilagoes sao livres mas hd amortecimento, a equagao diferencial que descreve a oscilagao
é a equacao homogénea com coeficientes constantes

mu” (t) +yu' (t) + ku (t) = 0. (2.37)
A equagao caracteristica é
mr? 4+ yr+k =0,

cujo discriminante é
A =~ — 4km. (2.38)

Ha4 trés casos a considerar:
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Superamortecimento

Se A > 0, isto é, se

v > 2Vkm, (2.39)

entao existem duas raizes reais negativas

_ Y=V —dkm . Tz:—7+\/72—4k:m
2m

2m

T1

b

a solucao é dada por
u(t) = cre™t 4 cpe™? (2.40)

e u(t) — 0 a uma taxa exponencial.

Amortecimento Critico

Se A =0, isto é, se

v = 2VEkm, (2.41)

entao existe uma unica raiz real

a solucao é dada por
w(t) =e 7t (¢1 + cat) (2.42)

e u (t) — 0 também a uma taxa exponencial.

Subamortecimento

Se A <0, isto é, se

v < 2vVkm, (2.43)

entao existem duas raizes complexas

:7'}/7i\/ry274k'm e T2:*’Y+i\/fy274km
2m '

" 2m
Denotando
Y2 —4km
= om0
a solucao é dada por
w(t) =e 7t (1 cos ut + cosen ut) . (2.44)

Ainda temos u (t) — 0 a uma taxa exponencial, mas existem também oscilagoes cuja freqiiéncia é dada por
u (as vezes chamado de quase-freqiiéncia), cujas amplitudes vao diminuindo exponencialmente para 0.

2.4.3 Oscilagoes Forcadas sem Amortecimento — Ressonéancia

Agora assumiremos que uma forca externa periédica da forma
Foyt = Fycoswt

age sobre a massa. Inicialmente, suporemos também que nao héd amortecimento, de modo que a equagao
diferencial que descreve a oscilagao é a equagao nao-homogénea

mu” (t) + ku (t) = Fy cos wt. (2.45)

H4 dois casos a considerar:
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Caso w # wy

Como a solugao geral da equagao homogénea (que corresponde ao movimento harménico simples) é
c1 cos wot + co sen wpt,
a solucao particular dada pelo método dos coeficientes a determinar é
up (t) = Ag coswt + By sen wt.
Para determinar os valores das constantes Ag, By, substituimos na equacao, obtendo

—mw? (Ag coswt + Bysenwt) + k (Ag coswt + By senwt) = Fy cos wt

ou
Ap (k — mw2) coswt + By (k — mwz) senwt = Fy coswt,
donde
AO (k} - mw2) = F(),
By (k — mwz) =0.
Como
gk
0 — m?
segue que k — mw? =m (wg — w2) # 0, logo
Fy
Ay =
P omwf - w?)
By=0
A solugao geral é, portanto,
Fy
u (t) = Acos (wot — ¢) + ————= coswt. (2.46)

m (wg — w?)

O movimento é limitado, mas pode nao ser periédico. Ele somente serd uma oscilagao periédica se a razao
w/wy for racional.

Exemplo 2.9. (Batimento) Considerando uma oscilagao for¢ada sem amortecimento com as condigdes ini-
ciais seguintes
mu’ (t) + ku (t) = Fy coswt
{ uw(0)=v(0)=0

obtemos
0= (0)=—Asend,
0=wu(0)=Acos¢ + __ K
N N m(wg — w?)’
donde p =0e
Fy
A= @
0
A solugao é

N
m (wg — w?)

u(t) =

(coswt — coswpt) . (2.47)
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Usando a identidade trigonométrica

cos(a —b) — cos(a+b) = 2senasenbd,

u(t) = — Lo jsen (“0 — wt) sen <w0 ; wt) . (2.48)

m (wg — w? 2
Se |wp —w| é pequeno, isto é, se a freqiiéncia da for¢a externa é préxima a freqiiéncia natural de
vibragao do sistema, entdo wo+w > |wp — w| e podemos considerar o movimento como um movimento

oscilatério .
0 wo —w wo + w
u(t) = [m = o) sen ( 5 t)} sen ( 5 t)

+w

podemos escrever

A wo fos R A . ~ . .. .
de freqtiéncia réapida proxima a freqiiéncia natural de vibragao e com amplitude varidvel senoidal

lenta
F

0 sen U wt
m (wg — w?) 2 ’

Este fenomeno, chamado batimento, ocorre em acustica quando dois diapasoes de freqiiéncia prati-
camente iguais sao usados simultaneamente. []

Caso w = wy: Ressonancia

Quando a freqiiéncia de oscilagao da forca é igual & freqiiéncia natural de vibracao do sistema, as amplitudes
das oscilacoes tendem a ficar arbitrariamente grandes, ocorrendo o fenémeno da ressonancia. De fato, neste
caso a solugao particular dada pelo método dos coeficientes a determinar é

up (t) = (Ag coswot + By senwyt) t.

Para determinar os valores das constantes Ag, By, calculamos

u; (t) = (Ap coswot + By senwot) + wo (—Ag senwot + By coswot) ¢,

u;’ (t) = wo (—Ag senwot + By cos wot) + wo (—Ag sen wot + By cos wot)
— wg (Ag coswot + By senwpt) t

= 2w (—Ag senwyt + By coswot) — wit (Ag coswot + By senwot) ,

e substituimos na equacgao, obtendo

m [Zwo (—Ag senwot + By coswpt) — wgt (A cos wot + By sen wot)} + kt (Ag cos wot + By senwpt) = Fy cos wot

ou

2mwo By cos wot — 2mwgAg sen wot + Ao (k - mw%) t coswot + By (k: — mw%) tsenwot = Fy cos wot.

Usando k = mwi, esta equagao se reduz a

Dai,

2mwoBo COS th — Qmwvo sen u)()t = FO [¢0)] th.

A(] = 01
Fy

By = .
0 2muwy

A solugao geral é, portanto,

F
u(t) = Acos (wot — @) + 2m2}0

t sen wot. (2.49)

Por causa do fator multiplicador ¢ no ultimo termo, temos que u (t) — oo quando ¢ — oo.
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Exemplo 2.10. Considerando uma oscilagao forcada sem amortecimento com as condicoes iniciais seguintes

{ mu” (t) + ku (t) = Fy coswot
u(0)=u"(0)=0

obtemos
0= (0) = —Asen ¢,
0=u(0) = Acos ¢,
donde ¢ =0 e A =0, logo a solugéo é simplesmente

E
u(t) = 2m2)0 t sen wot. (2.50)

]

2.4.4 Oscilagoes Forcadas com Amortecimento

Assumindo agora a existéncia de amortecimento, a equagao diferencial que descreve a oscilagao é a equagao
nao-homogénea
ma (t) +yu' () + ku (t) = Fy cos wt. (2.51)

Denotando a solugao geral da equagao homogénea por
crug (t) + cous (1),

onde as identidades de u; e us dependerdo do tipo de amortecimento (superamortecimento, amortecimento
critico e subamortecimento), de qualquer modo a solucdo particular dada pelo método dos coeficientes a
determinar é

up (t) = Ap coswt + By sen wt.

Para determinar os valores das constantes Ag, By, substituimos na equagao, obtendo
—mw? (Ag coswt + Bysenwt) + yw (—Ag senwt + By coswt) + k (Ag coswt + By senwt) = Fy cos wt

o [(k - mwz) Ap + ’wao} cos wt + [(k: — mw2) By — 'ywAO] senwt = Fy coswt,
donde
(k - mw2) Ay +ywBy = Fy,
—ywAo + (k — mw?) By = 0.
Resolvendo o sistema e usando k = mw3, obtemos

Fom (w% - wz) B Foyw
0= ) 0— .
m? (W — w?)” + 420> m? (W — w?)” +42w?

Podemos escrever
uyp (t) = Rcos (wot — @),

R=/A3+ B} = o :
\/m2 (wd — w2)2 + y2w?
Yw

m(wg —w?)’

onde

¢ = arctan
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A solugao geral é, portanto,
u (t) = crug (t) + couz (t) + Rcos (wot — @) . (2.52)

A solugao amortecida tende exponencialmente a 0 quando ¢ — oo e por isso é chamada solugao transiente.
A solugédo particular permanece e por isso é chamada solugao estaciondria e independe das condigdes
iniciais. Depois de um curto intervalo de tempo (ja que o decaimento da solugdo transiente é exponencial), a
solugado que interessa é a solucao estacionaria. A amplitude desta em funcao da freqiiéncia da forga externa

é dada, como vimos acima, por
Fy

\/mz (w? — w2)2 + 4202

A amplitude méxima ocorre quando R’ (w) = 0, isto é, quando

R(w)

5 Fow [m? (wg — w?) + 7]

=0.
]3/2

[m2 (w% _ w2)2 + 72w?2

ou seja, quando

2
9 7
w=1wg— —-
m
Se v > 2V km (superamortecimento ou amortecimento critico), a amplitude méxima da solugao estaciondria
ocorre quando w = 0, j& que a expressao na raiz nao € positiva.

2.5 Resolucao por Séries de Poténcias

Para uma EDO linear de segunda ordem da forma

d*y dy
P(z)— z)—+R(z)y=0 2.53
(1) T8+ Q) 5L + Ry (2:53)
em que P, @, R sdo polinémios sem fatores em comum (caso contririo, estes fatores podem ser eliminados
da equagdo, produzindo trés novos coeficientes polinomiais sem fatores em comum).

2.5.1 Pontos Ordindrios

Se P (0) # 0, isto é, se 0 é um ponto ordindrio, o teorema de existéncia e unicidade assegura a existéncia
de uma tnica solugao em uma vizinhanga em torno de 0, dadas as condicgoes iniciais. Mais que isso, é possivel
provar que a solucao geral pode ser escrita como uma série de poténcias da forma

y(x) = i anx” = ag (1 + i bn:c”> + aq (x + i cn:n"> (2.54)
n=0 n=2

n=2

onde

yi(@) =1+ bpa" e ya(z)=1+Y cpa”
n=2 n=2

sao solugoes fundamentais da equagdo que convergem pelo menos para todo |z| < r, onde r é o maior valor
tal que P (z) # 0 para todo z € C,|z| < r (em outras palavras, a raiz complexa de menor médulo de P estd
no circulo de raio r). O raio de convergéncia pode ser significativamente maior (até mesmo r = oco; veja o
Exemplo 2.12). Este resultado vale para qualquer ponto ordindrio xg da equacdo, isto é, qualquer ponto zg
tal que P (z9) # 0: podemos obter uma solu¢do geral em termos de série de poténcias em uma vizinhanga
de xg.
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Exemplo 2.11. A equacao de Legendre
(1—2%)y" — 22y + oy =0

possui uma solucdo em série de poténcias em torno de 0 que converge pelo menos para |z| < 1, j& que
as raizes de P (2) =1 — 2% sdo z = +1. O

Solugoes em séries de poténcias sdo muito convenientes do ponto de vista numérico, pois sao facilmente
programadas e calculadas em um computador. De fato, pode-se argumentar que é a melhor expressao para
uma solugao do ponto de vista numérico. Para encontrar a solucao geral de uma equacgao diferencial em série
de poténcias, escrevemos a solugao como uma série de poténcias com coeficientes a determinar

oo
= E apz"
n=0

e substituimos na equacao diferencial para determinar os coeficientes a,. Assumindo que podemos derivar
termo a termo, segue que

"(z) = Znan:c”_l = Z (n+1)ap12™,
= n=0
oo
Z (n—1)a,x _QZZ(n+1)(n+2)an+2x".
= n=0

Em geral, obtemos fé6rmulas de recorréncia (ou férmulas de recursio) que expressam os coeficientes em
termos dos coeficientes anteriores até os coeficientes ag, a1, que podem ser escolhidos de forma independente
produzindo um subespaco solucao de dimensao 2.

Exemplo 2.12. Resolva a equagao de Legendre
(1—2%)y" — 22y + oy =0
por série de poténcias.
Solugao. Primeiro escrevemos

o0
= E apz"
n=0

e substituimos na equacgao de Legendre para obter os coeficientes a.,:

o oo o
(1—2?%) Z anpn(n —1)z"? — 2z Z apnz” '+ o Z anpx’™ =
n=2 n=1 n=0
donde

Zannn—l Zan (n—1)z —ZZannac +UZan =

Podemos escrever estes somatdrios na forma

Zan+2n+2)n+1 Zan (n—1x fZZannx JrUZanz

n=0
porque os termos adicionados aos dois somatérios intermedidrios sao todos nulos e reindexando o
primeiro somatério. Segue que
o0
> [ +2)(n+ Dantz + (—n(n— 1) = 2n+ 0) a,] 2™ = 0.
n=0
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Logo,
(n+2)(n+1)apy2 — (n(n+1) — o) a, =0,
donde obtemos a relacao recursiva

n(n+1) —
m+2)n+r1)™

As duas solugoes linearmente independentes da equacdo de Legendre sdo obtidas escolhendo ag =
0,a1 =1eayp=1,a; = 0. No primeiro caso obtemos uma série consistindo apenas dos termos impares,
enquanto que no segundo caso obtemos uma série consistindo apenas dos termos pares. Assim, estas
duas solugoes podem ser respectivamente escritas nas formas

Unt2 = (2.55)

oo

20k + )2k +1) —0 o544
Z 20k +1)(2k + 3) ~ (2:56)
k=0
(§]
o~ 2k(2k+1)—0 o
= _— . 2.
y2(2) k;) 2+ D)2k + )" (2.57)

Estas séries sao chamadas fungoes de Legendre.

Se 0 = m(m+ 1) > 0, entdo a2 = 0, logo uma das fungdes de Legendre é um polinémio de
grau m (qual delas dependerd se m é par ou impar). Caso contrério, para qualquer outro valor de o
ambas as séries de Legendre sao séries infinitas e qualquer série infinita de Legendre diverge em um ou
ambos os pontos x = %1, e portanto sao ilimitadas na vizinhanga deles. Como nas aplicagoes estamos
interessados em geral apenas em solugoes limitadas, costuma-se considerar apenas o caso o = m(m+1):

(1 —2%)y" (x) — 229/ (x) + m(m + )y(z) =0 (2.58)
e a sua solugao polinomial. Para ¢ = m(m + 1), a relacao recursiva torna-se

nn+1) —m(m+ 1)a
(n+2)(n+1) "

Ap+42 =

ot (m—n)(m+n+1)

(n+2)(n+1)

Opta = — . (2.59)

Dai obtemos

El
3
+
=
3
+
=
3
+
=

6-5-4-3.2 @0

(m — 1)(m +2)
3-2
(m—=3)(m—1)(m+2)(m+4)

as = — ay,

as =
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Assim, a solugao geral desta equagao de Legendre é

y(w) = apy1(z) + ar1y2(z),

onde
(z) = 1— m(m2+ 1)502 n (m — 2)m(171!+ 1)(m + 3)x4
B (m—4)(m—2)m(m+1)(m+3)(m+5)x6 N
6!
yo(r) =2 — (m — 1;(!m+2)x3 + (m —3)(m — 1)5§m+2)(m+4)x5
_(m=5)(m=3)(m—)(m+2)(m+4)(m+6) -
7! e

Se m é par, entao a série y; é na verdade o polindomio

1_m(m—|—1) s (Mm=2)m(m+1)(m+3) ,

@) = y Ut Al v
 (m—4)(m—Ym(m+ Dm+3)m+5)
6!
(1% [ (m—2k) [ (m+ 2+ 1)
ot k=0 =0 ",

m!
Se m é impar, entao a série yo é na verdade o polinémio

(m—-1)(m+2) 3 (m=3)(m=-1)(m+2)(m+4) 5

Yole) = - 3! v 51 v
~ (m=5)(m —3)(m — 1)(m+2)(m+4)(m+6)x7
7!
m27171 m;l
(-1 I (m—2-1) T] (m+2k)
+...+ = — = ™,

No entanto, é costume normalizar as solucoes, escolhendo

(2m)!

Os outros coeficientes sao entao determinados por uma relagao recursiva reversa. Temos
(n+2)(n+1)
Ap = — An+42,
(m—-—n)(m+n+1)
ou (trocando n por n — 2)
n(n —1)
n—2 — — mn-. 2.61
n=2 (m—n—|—2)(m—|—n—1)a (2:61)
Assim,
m(m — 1) m(m—1) (2m)! (2m — 2)!
Um—g = — 5oy = — 5 = — ;
2(2m —1) 2(2m — 1) 2m(m!) 2m(m — 1)1(m — 2)!
(m —2)(m —3) (2m —4)!
Am—4 = = v Am-2 = 9
4(2m — 3) 2m2(m — 2)(m — 4)!
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e, em geral,
(2m — 2n)!
2mpl(m — n)!(m — 2n)!’

Ao = (—1)" (2.62)

Tomando M = 5 se m é par, e M = , se m é impar, o m-ésimo polinémio de Legendre é

1 & (2m — 2n)!
P.(x)=—Y (-1)" : m=2n 2.63
(@) 2mZ< ) n!(mfn)!(men)!w (2:63)
n=0
Por exemplo, os primeiros polinomios de Legendre sao:
Po(l‘) = 1,
Py(x) =z,

Py(e) = (3%~ 1),

Ps(z) = %(5:103 — 3z),

1
Py(z) = g(353:4 — 3022 + 3),

1
Ps(z) = g(63935 — 702° + 15x),

1
Ps(x) = 175(231%6 — 3152% 4 10522 — 5),

1
Pr(z) = 175(42‘%7 — 6932° + 3152° — 352).
O

2.5.2 Pontos Singulares

Jé se 0 é um ponto singular da equacio, isto é, se P (0) = 0, a equacdo nao possui uma solucdo em série
de poténcias. Mas uma pequena modificacao desta idéia funciona. Ao invés de considerar uma solucao em
série de poténcia, consideramos uma solugao do tipo

o0 o0
y(z) = z° E anz" = E ana" e,
n=0 n=0

onde ¢ é uma constante nao necessariamente inteira a ser determinada, juntamente com os coeficientes a,,.
Exemplo 2.13. Resolva a equacao de Bessel
(E2y// +$y/ 4 ({,172 _p2)y =0
por série de poténcias.

Solugao. Diferenciando termo a termo e substituindo na equacao diferencial, obtemos

Z(n +e)(n+c—1a,z" ¢ + Z(n +e)anx" ¢ + Z:(x2 —p?apz" T =0
n=0 n=0 n=0

que é a série

[elc = 1) +e=p*lag + [(1+ ) (1 + ¢ — 1) + (1 +¢) — p’lara’™*®

JFZ {[(”JFC)(RJFC* 1)+ (n+c) — p*la, Jran_g}z:"+C =0,

n=2
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ou seja,

(& = p*)ao + (140" = plana™ 4 3 {[(n+ 0 = plan + ana} 2™ = 0.

n=2
Dal, obtemos as relagoes
(¢ = pP)ag =0, (2.64)
[(1+¢)? —p?la; =0, (2.65)
[(n+¢)? = plan = an_s, (2.66)

a ultima relagdo valendo para n > 2. Assumindo ag # 0, obtemos a chamada equacdo indicial
c? — p? =0, donde

c=p ou c=—p.

Isso implica que a3 = 0 (exceto no caso p = —1/2). Escolhendo ¢ = p, a relagdo (2.66) produz a
férmula recursiva P

p = ————— sen>=2. 2.67

n(n + 2p) (2.67)

Como a; = 0, todos os coeficientes com indices impares sao iguais a 0:
ask—1 =0 para todo k > 1. (2.68)

Escrevendo n = 2k, encontramos os coeficientes com indices pares:

1

Az = _WCLZ(kfl)a
ou seja,
1
as = ————ay,
T 2(l+p)
ay = — ! as = ! a
T2 ) Y 221+ p)(2+p)
1 1
g = ——=————Qy — — ag,
T 23B+p) " 2B(1+p)2+p)B+p)
e assim por diante, de maneira que
(-1)F
agk = ap- 2.69
TR p) 24 p) - (ktp) (2.69)
Usando a funcao gama I'(x) definida por
I'(z) = / t* e tat (2.70)
0

que extende o fatorial para ndmeros reais no sentido de que I'(n 4+ 1) = n!, podemos simplificar a
notagdo. Utilizando a propriedade T'(z + 1) = 2I'(z), segue que

C1+p[1+p)2+p)---(k+p)]=T2+p)[(2+p) - (k+p)]
=TB+p)Ad+p)---(k+p)]

=T'(k+p+1),
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logo
L(k+p+1)
1+p)2+p)---(k+p) = —7—. 2.71
(1+p)2+p) - (k+p) T+ ) (2.71)
Escolhendo 1
e — 2.72
O 2T (1 +p) (2.72)
temos que a primeira solucao da equagao de Bessel pode ser escrita na forma
— (= (x)%*?
_ il 2.73
y(@) kzzok!r( Fp+1)\2 (273)

desde que p ndo seja um inteiro negativo, pois se p for um inteiro negativo entao I'(k + p+ 1) néo estd
definido para k =0,...,p — 1.

Se p € R é um ntmero real que ndo é um inteiro negativo, a funcao J, definida por

= (C0E ey
Tol@) = ;;) KT(k+p+1) (3) (2.74)

em [0,400), se p > 0, e em (0,+00) se p < 0, é chamada uma funcdo de Bessel do primeiro tipo
de ordem p.

Observe que se p é um inteiro nao-negativo, temos simplesmente

T ) 2k+p

N~ (DR
Jp(x) = kZ:O Bk +p)! (2 (2.75)

> (—1)k 2k
Jo(z) =3 ( 1)2 (f) : (2.76)
i (kD) 2
Para obter a solugao geral para a equagao de Bessel, precisamos obter uma segunda solucao linearmente
independente de J,. Quando p ndo é um inteiro positivo, basta fazer a segunda escolha possivel para
¢, ou seja, ¢ = —p. Neste caso obtemos

= (0E ey
Jp(x)zkzz;)kw(Q) . (2.77)

E claro que esta definicdo é consistente com a anterior, no sentido que J_(_,) = J,. Além disso,
Jp e J_, sdo linearmente independentes se p nao é um inteiro. Portanto, possuimos uma definicao
consistente para J, e J_, sempre que p nao ¢ um inteiro, e uma definicdo para J, se p é um inteiro
positivo ou nulo (obviamente igual a J_, se p é um inteiro negativo). Falta definir J_, se p é um inteiro
positivo. Observe que se p é um inteiro positivo entao I'(k—p+1) ndo estd definido para k = 0,...,p—1,
porque |I'(z)| — oo quando z — k — p + 1 com estes valores de k. Mas, por este mesmo motivo, se
na férmula para J, fizermos p tender a um valor inteiro negativo n, podemos desprezar os primeiros
termos da série de k = 0 até k = p — 1 e definir

e (—1)* T\ 2k—n
Jon(z) = kz:; A7) (5) . (2.78)

Contudo, com esta defini¢ao, as fungoes J,, e J_,, sao linearmente dependentes, pois

B > (—1)* z\2kn > (=) x 204n N °© (—1)F 1\ 2k+n
J_"(x)_gk!(k—n)! (5) _Z(l+n)!l! (5) = (=D ];)k!(k—i—n)! (5)
= (—1)"J, ().
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A obtengao de uma segunda solucdo linearmente independente (chamada funcdo de Bessel do se-
gundo tipo de ordem p) é bem mais complicada neste caso e nao trataremos dela aqui. [

2.6 Mudanca de Variaveis

Através de uma mudanga de varidveis, algumas EDOs de segunda ordem, inclusive equacdes ndo-lineares,
podem ser transformadas em duas EDOs de primeira ordem. Outras podem ser transformadas em equagoes
de segunda ordem mais ficeis de resolver.

2.6.1 Equacgoes que nao contém y

Equagoes nao-lineares do tipo
y' =1t (2.79)

podem ser transformadas em EDOs de primeira ordem através da substituicao
v=1y, (2.80)
que é uma EDO de primeira ordem em y. Dali, derivando esta expressao obtemos
V=y'=f.t)=f(v1),
que é uma segunda EDO de primeira ordem em v:
v = f(v,t). (2.81)

Resolvendo esta EDO encontramos a funcao v e dai resolvemos a primeira EDO para obter y. Portanto, a
EDO original de segunda ordem foi transformada no sistema nao-linear

o)
v = f(v,1)

Exemplo 2.14. (Cabo suspenso) Queremos encontrar a forma de um cabo suspenso. Observe a situacao
mostrada na figura abaixo:

Nela consideramos a porcao de um cabo suspenso entre os dois pontos marcados na figura, onde um
dos pontos é o ponto mais baixo do cabo e o outro ponto esta situado a sua direita. Denote por H a
forca da tensao horizontal atuando no ponto mais baixo da curva e por 1" a tensdo atuando no ponto
a direita. Se entre estes dois pontos o comprimento do cabo for s e a sua densidade linear for p, de
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modo que o seu peso é P =mg = (ps)g, e a tensdo T faz um angulo 6 com a horizontal, do equilibrio
das forcgas resultantes segue que:

Tcos =H,
Tsenf = gps.

Dali,

y'(z) =tanf = %5.

Denotando a constante a = gp/H, e derivando esta expressdo uma segunda vez, obtemos
y"(x) = as'(x).

Por outro lado, como s = s(x) nada mais é que a fun¢do comprimento de arco, temos

S(2) = VI+ @)
Portanto, a EDO que modela a forma do cabo suspenso é

y'(2) = a1+ [y (@) (2.82)
Note que esta é uma EDO nao-linear. Fazendo a substituigao
v=y,

obtemos a EDO de primeira ordem
vV =av1+02,

que pode ser resolvida por separagao de varidveis:

dv _ d
Viger )

ou
senh™' v = az + C,
donde
v = C'senhax.
Resolvendo

y' = C'senhax
por uma integracao simples, segue que a solugdo geral da EDO original (isto é, a forma do cabo
suspenso) é
1
y(x) = = cosh (ax + ¢1) + ca. (2.83)
a
Substituindo as condigoes v(0) =0 e v(L) = 0, os valores das constantes ¢; e ¢y podem ser obtidos. A

curva descrita por esta funcdo é chamada catendria, por ser solucao deste tipo de problema (catena é
a palavra latina para cadeia). O
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2.6.2 Equacoes que nao contém ¢

Equagoes nao-lineares do tipo

y'=rfwy) (2.84)
também podem ser transformadas em EDOs de primeira ordem através da substituigao
v(t) =y (t). (2.85)

De fato, derivando esta expressao obtemos

v =y"=fy)=[(yv).

Como, se considerarmos v = v (y),

Sy _dvdy dv ,  dv
Tdt  dydt oy’ " Vay

obtemos uma EDO de primeira ordem em v e y

dv

v =), (2.86)

Resolvendo esta EDO, obtemos v (y) e dai resolvemos a primeira EDO
y () =v(y (). (2.87)

Exemplo 2.15. Encontre a solucao geral da EDO

w' + () =0
Solugao. Escrevendo
(v’
y” = - )
Y
(v)*
Temos f (y,y') = ——=——. A substituigao vt =y produz
dv v?
L p——
dy y
Dali,
dv L
v— + v° =
Loy
que podemos fatorar:
W) =0
v iy—+v| =
Y dy
Segue que ou v = 0 e portanto
y=c (2.88)
ou
dv n
=
Y dy )
que é uma equagao separavel:
dv dy
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Resolvendo esta ltima obtemos
Inv=—-Iny+ C,

que é equivalente a

In (vy) = C,
ou, simplesmente,
VY = Ca.
Como v = 3/, segue que
yy' = co,

que pode ser escrito como

Entao outra solugao é dada implicitamente por

y2
L —ettes (2.89)

Note que a primeira solugdo que obtivemos estd incluida nesta (tomando ¢y = 0), logo esta é a solucao
geral implicita da equagao nao-linear. [

2.6.3 Equacoes de Euler

Equacoes de segunda ordem lineares da forma
22y +bry +cy =0 (2.90)

em que a,b,c € R, sao chamadas equagoes de Euler. Para z > 0, a mudanca de varidveis ¢ = Inx
transforma a equacao de Euler em uma equacao linear com coeficientes constantes. De fato, temos

,_dy_dyﬁ_ldy

Y74 " dtds  zdt’
g d*y d (ldy) ldy 1d <dy> 1dy 1d%ydt

x2 dt + z dt? dx

T dx?  dx \wzdt) 22dt  zdx \dt
_ldy 1y
x2dt 22 dt2’

e substituindo estas expressoes na equacao de Euler obtemos

d?y
ﬁﬁ-(b—l)

dy

at +cy=0.

Se y1 (t) e ya (t) sdo as solugdes fundamentais desta equagido homogénea, segue que
y(z) = c1y1 (Inw) + coyo (In )

é a solugao geral da equagao de Euler.

Exemplo 2.16. Encontre a solucao geral das seguintes equacoes de Euler

a) 2%y —2xy’ +2y =0

b) 22y" + 5xy’ + 4y =0

c) 2%y —ay' +5y =0
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Solugao. As equagdes homogéneas correspondentes sao

a)y’ — 3y +2y=0,
b) v’ + 4y + 4y =0,
c)y’ —2y + 5y =0,

cujas solugoes gerais sao

a)
b)

(t) = cre’ + cpe?,
(t) = cre 2" + cote™ 2,

c) y(t) = e’ (cy cos 2t + cosen 2t)

Y
)

logo as solugoes gerais da equagao de Euler sao

a)

y(t) = 1M 4 cpe?MT = o1 4 coa?,
b) y

(t) = cre 2 4 colnze 2% = 272 + oz ?Inw,

¢) y(t) =e™®[c;cos (2Inx) + casen (2In )] .

61



Capitulo 3

Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é essencialmente um método algébrico para resolver equacoes diferenciais or-
dindrias. Através da transformada de Laplace, a equagao diferencial é primeiramente transformada em uma
equacgao algébrica, que é entao resolvida por métodos algébricos. Apds a resolugao desta, a transformada
de Laplace inversa é aplicada sobre a solugao algébrica para transforma-la na solugao da equacao diferencial
ordindria.

3.1 Definicao e Propriedades
Definicao. A transformada de Laplace de uma func¢do f : [0,00) — R é a funcao L (f) = F definida
por

L =F) = [ Tty d, (3.1)

0
onde s é qualquer niimero real para o qual a integral estd definida.

O operador transformada de Laplace £ atua em fungoes, transformando fungées em novas fungées. O dominio
da nova fungao consiste daqueles valores s para os quais a integral esta definida.

Exemplo 3.1. Calcule a transformada de Laplace das seguintes funcgoes:

a) f(t)=1

_ t=o00 _
st ) st 1

F(s):/0 etdt = &

—S

t=0
Observe que neste caso a integral converge apenas quando s > 0.

b) f(t) = e,

t=o0 ela—s)t 1

= lim — = se s > a.
t—oo a4 — S a—s Ss—a

6(afs)t

a— S

F (s) :/0 elo=9t gy =

Neste caso a integral converge somente se s > a.

t=0

c) f(t) =cosat e g(t) = senat.

Para obter a transformada de Laplace destas funcoes, vamos estender a definicdo da transformada de
Laplace para incluir fungoes de valores complexos h : [0,00) — C. Escrevendo h em suas partes real
e imagindria, digamos h (t) = f (t) + g (t) onde f e g sdo fungdes reais, temos

H(s):c(h)(s):/Oooe-st[f(t)ﬂg(t)] dt:/oooe—stf(t) dt+¢/oooe-sfg(t) dt = F () +iG (s),
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onde F' e G sdo as transformadas de Laplace de f e g, respectivamente. Assim, se em particular
f(t) = cosat e g (t) = senat, temos

H (t) = cosat + isenat = '

oo (ia—s) (ta—s)t 1 1 ) 1
H(s) = / elia=9)t gy — = lim & — = lim e %e" 4 ——
0

1a—S |, t—oo a4 — § ta—8 a4 — §t—oo s —1ia

1
=——— ses>0,
s —ia

ja que tlim e~5te! = () porque tlim e st =0,se 5>0, e ‘emt’ = 1. Como
— 00 — 00

1 1 s+ia S a

- - — = +1
s—ia s—ias+ia s2+a? 52 4+ q?’

segue que
S
L t =F(s)= ————
(cosat) (5) = F(s) = .
a
L (Senat) (S) =G (5) = m,
para s > 0.
d) f(t) =,

Denote f, (t) = t™. Obtemos a seguinte férmula recursiva, através de integragao por partes:

u=t"=du=nt""1dt

@=L = [t a= [T e a e

dv=e"dt = v=—

0
s
—styn oo e8] o
__¢ . E/ e—styn—1 gt — ﬁ/ e stn—=1 gy
s 1y sJo s Jo
n
= gL(fn_l) (s), ses>0.
. 1
Assim, como Fy (s) = L (1) (s) = —, segue que
s
n n(n—1) n! n!
F,(s)= an_l (s) TFn_Q (s) = —Fy(s) = il €S > 0.

e) Funcao Degrau (ou funcdo de Heaviside):

e (£) = 0 se 0 <t<a,
ey 1 set>a.
o'} efst t=o0 efst e—as e—as
F(s) = / e Stdt = lim — = se s > 0.
a =5 |i=a t—oo —§ —S S

O

Para calcular a transformada de Laplace de outras fungoes (por exemplo, combinagoes lineares das fungoes
acima, translagbes, etc.), usamos as suas propriedades, enunciadas e provadas no teorema a seguir. Intro-
duzimos antes a seguinte definigao:
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Defini¢ao. Dizemos que uma fungéo f : [0,00) — R é admissivel se existirem M,k > 0 tais que
If ()] < M (3.2)
para todo t > 0.

Teorema 3.1. Se f:[0,00) — R € uma fungdo continua por partes admissivel, entdo a sua transformada
de Laplace existe. Além disso, a transformada de Laplace satisfaz as sequintes propriedades (no que se
segue, denotaremos sempre F = L(f)):

a) (Linearidade)
L(af+Bg)(s) = aLl(f)(s)+BL(g)(s)-

definida para s > max (ay,aq), se F'= L(f) estd definida para s > ay e G = L(g) estd definida para
§ > ag.

b) (Deslocamento da Transformada de Laplace)
L(e™f) (s)=F (s —a),

definida para s > a + ¢, se F estd definida para s > c.
c) (Dilatagao)
1 S
L(f @) () ==F(3),

definida para s > ac, se F estd definida para s > c.

d) (Deslocamento vezes a Fung¢ao Degrau)
L(f(t—a)ua)(s)=e "F(s).

e) (Transformada de Laplace da derivada primeira) Se f é uma fun¢io diferencidvel admissivel e f' é
continua por partes, entdo

L(f'(1)(s) = sF (s) = f(0).

£) (Transformada de Laplace da derivada sequnda) Se f é uma func¢ao duas vezes diferencidvel admissivel
tal que f, ' sdo admissiveis e f', f" sdo continuas por partes, entdo

L(f" () (s) = s*F (s) = sf (0) = f'(0).

g) (Transformada de Laplace da derivada de ordem n) Se f é uma fungao n vezes diferencidvel admissivel

tal que f,f, ..., f" Y sio admissiveis e f',f" ..., f") sio continuas por partes, entio
n—1
£(F7 1) () = " F (5) = " (0) .. = 07D (0) = 57 F (5) = 3 46+ £ )
k=0

h) (Transformada de Laplace Inversa da derivada) Se a transformada de Laplace de f é uma fung¢ao n vezes
diferencidvel, entdo

LI=0" D] (s) = F™ (s).
i) (Transformada de Laplace da integral) Se f € uma fungdo admissivel, entdo

e[ [ de =1L
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Prova. Para provar a existéncia, basta provar que a integral que define a transformada de Laplace existe.
E, de fato,

00 L oo o B e(k—s)t t=00 B M
/0 e~ (t) dt‘ <M/O Bt f () dt = M pysel N =T para todo s > k.
a)
claf+ 006 = [ e af 4 i) @ de= [ e tar@ars [Tl ar
- a/oo e (b) dt-i—ﬁ/oo e g (t) dt = aL (f)(s) + BL(g) (s).
0 0
b)
L(ef (1)) (5) = /0 @I f (1) dt = /0 e~ f (1) dt = F (s — a).
c)
z(f(t—a)ua)(s):/Oooe—stf(t—a)ua(t) dt:/ooe_“f(t—a) dt
-/ Temseraf (¢) de = ¢ / TS (€) de = e P (s).
d) > 1 [ 1
at)) (s) = e f(a == et —r(%).
L) = [ etraa=s [ i e (2)
e)

L6 = [ e v a

( u=e % = du=—se %t dt )
0

dv=f'(t)dt =v=f(t)
= JE e s [T et @ = 5P ()~ 1 0),
0
pois _ lim If (s)]e st < M lim elk=s)t = (.
f)

u=e = du=—se Stdt

L)) = /OOO ) dt ( do=f" (1) dt =v=f(t) )
= f(s)e 2y +S/00065tf' (t) dt = sF'(s) — f'(0) = s (sF (s) — f (0)) — f'(0)
=s’F(s) = sf (0) = f'(0),
pois lim lf (s)] et < M lim etk=s)t = 0,
g) Temos
Lt Ol = [ oo a =F ),

e, em geral,
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i) Scin g () = [ £() de. Entio o ()= 1 (1) ¢ 9(0) = 0. logo

|
Exemplo 3.2. Calcule a transformada de Laplace das fungoes indicadas.

a) f(t) = 5t> — 21t2 + /5t + 100.

5.3 21-2 5.1 100

F(s) =5L (t*) — 21L (¢*) + V5L (t) + 100L (1) = —; ,

3042\/5@

S 53 s s

st 2 s
b) f(t) =senhat
at _gmat\ ] ) ey 11 1
P =£(5) =5l - @) =5 (2 - 1)
a
T2 g2
c) f(t) = coshat.
at —at
P = (S S L ) = 5 (s e )
s
T2 a2

d) f(t) =e*senbt.
Aplicando a propriedade (b) do Teorema 3.1, temos

b
F(s) =L (e senbt) = L (senbt) (s — a) = ———5——.
(9= £ (e senbt) = £ senbi) (3 =) =
e) f(t) =ecosbt.
Aplicando novamente a propriedade (b) do Teorema 3.1, temos
F(s) = L (e cosbt) = £ (cosbt) (s —a) = —— L
(9) = £ e conbt) = L eostt) (s =) =
£) f(t) =t"e.
Mais uma vez aplicando a propriedade (b), temos
n!
F(s)=L (t"eat) =L{t")(s—a)= PR TS
(s —a)

g) f(t) =tsenat.
Temos

1’ (t) = sen at + at cos at,

f" (t) = 2acosat — a*tsenat = 2acosat — a’f (t).
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Aplicando a propriedade da transformada de Laplace da derivada segunda a esta 1ltima equacdo e a
linearidade, temos

$2F (s) — sf (0) — £/ (0) = 2a——— — a®F (s).

82 + a2
Como f(0) = f'(0) =0, segue que
2as
2, 2 _
(s*+a*) F(s) = o
Logo,
2as
F(s) = e (3.3)

Outra maneira de obter este resultado é observar que

logo

L[f )] (S)__E[_tsenat](s)——[ﬁ(senat)]’(s)__zs< a )_( 2as N

h) f(t) =tcosat.

Temos

f' (t) = cosat — atsen at,

f" (t) = —2asenat — a*t cosat = —2asenat — a?f (t).

Aplicando a propriedade da transformada de Laplace da derivada segunda a esta iltima equacdo e a

linearidade, temos
a

2
am—a F(S)

s?F (s) = sf (0) = f'(0) = —2
Como f(0) =0e f'(0) =1, segue que

2a2 s2 —a?

2 2
F =1 — .
(s +a®) F(s) 2+a2 2+ a2

Logo,

i) f(t) =t%senat.

Temos

logo
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3.2 Tabela de Transformadas de Laplace

J(t) = L7 (F(s)) F(s) = L(F (1)
1
1. ]. -, S > 07
s
2. | e 1 s>a
s—a ’
3. [ t", neN s 520,
T 1
4. tp’ p€R7p>71 (p+ ) S>07
Sn—i-l
a
5. | senat T s> 0,
s
6. | cosat o s> 0,
7. | senhat yop s> |al,
8. | coshat = s S s> lal ,
b
9. | e*senbt 5 s> a,
(s —a)” +b2
10. | e% cosbt 5 —2(1 s> a,
(s —a)” + b2
n!
11. | t"e*, neN 5> a,
(8 a)n—i-l
2
12. | tsenat, neN as 5 $>0,
(52 4 a?)
2 2
13. | tcosat, neN 5 a 5 §>0,
(s2+a?)
14. | u, (t) € 5> 0,
s
15. | f(t—a)ug (t) e~ F (s)
16. | 7 (1) Fo—a)
1 S
17. | f (at) “F(2) a>o0,
a a
18. | f0) (1) SPF (s) — 8" Lf (0) — ... — £=D) (0)
19. | (=t)" f(#) F™ (s)
t
F
20. | | f(&)de ()
0 s
21. | (f*9)(®) F ()G (s)
22. | 6(t—a) e—as

68
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3.3 Transformada de Laplace Inversa

Teorema 3.2. (Unicidade da Transformada de Laplace Inversa) Se f,g sao funcées continuas por partes
admissiveis tais que L (f) = L(g), entdo f = g em qualquer ponto onde elas sdo continuas.

Como a inversa de uma fungao linear é linear, temos que a inversa da transformada de Laplace também é
linear. Denotaremos a transformada de Laplace inversa por £~ 1.

Exemplo 3.3. Encontre a transformada de Laplace inversa das seguintes fungoes.

a) F(s):§

S
Usando a linearidade da transformada de Laplace inversa e olhando na tabela, vemos que

LY F)=3c"" (1) =3-1=3.

S

7 19
b) F(s) = —.
) Fls)=—5+3
1 19 5! 19 .
-1 F) = -1 -1 —2t 745
o\ =T\ Tt )T P
2
F(s) = ——.
Q) Fs) =
2 3 2
LTYF)=c7t = = sen 3t.
(F) =3 <32+9> 3>
s+3
d) F(s) = ——7—.
) F(s) 52 —3s+2
Usando decomposigao em fragoes parciais
s+3 A n B (A+B)s—(2A+B)
$2—-354+2 s—1 s—2 s2—3s5+2 ’
obtemos
A+B=1
2A+B=-3
donde A = —4 e B =5, ou seja,
5+3 4 5
2 = + ‘
§2—3s+2 s—1 s—2
Logo,
-1 5+3 -1 1 -1 1 t 2t
£ <82—38+2> £ <s—1)+5£ (3—2 ¢ +oe
1
F(s) = ——.
©) F9)= 50—

Podemos escrever a propriedade da transformada de Laplace de uma integral na forma

o (B) < [ v de
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e (i) [ o () @i [,

Usando novamente esta propriedade, segue que

T L A ey

Logo,

O

3.4 Aplicacao a Resolucao de Problemas de Valor Inicial

A transformada de Laplace é apropriada para resolver EDOs de segunda ordem com coeficientes constantes,
sem distincao entre homogéneas ou nao-homogéneas:

ay’ +by' +cy=f(1).

Aplicando a transformada de Laplace a esta equagao, denotando Y (s) = L (y (t)) usando as suas propriedades
obtemos
a [s*Y (s) = sy (0) — ' (0)] +0[sY (s) =y (0)] + Y () = L(f (1)) = F (s),

que é uma equacao algébrica em Y (s). Denotando as condigdes iniciais por

Y (O) = Yo,
y' (0) = v,
e resolvendo para Y (s) temos
Y (s) = [ayo] s + [ayo + byo] F(s)
as® +bs+c as?+bs+c’

Entao, aplicando a transformada de Laplace inversa, obtemos a solucao y (t) desejada:

_ 1 (layol s + layo + byo] F(s)
ylt)=£ ( as? +bs + ¢ as? +bs+c)’ (3:5)

Note que, escrevendo

() = £ ([ayo]S+ [ay6+byo]) L ( F(s) )

as? +bs+c as? +bs+c

e definindo

as?2 +bs+c

(0= (),

()= o (el o ol

entdo y1 (t) é a solucdo do problema homogéneo com as mesmas condicoes iniciais

ay’ +by' +cy=0
y(o) = Yo,
y' (0) = yo,
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enquanto que ys (t) é a solugdo do problema nao-homogéneo com condigdes iniciais homogéneas:

ay’" +by +cy = f (1)
y(0) =0,
y' (0) =0.

A maior dificuldade do método é encontrar a transformada inversa de uma dada fungdo que nédo esteja na
tabela.

Exemplo 3.4. Resolva o seguinte problema de valor inicial

y"” + 4y = sen 3t
y(0) =0,
y' (0) = 0.

Solugao. Aplicamos a transformada de Laplace a equacao, isto é,
L(y" +4y) = L (sen3t) .
Denotando Y (s) = L (y (¢)), obtemos no lado esquerdo

Ly +4y)=L(y") +4L(y)
= 5"Y (s) — sy (0) — ¢/ (0) +4Y (s)
enquanto no lado direito temos
3
L (Sen Bt) = m
Portanto,
3
Y(s)=———F—.
A R )

Usando fragoes parciais,
3 _As+B Cs+D

(s24+4)(s24+9) s2+4 249
Na verdade, devemos ter A = C' = 0, porque ndo hé termos de grau impar no numerador do lado
esquerdo (em outras palavras, (A+C)s® = 0 e (94+4C)s = 0 implicam A = C = 0). Assim,
precisamos resolver

3 B N D (B+D)s?>+(9B+4D)
(s2+4)(s24+9) s2+4 249 (s2+4)(s24+9) '
donde
B+D=0
9B+4D =3
e obtemos B =3/5 e D = —3/5. Aplicando a transformada de Laplace inversa, temos
1 3 1 3 2 1 3
ty=-,£7" — It —2rt! _ ot
y(®) (s2+4) 5 (52+9) 10 2+4) 5 249

3
5
3 1

0 sen 2t — 5 sen 3t.
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Exemplo 3.5. Resolva o seguinte problema de valor inicial

y" + 2y + 5y = det cos 2t
y(0) =1,
y' (0) =0.

Solugao. Aplicamos a transformada de Laplace a equacao, isto é,
L(y" +2y +5y) =L (4e " cos2t).
Denotando £ (y (t)) =Y (s), obtemos no lado esquerdo
L(y"+2y" +5y) =L (Y") +2L(y) + 5L (y)
=5"Y (s) = sy (0) = ¢/ (0) +2(sY (s) =y (0)) + 5Y (s)
= (s"+25+5)Y (s) —s—2
enquanto no lado direito, usando as propriedades segue que

4(s+1)  4(s+1)
(s+1)°+4 s*+25+5

4L (e " cos2t) = 4L (cos2t) (s +1) =

Portanto,
4(s+1)
249 5)Y = " 2
(55425 +5) ¥ (s) 52—|—2$—|—5+S+ ’
donde
4(s+1 s+2 2-2(s+1) s+1 1 2
NURUIE (CES) (

2 2 2 2 2
[(8+1)2+4} (s+1)"+4 [(5+1)2+4] (s+1)"+4 2(s+1)"+4
Aplicando a transformada de Laplace inversa, temos

4(s+1) s+1 1 2
2 2 +§ 2
[(s+1)2+4] (s+1)°+4 2(s+1)°+4

! Ll)z Lol (5+21>+1£1 (22>
(s 4+ 17 +4] (s+1)°+4) 2 (s+1)°+4

Olhando a tabela da transformada de Laplace, vemos que

y(t)=L"

4(s+1)
[(s+1)2+4]2

1
£t ((s—il—:Z—l—4> = e tcos2t,

o — 2
(s+1)°+4

1 1
y(t) =te 'sen2t + e ' cos 2t + §e_t sen2t =e " [cos 2t + (t + 2) sen Qt} .

£t = te 'sen2t,

e 'sen 2t.

Portanto,

72
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3.5 Convolugao

Embora a transformada de Laplace nao comute com o produto usual de funcgoes, isto é, a transformada
de Laplace de um produto de fungoes nao é o produto das transformadas de Laplace destas funges (em
geral L(fg) # L(f)L(g)), a propriedade vale para um certo “produto generalizado” de fungdes, chamado
convolugao. Isso facilitara o cdlculo de transformadas de Laplace inversa de produtos de fungoes.

Definicao. A convolugao de duas fungoes f,g : [0,00) — R é a funcdo denotada f * g : [0,00) — R
definida por

(f+9)(t) = / F(t—€)g(€) de. (3.6)

A convolucgao pode ser visto como um produto generalizado de fungoes, nao por ser a integral de um produto
de fungoes, mas por satisfazer varias das propriedades do produto:

fxg=gx/f,
fr(g+h)=fxg+fx*h,
fx(gxh)=(f*g)xh,

fx0=0xf=0,

como ¢ facil verificar. No entanto, a convolu¢ao nao satisfaz a propriedade do elemento neutro:

(0= [ ru-gd+r0.
em geral.

Teorema 3.3. (Transformada de Laplace da Convolugdo) Se f,g sdo fun¢ées que possuem transformadas
de Laplace, entao sua convolucao f * g também possui transformada de Laplace e

L(fxg)=L(f)L(g). (3.7)
Prova. Temos
s) = 00675“ u) du 00675“ v) dv = - Ooefs(“ﬂj) u) g (v) dudv.
LOEL@E= [ @[ g a= [ f f (g () dud
Fazendo a mudanca de varidveis

t=u-+wv,
§=w,
obtemos

0o o] 00 t
—s(u+v) — —st _
| e wew avao= [ [ etru—gg(© aras

porque a mudanca de coordenadas escolhida transforma o quadrante infinito @ = {(¢,£) € [0, 00) x [0,00)}
no tridngulo infinito T' = {(¢,£) € [0,00) x [0,00) : £ < t}, pois £ —t = u > 0. Dal,

LD L@ E = [ (/Otf(t—ﬁ)g(f) ) di= [Tt (fg) () dt =L (1) o)

|
Em particular,

LTHFG) =LY (F)«L7H(G). (3.8)
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Exemplo 3.6. Encontre a transformada de Laplace inversa de

1

=Gy

Solugao. Sejam

de modo que

74

Entao
L7YH)=L"YFG) =LY (F)«L7H(G)
Como
LTHF)=¢e¥ e £L7HG)=e?,
segue que
t t 3 L. 1
L1 (H) = / e3(t=8) o —2¢ d¢ = eSt/ e~ 5¢ d¢ = 3t |: } _c (1 _ 675t) ]
0 0 =5 Jemo 5
]

Exemplo 3.7. Encontre a transformada de Laplace inversa de

1
H(s) = s2(s—a)
Solugao. Sejam
1 1
F(s)= = °© G(s) = P

de modo que

Como
,C_l (F) =t e E—l (G) _ eat7
segue que
t t t ag
et = [Ca-geta—e [ et [etas= e n - (5
0 0 0 a a
B tefat B E B tefat efat B 1 B 7£ Biat B i
a a a a? a a a2 a2
=L et —at—1).
a

Compare com o Exemplo 3.3 (e). O
Exemplo 3.8. Encontre a transformada de Laplace inversa de

3

O =wine vy

e=t

£=0

e
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Solugao. Sejam

de modo que

Como

segue que

t

I 1 1 ¢
L7 (H) = 5/ sen2 (t — &) sen 3¢ d€ = §sen2t/ cos 2€ sen 3¢ d€ — icos%/ sen 2¢ sen 3€ d€.
0 0 0

Usando as identidades trigonométricas

cos (a —b) — cos (a + b)

senasenb = 5 ,
cosasenb:Sen(a+b)_sen(a_b),
2
segue que
t
1 t
/cos2§sen3§df /wdﬁ——f cos5 —|-cost—§ ,
o 2\ 5 5
t
1 t
/sen2§sen3§d§ /Mdf(senE) +Sent>,
o 2\ 5
logo

1 1 3 1 1
LY (H) = 30 sen 2¢ cos 5t — Zsen%cost—i— l—oseth— %cos2tsen5t— Zcos2tsent

3 1 1
= —sen2t — — sen (2t — 5t) — Zsen(2t—|—t)

10 20
= 5 2t ! 3t
= —sen 2t — — sen 3t.
1086 5se

Compare com o Exemplo 3.4. O

3.6 Aplicacao a Resolucao de Problemas de Valor Inicial com
Termo Nao-Homogéneo Especial

Em muitos problemas de circuitos elétricos ou vibragoes mecanicas modelados por equagoes diferenciais de
segunda ordem com coeficientes constantes, o termo nao-homogéneo é uma fungao descontinua, uma fungao
impulso ou uma fungao periddica (o que ndo exclui uma funcao com todas estas trés caracteristicas).

3.6.1 Funcoes Impulso

Considere um sistema de vibragdo mecanico agindo sob uma forga externa f (¢) do tipo impulso, isto é, uma
forgca que age apenas por um determinado periodo de tempo:

y' by +ey=rf(t),
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com f(t) = 0 para todo t ¢ (tg — 7,to + 7) e podemos ter f(t) # 0 apenas para t € (top — 7,t0 +7). A
medida da intensidade desta forca e sua influéncia sobre o sistema mecanico é entao dada pela integral

[= / T (3.9)

0—T

que é chamada o impulso total da forga f sobre o intervalo de tempo (tg — 7,tp + 7). O impulso pode ser
uma funcdo continua, se f (to —7) = f (to + 7) = 0 ou descontinua, quando a for¢a age de modo abrupto
e/ou é interrompida de modo abrupto. Outro caso interessante a estudar é quando o sistema inicialmente
nao estd sujeito a nenhuma forga externa e subitamente uma forca externa é imposta sobre ele. Para estudar
sistemas em que a forga externa age como um impulso ou comeca a agir a partir de um instante de tempo,
precisamos obter a transformada de Laplace de fungoes impulsos e de fungoes descontinuas em geral.

J4 calculamos a transformada de Laplace para a fungao degrau (ou de Heaviside)

0 se 0 <t<a,
ug (t) = { 1 set>a (3.10)
obtendo s
L(ug) =< — ses>0. (3.11)

Também verificamos a seguinte propriedade de deslocamento:
L(f({t—a)ug)(s) =e *¥F(s). (3.12)
Muitos impulsos continuos ou descontinuos podem ser escritas em termos da funcao degrau:

Exemplo 3.9. Encontre as transformadas de Laplace das seguintes fungoes:

a) (Impulso descontinuo)

0 se0<t<,
f@)= 10 sel<t<2,
0 set > 2,

Observe que
f (&) = 10uy () — 10usy (t),

logo

—s —2s

F(s) = 10£ (u1) — 10£ (us) = 1068 —10¢ —.

b) (Impulso continuo)
sent se 0 <t <,
f(t){O set>m,

Observe que
f(t) =sent —sentu, (t)
=sent +sen (t —m) ur (1),
logo
F(s)=L(sent)+ Lsen (t — ) ur (t)] = L (sent) + e~ "L (sent)

l4em
os241
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c¢) (Forca continua atuando a partir de um instante de tempo)

0 se 0 <t <5,
f(t)_{ (t—5)?% set>=5,

Temos
F()=(t=5)us(t),
logo
2758
F(s)=L[(t=5 us ()] =L () = =5
|

Exemplo 3.10. Resolva o seguinte problema de valor inicial

y' +2 +y=f(t)

y(0) =0,
y' (0)=0.
onde
0 se0<t<,
fi)y=41 sel <t<2,
0 set> 2,

(Este problema equivale a um impulso unitdrio agindo durante o intervalo de tempo (1,2).)

Solugao. Aplicando a transformada de Laplace a equagao, obtemos

—s _ ,—2s
(s> +2s+1)Y (s) = %,
logo
e 5 — 6_25
Y (s)= 5
s(s+1)
Olhando na tabela, vemos que
1
L(te™") = >
(s+1)
Usando a propriedade
1 (F(s b
e (B = [t © ac

segue que

_léth; Zte—ﬁz— et
‘ <5<3+1>2> /oﬁ ((s+1)2>(5)df /05 dg=1—(t+1)e".

Portanto, usando a propriedade
L7 e F (s)] = f(t—a)uq(s),

temos

7
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ou seja,
0 se0<t <1,
y(t) =14 1—te D sel<t<2,
(t—1)e (=2 — e~ (=1 set>2

Esta solucao pode ser pensada como composta de trés solugoes:

y'+2y +y=0

y1 (t) =0  solugao do problema homogéneo y(0) =0, no intervalo 0 < ¢t < 1,
y' (0) =0.
y' 2 +y=1

Yo (1) =1 —te~ =Y solugao do problema { y(1) =0, no intervalo 1 <t < 2,
y' (1) =0.

Y +29' +y=0

ys(t)=(t—1) e 2 _ge= (1) solugao do problema homogéneo y(2) =1-2e7!, no intervalo t > 2,

Yy (2)=e L

Compare também a solugao obtida com a do Exemplo 3.11 na préxima subsecao. B

3.6.2 Funcao Delta de Dirac

As vezes, o impulso é de duragao tao curta ou concentrado em um intervalo de tempo tao pequeno, que para
todos os efeitos pode ser considerado um impulso instantaneo. Como modelar matematicamente um impulso
instantaneo?

Para responder essa pergunta, considere a seguinte seqiiéncia de impulsos unitarios:

n 1 <t< !

i se — — -
gn (t) =19 2 n o n

0 caso contrario.

Estes impulsos sao unitarios porque
1/n
In:/ gn (t) dt =1
—1/n

para todo n. Observe que g, (0) — 0o, enquanto que g, (t) — 0 para todo ¢t # 0. Além disso, se f (t) é uma
funcéo continua qualquer, temos

o n to+1/n
/mf(t)gn(t—to)dt:§/1t f(t) dt.

071/77,

Pelo teorema do valor médio para integrais, vale

to+1/n
7| toa=ie)

to—1/n

n

1 1
para algum &, € (to — —,to+ ), de modo que
n n

/fo £ (t) g (t— to) dt = f (€).

Mas, &, — tg quando n — oco. Tomando o limite da integral, segue portanto que

oo

lim f(#) gn (t —to) dt = [ (o).

n—oo
— 00
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No entanto, observe que nao podemos passar o limite para dentro da integral, porque lim g, (¢) ndo existe.
n—oo

Essas observacoes sugerem definir um impulso unitario § de tamanho 1 em ¢ = 0, isto é,

/Oo §(t) dt =1. (3.13)

— 00
mas que vale 0 em todos os pontos ¢ # 0:

NU—{ 0 set#0,

00 set=0.
0 seria o limite dos impulsos unitarios g,, isto é,

5(t) = lim ga (1

n—oo
e poderiamos passar o limite para dentro da integral. Obviamente, nao existe uma funcao com estas car-
acteristicas. No entanto, é possivel definir matematicamente de maneira rigorosa um conceito de func¢ao
generalizada que se comporta formalmente deste jeito. O delta de Dirac ¢ (¢) é uma fungao generalizada
definida pela seguinte propriedade:

/_OO fF@)o(t—to) dt = f(to) (3.14)

para toda fungéo f : [0,00) — R continua por partes. Podemos operar formalmente com a fungao delta de
Dirac em muitas situacées como operamos com funcoes reais, o que torna o seu uso muito conveniente nas
aplicagoes. A funcio J (t — tp) é um modelo matemdtico para um impulso unitdrio instantdneo no instante
de tempo ty e podemos usd-la para estudar sistemas em que a forca externa age através de um impulso
instantdneo em um certo instante de tempo. Antes de fazer isso, precisamos encontrar a transformada de
Laplace do delta de Dirac:

Teorema 3.4. (Transformada de Laplace do Delta de Dirac) Se a > 0, entdo
LO(t—a)=e . (3.15)

Prova. Por definicao, para n suficientemente grande vale
0o ) n a+1l/n

L(OG(E—a))(s)= / e " lim g, (t —a) dt = lim e g, (t—a) dt = lim — / e St dt

0 n—00 n—oo Jq n—oo 2

t=a+1/n -
t=a—1/n

senh £
= lim o [e_St] lim ﬁe_as (es/” — e_s/") =e % lim L

n—oo LS

pois, pela regra de L’Hospital,

senh x . coshz
lim

z—0 x r—0 1

|

Exemplo 3.11. Resolva o seguinte problema de valor inicial
V' + 2 +y=06(t-2)
y (0) =0,
y' (0) =0.

(Este problema equivale a um impulso unitario concentrado no tempo t = 2.)
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Solugao. Aplicando a transformada de Laplace a equagdo, obtemos

(s> +2s+1)Y (s) = e %,

logo
—2s
Y (5) = ‘ 2
(s+1)
Olhando na tabela, vemos que
1
L(te™") = 5
(s+1)
logo, também pela tabela, segue que
1 6_25 —(t—2)
vO=E | TP el

ou seja,

o = 0 set <2,

y()—{ (t—2)e (=2 set>2.

Observe que a equacao homogénea correspondente deste problema é a do amortecimento critico, o que
se reflete na solucao. O que acontece é que o impulso produz uma perturbacao instantanea de curta
duragao no sistema ; apds o impulso de curta duragao, o sistema volta a comportar-se de seu modo
natural, quando nao sujeito a nenhuma forga externa. H

3.6.3 Transformadas de Funcoes Periédicas

Se a forca externa f é uma fungao continua por partes, peridédica de periodo T, isto é,
f@t+T)=f(t) paratodot,
a transformada de Laplace de f sempre existe e pode ser facilmente calculada:

Teorema 3.5. (Transformada de Laplace de uma Fungao Periddica) Se f € uma fungdo periddica de periodo
T, entao a sua tranformada de Laplace existe para todo s > 0 e € dada por

1 T
r _ —st . Nl
()= fmgmm [ 0 (3.16)
Prova. Temos
o 0 (n+1)T
F(s):/ e~ (1) dt:Z/ e~ (1) dt.
0 n=0vnT
Fazendo a mudanca de varidveis
E=t—nT,
segue que
(n+1)T T T
/ et f(t) dt :/ e &) f (€ 4+ nT) dé = e*S"T/ e S f (€) de.
nT 0 0
Logo,

F(s) = (Z_;)T> /0 ) dE = /0 e f (1) dt.



Capitulo 4

Sistemas de EDOs Lineares de
Primeira Ordem

Neste capitulo, consideraremos a resolugao de sistemas de equagoes diferenciais lineares de primeira ordem

da forma
i) = ann @)z () + ...+ awm @)z (€) + f1(2)
2 () = am ()@r )+ ...+ don () @0 (£) + fo (1)
que pode ser escrito em forma matricial como
.Z’ll (t) ail (ﬁ) oo Q1n (t) T (ﬁ) fl (t)
A I : 2 R
xl (t) a1 (t) .o ann (1) Xy, (¢) In (®)

X' t)=At)X (t)+ F(t).
Teorema 4.1. (Teorema de Existéncia e Unicidade) Considere o problema de valor inicial

{ X' (t)=A@t)X(t)+ F(t)
X (to) = Xo

(4.1)

(4.2)

Se aij, fi sao funcoes continuas no intervalo I = (a,b) contendo ty, entio o problema tem uma tunica

solugao no intervalo I.
Teorema 4.2. Considere o sistema linear homogéneo

X' (t)=A(t) X (t)

onde a;; sdo fungdes continuas no intervalo I = (a,b) contendo ty. Entdo o espago-solugdo do sistema
é um subespago vetorial de dimensao n de C* (a,b). Além disso, se X1 (t),..., X, (t) sdo solugées do

sistema tais que
det [ X1 (to) ... Xn (to)] # 0,

a tdnica solugdo do problema com condigdo inicial X (tg) = Xo € da forma
Xt)=aX1@)+...+cnXn (t)
para algumas constantes cq,...,Cy.

81
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Prova. As constantes cy, ..., ¢, sdo determinadas como sendo a tnica solugdo do sistema
c1 X1 (to) + ...t Xy (to) = Xp.
[ ]

Exemplo 4.1. Obtenha a solucao geral dos sistemas abaixo:
a)
Yy =My
Yy = A2y

Este sistema possui a forma matricial

VIR ERSIAL

isto é, a sua matriz de coeficientes é diagonal. Como neste caso o sistema é desacoplado (isto é, as
varidveis y1, yo independem uma da outra), podemos resolver cada equagao separadamente, obtendo
y1 (t) = eMt e yo (t) = e*2'. Portanto, a solucdo geral é

crettt ]

coett

Y@:{

b)
Y1 = A1+ 2
yé = Ay2

Este sistema possui a forma matricial

FINERYIH

Neste caso o sistema ¢é acoplado, mas a segunda equacao pode ser resolvida separadamente, produzindo
a solucdo geral ys (t) = coe*. A partir desta, podemos obter a solu¢io da primeira equagdo que se
torna 1y} (t) = Ay1 (t) + c2e™; sua solucio geral é y; () = c1eM + cote. A solugdo geral do sistema é

At
o ci1€
Y (t) = { e+ cotet } .
O

Em geral, para resolver problemas mais complicados, é melhor efetuar antes uma mudanca de coordenadas
de tal forma que a matriz de coeficientes do sistema assuma a forma mais simples possivel, como veremos
nas préximas segoes. Por simplicidade, trabalharemos com matrizes de coeficientes constantes.

No restante do capitulo restringiremos nossa atencao a sistemas lineares em que a matriz possui coefi-
cientes constantes, isto é, a sistemas da forma

X' (t) = AX (t) + F (1) (4.3)

onde A = (asj),,,, com a;; € R.

4.1 Sistemas Homogéneos com Matrizes de Coeficientes Constantes

Nesta secao consideraremos apenas sistemas homogéneos, isto €, sistemas da forma

X' (t) = AX (). (4.4)
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4.1.1 Matrizes Diagonalizaveis em R

A forma mais simples que uma matriz pode assumir é a forma diagonal. Assim, se o sistema possui uma
matriz de coeficientes diagonalizavel sobre o corpo dos reais R, existe um sistema de coordenadas em que
as equagoes do sistema sao completamente desacopladas e a sua solugao pode entao ser facilmente obtida
resolvendo cada equagao individualmente.

Lembramos que uma matriz A é diagonalizavel se existem uma matriz diagonal D e uma matriz invertivel
P tais que

A=PDP, (4.5)

onde

Aro... O

0 ... M\
sendo que os elementos A1, ..., A, que aparecem na diagonal principal de D sao exatamente os autovalores
de A, e

P=[P ... P ]

com as colunas Py, ..., P, damatriz P sendo precisamente os autovetores correspondentes a estes autovalores,

respectivamente. Substituindo esta expressdo para A no sistema, segue que
X' (t)=PDP'X (1),

donde
P7'X'(t)=DP'X ().

Fazendo a mudanca de varidveis
Y (t) =P 'X (1), (4.6)

temos que, j& que a matriz P~ é uma matriz constante,
Y'(t) =P X' (1),

logo Y (t) é a solugao do sistema diagonal

Y’ (t) = DY (t). (4.7)
Assim, Y (t) satisfaz
v (t) A1 0 y1 (1)
Y (t) 0 Ao Yn ()

ou

cuja solugao geral é

vio=| : |=| | (4.9
Yn (£) cpent

Para voltar ao sistema original, basta fazer a operagao

X (t) = PY (t). (4.9)
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Exemplo 4.2. Resolva o sistema
x) =311 — a9
xhy = —2x1 + 229

Exemplo 4.3. Resolva o sistema
@) = 4x1 + 229 + 223
xh = 2x1 + dxo + 213
xh = 21 + 2x0 + 43

4.1.2 Matrizes Diagonalizaveis em C

Se o sistema possui uma matriz de coeficientes diagonalizavel sobre o corpo dos complexos C, a situagao é
um pouco mais complicada, porque estamos interessados apenas em solugoes reais.

Quando uma matriz real A é diagonalizavel sobre C, existem uma matriz diagonal complexa D e uma
matriz complexa invertivel P tais que

A=PDP™!, (4.10)
com ) )
A1
A1
Ak
D = —
Ak
A2k+1
L An |
sendo que A, A1, ..., A\, \x 530 0s autovalores complexos (lembre-se que se A é um autovalor complexo de
uma matriz real, entao o seu conjugado A também é um autovalor para a matriz, porque o seu polinéomio
caracteristico possui apenas coeficientes reais) e Agg+1, ..., A, 08 autovalores reais, e
P=[P Py ... Py P, Pyy1 ... P, ]
onde as colunas Pi, P1,..., Py, P, Pory1,...,P, de P sdo os autovetores associados a estes autovalores,

respectivamente (lembre-se que se v é um autovetor associado ao autovalor complexo A de uma matriz real,
entdo o vetor conjugado ¥ é um autovetor associado ao correspondente autovalor conjugado A; isso ocorre
porque se A é real e Av = \v entdo AT = Av = Av = \v = \v).

Consideremos primeiro o caso em que A é uma matriz 2 X 2, de modo que podemos escrever

| a+if 0
D_[ 0 aiﬂ}

p— v 1wy v — twq
v +iwe Vg — twg |

Como no caso diagonalizavel real, substituindo a expressao para A no sistema, segue que
X'(t)=PDP7'X (t),
donde
P7'X'(t)=DP'X ().

Fazendo a mudanca de varidveis
Y (t)=P7'X (1), (4.11)
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temos que, j4 que a matriz P~! é uma matriz constante,
Y'(t)=P'X (1),
logo Y (t) é a solugdo do sistema diagonal

Y'(t) = DY (t). (4.12)

HIE R ()

() =(a+if)y (t)

Assim, Y (t) satisfaz
ou

Yn (t) = (@ = i) yn (t)
cuja solugao geral é

@) ] [ erel@t®E ][ cre® (cos Bt + isen Bt)
Y= [ y; (t) } - [ c;e(a*’ﬂ)t } - [ c;eo‘t (cos Bt —isen Bt) |~ (4.13)

Para voltar ao sistema original, primeiro fazemos a operacao
X (t) = PY (¢), (4.14)
ou seja,

X (1)

v Fawr v — i c1e®t (cos Bt + isen 3t)

T | vetiwe vy — dws c2et (cos Bt — isen f3t)

_ot] @ (v1 + dwy) (cos Bt + isen fBt) + c2 (v1 — twy) (cos Bt — isen [Gt)

o 1 (va + dws) (cos Bt + i sen Ot) + co (vy — itws) (cos Bt — isen (Gt)

_eat| @ [v1 cos Bt — wy sen Bt + i (v1 sen Bt + wy cos ﬁt)] + co [vl cos Ot — wy sen St — i (vq sen Bt + wy cos Gt)]

- c1 [va cos Bt — we sen Bt + i (vg sen Bt + ws cos )] + ¢o [vg cos Bt — wg sen St — i (vg sen Bt + ws cos Gt))
v1 cos Bt — wy sen [t .| wysen Bt 4+ wq cos Gt
Vg cOs 3t — wo sen [t vg sen Bt + ws cos (Bt

=
{ ({vlcosﬁt—wlsenﬁt
e

.| v1sen Bt + wy cos Gt
Vg COS Bt — woq sen [t vg sen (Bt 4+ ws cos Gt

|
a2 ] 2] e ][ 2])
N IR ) R P )

de modo que a solugao geral complexa é
Xt)=ca1Z({t)+cZ(t),

Z(t) = e (cosﬁt [ z; } —senﬁt|: Z; }) + jet (senﬁt [ Z; } + cos Bt [ Z; ])

=

onde
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e c¢1,co € C. Para obter solucgoes reais X (t) e X5 (t) linearmente independentes, escolhemos primeiro

L de modo que

c1=cy = % e depois ¢ = —cg = o

Xi(t) =ReZ(t) = e <cosﬁt[ Z; ] —senﬁt[ Z; D

X, (t) =Im Z (t) = et (senﬁt[ 2 ] -l—cosﬁt{ lw‘“ D

1
2 2
Assim, a solugdo geral real do sistema no sistema de coordenadas original é
X(t)=d1 Xy (t) +da X2 (),

onde dq,ds € R.
O caso geral é anédlogo: cada par de autovalor complexo e seu conjugado € lidado como fizemos acima e
os autovalores reais sao lidados como no caso de uma matriz diagonalizavel real.

Exemplo 4.4. Resolva o sistema
) = —3x1 + 229
Ty = —4x + 22

Exemplo 4.5. Resolva o sistema

] =221 + 22 + 223
Ty = —To + I3

Ty = —T2 — I3

4.1.3 Matrizes Nao Diagonalizaveis; caso bidimensional

No caso de matrizes quaisquer, a forma mais simples que a matriz de coeficientes pode assumir é a forma
candnica de Jordan que denotaremos por J. Consideraremos a forma candnica de Jordan compleza para
matrizes reais e apenas o caso 2 x 2. O caso geral, bem como a forma candnica de Jordan real é considerada
no fim do capitulo.

Para matrizes 2 x 2, as tnicas formas de Jordan possiveis sao

A O A0 o Al

0 Xo |’ 0 A 0 A
e ja examinamos as duas primeiras. No caso da ultima, temos que existem uma matriz na forma canonica
de Jordan J e uma matriz invertivel P tais que

A=PJP!, (4.15)
com vl
=[5
sendo que A é o unico autovalor real de A e
P=[P P ].

Para encontrar as colunas de P escrevemos, como nos casos diagonalizéveis,
AP = PJ,

de modo que

Al P ]=[P Pz]{g\ H
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ou
[ AP, AP, |=[ AP, Pi+AP: |.

Portanto,

AP, = AP,
APy = Py + AP,

isto é, P, é um autovetor associado ao unico autovalor A\ da matriz, enquanto que P, pode ser obtido como
uma solugao do sistema linear nao-homogéneo

(A—X)P,=P.

A alternativa de Fredholm garante que este sistema sempre possui solugao.

'

T

4.2 Sistemas Nao-Homogéneos com Matrizes de Coeficientes Con-
stantes

Exemplo 4.6. Resolva o sistema
—x1 + 2o
—T1 — 31‘2

A mesma técnica pode ser usada para resolver sistemas nao-homogéneos da forma
X' (t)=AX (t)+ F (t).

Por simplicidade, examinaremos em detalhes apenas o caso em que A é uma matriz diagonalizdvel em R, ou
seja, assumimos que existem uma matriz diagonal real D e uma matriz real invertivel P tais que

A=PDP™!, (4.16)
Substituindo esta expressdo para A no sistema, segue que
X'(t)=PDP'X (t) + F (1),

donde
PIX'(t)=DP !X (t)+ P 'F(t).

Fazendo a mudanga de variaveis
Y () =P X (1), (4.17)

temos que, j4 que a matriz P~! é uma matriz constante,

Y'(t)=P'X' (1),

Denotando
G({t)=P'F(t), (4.18)
segue que Y (t) é a solugdo do sistema
Y'(t) = DY (t)+ G (t). (4.19)
Assim, Y (t) satisfaz
v () Ao 0 v (t) g1 (t)
: N : : n .
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o W (5) = Ao (8) + g1 (1)

s (8) = Antin (£) + gn (1)

Cada equacao pode ser resolvida isoladamente, usando as técnicas desenvolvidas para resolver EDOs lineares
de primeira ordem. Para voltar ao sistema original, basta fazer a operagao

X (t) = PY (t). (4.20)

4.2.1 Resolucao de sistemas via transformada de Laplace

Outra técnica bastante til é a transformada de Laplace e aqui nao precisamos nos preocupar se a matriz é
diagonalizavel ou néo, ou qual é a sua forma candnica de Jordan. Apesar desta técnica ser consideravelmente
mais simples para resolver sistemas, a andlise qualitativa dos problemas que aparecem nas aplicagoes praticas
requer o dominio de ambas as técnicas.

A transformada de Laplace é aplicada a cada equagao do sistema, transformando o sistema linear de
EDOs em um sistema linear algébrico (com coeficientes ndo constantes). Resolve-se este sistema algébrico e
aplica-se a transformada de Laplace inversa para obter a solugao do sistema de EDOs.

Exemplo 4.6. Use a transformada de Laplace para resolver o sistema

) = =321 + 229
xy = —4x1 + X2

Exemplo 4.7. Use a transformada de Laplace para resolver o sistema

x) =21 + xo + 223
xh = —x9+ w3

Ty = —T2 — T3

4.3 Diagramas de Fase

Vamos estudar alguns diagramas de fase no caso bidimensional.

4.3.1 Matriz diagonalizavel em R

A solucao no sistema de coordenadas Y é dada por
y1 (¢) crett
Y = = .
(t) |: Ya (t) Cge)‘2t
Temos trés situagoes principais a considerar:

N6 repulsor ou fonte: A\, Ao >0

Como a solugao satisfaz

lim |y (¢)| = oo,
t—o0
00

lim. |y, ()]

t—o0

a origem é um no instdvel ou fonte.
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N6 atrator ou sorvedouro: A, Ay <0

Como a solugao satisfaz

a origem é um nd atrator.

Ponto de Sela: A\; > 0,2, <0

Como a solugao satisfaz
Jim [y (8] = oo,
dn gz (£)] =0,

a origem é um ponto de sela.
No caso de um dos autovalores ser nulo, temos uma solucao degenerada:

_n@®) | _|a
vo=| ul =] e
4.3.2 Matriz diagonalizavel em C

A solugao geral real em um sistema de coordenadas adequado (veja a segdo sobre a forma canoénica de Jordan
real no final do capitulo e especialmente o Exemplo 4.9) é dada por

v =| N (t) 1 _ [ e* (c1cos Bt — cysen Bt)
(t) = [ Y2 (1) } N [ et (¢q sen Bt + co cos Bt) } :

Observe que
2 2
y1 (1) +y2 (1) = e (cf + )

é a equagao de uma espiral se a # 0 e de um circulo se @« = 0. Temos trés situagoes principais a considerar:

Espiral Atratora: a <0

Como a solugao satisfaz
tlim Y (¢t)| =0,

a origem é uma espiral atratora e é um ponto de estabilidade.

Espiral Repulsora: a > 0

Como a solugao satisfaz
tlim Y (t)| = oo,
—00

a origem € uma espiral repulsora e é um ponto instavel.

Centro: a =0

Como a solugao satisfaz

Y(t)y<t+2ﬁ”>,

ela é periddica (descreve um circulo neste sistema de coordenadas e uma elipse no sistema de coordenadas
original); a origem é entdo um centro das 6rbitas periddicas.
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4.4 Forma Canodnica de Jordan Real

Quando uma matriz A é diagonalizavel sobre C, existem uma matriz real invertivel P e uma matriz diagonal
em blocos 2 x 2 D tais que

A=PDP™, (4.21)
com ) )
A1
Am
D Am+1 Pt
_5m+1 am+1
ag B
L —Br o |
e
P:[P1 ... P, }
Os elementos Aq, ..., A, s@o os autovalores reais de A, enquanto que um bloco da forma
D.—| % B
Tl P
corresponde a um autovalor complexo de A e seu conjugado: se A; é um autovalor complexo de A, entao
a; = Re )\j,
ﬁj =Im )\7

O ntmero destes blocos para um dado autovalor complexo A de A corresponde & multiplicidade deste auto-
valor e seu conjugado (se a multiplicidade deles é 1, aparecerd apenas um bloco 2 X 2 na matriz, enquanto
que a se a sua multiplicidade for 2 teremos dois blocos e assim por diante). As colunas da matriz P sdo os
autovetores correspondentes aos autovalores reais e as partes real e imaginaria dos autovetores complexos na
complexificagao do espago vetorial. Como no caso anterior, fazendo a mudanca de varidveis

Y (t) = P71X (1), (4.22)
obtemos que Y (t) é a solucao do sistema
Y’ (t) = DY (t) (4.23)
e neste caso satisfaz
oy -
v (t) Am Y1 ()
. _ Am+1 ﬁm-&-l .
: B —Bmt1 Qmi1 :
a0 ) o (1)
ok B
L —Br o |

Assim para as linhas correspondentes a autovalores reais temos

Y = Ay
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cuja solugao geral é
yj (t) = ¢jet* (4.24)

enquanto que para as linhas correspondentes a um autovalor complexo e seu conjugado temos

Yy = Y+ BiYpr1
Ypr1 = —BiYp + Ypt1

cuja solucéo é (veja Exemplo 4.2 a seguir):

yp (t) = et (¢; cos Bt — dj sen B;t) (4.25)
Ypt1 (1) = €% (d; cos Bt + ¢; sen B;t) ’

Para voltar ao sistema original, basta fazer como anteriormente a operagao
X(t)=PY (). (4.26)
Exemplo 4.9. Resolva o sistema
x) = axy + Brs
ah = =1 + axs
Solugao. A forma matricial deste sistema é
| | a B 1
|| - « o |’
A matriz de coeficientes tem como autovalores

A=a+1f,
A=oa—if.

Para obter um autovetor complexo, por exemplo o autovetor correspondente ao autovalor A = a — i3
resolvemos o sistema A — A\l = 0, isto é,

EEN

Il
—
o o
[E—"

obtendo

Assim, a solugao complexa seria

] . 1 1 at _ .
z(t) = 3 { Zl } ela—if)t — 3 [ Zl ] e (cos Bt +isen Bt) = % [ Cozeﬂntﬂ_i ;rsgrclzoﬁstﬂt

et [ — sen 3t } n e [ cos 3t }

cos Ot Z? sen Ot

As partes real e imaginaria da solugdo complexa sdo as solugoes reais linearmente independentes:

e [ cosft
Xl(t):? |: sen Bt :|a
—sen (Ot

eat
X2 (8) = B [ cos 3t ] '
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A solugao geral é a combinacéo linear destas duas solugoes:

e (c1 cos Bt — co sen Bt)

X =aXi®)+eXa(t)=| Lo (c1sen Bt + cacosBt) |’

ou
x1 (t) = € (c1 cos ft — cysen fBt) ,
2o (t) = ™ (¢ sen Bt + ¢y cos 3t) .
|

Teorema 4.3. (Forma de Jordan Real) Seja A uma matriz real. Entdo existem uma matriz invertivel P

tal que
A=pPljpP

onde J € uma matriz diagonal em blocos: os autovalores reais de A ddo origem a blocos da forma

enquanto que os autovalores complexos de A dao origem a blocos da forma

A1 0 0
0 A 1 0
00 A 0
00 0 A 1
L0 0 0 A

[ Doy Do 0 0
0 Doy Ip 0
0 0 Dy 0
0 0 0 Dup I
| 0 0 0 Dy |
onde
a b 1 0
me] 5] <[]

sendo que a + ib € um autovalor complero de A. Esta matriz € unica a menos da ordem dos blocos.



