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Capitulo 1

Teoria Local das Curvas

1.1 Curvas Parametrizadas

1.1.1 Definicao

Denotaremos por I qualquer subconjunto conexo de R, isto é, qualquer intervalo aberto, fechado, semiaberto,
raio de R ou o proprio R; chamaremos I simplesmente de intervalo. Diremos que uma funcado vetorial
f I — R”™ satisfaz localmente uma certa propriedade, se para todo t € I existe um intervalo aberto J; 3 ¢
tal que f|;, satisfaz a propriedade.

1.1 Definicao. Uma curva parametrizada diferencidvel é uma funcao vetorial localmente injetiva,
continuamente diferenciavel, o : I — R™.

Dizemos que « é uma curva parametrizada de classe C* se o é k vezes continuamente diferencigvel.
Se a é de classe C*° também dizemos que o é uma curva parametrizada suave. []

O trago de uma curva parametrizada « : I — R™ é sua imagem « (I). Muitas vezes identificamos o trago
de uma curva com a prépria curva, abusando a linguagem, e nos referimos a parametrizacao da curva (ao
invés de “a parametrizacao do trago da curva”).

A exigéncia de diferenciabilidade elimina exemplos patoldgicos, tais como o de curvas continuas que
preenchem um quadrado ou um cubo (curvas de Hilbert). Mas ndo evita o aparecimento de quinas (veja
os Exemplos 1.8 e 1.9 a seguir). O requerimento de injetividade apenas local permite autointersecoes:
a : I — R"™ ser localmente injetiva significa que para todo ¢ € I existe um intervalo J; 5 ¢ tal que «|y, é
injetiva, mas « nao precisa ser globalmente injetiva, isto é, ndo precisa ser injetiva em todo o intervalo I. O
requerimento de injetividade local proibe no entanto que uma curva volte sobre si mesma (veja o Exemplo
1.7 a seguir).

1.1.2 Exemplos
1.2 Exemplo (Retas). a: R — R? definida por
a(t) = (zo + v1t,yo + v2t) = (2o, Yo) + ¢ (v1,v2) = po + tv

é uma parametrizacdo de uma reta no plano, enquanto que 8 : R — R? definida por

B (t) = (zo + v1t, yo + vat, 20 + v3t) = (x0, Yo, 20) + t (v1,v2,v3) = po + tv
é uma parametrizacao de uma reta no espago. Em geral, v : R — R" definida por

v(t) = (x1 +vit, ...,z +opt) = (1,...,20) +E(V1,...,0p) = po + v
é uma parametrizacao de uma reta em R™. Note que o é uma curva suave, globalmente injetiva. [

4
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1.3 Exemplo (Circulos). a : R — R? definida por
a(t) = (zo + Rcost,yo + Rsent) = (x0,y0) + R (cost,sent)
é uma parametrizacao do circulo de raio R e centro no ponto (zg, o). De fato,
[l (t) = (w0, o)l = R
para todo t. Note que o é uma curva suave, localmente injetiva. [J
1.4 Exemplo (Elipses). a : R — R? definida por
a(t) = (zo + acost,yo + bsent) = (xo,y0) + (acost,bsent)
é uma parametrizagao da elipse de semieixos a,b e centro no ponto (zg,yo). De fato, se
x (t) = acost,
y (t) = bsent,

entao
2

o () =l , [y ()~ wol’

a? b2

para todo t. Note que o é uma curva suave, localmente injetiva. [J

=1

1.5 Exemplo (Hipérboles). « : R — R? definida por
a(t) = (xo + acosht,yp + bsenht) = (xg,yo) + (acosht,bsenht)
é uma parametrizacao de um ramo de uma hipérbole centrada no ponto (zg,yo). De fato, se

x (t) = acosht,
y (t) = bsenht,

entao
[ () —xo]® [y (t) — ol
a? b2
para todo t; como o cosseno hiperbdlico é uma fungao positiva, a imagem de « corresponde apenas a um
tnico ramo desta hipérbole. Note que o é uma curva suave, globalmente injetiva. [J

=1

1.6 Exemplo (Graficos de Funcdes). Se f : I — R é uma funcio de classe C*, entdo o : I — R? definida
por

a(t) = (&, f (1))
é uma curva parametrizada de classe C*. [J
1.7 Exemplo. «, 3 : R — R? definidas por
a(t) = (1),
Bt = (),

sao curvas parametrizadas suaves, parametrizacoes da diagonal principal do plano cartesiano.
A funcdo suave 7 : R — R? definida por

v () = (1*,1%)

tem como imagem a semidiagonal principal positiva do plano cartesiano, mas nao é uma curva parametrizada
porque nao é localmente injetiva em ¢t = 0. Se restringirmos o dominio de qualquer uma destas trés fungoes
ao intervalo [0, +00), obtemos uma parametrizacao suave da semidiagonal principal positiva. O



Rodney Josué Biezuner 6

1.8 Exemplo (Parametrizagao Suave de uma Quina). « : (—1,1) — R? definida por

a(t) = ()

é globalmente injetiva, mas nao é uma curva porque nao ¢ diferenciavel na origem. Note que sua imagem é
uma quina. Por outro lado, 3 : (—1,1) — R? definida por

() set <0,
B(t)_{ (t%, %) set>0,

tem esta quina como imagem, mas é uma curva parametrizada de classe Ct, globalmente injetiva. Observe
que ' (0) =0. v: (—1,1) — R? definida por

V(0 = (£, 1¢°)

também é uma parametrizacio desta quina, mas de classe C2, globalmente injetiva, com 7/ (0) = " (0) = 0.

Em geral,
—th, %) set e (—1,0],

S
o (t) = { (t*, %) set€[0,1),
se k é par, e

o (1) = (tk,|t|k), te(-1,1)

se k é fmpar, é uma parametrizacdo da quina de classe C*~!, globalmente injetiva, com ap(0) = ... =
a,(f_l) (0) = 0. Podemos obter uma parametrizacao suave globalmente injetiva da quina definindo

(—e‘l/t27e_1/t2) set <0,
Qoo (t) =4 0, set =0,
(e‘l/t2,e_1/t2> set > 0.

Note que o' (0) = 0 para todo k. O

1.9 Exemplo (Parametrizagao Suave de um Quadrado). Podemos parametrizar o quadrado unitdrio de
cantos (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1) pela parametrizagao continuamente diferencidvel « : [0,4] — R? definida

por
2 3
< (tt>,0> se 0<t<,
t3
(1,—6(2t—t2+3)+5> sel <t<2,
Oé(t): t3
<6<6t—t2+3>—27,1> se 2 <t <3,
7., 13
0,6 12t—§t +§ — 80 se 3 <t <4
Note que
(=6t (t—1),0) se0 <t <1,
o (1) = (0,-6(t—1)(t—2) sel<t<2,
(6(t—2)(t—3),0) se 2 <t <3,
(0,6(t—3)(t—4)) se 3 <t <4,

de modo que



Rodney Josué Biezuner 7

1 1’; - 1 ]’: - ()7
1m « ( ) 1m « ( )
ll X t - ll X t - O,
1m o (t) 1m « (t)

De fato, é ficil ver que podemos definir uma parametrizacio de classe C* para qualquer k ou até mesmo
suave para o quadrado. [

1.1.3 Reparametrizagoes

1.10 Definigdo. Seja a : I — R™ uma curva parametrizada de classe C*. Se J é um intervaloe f : J — T
é um difeomorfismo de classe C*, entdo 3 : J — R™ definida por

B=aof

é uma curva parametrizada de classe C* que tem o mesmo traco de o. Dizemos que 3 é uma reparame-
trizacao de a e a fungdo f é chamada uma mudanca de parametro. [

Abusando a linguagem, dizemos que « e 8 sdo parametrizagoes da mesma curva (ao invés de parametrizagoes
do mesmo trago).

1.11 Exemplo. «: [0,27] — R™ e §:[0,1] — R™ definidas por
a(s) = (coss,sens),

B (t) = (cos 2wt sen 27t)

sao duas parametrizacoes do circulo unitario centrado na origem. Cada uma é uma reparametrizacao da
outra. Por exemplo, a mudanga de pardmetro de ¢ para s é a fungéo f : [0,1] — [0, 27| definida por

f () =2nt.

A mudanga de parametro de s para t é a inversa de f. [J

1.2 Curvas Regulares e Comprimento de Arco

1.2.1 Curvas Regulares

Queremos estudar curvas onde a tangente estd definida em todo ponto, pois elas possuem uma riqueza de
propriedades geométricas. Certamente nao é possivel definir a reta tangente em quinas, pois ha dois vetores
tangentes com diregoes diferentes. Observe que nos Exemplos 1.8 e 1.9 a derivada se anulava nas quinas.
Para evitar o aparecimento de quinas e consequentemente podermos definir o conceito de reta tangente,
basta entao considerar curvas parametrizadas em que a derivada nunca se anula.

1.12 Defini¢ao. Uma curva regular é uma curva parametrizada suave o : I — R" tal que
o (£) #£0
paratodot e I. J

Curvas regulares nao podem ter cantos ou quinas, pois a tangente a curva estd definida em todo ponto: a
reta tangente a curva a no ponto « (t) é simplesmente a reta passando por « (t) com diregao o' (t).
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1.13 Proposigao. Se a : I — R"™ ¢ uma funcio de classe C* tal que o' (t) # 0 para todo t, entdo o é
localmente injetiva. Em particular, o € uma curva regular de classe C*.

Prova: Escreva
at)=(x1(t),...,zn(t)).

Seja tg € I. Como o (tg) # 0, temos x; (t9) # 0 para algum i. Se 2} (t9) > 0, como por hipdtese a derivada
x} é continua, existe um intervalo aberto J;, C I contendo to tal que «} (t) > 0 para todo t € J;,; segue que
x; é crescente neste intervalo, em particular injetiva, logo o também é. Se z} () < 0, 0 mesmo argumento
implica a existéncia de um intervalo aberto Jy, C I contendo to onde x; é decrescente, em particular injetiva,
logo a também é. B

1.2.2 Comprimento de uma Curva

A primeira nogao geométrica que definiremos é a de comprimento de uma curva.

1.14 Definigao. Seja o : I — R™ uma curva parametrizada e ty € I. A fungao comprimento de arco
de « a partir de ty é a funcado s : I — R definida por

s(t)=[ lo' (")l dr

to

Dados tg,t; € I, tog < t1, o comprimento do arco da curva de tg a t; é o nimero nao negativo (positivo
se tg < t1)

z(a([tmtl])):/lna’ (t)|| dt.

to
O comprimento da curva é simplesmente ¢ (« (I)) e serd denotado simplesmente por ¢ («). O

1.15 Proposigao. O comprimento de uma curva ndo depende da parametriza¢do.

Prova: Sejam a: I — R", [ = [a,b] e §: J — R", J = [¢,d] parametrizacdes da mesma curva, com
f:J — I a mudanca de parametro, de modo que 5 = a o f. Pela regra da cadeia,

B(t)=a (f(®)f(#),

com f’ # 0, pois f é um difeomorfismo. Consideraremos o caso f’ > 0, j4 que o outro caso tem demonstracao
andloga. Segue da férmula da mudanca de coordenadas para integrais (i.e., integracdo por substituigdo) que

£E) =t ed)) = [ 18 @) de
— [l s o a

b
=/ la” (s)|I ds = € (a ([a, b])) = £ ().
|

1.16 Exemplo (Comprimento do Circulo). Utilizando a parametrizagdo « : [0,27] — R™ para o circulo
de raio R
a(t) = (zo,y0) + R (cost,sent),

de modo que
o' (t) = R(cost,sent),

obtemos

2m 2m
ﬁ(a)=/ o/ ()| dtz/ Rdt = 27 R.
0 0
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1.17 Exemplo (Comprimento da Espiral de Arquimedes). A espiral de Arquimedes é a trajetéria de
um ponto que se move com velocidade constante em uma reta enquanto esta reta gira em torno de um de
seus pontos fixado com velocidade angular constante. Uma parametrizacdo para a espiral de Arquimedes,
considerando o ponto em torno do qual a reta gira como sendo a origem, é

a(t) =c(tcost,tsent),
t > 0, para alguma constante ¢ # 0. Temos
o (t) = c(cost — tsent,sent + tcost),

de modo que

o' (t)]| = c(cos®t — 2t sentcost + t*sen® t + sen®t + 2t sent cost + t* cos® t)1/2

=cy1+¢2.

Logo,

2(a([0,t])) :c/o V1+s2ds

= o [sVie s (s 4 Vi)
:g[tmﬂn(w \/1+t2)}.

Evidentemente, a espiral toda tem comprimento infinito. [

1.18 Exemplo (Comprimento da Espiral Logaritmica). A espiral logaritmica é a trajetéria de um ponto
que se move em uma reta com velocidade proporcional & distdncia ja percorrida nesta reta enquanto esta
reta gira em torno de um de seus pontos fixado com velocidade angular constante. Em coordenadas polares
(r,0) temos

dr

@:k”r,

de forma que
r(0) = cet?.
Assim, uma parametrizacio para a espiral logaritmica é
a(t) = c (e cost, e sent),
t € R, para algumas constantes ¢, k # 0. Temos
o (t) = c (ke cost — e sent, ke sent + €*' cost)
ekt (

kcost —sent, ksent + cost),

de modo que

@/ ()] = ce*" (k? cos®t — 2k sent cost + sen® t + k?sen’ t + 2k sent cost + cos’ t)1/2

= ce’'\/k2 4 1.

Logo,

(a([tr,t2])) —C\/W/ttz et dt

t1
k2 +1
k2

(ektz _ ek}tl) .
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Em particular,
k? +1
ekt

2
Historicamente, a espiral logaritmica foi a primeira curva a ser retificada, isto é, uma construgao geométrica
precisa foi dada para produzir um segmento de reta cujo comprimento é igual ao comprimento de um arco
da curva. Isto foi obtido por Torricelli (1608-1647). Veja [Borceux], p. 28, Proposition 1.7.3 para uma
demonstracgao simples. [

£(a([-o0,1)) = ¢

1.19 Exemplo (Comprimento da Cicléide). A cicléide é a trajetéria de um ponto fixado em um circulo
quando este circulo roda sem deslizar em cima de uma reta. Uma parametrizagao para a cicléide escolhendo
o ponto fixado de um circulo de raio R rodando sobre o eixo  como sendo o ponto inferior do circulo quando
este concide com a origem é

a(t)=R(t —sent,1 —cost).
Dai

o' (t) = R(1 — cost,sent),

de modo que

|/ (t)]| = R (1 —2cost + cos® t + sen® t)1/2

=V2R(1— cost)l/2
£\ 1/2
=V2R (2 sen’ 2)

t
= 2Rsen -
Sen B

Consequentemente, o comprimento de um arco completo da cicléide (quando o ponto que era o ponto inferior
do circulo volta a ser o ponto inferior do circulo; em outras palavras, quando o circulo fez uma volta completa)

7

é
2 t ¢ 2
£(a([0,27))) = QR/ sen 5 dt =2R {2 cos 2} = 4R (—cos T + cos0)
0 0
=8R.

Este também é um resultado de retificacao (veja o exemplo anterior para o significado deste conceito) obtido
pela primeira vez por Torricelli usando outros argumentos. [J

1.20 Exemplo (Comprimento da Hélice Circular). Uma hélice circular é a trajetéria de um ponto gi-
rando em um circulo com velocidade angular constante enquanto o centro deste circulo sobe (ou desce) com
velocidade constante ao longo de uma reta perpendicular ao seu plano. Diferente de todas as curvas que
consideramos até agora, que eram curvas planas, a hélice é uma curva espacial. Uma parametrizagao para a
hélice ¢é
a(t) = (Rcost, Rsent, kt)

onde R > 0 é o raio do circulo e k # 0 é a velocidade do centro do circulo (que também é a componente
vertical da velocidade da particula, obviamente). Temos

o' (t) = (—Rsent, Rcost, k),

o/ (#)]| = V R2 + k2.

Logo, o comprimento de um arco de hélice (quando o ponto chega em uma posigio exatamente acima da sua
posigao inicial) é

de modo que

((a([0,27))) = VEE 42 /OQW dt = 22+ 2.

Observe que este comprimento é maior que o do circulo de raio R. [
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1.2.3 O Parametro Comprimento de Arco

Muitas vezes ¢é 1til interpretar o parametro ¢ da parametrizagao de uma curva como se referindo ao tempo
decorrido. Em certas ocasides especiais, o parametro t se refere a distancia percorrida:

1.21 Definicao. Dizemos que uma curva a : I — R” estd parametrizada pelo comprimento de arco
se
E (a [to,tl]) = tl — to

para todos to <ty € 1.
Dizemos que uma curva « : I — R™ é unitaria ou normalizada se

o ()]l =1
para todot € I. OJ
1.22 Proposicao. Uma curva estd parametrizada pelo comprimento de arco se e somente se ela é unitdria.

Prova: Se o : I — R"” é unitaria, entao

Z(a[to7t1])=/1||a’(t)|| dt:/lldﬁ:tl—to.

to to

Reciprocamente, se
t
[ el ar =t -t
to
para todos tg,t € I, entao

d t
& e ar=1.

mas pelo teorema fundamental do Calculo

i 1o 0l dr = o’ )]

1.23 Lema (Regra do Produto para o Produto Escalar). Sejam V,W : I — R"™ fungdes vetoriais dife-
rencidveis e considere a funcao escalar f: I — R definida por

fF) =V (&), W ().

Entao
fre)=va),w)+ Ve, w@).
Prova: Denotando por {ej,...,e,} a base canonica de R" e escrevendo as fungdes V e W em coordenadas
como
V()= Vilt)e,

i=1

i=1
segue que
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Logo, pela regra do produto temos
J'= DO VIWiA 3OV = (VW) 4 (VW)
i=1 i=1

|
1.24 Proposicao. Toda curva regular pode ser reparametrizada pelo comprimento de arco.

Prova: Se o : I — R™ é uma curva regular de classe C*, considere a funciao comprimento de arco s : I — J
de a a partir de ty com J = s(I). Afirmamos que a sua inversa s~! : J — I estd bem definida e é uma
funcdo de classe C*. De fato, como

s'(t) = [la’ @) > 0,

a funcao s é estritamente crescente, logo a sua inversa estd bem definida. Além disso, s é uma funcgao de
classe C*, pois

S (1) = o ()] = o (1), 0’ ()2,
iy (b))
SO=amr
ey = @00 (0 + @ 0.0 (@) (0" (1), ()

lle @) o’ ()1

3

Fa (t),0" (t),...,a® ()

) = @ O ’

para algum inteiro p e para uma fungao de classe C*° F : (R")’c — R, combinagao de produtos internos;
segue também do teorema da funcio inversa que sua inversa s~! também é uma funcao de classe C*.
Portanto podemos definir uma reparametrizacio de classe C*

B:J—R"

de a por

Segue da regra da cadeia que

donde
18" (m)]l = 1.

|

Em particular, as parametrizacoes de uma curva regular sao reparametrizacoes uma da outra, ja que qualquer
parametrizacao pode ser reparametrizada por comprimento de arco. Note que, embora em tese é sempre
possivel reparametrizar uma curva por comprimento de arco, na pratica isso nem sempre é factivel porque a
inversa de uma funcao complicada pode nao ser obtivel através de métodos analiticos.



Rodney Josué Biezuner 13

1.3 Curvatura

1.3.1 Definicao

A curvatura de uma curva em um ponto mede a taxa de variagdo da dire¢cdo da tangente & curva no ponto;
é uma medida de quanto a curva se curva, isto é, o quanto ela difere de uma reta. Para medir a taxa de
variagao da diregao da tangente através do vetor tangente a curva, é necessario que o comprimento do vetor
tangente seja sempre o mesmo (caso contririo, estariamos medindo também a variagdo do comprimento
do vetor; por exemplo, « (t) = pg + t3V é uma parametrizagao de uma reta com velocidade varigvel, logo
o’ # 0, apesar do vetor tangente da reta nunca mudar de dire¢ao). Por este motivo, para definir a curvatura
precisamos que a curva esteja parametrizada por comprimento de arco, de modo que o vetor tangente tenha
sempre comprimento igual a 1.

1.25 Definicao. Seja o : I — R™, n > 3, uma curva parametrizada por comprimento de arco. Denotando
o vetor tangente unitdrio a curva no ponto « (s) por

T(s)=d(s), (1.1)
definimos a curvatura de « no ponto « (s) por

k(s) =T ()] (1.2)
O

Em outras palavras,
K (s) = [l ()],

isto é, a curvatura mede a aceleragao de uma particula que percorre a trajetoria da curva com velocidade
unitaria. No caso especial n = 2 podemos definir o conceito de curvatura com sinal, como veremos daqui a
pouco.

1.26 Proposicao. Seja o : I — R™ uma curva parametrizada por comprimento de arco. Entdo o vetor
T’ (s) € ortogonal ao vetor tangente T (s), isto é,

(T (s),T"(s)) =0 (1.3)
para todo s.

Prova: Derivando

obtemos
2(T"(s),T(s)) =0.

|
Observe que o vetor T/ em um ponto aponta para a dire¢do em que a curva estd se curvando naquele ponto.
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T’ T’

08 curva-se mais que «

Dentre as infinitas dire¢des possiveis para vetores ortogonais ao vetor tangente em R™, n > 3, escolhemos
privilegiar a diregdo do vetor T” (s). Em R?, onde existem apenas duas possibilidades distintas, escolhemos
a diregao compativel com a orientagao da base canonica.

1.27 Definigdo. Seja o : I — R™ uma curva parametrizada por comprimento de arco. Se «(s) # 0,
definimos o vetor normal principal N (s) & curva « no ponto « (s) da seguinte forma:
(i) Sen >3
T’ (s)
N(s)= ——. (1.4)
177 (s)l

(ii) Se n = 2, escrevendo em coordenadas

de modo que

definimos
N(s) = (~y'(s),2" (5)). (1.5)
O

O vetor normal principal é o vetor unitdrio na diregdo de T” (s) no caso n > 3, ou seja,

a// (S)

A

No caso n = 2 escolhemos N (s) de tal forma que {T (s), N (s)} é uma base ortonormal que tem a mesma
orientacdo da base candnica do plano R2, isto é,

N (s)

det _Zl (s) z; Ez; = [3;’ (S)]2 n [y/ (S)]Q _ HT(S)H2 — 11
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A outra unica escolha possivel para N (s), o vetor (y' (s), —z’ (s)), implicaria em uma base ortonormal com a
orientagao oposta a orientagao da base candénica do plano. Em R™, n > 3, existem infinitas escolhas possiveis
para N (s) e nenhuma delas fixa uma orientacao. Portanto em R? podemos definir o conceito de curvatura
com sinal: como T’ (s) é ortogonal ao vetor tangente T (s), segue que ele é um miiltiplo escalar do vetor
normal principal N (s); definimos este multiplo escalar como sendo a curvatura da curva no ponto « (s).

1.28 Definigao. Seja o : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco. Definimos a
curvatura com sinal de a no ponto « (s) por

T' (s) =k (s) N (s). (1.6)
O
Em outras palavras,
k(s) = (T"(s),N (s)). (1.7)
Note que
k()] = IT" (s)II - (1.8)

A curvatura com sinal d4 mais informacdo geométrica para curvas planas em R? do que obteriamos se
usassemos simplesmente a Definicao 1.25: quando a curvatura é positiva, a curva estd se curvando para a
esquerda (vetor 7" no mesmo sentido que N), enquanto que quando a curvatura é negativa, a curva esté se
curvando para a direita (vetor 7" no sentido oposto a N; veja o Exemplo 1.32 a seguir para uma ilustracao
concreta no caso do circulo).

T N N T

Curvatura Positiva Curvatura Negativa

1.29 Proposicao. Seja o : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco. Se

entao
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Prova: A primeira formula segue de
|kl =177 = I(z", y")
e a segunda férmula de
K = <T/,N> — <(m//,y//) , (_y/,x/)> — _x//y/ + yl/x/.

|

E extremamente 1til ter férmulas para o vetor tangente, o vetor normal e a curvatura, para curvas
parametrizadas por um parametro arbitrario que nao o comprimento de arco, ji que, como observado an-
teriormente, nem sempre é ficil ou analiticamente possivel reparametrizar uma curva por comprimento de
arco, pois para isso é necessario encontrar a inversa de uma funcéo (a inversa da func¢do comprimento de
arco). Abaixo fazemos isso para curvas em R?; o resultado correspondente para curvas em R3 é dado na
Proposigao 1.72.

1.30 Proposicao. Seja o : I — R? uma curva parametrizada por um parametro qualquer. Se

a(t)=(z(t),y (),

entao
Ty = T OVO) (1.1)
(I @F + 1y 1)
(lo 07 + v (00)
w(ty = YOy 2" (1) (1.13)

(1 @+ o)

Prova: As primeiras duas formulas seguem imediatamente das definigoes de vetor tangente unitario e vetor
normal unitdrio. Para obter a férmula para a curvatura, seja 5 (s (t)) = a () uma reparametrizacao de «
por comprimento de arco (ou seja, 3 = a0 s~1). Pela definicio da curvatura, temos

k(1) =k (s(t) = (T" (s (1)), N (s (1)) = (8" (s (1)), N (s (1)) -

Pela regra da cadeia temos
o! (1) = B (s (1) ' (t) = B (5 (1)) o’ D],
o ()= " (s 0) [ O + 5 (s (1)) 0
(o (1),0” (1)),

= 8" (s o 2 o (t).
=p"(s@®) " Ol + o (O (t)

de modo que

B (s (1) =

- o ().

a”(t) (@), (1)) ,
o’ (21 o’ (81"

Portanto,

S G
Q
~
=<|~
~—
[\v]
—~
~
I
—~
~
~—
'~
N
—~
~—
~—
—~
|
<
~
—~
~
~
8
~
—~
~
~
~—
~——"
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1.3.2 Exemplos
1.31 Exemplo (Curvatura da Reta). Se
a(t) = (zo + vit,yo + vat)

é uma reta em R2, segue de (1.13) que x = 0. O resultado também vale para retas em R™ e de fato caracteriza
as retas, no sentido de que as curvas com curvatura nula sao retas (Proposi¢ao 1.38). O

1.32 Exemplo (Curvatura do Circulo). Se
a(t) = (o + Rcost,yo + Rsent)

é um circulo de raio R, de modo que

o' (t) = R(—sent,cost),
" (t) = R(—cost,—sent),
lo’ ()] = R,

segue de (1.13) que
R? |(—sent)? 4 (— cost)? 1
t) = _ 1

Portanto, o circulo tem curvatura constante e de fato isso caracteriza os circulos, como veremos mais adiante
(Proposigao 1.38). Vemos também que quanto maior é o seu raio, menor é a sua curvatura. De fato, quando
R — o0, a curvatura tende a zero, de modo que neste sentido o circulo aproxima-se de uma reta.

Observe agora que se usarmos a parametrizacao com orientacao reversa para o circulo

B(t) = (g + Rcost,yo — Rsent),

(isto é, na parametrizagdo anterior um ponto percorre o circulo no sentido antihordrio, enquanto que nesta
parametrizagdo um ponto percorre o circulo no sentido horério), de modo que

B (t) = R(—sent,—cost),
B" (t) = R(—cost,sent),
18" @) = R,
segue de (1.13) que
R? [— sen?t — cos? t] 1

k(t) = 3 =-%

Este exemplo mostra que o sinal da curvatura nao é uma caracteristica intrinseca da curva, pois depende
da parametrizacao. Além disso, o sinal da curvatura ndo é um invariante geométrico, como veremos (Lema
1.63). O

1.33 Exemplo (Curvatura da Pardbola). Se

é a parabola y = 22, de modo que

lo’ ()l = V1 + 482,
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segue de (1.13) que
2

(1+4¢2)3/%

Quando t — o0, temos « (t) — 0 e a pardbola aproxima-se de uma reta. O

k(t) =

1.34 Exemplo (Curvatura da Elipse). Se
a(t) = (xo + acost,yo + bsent),
é uma elipse, de modo que

o (t) = (—asent,bcost),

o (t) = (—acost,—bsent),

o’ (t)]| = Va2 sen?t + b2 cos? ,

segue de (1.13) que
ab (sen t? + cos t2) ab

K (t = =
(a%sen?t + b% cos? t)

(a? sen? t + b2 cos? t)3/2 3/2°

Quando ab — 00 (o que ocorre quando a,b — oo ou mesmo quando um destes dois coeficientes é fixado e
o outro tende a c0) a curvatura tende a zero, aproximando-se de uma reta. [

1.35 Exemplo (Curvatura da Hipérbole). Se
a(t) = (xo + acosht,yg + bsenht),
é um ramo de hipérbole, de modo que

o' (t) = (asenht,bcosht),
o (t) = (acosht,bsenht),

o/ (¢)]| = Va2 senh? t + b2 cosh®t,

segue de (1.13) que
(1) = ab (senh2 t — cosh? t) _ ab
(a2 senh?t + b2 cosh? ¢

(a2 senh? t + b2 cosh? t) 3/2 )3/2 .

Quando t — o0, temos « (t) — 0 e a curva se aproxima de uma reta. [

1.36 Exemplo (Curvatura da Hélice Circular). Se

S S k
a(t) = | Rcos ———, Rsen , s,
) ( VR? + k? VR? + k2 V/R? + k2 )

é uma parametrizacao por comprimento de arco da hélice circular, temos

1 S S
T(s) = ——— | —Rsen ——=, Rcos —,k |,
(s) \/R2+k2< VR? + k2 VR? 4 k2 )
R s S
Q) —
T(S)__R2+k2 <COS\/R2+I€27S€H\/R2+I€2,O>’

de modo que
R

R? + k2
Portanto, a hélice circular também tem curvatura constante. Note que a curvatura da hélice circular é menor
que a curvatura do circulo de raio R. O

k(s) =T (s)] =
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1.3.3 Férmulas de Frenet para Curvas Planas

1.37 Proposicao (Férmulas de Frenet para Curvas Planas). Seja « : I — R™ uma curva parametrizada
por comprimento de arco com k # 0. Entdo

T' (s) = k(s) N (s), (1.14)
Se n =2 temos
N'(s)=—r(s)T(s). (1.15)

Prova: A primeira formula € a defini¢cdo de curvatura no caso n = 2 e no caso n > 3 seque da definicao de
curvatura e vetor normal:
T' () = |7 ($)| oy o = )V (5
177 (s)l
A segunda férmula também vale para curvas planas em R? (veja as Proposicoes 1.71 e 1.72), mas no momento
daremos uma demonstracao vélida apenas para curvas em R?. Como

2
(N,N) = [[N[]" = 1,

segue que
(N,N") =0,

ou seja, N’ é ortogonal a N e portanto (em R?) estd na direcdo de T, ou seja,

N' = (N'.T)T.
Da definicao de N temos que
N'(s) = (=y" (s),2" (5)) (1.16)
de modo que
<N’,T> _ —x’y” +y/x// - k.

|
O préximo resultado mostra que a curvatura de fato mede o quanto uma curva deixa de ser uma reta.
1.38 Proposicao. Uma curva € uma reta se e somente se k = 0.

. . 1
Uma curva em R? estd contida em um circulo de raio R se e somente se |k| = B

Prova: Se o : I — R™ é uma reta parametrizada por comprimento de arco, entao

a(s) =po+ sv
com |[v]] = 1. Logo,
1 — 07
donde
K = 0.

Reciprocamente, s = 0 implica o/ = 0; integrando, obtemos « (s) = pg + sv.
Se a : I — R™ é uma curva parametrizada por comprimento de arco tal que « (I) estd contida em um
circulo de centro pg e raio R, entao

(o (s) = po, a (s) — po) = [l (s) — pol” = B2

Derivando esta expressao obtemos
(o' (s),a(s) —po) = 0;
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em particular, « (s) —pg estd na diregio de N (s), que é a diregao de o’ (s). Derivando mais uma vez obtemos

(@ (s),a(s) —po) = — (' (5), 0 (5)) = — ||/ (s)]|” = —1.

Concluimos que
lo” (s)[Hlex (s) = poll =1,

donde 1 )
sl =lla" ()l = 75— = 5
ec(s) =poll R
1
Reciprocamente, suponha que x = = (a demonstragdo para k = —1/R é andloga). Counsidere a fungao

vetorial f : I — R? definida por
f(s)=a(s)+ RN (s).

Pelas formulas de Frenet temos
f'(8)=T(s)— Rx(s)T (s) =0,

logo f é uma fungao constante, digamos
f(s)=po
para algum ponto fixado py € R2. Segue entdo da definicdo de f que
la(s) = poll = R

1.4 Derivada em R"

1.4.1 Definicao

1.39 Definigao. Dizemos que uma aplicagao F : U C R™ — R", U aberto, é uma aplicacao diferenciavel
em z € U se existe uma transformagao linear L : R™ — R"™ tal que

F(x+h)=F(x)+ Lh+r(h)

com h
im T _
a0 |7

)

para todo h € R™ tal que z + h € U.
Se F' ¢ diferenciavel em todo ponto x € U, dizemos simplesmente que F' é uma aplicagao diferenciavel.
O

Observe que como todas as normas de R™ sdo equivalentes, ndo importa a norma usada na defini¢do acima.

1.40 Proposicao. Se F' ¢é diferencidvel em x, entdo existe uma unica transformagdo linear L tal que
F(z+h)=F(x)+ Lh+r7(h)

com
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Prova: Para todo ¢ tal que |t| é suficientemente pequeno, podemos escrever

F(z+te;) =F(x)+ L(te;) +r(te;)
= F(x)+tLe; + 1 (te;).

Segue que
Le,— F(x+te) —F(z) r(te)
t t
_ Fz+te) —F(z) r(te)
t [teill

Portanto, tomando o limite de ambos os lados da equacao quando ¢ — 0, concluimos que

F (z+te;) — F (x)
; .

Le; = lim
t—0

O limite no lado direito depende apenas de F' e como uma transformagao linear é unicamente determinada
pelos valores que ela toma nos vetores da base, segue que L é tinica. B

1.41 Definigao. Se F': U C R™ — R"™, U aberto, é diferenciavel no ponto x € U, a unica transformacao
linear L : R™ — R" tal que
F(x+h)=F(x)+ Lh+r(h)
com )
.r
o Tl

é chamada a derivada (ou diferencial) de F' em z, denotada por
dF,.
O

1.42 Definigao. Seja F : U C R™ — R", U aberto, uma aplicacao. A derivada parcial de F em = com
relagao a variavel x; é o limite

OF . F(x+te;)— F(x)
x) = lim .
ox; t—0 t
quando ele existir.
Mais geralmente, dado um vetor v € R™, a derivada direcional de F' em = na direcao v é o limite
OF F(z+tv) — F(x)

30 @) =l :

quando ele existir. [
1.43 Proposigao. Se F ¢ diferencidvel em x, entao

4F (e) = 5o (@)

_OF
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Prova: O primeiro fato segue da demonstracao da Proposigao 1.40 e o segundo pelo mesmo argumento. W
Segue que a matriz da diferencial dF,, em relagao a base canonica de R™ é

oF oF

dF, = | — e —
e (z) Er (z)

e em relacao as bases candnicas de R™e R™ é
0Fy 0Fy
871»1 (m) - M (3?)
dF, = ; ; ,

JF, JF,
871»1 (,T) N axm (l‘)

ou seja
OF;
dF, = [ =— (2) ).
’ (5%' ( )>
Esta ultima é chamada a matriz jacobiana de F' no ponto x. Se denotarmos as funcoes coordenadas F' por
F(z1,....2m) = W1 (1, s Tm) ooy Yn (1, ., Tm))

a matriz jacobiana de F' é

oy oy

B, () ... B, (x)
aF;=| :

IYn OYn

871»1 (m) e axm (:I:)

1.44 Teorema. Seja F: U C R™ — R"™, U aberto, uma aplica¢do.
Se F' ¢ diferenciavel em x, entdo F € continua em x.
‘ - . or; . . o
Se as derivadas parciais das fung¢des coordenadas 671 existem e sdo continuas em x, entdo F € dife-
Ty

rencidvel em x.
Prova: Veja [Lima]. H

1.45 Exemplo (Curvas Diferencidveis e Vetor Tangente). Uma aplicacao diferencidvel o : I — R™ é
simplesmente uma curva diferencidvel. Sua derivada doy, : R — R™ em um ponto ¢y € I tem como matriz
jacobiana a matriz coluna

6011
5 (o) af (to)
doy, = = )
dan a,, (to)
ot (to)

que age em vetores t de R através de multiplicagao por escalar é identificada com o vetor
o (to) = ((a1) (to) -, (@™) (to)) -

oF - .
Observe que a derivada direcional — (x) de uma aplicacao F : U C R™ — R" é simplesmente o vetor
v
tangente & curva « : I — R"™ definida por
a(t)=F(x+ tv)

emt=0.0
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1.46 Exemplo (Vetor Gradiente). Uma aplicagdo diferencidvel F' : U C R™ — R tem como derivada
em cada ponto x um funcional linear dF, : R™ — R cuja matriz jacobiana é a matriz linha
oF OF

dF, = { 2 (@)

o (z) } .

0T,
Se definirmos o vetor gradiente de ' em x como sendo o vetor

VF (z) = <8F @),... 8F(x)>,

Oz " 0%,

a agao do funcional linear dF, em vetores v de R™ ¢ idéntica ao produto escalar do gradiente VF (z) com
v, isto é,

dF, (v) = (VF (x),v).
Ou seja, usamos o produto interno candnico de R™ para obter um isomorfismo entre o espaco dual (R™)" e
R™ e através dele identificar a derivada funcional linear dF, com o vetor gradiente VF (z). O

1.4.2 Propriedades

Derivadas parciais de ordem superior de uma aplicacao F': U C R™ — R"™, U aberto,
o0*F

0x;, ...0x;,

(),

onde o« = i1 + ...+ i é a ordem da derivada parcial, sdo definidas indutivamente da maneira ébvia.

1.47 Defini¢ao. Seja F': U C R™ — R"™, U aberto, uma aplicagao diferencidvel.
Dizemos que ela é uma aplicacao de classe C* se ela possui derivadas parciais continuas até ordem k.
Dizemos que ela é uma aplicagao de classe C'*° ou suave se ela possui derivadas parciais de todas as
ordens. [

1.48 Teorema (Regra da Cadeia). Sejam U C R™, V C R™ conjuntos abertos. Se F: U C R™ — R"
é diferencidvel em z, F(U) C V e G : V. C R* — RP ¢ diferencidvel em F (), entao a composta
GoF:U — RP € diferencidvel em = e

d(GOF)a: = dGF(x) Ode.

Prova: Veja [Lima]. B
Em particular, a matriz jacobiana da composta é o produto das matrizes jacobianas das funcoes G e F' nos
pontos apropriados:

8(G0F)1 8(GOF)1 0G1 8G1 8F1 8F1
O, (z) T or. (z) e (F(z) ... 9z, (F (z)) 92, (z) pr. (z)
8(Go:F)p 6(Go:F)p B oG, oG, : oF, oF,
@) e ) || @) GEEE) [ G gt )

Portanto,

de modo que, denotando

F(xlw'-vxm):(yl(xla"wxm)w"vyn(mlw"a‘rm))a

G(yla"'vyn):(zl (ylv"'vyn)a"'azp(yla"'7yn))a
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obtemos a familiar regra da cadeia

0z; "L 9z Oy
ox; ; dyr Oz

1.49 Corolario. Sejam U,V C R" conjuntos abertos. Se F : U — V € diferencidvel emz e F~1 : V — U
¢ diferencidvel em F (x), entdo

d(F7") iy = (@dF)

Prova: Segue da regra da cadeia aplicada a
FoF'=id
e do fato da derivada de aplicacao identidade ser a transformacao linear identidade. W

1.50 Definicao. Sejam U,V C R" conjuntos abertos. Uma aplicagdo F': U — V é um difeomorfismo de
classe C* se F' é um homeomorfismo (isto é, uma aplicacio bijetiva continua com inversa continua) que é
uma aplicacdo diferencidvel de classe C* e sua inversa também é uma aplicacio diferencidvel de classe C*.
O

Se F': U — V é um difeomorfismo, segue do corolédrio anterior que dF, é um isomorfismo. Localmente vale
a reciproca (Lema 3.16), que efetivamente é a maneira de determinar quando uma aplicagao diferencidvel é
um difeomorfismo.

1.5 Isometrias de R"

1.51 Definicao. Uma isometria de R” é uma aplicagao F : R™ — R"™ que preserva distancias, isto é,

IF(p) = F (9l = llp— 4l

para todos p,q € R™. U

O exemplo mais simples de isometria de R™ é uma translagao, isto é, uma aplicagao T : R® — R" definida
por
T(p)=p+c

para algum vetor fixo ¢ € R".

1.52 Proposicao. Se F,G sdo isometrias de R™, entao a sua composta F o G também é uma isometria de
R™.

Prova: Pois

[(FoG)(p) — (FoG) (@l =I[F(G(p)—F(G ()l
=[G (p) — G (9)|l
=llp—ql-

1.53 Definigao. Uma transformacao ortogonal é uma aplicagao linear F' : R® — R"™ que preserva o
produto interno, isto é,

(F(p),F(q)) = (p,a)
para todos p,q € R™. [

1.54 Proposicao. Transformagodes ortogonais sdo isometrias.
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Prova: Se F': R” — R"™ é uma transformacao ortogonal, entao
IF (p) = F (9)|I* = (F (p) = F (), F (p) — F (9))
=(F(p), F(p) —2(F(p),F(q) +(F(q),F (a))
= (p,p) —2(p,q) + (0. 9)
={P-a.p—q
=lp—al®.
|

1.55 Lema. O produto interno pode ser obtido da norma através das formulas

1 2 2 2
w,w) = 5 (o +wl* = o] = )

(w,0) = 7 (o +wl* = o~ wl?).
Prova: Pois
lv + wl|* = [lo]* = [[w]® = (v + w, v+ w) — (v,v) = (w,w)
- <U,’U> +2 <U,U)> + <w7w> - <U7U> - <w7w>
=2 (v, w)
v+ wlf* = [lv = w]|* = (v +w,v + w) = (v —w,v—w)
= (v,v) + 2 (v, w) + (w,w) — [(v,v) — 2 (v, w) + (W, w)]
=4 (v, w)

1.56 Proposicdo. Isometrias F : R — R™ tais que F (0) = 0 sdo transformagées ortogonais.

Prova: Passo 1. |F (p)|| = ||p|| para todo p € R™.
Pois
IE () = IF (p) = F ()] = [l]p — 0l = [Ip]l -
Passo 2. F preserva o produto interno.
Pois

(F ), F @) =5 (IF @) - F @I = IF®I° - IF @)

2 2 2
(o = all* = Ipll* ~ llall*)

= (p,q)-

N = N =

Passo 3. F' € linear.
Para todos p,q € R™ e para todos «, 5 € R temos

|F (ap + Bq) — aF (p) — BF (q)|*

= (F (ap+ Bq) — aF (p) — BF (q) , F (ap + Bq) — oF (p) — BF (q))

= (F (ap+ Bq), F (ap + Bq)) — 2a(F (ap + Bq) , F (p)) — 2B (F (ap + Bq) , F' (q))
+a?(F (p),F (p)) + B (F(q),F(q)+ B*(F(q),F (q))

= (ap + Bq, ap + Bq) — 2a {ap + Bq,p) — 28 {ap + Bq,q) + o* (p,p) + aB{(q,q) + B (¢, q)

= [lap + Bg — ap — Bq|)?
— ()’

25
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logo
F(ap+ Bq) = aF (p) + BF (q) -
[

1.57 Teorema. Se F : R" — R" € uma isometria, entdo existe uma unica transformacao ortogonal L e
uma unica translacao T tais que
F=TolL.

Prova: (Existéncia) Seja T : R — R™ a translagio
T(p)=p+F(0).
Entdo T~ ' o F : R® — R” é uma isometria tal que
(T~ o F) (0)=T""(F(0)) = F(0) — F(0) =0,

de modo que pelo resultado anterior
L:=T'oF

é uma transformacgao ortogonal.
(Unicidade) Se Ly, Ly sao transformagoes ortogonais e T, Ty sdo translagoes tais que

F:TIOLl :T‘QOLQ7

entao
LioLy' =T o Ty

Em particular, 75! o Ty é uma aplicacio linear e como aplicacoes lineares deixam o vetor nulo fixo, segue
) 1 9
que Tfl o T, é a translacao nula, isto é, a identidade. Logo,

Tt oTy =id = T} = Ty,
LioLy' =id = L, = L.
[ |

1.58 Corolario. Se F': R™ — R" é uma isometria com F' =T oL, onde L é uma transformag¢ao ortogonal
e T € uma translagao, entao
dF, = L.
Em particular, F ¢ diferencidvel de classe C*°, sua derivada € uma transformacgao ortogonal e
(dFp (v),dF}, (w)) = (v,w)
para todos v,w € R™.

Prova: Note que a derivada de uma transformacao linear é ela prépria e a derivada de uma translacdo é a
identidade. Dai, pela regra da cadeia,

dF, =d(T o L)p =dTp)odL, =idoL = L.
|
1.59 Teorema. Sejam pg,qo € R" e

31:{61,...76n}7
By ={f1,---, fu}

bases ortonormais de R™. Entdo eriste uma tunica isometria F : R" — R"™ tal que

F (po) = qo

dF, (e;) = fi para todo i.
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Prova: Sejam L : R" — R"™ a unica aplicagao linear tal que
L(e;) = f; para todo i
e T :R™ — R™ a translagao tal que T (L (pg)) = qo, ou seja,

T (p) =p+ (g0 — L (po))-

Pelo Teorema 1.57 e pelo corolario anterior F' = T o L é a tunica isometria que satisfaz as condicoes do
enunciado.

1.60 Definigao. Dizemos que duas bases de R™

‘Blz{ela"'aen} € 'BZZ{flv"'7fn}

tem a mesma orientacao se
sign (det [ey ...ey,]) = sign (det [f1 ... fn]).

Dizemos que uma isometria F': R” — R"™ preserva orientagao se

{e1,...,en}

{dF,(e1),...,dF, (en)}

tem a mesma orientagdo para toda base {e1,...,e,} de R®. Caso contrério, dizemos que F reverte ori-
entagao. [

Como isometrias levam bases ortonormais em bases ortonormais, uma isometria preservar orientacao é equi-

valente a exigir que
det [dF}, (e1)...dF, (ey)] = det[e1 ... eyp]

para toda base ortonormal {e1,...,e,} de R". Note que uma isometria em R? preserva orientacio se e
somente se

(dF), (e1) x dF), (e2) ,dF), (e3)) = (e1 X ez, e3)
para toda base ortonormal {ej, es.e3} de R™.
1.61 Proposicao. Se L é uma transformagao ortogonal, entdo
Lt=1r"

Em particular,
det L = +1.

Portanto, L preserva orientacao se e somente se
det L =1.

Prova: Seja
B={e1,...,en}

a base canonica de R™. Escreva a matriz de L em relagao a B no formato em colunas

0 que é equivalente a
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Entao a matriz de L™ em relacao & B no formato em linhas é
Ly
LT=1 :
Ly

Por defini¢ao do produto matricial e pelo fato que L preserva o produto interno, temos

(LTL) = <Li;Lj> = <L€7;7L€j> = <ei7€j> = 5@‘,

©j

isto é,
LLT =id.

Dai,
1 = det (id) = det (LLT) = det Ldet (LT) = (det L) (det L) = (det L),

donde det L = +1. W

1.6 Teorema Fundamental das Curvas no Plano

1.62 Definigao. Dizemos que duas curvas «, 5 : I — R™ sao congruentes se existe uma isometria F' de
R™ tal que o« = F (3). O

1.63 Lema. Curvas congruentes em R™, n > 3, possuem a mesma curvatura.
Em R2, curvas congruentes por uma isometria que preserva orientacdo possuem o mesma curvatura; cur-
vas congruentes por uma isometria que reverte orientacdao possuem curvatura iguais, mas de sinais opostos.

Prova: Sejam «, 8 : I — R™ curvas congruentes e F' uma isometria de R™ tal que a = F (). Pela regra
da cadeia e pela caracterizagao das isometrias de R,

o (t) = dFg B (t) = LB (1),
onde L é uma transformacao ortogonal, donde

la” @) = 118" (D)1

Portanto, uma reparametrizagao de 8 por comprimento de arco também implicard em uma reparametrizacao
de a por comprimento de arco. Assim, sem perda de generalidade, podemos assumir que as duas curvas
estao parametrizadas por comprimento de arco, de modo que

1T ()l = lle” ()| = 18" (s)]l = 1 Ts (s)]| = 1
para todo s. Além disso, derivando
To(s)=0a'(s) = LB (s) = LTp (s),

obtemos
T, (s) = LT (s),
donde
175 ()l = {75 ()|
o que implica, se n > 3,
Ko (s) = kg (s).
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No caso n = 2, se F preserva orientagao, entao
Ko = (Th, Ny) = <LT[§,LNg> = <Té,N5> = Kg.
Se F reverte orientacdo, entao
tia = (T}, No) = (LTj, —LNg) = — (T}, Ng) = —rp.

|

No caso de curvas em R? vale a reciproca: duas curvas que possuem a mesmna curvatura sao congruentes.
Mais que isso, curvas parametrizadas por comprimento de arco que possuem os mesmos ponto inicial, vetor
tangente inicial e curvatura sao idénticas.

1.64 Teorema. Dados uma funcdo continua k: I — R, um ponto p € R? e um vetor unitdrio v € R?, e
fizado sg € I, existe uma unica curva continuamente diferencidvel parametrizada por comprimento de arco
a: I — R? tal que a curvatura de a é K, a(sg) =p e o' (sg) = v.

Duas curvas a, B : I — R? que possuem a mesma curvatura sio congruentes.

Prova: Observe que qualquer curva parametrizada por comprimento de arco o : I — R? a(s) =
(z (s),y(s)), satisfaz pela primeira equagio de Frenet T/ = kN
(x//7y//) — Ii(—y/,{L‘l) ,
isto é, as funcodes x, y satisfazem o sistema de equacoes diferenciais ordindrias lineares de segunda ordem
! = _,%y/7
y' = ka'.
Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade para Equagoes Diferenciais Ordinarias Lineares, dados uma funcao

continua x : I — R, um ponto p = (z0,y0) € R? e um vetor v = (vy,v3) € R?, existe uma tinica solugao
continuamente diferencidvel o : I — R? para o sistema acima satisfazendo

(33 (80) Y (SO)) = (330, yo) 3

(2" (s0) 9/ (s0)) = (v1,02).
No caso de curvas no plano, a solucao para este sistema pode ser obtida de maneira explicita por integragao
simples, mostrando além disso de um modo mais simples que esta solugao é parametrizada por comprimento

de arco (compare a demonstragdo dada aqui com a demonstragao do Teorema Fundamental das Curvas no
Espago (Teorema 1.76)). De fato, seja pg = (xo,yo). Defina uma funcéo 6 : I — R por

9(3):9()+A:m(s) ds

onde v = (cosfp,senfp), e uma curva a : I — R?, o (s) = (z (s),y(s)), por

Como
o (s) = (2" (s),y (s)) = (cosB(s),send (s)),
segue que
o’ (s9) = (cosf (sg),senf (sg)) = (cos B, senby) = v



Rodney Josué Biezuner 30

lla’ ()l = 1,

para todo s, ou seja, « é uma curva parametrizada por comprimento de arco; em particular, T (s) = o’ (s).
Logo,
N (s) = (—senf(s),cos0(s)),

de modo que
N’ (5) = (—cosf(s)0 (s),—send (s)0 (s))
= —k(s)(cosO(s),send(s))
=—k(s)T (s)
e portanto « tem curvatura x. A unicidade desta solugao estd garantida pelo teorema de unicidade de
solugbes para equagoes diferenciais ordindarias lineares considerado acima.

Para terminar a demonstracdo do teorema, sejam o, 3 : I — R? duas curvas que possuem a mesma
curvatura. Seja F' uma isometria do plano tal que

(F 0 ) (s0) = F (B (s0)) = (s0),
(FoB) (s0) = dFp(s)8' (s0) = o' (50),
Como a curvatura é invariante por isometria, a curva §(s) = (F o f8)(s) é uma curva parametrizada por

comprimento de arco com a mesma curvatura que (3, e portanto com a mesma curvatura que «, que possui
os mesmos pontos inicial e vetor tangente, logo pelo resultado anterior é . H

1.7 Torgao e Triedro de Frenet
1.7.1 Definicao

Curvas espaciais ndao podem ser caracterizadas apenas pela curvatura. Além da mudanca de direcao do vetor
tangente, o plano formado pelos vetores tangente e normal também muda de direcao. Para medir a mudancga
na diregao deste plano consideramos o vetor normal a este plano:

1.65 Definigao. Seja o : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco. Definimos o vetor
binormal & curva no ponto « (s) por
B(s)=T(s) x N(s). (1.17)

Desta forma, os vetores T, N, B formam um referencial ortonormal em R3, chamado o triedro de Frenet.
|

Segue imediatamente que

T(s)=N(s)x B(s), (1.18)
N (s)=B(s) xT(s). (1.19)

1.66 Lema (Regra do Produto para o Produto Vetorial). Sejam V,W : I — R3 func¢oes vetoriais dife-
rencidveis e considere a funcdo vetorial F : I — R3 definida por

F(t)=V(t)x W(1).

Entao
Frit)y=V"{t)yxW#t)+V () x W (t).
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Prova: Escrevendo as fungoes V e W em coordenadas como
Vit) =M (t),Va(t),Vs(t)),
W (t) = (Wi (1), W2 (t), W5 (1)) ,
temos
i J k
V) xWit)=| Vi(t) Va(t) Vz(t)
Wi(t) Wal(t) Ws(t)
= (V2 (t) Ws (t) = Vs () W2 (2), V3 (t) W (£) — Vi (£) Wa (£), Vi () Wa () — Va (£) Wi () -
Logo, pela regra do produto temos
F' = (VyWs + VaWy — ViWa — VaWh, VAW, + VaW| — V{Ws — ViWy, ViWa + ViWS — Va Wy — Vo W)
= (VoWs — VsWa, VaWh — VIW3, ViWa — VaWh) + (VoW — VaW3, VaWy = Vi, ViW; — Vo)
=V xW4+VxW.
|

1.67 Proposicao. Seja o : I — R® uma curva parametrizada por comprimento de arco. O vetor B’ (s) é
ortogonal ao vetor tangente T (s) e ao vetor binormal B (s), isto é€,

(T (s), B (5)) =0, (1.20)
(B (s),B'(s)) =0, (1.21)
para todo s. Em particular, o vetor B’ (s) € paralelo ao vetor normal N (s).
Prova: Pela regra do produto para o produto vetorial, temos
B'(s) =T (s) x N(s) +T (s) x N'(s)
=k (s)N (5) x N(s) +T (s) x N'(s)
=T (s)x N'(s),
de modo que B’ (s) L T (s). Além disso, como
(B(s),B(s) = B(s)|* =1,
segue da regra do produto para o produto escalar que
(B(s),B'(s)) =0.

|
Em vista do resultado anterior, definimos o conceito de tor¢ao, que mede o quanto uma curva deixa de ser
plana:

1.68 Definicdo. Seja o : I — R3 uma curva parametrizada por comprimento de arco. Definimos a tor¢ao
de « no ponto « (s) por

B’ (s)=7(s)N(s). (1.22)
O
Em outras palavras,
7(s) = (B'(s),N (s)). (1.23)
Observe que
I ()l = 1I1B" (s)]l, (1.24)

mas a torgao pode ser positiva, negativa ou nula.
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1.69 Exemplo (Tor¢ao da Hélice Circular). Se

a(s) = (Rcoss Rsen i K s)
a VRZ k2 VRZ k2 VRZ k2

é uma parametrizagao por comprimento de arco da hélice circular, temos

T(s)= _ (—Rsen i , Rcos 5 ,k:) ,
VIR? + k2 VR? + k2 VR? + k2
T (s) — R s S 0
e U vmEre T e )
T (s) ( s s >
N(s)= ——— = | —cos , —sen ,0,
e N AN

1

S S
B(S) :T(S) XN(S) = \/RQi_i_k.? (ksenm,—kcosm,—]{),

k s s
(g) =
B'(s) = I (cos \/R2+k2,sen \/R2+k2,0>7

de modo que
k
R2 + k2 :

Portanto, a hélice circular padrao tem torgao positiva se k < 0 e negativa se k > 0; por este motivo, alguns
autores preferem definir a tor¢ao com o sinal oposto da Definicao 1.22: pela regra do parafuso, a hélice
circular com k > 0 tem “orientacao” positiva. Por outro lado, da mesma forma que o sinal da curvatura
nao é um invariante geométrico (Lema 1.63), o sinal da torgdo também ndo é um invariante geométrico
(Lema 1.75): a hélice circular com k positivo é a imagem por uma reflexdo da hélice circular com o mesmo
k negativo. Diferentemente da curvatura, no entanto, a torgao independe da parametrizagio da curva (veja
Proposigao 1.70 a seguir). O

7(s) = (B'(s), N (s)) =

1.70 Proposicao. O sinal da curvatura ndo € uma propriedade intrinseca das curvas em R2.
O sinal da tor¢do é uma propriedade intrinseca das curvas em R3.

Prova: Se «(s) é uma parametrizagdo por comprimento de arco de uma curva, entdo todas as parame-
trizagoes por comprimento de arco da curva sdo da forma

a(£s+c)

onde ¢ é uma constante. A escolha da constante ¢ equivale a mudar o ponto inicial, enquanto que a mudanga
do sinal do pardmetro s, « (s) ou a(—s), equivale a mudar o sentido de percorrer a curva. Enquanto que
em R? mudar o sentido de percorrer a curva muda o sinal da curvatura, em R? a torcio continua a mesma.

De fato, seja o : I — R? uma parametrizacio por comprimento de arco e considere a reparametrizacio
da mesma curva por comprimento de arco 3 : J — R? definida por

B(s)=a(-s+0).

Temos
Ts(s)=p0"(s)=—a' (=s+¢) =T, (—-s+c).

Portanto, para preservar a orientacdo positiva da base ortonormal {7, N} na defini¢do do vetor normal
principal em R2, temos necessariamente

Ng(s) =—Ny(—s+c).
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Além disso, derivando a expressao acima pela regra da cadeia obtemos
Ts(s) =T, (=s+c).

Segue que
kg (s) = <T[§ (s),Ng (5)> =(T! (—=s+¢c),—Ny(=s5+¢)) = =Ko (—s+c).

Agora seja o : I — R? uma parametrizacido por comprimento de arco e considere a reparametrizacio
da mesma curva por comprimento de arco 3 : J — R? definida por

B(s)=a(-s+c).

Entao, como acima,

Dai,
LT Ti(estd _

W gy G T Tt ar M

Bg(s) =T (s) x Ng(s) = —To(—s+c¢c) X No(—s+c¢c) = —By (—s+¢),

Bj (s) = By (=s +¢)
Logo,

75 (s) = (Bj (s),Ng (s)) = (B, (=s +¢), Na (=5 +¢)) = 7a (=5 + ).

]

1.7.2 Férmulas de Frenet para Curvas Espaciais

1.71 Proposigao (Férmulas de Frenet para Curvas Espaciais). Seja o : I — R® uma curva parametrizada
por comprimento de arco tal que k nunca se anula. Entao

T (s) =k (s)N (s), (1.25)
N'(s)=—k(s)T(s) —7(s)B(s), (1.26)
B'(s) =7(s) N (s). (1.27)

Prova: A demonstracido da primeira férmula ja foi vista e a terceira férmula é a definicao de torcao. Para
provar a segunda férmula, usando a regra do produto para o produto vetorial obtemos

N'(s)=B'(s) xT(s)+ B(s) xT' (s),
de modo que aplicando as primeira e terceira férmulas obtemos
N'(s) =7 () [N (s) x T (s)] + £ (s) [B (s) x N (s)]
=—7(s)B(s)—k(s)T(s).

[ ]
As férmulas de Frenet mostram de que forma os vetores T, N’, B’ se escrevem como combinagoes lineares
dos vetores T, N, B do triedro de Frenet:

T' = kN,
N' = —xkT — 1B, (1.28)
B’ =71N.

O proéximo resultado mostra como a tor¢ao mede o quanto uma curva deixa de ser plana.
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1.72 Proposicao. Uma curva € plana se e somente se T = 0.

Prova: Se a : I — R? é uma curva parametrizada por comprimento de arco plana, entdo a sua imagem
a (I) estd contida em um plano de R3. Seja V um vetor ortogonal a este plano. Fixado sq € I, temos

(a(s) —a(sg),V)=0
para todo s. Derivando obtemos
(@ (s),V) =0,
<O/l (5) ) V> =0,

ou seja, V' é ortogonal aos vetores T (s) e N (s) para todo s. Isso implica que a dire¢do de B (s) = T (s) x N (s)
é constante. Como sua norma também é constante igual a 1, segue que B é um vetor constante; em particular,

B’ (s)=0

para todo s e portanto 7 = 0.
Reciprocamente, se o : I — R? é uma curva parametrizada por comprimento de arco com torcio nula,
entao

para todo s, donde
B(s)=B

para algum vetor B € R3. Afirmamos que « estd contida em um plano ortogonal a B. De fato, fixando
so € I, considere a funcao

f(s) = (a(s) —a(s0),B).

Temos

f (SO) = Oa
logo f é a fungdo constante identicamente nula, o que implica que o vetor a (s) —a (sg) é ortogonal a B para

todo s, logo a (s) estd no plano ortogonal a B que contém o ponto a (sg). B

1.7.3 Calculo da Curvatura e Torcao para Parametrizagoes Arbitrarias
1.73 Proposicao. Seja o : I — R® uma curva parametrizada por um parametro t. Entdo
e’ () x a” 0]

I IOT

(@ (t),a’ (1) x o™ (1))
lo () > " ()]

K (1) (1.29)

() = (1.30)

Prova: Seja 3 :.J — R? uma reparametrizacio de a por comprimento de arco, isto &,

a(t)=p5(s(t).

Calculo da Curvatura. Por definigao,

k(1) = (s (t) = (18" (s ()]l
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Como
s'(t) = llo/ DI,

segue da regra da cadeia que

o (t) =B (s)s' (t) = [l (O B (s),

o’ (t) = " (s) s ()] + B (s) 8" (1)

= [lo’ (®)II* B (s) + 5" (1) B' (s).

Logo,

o/ (8) x o (8) = [’ (®)]* B' () x B” ().
Como (B (s), 8" (s)) =0 e |8 (s)]| =1, segue que

lo/ (£) x o ()] = o’ @) 18" ()]
donde
lo (&) x a” ()]
lo @)

18" (s @)l =

Calculo da Torcao. Por definigao,

Temos

De (1.31) e (1.32) obtemos

N0
PO = 1w
B (5) = —— [a (1) — 5" (t) B (5)]
I @
_ 1 "y s” (1) o
wor® Y et
Como
s (1) = (o (t), 0’ (1)"?,
e (o ()0 (1)
v (d(t),a" (t
SO =@
logo )
o ) = L O 0" (0~ @' @) )/ ()

la” ()"

35

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)
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Usando (1.33), (1.34) e a férmula da curvatura obtida anteriormente, temos

1 7
s(t
R0
/[P fla/]* o = (@, a”) o/
||a/ X a//” Ha/H4
B ”a/”Q o' — <O/,Cv”> o

lo’|[ e x e

N(s(t) =

(§
B( (t)) o ||0/H20/’ . (o/,o/’) o
S =
[lo/]| e/ [ [e x|
o x o
<o

Para calcular B’ (s (t)), primeiramente derivamos a expressio para B (s (t)) usando a regra da cadeia, obtendo

_d o xd
Cdt ||’ x o)’

B'(s(t) s (t)

de modo que
1 d o xa”
= ol dt o x o

B’ (s (1))

Como
% [a/ X a//] — a// X a//+a/ % a///
— a/ X a///
e
d 1 d —-1/2
e~ @i e e
B <a/ X 0/170/ X a//l>
la x a”|?
segue que
B/( (t)) 1 a/ X a//l <a/ X a//’a/ X a///> a/ X a/l
S = _
e[| ] lle x o] o (8) x o (1))
Portanto,
T(t) = (B (s(t)), N (s (1))
1 O/ X a//l <a/ X a//’al X a”/> a/ X a// ||a/||2all _ <a/’a1/> al
le/|l \ fle” x a”|] o/ (t) x o’ @)° ][l x o
1 o % o ||0/||2a”
I/l \ lla’ > || [lo/| la” x o]
— 1 <OC/ X O/II a//>
lo x "] ’
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1.8 Teorema Fundamental das Curvas no Espaco

1.74 Lema. Se v,w € R? sdo vetores quaisquer e L : R? — R? ¢ uma transformagdo ortogonal, entdo

L(vxw) = Lv x Lw se L preserva orientacao,
| —Lvx Lw se L reverte orientacao.

Prova: Temos, para qualquer vetor u € R3,

(Lv x Lw,Lu) = det [ Lv Lw Lu |
:det(L[ vow U ])
=(detL)det[ v w wu ]
= (det L) (v X w,u)
= {(det L) v X w,u) .
Por outro lado,
(Lv x Lw, Lu) = (L™ (Lv x Lw) ,u).
Concluimos que
((det L) v x w,u) = (LT (Lv x Lw) ,u)
para todo vetor u € R?, donde
(det L)v x w = LT (Lv x Lw).
Em particular,

Lv x Lw = (det L) (LT)71 (v X w).

’ -1 . ~ .
Como L é ortogonal, (LT) =L e det L = +£1 se L preserva ou reverte orientagao, respectivamente. ll
Observe que da demonstragao fica claro que o resultado nao vale para uma transformacao linear arbitraria
A; neste caso temos

A(vx w) = (det A) ™" [(AT)‘1 vx (A7) w} .

1.75 Lema. Curvas congruentes em R possuem a mesma curvatura. Se elas sio congruentes por uma
isometria que preserva orientacao, entao elas possuem a mesma tor¢dao; se elas sao congruentes por uma
isometria que reverte orientacdo, entdo elas possuem tor¢oes iguais, mas de sinais opostos.

Prova: A afirmacdo relativa & curvatura ja foi provada. Sejam o, : I — R? curvas congruentes e F'
uma isometria de R? tal que a = F (). J& vimos que podemos assumir que elas estdo parametrizadas por
comprimento de arco e que

T, (s) =o' (s) = dFp58' (s) = LB (s) = LTs (s),

donde
T (s) = LTg (s).

Pela primeira férmula de Frenet, como k., = kg, segue que
N, (s) =LNg(s).
Se F' preserva orientagao, entao pelo lema anterior
B, (8) = T4 (8) X Ny (s)
= LTB (S) X LNB (S)
= L(Tp (s) x Ng (s))
= LBs(s),
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donde, derivando,
Bl (s) = LB} (s)

To = (B, Ny) = <LB£3,LNB> = <B’ﬂ,N5> = 73.

Se F' reverte orientacao, entao pelo lema anterior

B, (s) =T () X Ny (5)
= LT (s) x LNj (s)
= =L (T (s) x Ns (s))
= —LBs (s),

BOé (S) = _LBﬁ (S)a

donde, derivando,
B!, (s) = —LBj(s)

Ta = <B&3Na> - <_LB/ﬁaLNﬁ> = — <B/5’NB> = —75.

|

A reciproca ndo é inteiramente vélida: duas curvas em R? que possuem a mesma curvatura, desde que
ela nunca se anule, e a mesma torgao em moédulo sao congruentes. Além disso, curvas parametrizadas por
comprimento de arco que possuem os mesmos ponto inicial, vetor tangente e vetor normal iniciais e as
mesmas curvatura positiva e tor¢ao, sao idénticas.

1.76 Teorema. Dadas funcées continuas k,7: I — R, k > 0, um ponto pyg € R? e vetores ortonormais
Vo, Wy € R3, e fizado sq € I, existe wma tinica curva continuamente diferencidvel parametrizada por com-
primento de arco o : I — R3 tal que a curvatura de o € Kk, a tor¢do de a é 7, a(sg) = po, & (s0) = Vo e
o (s0) = K (s0) Wo.

Duas curvas o, 3 : I — R3 que possuem a mesma curvatura k > 0 e tor¢do (a menos de sinal) sio
congruentes.

Prova: Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade para Equagoes Diferenciais Lineares, dadas fungoes continuas
k,7 : I — R e vetores ortonormais v, w € R3, existe uma tnica solucio continuamente diferencidvel

(T'(s), N (s),B(s))
para o sistema de equagoes diferenciais ordinarias lineares de primeira ordem

T' = kN,
N' = —xT — 7B, (1.35)
B’ =N,

satisfazendo as condigOes iniciais

T(So) = Vo,
N(So) = WQ,
B (80) = ‘/0 X Wo.

[Observe que como cada vetor tem 3 coordenadas, este sistema possui nove equagoes.] Para que esta solugao
corresponda ao triedro de Frenet de uma curva no espaco, é necessiario mostrar que o triedro solugao
(T'(s),N(s),B(s)) é ortonormal e B(s) = T (s) x N (s) para todo s (isto é, o triedro é positivamente
orientado).



Rodney Josué Biezuner 39

Para provar a ortonormalidade, observe que as fungoes

fi(s) =(T(s),T(s)),
fa(s) = (N (s),N(s)),
fs(s) = (B(s),B(s)),
fa(s) =(T'(s), N (s)),
f5(s) = (T (s),B(s)),
fo(s) = (N (s), B (),

construidas a partir das solugoes T (s), N (s), B (s) do sistema (1.35) satisfazem o sistema de equagoes
diferenciais ordindrias lineares de primeira ordem

1= 2k f4,
5 = —2kf4 — 27 f6,
b =21f
3 6

1.36
1 =kKfo—Kfi —Tfs, (1.36)
é: ﬁf6+7—f4a

fé =7fs—Kfs —Tf3,

com condigoes iniciais

f1(s0) = f2 (s0) = f3(s0)
fa(s0) = f5(s0) = fe (s0) =

Para ver isso, basta derivar as expressoes para f; e usar as férmulas de Frenet. Como o sistema (1.36) com
as condicOes iniciais dadas tem solucdo unica e as funcoes

S0 1)
S0 .

?1(5):f2(5):f3(5) 1
fa(s)=Fs(s) = fs(s) =0,

também sao solugoes para o sistema segue que

f1:?1:1,
fo=Fa=1,
f3:?3:1,
f4:?4:0,
fs=175=0,
f6:?6:0'

A orientagéo positiva do triedro decorre da continuidade da solugdo. De fato, como (T (s), N (s), B (s))
é ortonormal, temos duas possibilidades: ou B (s) = T (s) x N (s) ou B(s) = =T (s) x N (s). A primeira
possibilidade corresponde ao produto misto

det[ T(s) N(s) B(s)]>0
enquanto que a segunda possibilidade corresponde ao produto misto

det[ T'(s) N(s) B(s)]<o0.
Como a condicao inicial é

det[T(So) N(So) B(So)]:det[% Wo VOXWO]>O
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por continuidade, temos det [ T'(s) N (s) B(s) | > 0 para todo s.
Resta definir a curva . A curva « tal que a(sg) = po e o’ (s) = T (s) é definida de forma tnica
(integrando esta ultima rela¢do) por

a(s) =po+ / T (t) dt. (1.37)

50
Se a curvatura de « é positiva, entao o triedro de Frenet de « esta definido e satisfaz as féormulas de Frenet.
Da definicao de « temos « (sg) = po €

To(s) =0 (s) =T (s),

Ta (80) = Oé/ (SQ) = Vo.

Das defini¢oes de curvatura e de vetor normal, e da primeira equacdo de (1.35), temos
o' () = T, () = T' (s) = () N (s),

donde

em particular, vale também o (s9) = & (s0) N (so) = & (so) Wo. Finalmente, das defini¢des de vetor binormal

(s
e do fato de (T'(s), N (s), B (s)) ser um referencial ortonormal positivo, como vimos acima, segue que
Ba (s) =Ta (s) x Na(s) =T (s) Na (s) = B(s),

donde

e, da definigao de torgao e da terceira equagao de (1.35),
Ta (s) = (Bg (s), Na (s)) = (B'(s) , N (s)) = 7 (s).

Para terminar a demonstragao do teorema, seja 3 : I — R? outra curva tal que kg = K4 € Tg = To

[resp. T3 = —74]. Seja F' uma isometria do espago tal que
F (B (s0)) = a(s0),
dF(50)T (s0) = T (s0) = Vo,
dFﬁ(SO)Nﬁ (80) = No (50) = Wy,
dFp(sy)Bp (s0) = Ba (s0) = Vo x W,

[resp. dFjg(s0)Bgs (s0) = —Ba (s0)]. Segue do lema anterior que a curva 3 (s) = (F o f8)(s) ¢ uma curva
parametrizada por comprimento de arco com a mesma curvatura e tor¢ao que (3, e portanto com a mesma
curvatura e tor¢ao que a; logo, 3 satisfaz as mesmas equacdes de (1.35). Como 3 também possui os mesmos
pontos inicial, vetor tangente, vetor normal e vetor binormal iniciais de «, pela unicidade da solucao de
(1.35) B possui o mesmo triedro de Frenet de . Em particular, 5 possui o mesmo vetor tangente de a e
portanto 3 também é dada por (1.37), logo é . B

1.77 Exemplo (Curvas com a mesma curvatura e torgdo que nao sdo congruentes). Se removermos a
hipétese k > 0, a conclusdo do teorema anterior deixa de ser vélida. O principal obstdculo é que onde a
curvatura se anula, a derivada segunda é zero e o vetor normal N nao estd definido, consequentemente o
vetor binormal B e a tor¢ao 7 também nao estao definidas. Mesmo assim, seria em principio razoavel definir
a torcao de uma curva onde a torgao é nula em todo ponto exceto em um ponto onde ela nao esta definida
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como sendo zero também ai. O exemplo a seguir mostra que isso nao é realmente razoavel ou, se aceitarmos
tal defini¢do, o teorema fundamental das curvas no espaco nao se aplica. As curvas

set =0,
alt) = t,0, e_l/tz) set#0,

0

(t, 6*1/t2,0> set <0,
0 set#0,
(t70, e_l/tz) set>0,

p(t) =

sdo curvas regulares suaves que possuem a mesma curvatura e torgdo, mas nao sao congruentes. De fato,
denotando f (t) = e~/*", f(0) = 0, temos f* (0) = 0 para todo k. Se t > 0 temos

_ o’ (&) xa” @) _ [I(1,0, f"(£)) x (0,0, /" ()l _ /" (@) _
o B 3/2 - 3/2 kg (t) )

o’ ()] (1 +[f (t)]Q) (1 +[f (t)]2)

Ko (t)

e se t < 0, temos

_ 18 W x5 @l _ 0.0 x 0701 L WO _

e (L1 op)” 1+ or)”

kg (1)

enquanto que
Ko (0) = kg (0) = 0.

Ambas as curvas tem torcao nula, ja que a primeira é plana e a segunda tem um pedago plano para t < 0
e outro pedago plano para t > 0. Como a segunda curva nao é plana, pois o seu pedago no intervalo de
parametros t < 0 estd contido no plano z = 0 enquanto que o outro pedago no intervalo de parametros ¢ > 0
estd contido no palno y = 0, elas nao podem ser congruentes. O mais natural, no entanto, é dizer que a
curva (8 nao possui tor¢ao definida no ponto t = 0, onde ela passa de um plano para outro, do que dizer que
sua torgao é zero ali (o que de qualquer modo entraria em conflito com a Proposigio 1.72, em que provamos
que todas as curvas com torg¢ao nula sao planas). O



Capitulo 2

Teoria Global das Curvas

2.1 Numero de Rotagao de uma Curva Fechada

2.1.1 Numero de Rotacao e Curvatura Total

2.1 Definigdo. Uma curva fechada de classe C* é uma curva parametrizada « : [a,b] — R™ de classe
C* tal que « e suas derivadas até ordem k coincidem em a e b, isto é,

a® (a) = P (b).
Uma curva fechada é simples se ela ndo possui outras autointersecoes. [

Equivalentemente, uma curva fechada é uma curva parametrizada periddica o : R — R™ de classe C*, isto

é, existe ¢ € R tal que
at)=a(t+c)

para todo t. Se « : [0,L] — R™ é uma curva simples parametrizada pelo comprimento de arco, entdo L é
exatamente o comprimento da curva do ponto de vista geométrico.

Medir o numero de voltas que o vetor tangente dd quando se percorre uma curva fechada uma vez é
uma propriedade global da curva. Uma maneira de medir a quantidade de voltas que o vetor tangente dé ao
percorrer a curva é através da aplicagao ¢ : [a,b] — S (S! denota o circulo centrado na origem de raio 1)

definida por
o)
0= T ol

Claramente, quando ¢ varia de a até b dando uma volta completa na curva, ¢ (t) percorre o circulo um
nimero inteiro de vezes. Se pararmos em certo instante ¢y < b, teremos medido o nimero de voltas que o
vetor tangente da até este instante, e em geral este nao serd um nimero inteiro. Para uma definicao mais
precisa deste conceito, precisaremos considerar antes algumas definigoes e resultados.

42
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2.2 Proposigao. Dada uma func¢do continua ¢ : [a,b] — S' existe uma funcdo continua 6 : [a,b] — R tal
que

@ (t) = (cosf (t),senb (t)). (2.1)

Se ¢ (a) = ¢ (b), entdo .
o= 10(0) —0(a)]

€ um numero inteiro que independe da escolha de 6.

Prova: Uma fungéo continua 6 : [a,b] — R que satisfaz (2.1) pode ser definida como sendo o dngulo que
o vetor ¢ (t) faz com o eixo x positivo. A escolha de 6 (t) ndo é unica, ji que 0 (t) + 2rk satisfaz (2.1) para
qualquer inteiro k.

Para mostrar que podemos escolher 6 continua, proceda da seguinte maneira. Note que em cada semiplano
o valor continuo do adngulo 6 (t) que o vetor unitério ¢ (¢) faz com o semieixo x positivo é determinado de
forma tnica uma vez que o valor foi fixado para algum ¢. Porque ¢ é uniformemente continua em [a, b],
existe uma particao

a=tg<t1 <...<tph_1<t,=0b

do intervalo [a, b] tal que para cada subintervalo [t;,t;+1] a imagem ¢ ([t;, ¢;+1]) estd inteiramente contida em
um semiplano. Fixe o valor do dngulo inicial 6 (¢g). Isso determina de forma tinica o valor continuo de 6 (t)
no subintervalo [tg,t1]. Como o valor 6 (t1) estéd fixado, o valor continuo de 0 (t) estd agora determinado de
forma tnica no subintervalo [t, t1]. Procedendo desta forma, definimos o valor continuo de 6 (¢) em todo o
intervalo [a, b].
Se ¢ (a) = ¢ (b), entdo

cosf (a) = cosb (b),

senf (a) = sené (b),
logo

0 (b) =0 (a) + 27k

para algum inteiro k.
Se w: R — R é outra fungao continua que satisfaz

¢ (t) = (cosw (t),senw (t)),
entao
cosf (t) = cosw (1),
senf (t) = senw (1),

logo
w(t)=0(t)+ 27k (t),

onde k (t) é uma funcdo tomando valores inteiros. Mas

1

T o

k(1)

logo é uma fungao continua assumindo valores inteiros, portanto é uma funcao constante. Em particular,

[w(t) =0 )],

w(b) =0 (b) =w(a) —0(a),

donde
w()—w(a)=0(0b)—0(a).
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2.3 Defini¢ao. Dada uma funcio continua ¢ : [a,b] — S!, uma fungao continua 6 : [a,b] — R tal que
¢ (t) = (cosb (t),send (t))

é chamada uma fungao angulo polar para ¢.
Se ¢ (a) = ¢ (b), o nimero inteiro
1
5. [0(b) = 0(a)] (2.2)
m
¢é chamado o grau da fungao ¢.
Se a : [a,b] — R? é uma curva fechada, o grau da funcao ¢ : [a,b] — S' definida por
a(t)
o (t) = 7— =
[l ()]
é chamada o ntimero de voltas da curva « [conhecido como winding number em inglés], enquanto que o
grau da funcdo tangente unitdria ¢ : [a,b] — S definida por

o
210 = 1o

é chamado o nimero de rotagao da curva « [turning number, também conhecido como rotation index, em
inglés]. O

O numero de voltas mede o nimero efetivo de voltas que uma curva dd em torno de um ponto; este conceito
¢ intensa e extensivamente estudado em livros de Andlise Complexa (14 conhecido como o indice de um
caminho fechado) e ndo nos ocuparemos com ele aqui.

2.4 Exemplo. Se «: [0,27] — R? é definida por
a(s) = (coss,sens),
entao a funcgao tangente unitaria de « é
o1 (s) = (—sen s, cos s)
e uma fungao angulo polar para ¢, é

T
9(5)—5—}—5.

O ntumero de rotagdo de « é exatamente 1, como esperado.
Se a : [0,27] — R? é definida por
a (t) = (cos 2t,sen 2t) ,

de modo que
o (t) = 2 (—sen2t,cos2t),

entao a fungao tangente unitaria de o é
@1 (t) = (—sen 2t, cos 2t)
e uma funcgao angulo polar para ¢, é
0(t) =2t + g

O numero de rotagao de « é exatamente 2, como esperado.
Em geral, se « : [0, 27] — R? é definida por

a (t) = (cos kt,senkt) ,

entao o numero de rotacao de « é exatamente k,
Note que nestes casos o ntimero de rotagao da curva coincide com o nimero de voltas da curva, apesar
de eles serem conceitos completamente distintos. [J
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Calcular o numero de rotacao de uma curva diretamente da definicao é dificil em geral. Veremos a
seguir que para curvas regulares ele pode ser calculado analiticamente através da curvatura. Isso nao é
surpreendente, uma vez que a curvatura mede exatamente a mudanca da direcao do vetor tangente. Uma
vez que estamos interessado em saber quantas voltas o vetor tangente fez ao longo da curva desde o ponto
inicial até o ponto final, é possivel medir isso integrando a curvatura da curva desde o ponto inicial até o
ponto final.

2.5 Defini¢ao. Se a : [0, L] — R™ uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, entdo a curvatura
total de a é definida por

L
Ktotal :/0 K (s) ds. (2.3)

Se a : [a,b] — R? uma curva parametrizada qualquer, entdo

b
Kol = / k() o (1)) dt. (2.4)

(]
Usando a férmula da curvatura para curvas arbitrariamente parametrizadas (1.13), segue que
P /b ' ()y" (t) —y () =" (¢)
otal — 2 2
a [ + @)

2.6 Teorema. O numero de rotagcao de uma curva fechada reqular é igual @ sua curvatura total dividida
por 27.

dt. (2.5)

Prova: Seja « : [0,L] — R™ uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Como vimos na
demonstracao do Teorema Fundamental para as Curvas Planas (Teorema (1.64)), se

0) =00+ [ w(©) de.
0
a funcdo tangente unitaria ¢ : [0, L] — S! é exatamente

¢1(s) =’ (s) = (cos b (s),send (s)).

Segue da definigao e do teorema fundamental do cédlculo que o nimero de rotagao de a é

L L
grau ¢ = = [0 (L) —6(0)] ! /0 0’ (s) ds ! K (s) ds

1

= 5~ Ktotal-

2w
[ |

2.7 Exemplo (Lemniscata de Bernoulli). A lemniscata de Bernoulli é a curva fechada « : [0, 27r] — R?
definida parametricamente por

al(t) =

( asent asentcost>. (2.6)

1+4cos?2t’ 1+ cos?t

Ela tem o formato de “oc”. Como uma elipse, uma lemniscata de Bernoulli tem focos F} e F5, mas ela
é definida como o lugar geométrico dos pontos P tais que o produto das distancias dos focos é uma certa
constante, mais especificamente,

o () = {P € R?: dist (P, F) dist (P, Fy) = £}
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onde 2f = dist (Fy, F), isto é, f é a média da distancia entre os focos. Em coordenadas, se P = (z,y),
Fy =(—f,0) e F, = (f,0), temos

2 2
@+ 07+ [@= 0?42 = 17,
de onde obtemos a equagio cartesiana (de quarto grau) para a lemniscata de Bernoulli

(x2 + y2)2 =2f2 (m2 — y2) . (2.7)

A parametrizagdo dada acima satisfaz esta equacio.

Intuitivamente, vemos que a lemniscata deve ter nimero de rotacao igual a zero. Quando o vetor tangente
percorre o primeiro lago da curva (o lago direito) a partir do ponto médio da curva que une os dois lagos,
ele gira para esquerda, voltando pela primeira vez ao ponto inicial; a partir dai ele percorre o segundo lago
da curva (o lago esquerdo) girando para a direita, retornando ao ponto inicial e desfazendo toda a volta
anterior.

Vamos calcular o nimero de rotacao da lemniscata através da sua curvatura total. Embora a sua curvatura
é uma funcao complicada, a sua curvatura total é simples de obter. De fato, como « é uma curva periédica
de periodo 27, segue que

F"“’tal:/o k() o ()] dt:/_ﬂn(t) e (8)]] dt.

Como z (t) ,y (t) sdo fungdes impares, derivadas de funges pares sdo fungoes impares e derivadas de fungdes
fmpares sdo fungoes pares, segue que z’ (t) ,y’ (¢) sdo fungdes impares, enquanto que z” (t) ,y” (t) sdo fungdes
pares. Como o produto de uma funcdo par e uma fungao impar é impar, temos que os produtos z’ (t) y" (¢)
ey (t)2” (t) sdo ambas fungdes {mpares. Portanto, o integrando de

nmm:/”f&w%w—yumqnﬁ
- ([x’ O + [y (t)])

é uma fungao impar, logo
Ktotal = 0.

O

2.1.2 Numero de Rotacao de Curvas Fechadas Simples

Intuitivamente, o nimero de rotagao de uma curva fechada simples deve ser +1. Isto é verdade, conforme
provaremos a seguir.

2.8 Definicao. Dizemos que duas aplicages continuas ¢g, ¢1 : [a,b] — X sdo homotdpicas se existe uma
aplicagao continua
F:[0,1] x [a,b] — X

tal que

(i) F (0,t) = ¢o (t) para todo t € [a,b];

(ii) F (1,t) = ¢1 (t) para todo t € [a,b].

A aplicacao F' é chamada uma homotopia entre ¢; e ¢o.

Se ¢o, 1 : [a,b] — St e ¢ (a) = ¢ (b), requeremos ainda que

(iii) F (s,a) = F (s,b) para todo s € [0,1].

Dizemos que duas curvas regulares fechadas g, a1 : [a,b] — R? sdo regularmente homotépicas se
existe uma homotopia F' entre elas com a propriedade adicional

(iv) as (t) = F (s,t) é uma curva regular para todo s € [0, 1].

Neste caso, F' é chamada uma homotopia regular entre ag e ay. [
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Uma homotopia nada mais é que uma deformagao continua que transforma ¢y em ¢1; uma homotopia regular
¢ uma deformacgao continua através de curvas regulares.

2.9 Exemplo. Uma homotopia regular entre a esfera
ag (t) = (Rcost, Rsent)

e a elipse
a1 (t) = (acost,bsent)

é a aplicagao F : [0,1] x [a,b] — R? definida por
F(s,t) = ([(1 = s) R+ sa]cost, [(1 —s) R+ sb]sent).
O

2.10 Proposigao. Se ¢1,¢s : [a,b] — St sdo homotdpicas, entdo elas tem o mesmo grau.
Consequentemente, se ag,ay : [a,b] — R? sdo duas curvas regularmente homotdpicas, entdo elas tem o
mesmo numero de rotacao.

Prova: Para cada s fixado, podemos definir o grau da aplicacdo ¢s (t) = F (s, t). Esta aplicacdo é continua
e como o grau toma valores inteiros, ela é necessariamente a funcao constante. H

2.11 Teorema. Uma curva fechada simples tem nimero de rotagdo +1, o sinal dependendo da orientacao.

Prova: Escolha uma reta tangente a curva tal que a curva estd contida em um dos lados desta tangente
(por exemplo, para obter uma reta tangente com esta propriedade, escolha inicialmente uma reta que néo
intercepta a curva e translade esta reta paralelamente até que ela seja tangente & curva). Escolhendo um
sistema de coordenadas apropriado ou via uma isometria, podemos assumir esta tangente é o eixo x e
podemos tomar um dos pontos de tangéncia da reta com a curva como o ponto inicial e final da curva, de
modo que a parametrizacao da curva é da forma

com
y(a)=y(b) =0
e
y(t) =0
para todo t.

Como definir uma homotopia regular é consideravelmente dificil, definiremos uma homotopia continua
diretamente entre a aplicagao tangente unitaria de o e uma aplicagao no circulo com grau facil de calcular.
Ao invés de definir a homotopia no quadrado [0, 1] X [a, b], vamos defini-la na regido triangular

Q={(s,t):a<s<t<b}.
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B= (a,b) F(s,b) C= (b, b)

A= (a,a)

Definimos a aplicacdo secante F : Q — St

o' (t) ses—t
o’ (®)]] ’
o/ (a)
F(s,) =3 “a(a)] o aet=h
a(t) —a(s) caso contrdrio.
lo(t) —a(s)]

Como a curva é simplesmente fechada, a (t) # a/(s) para todo t # s, exceto quando s = a e t = b, portanto
F estd bem definida; ela é continua porque a é continuamente diferencidvel, logo as secantes tendem as
tangentes quando s — t.

Sejam A = (a,a), B = (a,b) e C = (b,b) os vértices do triangulo Q. A restricdo de F ao lado AC
(hipotenusa do tridngulo @) é exatamente a funcao tangente unitéria

_ 0w
7O @

da curva a. Assim por construcao, ¢; é homotdpica a restricao de F' ao caminho consistindo dos lados AB
e BC unidos nesta orientagao. Usando a proposicao anterior, basta provar que esta restricao tem ntmero
de rotagao +1. De fato, se escolhermos a orientagao positiva (antihordria), a restrigdo F'(a,t) de F ao lado
AB através das secantes normalizadas a (t) — a (a) cobre metade do circulo S! na diregao antihordria: o
vetor inicial é o’ (a) e o vetor final é —a’ (a), sendo que por continuidade todas as posi¢oes intermedidrias
sao cobertas e, como a curva encontra-se completamente acima do eixo x, nenhum vetor aponta na direcao
do semidisco inferior (veja as duas figuras abaixo).
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o/(a)

@l

A restrigao F'(s,b) de F ao lado BC através das secantes normalizadas o (b) — a(s) cobre a outra metade
do circulo S! na direcdo antihordria (os vetores apontam exatamente na direcio contraria dos vetores da
primeira figura acima). Portanto, o grau de F restrito a ABU BC é +1; se escolhermos a orientac¢ao horéria
para a curva o, o grau é —1. W
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2.2 Curvas Fechadas Simples Convexas

2.12 Definigao. Uma curva plana regular o : I — R? é uma curva convexa se para todo ¢t € I o traco
a(I) de « estd inteiramente contido em um lado do semiplano fechado determinado pela reta tangente &
curva em t. [J

2.13 Teorema. Uma curva plana regular fechada simples é convexra se e somente se sua curvatura nao
muda de sinal.

Prova: Seja « : [0, L] — R"™ parametrizacdo da curva por comprimento de arco, e como antes considere a
funcao angulo

S
05) =00+ [ () de.
0
para a funcao tangente unitaria, de modo que

o’ (s) = (cosf (s),senf(s))

0 (s) =k (s).

x nao muda de sinal =— o convexa.

Se k nao muda de sinal, entdo a funcao angulo 6 (s) é crescente ou decrescente, ja que ¢’ (s) > 0 ou
0’ (s) < 0, respectivamente.

Suponha por absurdo que « nao é convexa. Entao existe um ponto p em « tal que o estd em ambos os
lados da reta tangente £y a @ em p. Como « é uma curva fechada existem pontos ¢1, g2 em lados opostos da
reta £y que estao mais distantes de £y. As retas tangentes ¢1,¢> a o em g1, g2, respectivamente, devem ser
paralelas a fy. Caso contrario, poderiamos construir uma reta ¢ paralela a £y passando por ¢;; como £ nao é
tangente a «, existem pontos de @ em ambos os lados de ¢, logo existiriam pontos de « mais distantes de ¢y

que g;.

ly

'+]

As retas tangentes £y, £1, {2 sao portanto paralelas e distintas.
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q2

é/l]

4

Dois dos trés pontos p, q1, g2 devem ter vetores tangentes com o mesmo sentido. Digamos, se

p=a(so),
q = a(s1),
Q2:a(82)a

entao existem s; < s; tais que
o (s:) = ' (s;)
de modo que
0 (si) =0(sj)+ 2k

para algum inteiro k. Como 6 é uma fungao mondtona e o numero de rotagao de uma curva regular fechada
simples é £1, segue que temos apenas trés possibilidades: £k =0, k=1 ou k = —1.

Se k =0, entdo 0 (s;) = 0 (s;) e a monotonicidade de 6 implica que 6 (s) é constante no intervalo [s;, s;];
mas isso implicaria por sua vez que as retas tangentes ¢;,¢; sao idénticas, uma contradigao. Se k = +£1,
entdo 6 é constante nos intervalos [0, s;] e [s;, L]; em qualquer um destes casos, segue que um dos dois arcos
da curva « entre a(s;) e a(s;) é um segmento de reta, portanto novamente as retas tangentes ¢;,¢; sao
idénticas, produzindo um absurdo.

«a convexa —> k nao muda de sinal.

Reciprocamente, assuma a convexa e suponha por absurdo que x muda de sinal, de modo que a funcao

angulo 6 (s) ndo é mondtona. Entdo existem s, $1, 82 € [0, L] tais que

S1 < 89 < S92

mas
0 (s1) =6 (s2) # 6 (s0) - (2.8)
Em particular,
o (s1) =a (s2).



Rodney Josué Biezuner 52

Como o nuimero de rotagdo de uma curva regular fechada simples é £1, a funcdo tangente unitaria o' (s)
tem como imagem o circulo S! todo. Logo, existe s3 € [0, L] tal que

o (s3) = —a'(s1).

Se as retas tangentes a o em « (s1), @ (s2) e a (s3) fossem distintas, entao elas seriam paralelas e uma estaria
entre as outras duas, contrariando a convexidade de «. Portanto duas destas retas tangentes coincidem e
existem pontos p = a(s;), ¢ = « (sj) da curva a que estao na mesma reta tangente.

Afirmamos que o arco da curva « entre p e ¢ é um segmento de reta. De fato, seja pg o segmento de
reta entre p e ¢ e suponha que exista um ponto 7 em pg que nao estd em «. Seja £ a reta perpendicular a
pq passando por r. Como « é convexa, ¢ nao é tangente a «, logo ¢ intercepta o em pelo menos dois pontos
r1, 7. Pela convexidade de «, estes pontos estao ou ambos acima da reta tangente a o que passa por p e q,
ou estao ambos abaixo dela. Mas se r; denota o ponto mais préximo a r, entao a reta tangente a o em 7
tem ro de um lado e um dos pontos p, ¢ do outro, contradizendo a convexidade de a.

Portanto, o segmento de reta pg esta contido no traco de «. Isso implica que os vetores tangentes a «
em p e ¢ sao idénticos, logo p = a (s1) e ¢ = a(s2). Assim, « restrita ao intervalo [s1, s3] é um segmento de
reta e 0 (s) é uma constante neste intervalo, contradizendo (2.8). W

Como consequéncia do ultimo paragrafo da demonstracao do teorema anterior temos o seguinte resultado:

2.14 Coroldrio. Seja « : [0, L] — R™ uma parametriza¢ao de uma curva plana conveza fechada simples
por comprimento de arco e 0(s) a fungdo dngulo para a tangente unitdria. Se 0 (s1) = 0 (s2) para algum
s1 < 82, entdo « restrita ao intervalo [s1, s2| € um segmento de reta.

2.3 Teorema dos Quatro Vértices para Curvas Convexas
Considere a elipse a : [0, 27] — R?
a(t) = (xo + acost,yo + bsent) .

A elipse é uma curva fechada, simples e convexa. Como vimos no Exemplo 1.34, sua curvatura é

ab

k(t) =
(a?sen?t + b% cos? t)

3/2°

de modo que
3ab (b2 — a2) sen 2t

K (t) = ok

(a?sen?t + b? cos? t)

Segue que k' (t) = 0 se e somente se t = 0, 7/2, 7, 37 /2. Estes valores de ¢ correspondem aos pontos da elipse
que se situam em seus eixos. Os quatro pontos sdo pontos de méximo e minimo para a curvatura. De fato,
como p
6ab (b2 — a2) cos 2t — [dt (a2 sen?t + b? cos? t) 5/2 sen 2t
"
KR (t) = )
(a2 sen? t + b2 cos? t)°

se a > b temos

k" (0) = r" (m) > 0,

(5) - () o

isto é, os dois pontos da elipse que se situam em seu eixo maior sao pontos de méximo (x (0) = x (7) = a/b?),
enquanto que os dois pontos da elipse que se situam em seu eixo menor sao pontos de minimo (k (7/2) =
k (37/2) = b/a?). De fato, nos pontos préximos aos focos, a curvatura da elipse é maior.
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2.15 Definigao. Um vértice de uma curva plana regular é um ponto onde a curvatura com sinal é um
maximo ou minimo local. [J

Em uma curva fechada simples a funcéo continua curvatura (com sinal) atinge um méximo e um minimo,
logo existem pelo menos dois vértices distintos. Vértices sempre vem em niimero par:

2.16 Lema. Se f : [a,b] — R € uma fun¢do continuamente diferencidvel tal que f (a) = f (b), ' (a) = [’ (b)
e f nao € constante em nenhum subintervalo, entao f possui o mesmo niumero de minimos e mdximos locais
(convencionando que se eles ocorrem nos extremos, sao contados como um,).

Prova: Pois f’ possui um nimero par de zeros que mudam de sinal no intervalo [a, b] (convencionando que
se eles ocorrem nos extremos eles contam como um zero). l

Consequentemente toda curva fechada simples possui um nimero par de vértices, e os maximos e minimos
vem em pares. O fato de termos encontrado exatamente 2 méximos e 2 minimos para a elipse é a pior
situagao possivel, como o Teorema dos Quatro Vértices afirma. Este resultado foi provado em 1909 por
Syamadas Mukhopadhyaya para curvas estritamente convexas; o caso geral foi demonstrado em 1912 por
Adolf Kneser (veja [DeTurck] para a histéria do problema, generalizagoes, extensoes, a reciproca do teorema
e uma extensa lista de referéncias). Neste segdo veremos uma demonstragdo para curvas fechadas simples
convexas e na secao seguinte apresentaremos a demonstracao direta, mais simples e intuitiva, para o caso
geral dada por Robert Osserman em 1985 ([Ossermany).

2.17 Teorema (Teorema dos Quatro Vértices para Curvas Convexas). Uma curva fechada simples
plana convexa possui pelo menos quatro vértices.

Prova: Se x é constante em qualquer subintervalo, entao todos os pontos deste subintervalo sao maximos
e minimos locais e nao ha nada a provar. Podemos portanto assumir que a curva nao contém segmentos de
reta ou arcos de circulo.

Conforme observado antes, a curva contém pelo menos dois vértices distintos, um méximo e um minimo.
Posto que vértices de maximo e minimo vem em pares, como vimos no lema, a unica possibilidade do teorema
ser falso é se a curva possuir exatamente um maximo e um minimo. Suponha por absurdo que isso ocorre.
Parametrize a curva através de uma parametriza¢io por comprimento de arco « : [0, L] — R tal que « (0)
é o vértice de minimo. Seja a (sp) o vértice de maximo, 0 < sg < L. Assim,

k' (0) =K' (s09) =0

e k' muda de sinal apenas em sg, sendo positiva no intervalo (0, s¢) e negativa em (sg, L).
Através de uma isometria, podemos assumir que os pontos « (0) e a (sg) estao contidos no eixo z. Ou

seja, a (s) = (z (s),y (s)) com

y(0) =y (s0) =0.
A curva nao intercepta o eixo x em nenhum outro ponto, caso contrario por convexidade ela conteria todo o
segmento do eixo x entre o (0) e o (so) (argumento andlogo ao usado no final da demonstragdo do Teorema
2.13) Portanto, este segmento divide a curva em dois arcos e a fungéo y (s) muda de sinal apenas no ponto
S0, tendo sinal constante em cada um destes arcos, isto é, nos intervalos (0, s9) e (so, L). Segue que a fungao

K (s)y (s)

tem o mesmo sinal nestes dois intervalos, s6 se anulando em 0 e sg. Em particular,

L
/0 k' (s)y(s) ds # 0.

Mas, integrando esta integral por partes, obtemos

L L L
/ =wyll — | k)Y (8)ds=— | k(s)y (s)ds
/On(s)y(s)dS—Hyb / ()9 (s) d / (8) ' (s) ds,



Rodney Josué Biezuner 54

e a féormula de Frenet
implica que

(pois T = (¢,y'), N=(—y',2') e N' = (—=y",2")), logo

uma contradicao. M

2.18 Proposicao. Se o : I — R? ¢ uma curva parametrizada por comprimento de arco cuja func@o
curvatura k (s) € estritamente mondtona, entdo o ndo possui autointersegoes.

Prova: Suponha « (a) = a(b) é o primeiro ponto de autointerse¢do. Através de uma isometria, podemos
assumir que os pontos « (a) e « (b) estao contidos no eixo z, isto é,

y(a) =y(b) =0,

que o arco da curva « ((a, b)) entre os pontos a (a) e a (b) estd contido no semiplano y > 0 e que &’ (a) = (1,0).
Para fixar idéias, assuma k estritamente crescente, de modo que

b
/ k' (s)y(s) ds > 0.

Integrando por partes, obtemos como na demonstragao do teorema anterior

/abws)y(s) ds = ny|f;—/abf~e<s>y’<s> ds

Il
\
8

ja que || (0)]° = [2' (b)]* + [ (b)]* = 1, uma contradicio. M

2.4 Teorema dos Quatro Vértices: Caso Geral

2.19 Teorema (Teorema dos Quatro Vértices). Uma curva fechada simples plana possui pelo menos
quatro vértices.

A esséncia da demonstracao de Osserman, como ele préprio afirma em seu artigo, é considerar o circulo
circunscrito. Uma vez que fazemos isso, fica claro geometricamente porque o resultado é verdadeiro.

2.20 Exemplo. Assim, o Teorema dos Quatro Vértices nao é vélido para curvas que possuem autoin-
tersegoes. A cardidide mostrada na figura abaixo
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Vértice de maximo

Vértice de minimo

cuja equagao em coordenadas polares é
r=1—2send,
ou
a(t) = ((1 —2sent)cost, (1 —2sent)sent),

para t € [0, 27], possui apenas dois vértices: um maximo global no ponto inferior do lago menor (« (7/2) =
(0,—1)) e um minimo global no ponto inferior do lago maior (« (37/2) = (0,—3)); entre estes pontos, a
curvatura é estritamente crescente ou estritamente decrescente. [J

O Teorema dos Quatro Vértices seguird do resultado a seguir:

2.21 Teorema (Teorema de Osserman). Seja a uma curva fechada simples plana de classe C? e C o seu
circulo circunscrito.

Entao aoN € possui pelo menos n componentes e a tem pelo menos 2n vértices.



Capitulo 3

Superficies Regulares

Da mesma forma que curvas regulares sdo deformacoes “suaves” em R? ou R? de um pedaco “inteiro” da
reta real, superficies sio analogamente deformacoes “suaves” em R? de um pedaco “inteiro” do plano R2.
As definigGes basicas sdo assim generalizagdes diretas daquelas que vimos no caso de curva, tais como curvas
parametrizadas [superficies parametrizadas|, vetor tangente [plano tangente], vetor normal [idem]. Mas ha
algumas diferencas importantes: enquanto qualquer curva pode ser apresentada como a deformacao de um
pedago da reta respeitando comprimentos, como por exemplo um fio de metal deformado sem ser esticado,
que é exatamente a parametrizagao por comprimento de arco, nao € possivel construir uma esfera a partir
de uma folha de metal sem esticar, alongar ou estender esta folha. Matematicamente, um pedaco de esfera
nao é isométrico a um pedago de plano, como veremos ao longo deste capitulo.

3.1 Superficies Parametrizadas Regulares e Superficies Regulares

3.1.1 Definicao e Exemplos

3.1 Definicdo. Uma superficie parametrizada regular de classe C* é uma aplicacdo diferencidvel ¢ :
U C R? — R3 de classe C*, onde U C R? é um aberto conexo, tal que a diferencial A (u,v) : R?2 — R3¢
injetiva para todo (u,v) € U. O

¢ ser diferenciavel de classe C* é equivalente a podermos escrever
o (u,v) = (z (u,v),y (u,v), 2z (u,v)) (3.1)

com as funcoes coordenadas z,y,z : U — R de classe C*, isto é, elas possuem derivadas parciais em
relagao as varidveis u,v até ordem k. A condigao da aplicagao diferencial dg(, . : R? — R3? ser injetiva é
equivalente a exigir que a matriz jacobiana (que denotaremos também por d¢y, ., usando a identificacao de
transformacdes lineares e matrizes, uma vez fixada as bases, que no nosso caso sdo as bases canénicas de R?
e R3)

or o
ou Ov
dy 9y

d¢(u,v) = % % (32)
0: 0
ou Ov

56



Rodney Josué Biezuner 57

tenha posto maximo, isto é, igual a 2. Em outras palavras, os vetores

0 _ _ (2= %y 9=
% = d¢(u,'u) (81) = (au7 ou’ au) ) (33)
o¢

B _ (0x Oy Oz
% - d¢(u,v) (62) = (81)7 %7 ay) 3

sao linearmente independentes. Ela é a condi¢ao de regularidade que confere “suavidade” a superficie. De
fato, fixado (ug,vo) € U, o vetor

0 0 0
£ (U07UO) = (811/ (U/O,’UO) ) 8731 (U(),UO) ) £ (UO; UO))

é exatamente o vetor tangente a curva coordenada
u ? ¢ (’LL, UO)
no ponto p = ¢ (up, vo), enquanto que o vetor

0 0 0
8% (u0,v0) = (E)v (uo,v0), 3% (uo,v0), aTZ; (Uowo))

é exatamente o vetor tangente a curva coordenada
v ¢ (u07 /U)

no ponto p.
Uma nogao mais restrita que a de superficie parametrizada regular é a de superficie reqular:

3.2 Definigdo. Uma superficie regular de classe C* é um subconjunto S C R? tal que para todo p € S
existem um aberto U C R?, uma vizinhanca W de p em R? e uma aplicacdo diferencidvel o : U — V de
classe C*, onde V = W N S, tal que a diferencial do(u,v) R? — R3 6 injetiva para todo (u,v) € U e ¢ é
um homeomorfismo.

A aplicagdo ¢ é chamada uma carta ou sistema de coordenadas local, a vizinhanca V' é chamada
uma vizinhanca coordenada e (u,v) € U sdo chamadas coordenadas locais.

Um conjunto de parametrizagoes cujas imagens cobrem S é chamado um atlas. [J

Enquanto que uma superficie parametrizada é uma aplicacdo e frequentemente, por abuso de linguagem,
identificamos sua imagem ou trago com a prépria superficie, uma superficie regular é um subconjunto de
R3. Mas além desta diferenca semantica, a principal diferenca entre os dois conceitos é que uma superficie
parametrizada admite autointersegoes, enquanto que o requerimento que ¢ seja um homeomorfismo impede
isso de ocorrer. Dizer que ¢ : U — V' é um homeomorfismo significa dizer que ¢ é uma bijecdo continua e
que ¢~ também é continua, isto é, existe uma vizinhanca W C R? de V tal que p~! : W — U é continua.

3.3 Exemplo (Plano). ¢ : R? — R? definida por

o (u,v) = (xo + Viu + Wiv, yo + Vou + Wav, 29 + Vau + W)
= (w0, y0, 20) +u (V1, V2, V3) 4+ v (W1, Wa, W3)
=po +uV + oW

¢ uma parametrizacio de um plano se os vetores V, W € R? forem linearmente independentes. As curvas
coordenadas sao retas paralelas ao vetor V' ou ao vetor W. O
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3.4 Exemplo (Gréficos de Fungoes de 2 Varidveis). Se f : U C R? — R é uma funcio de classe C*, entdo
¢ : U C R? — R3 definida por
¢ (u,v) = (u,v, f (u,v)) (3.4)

é uma superficies parametrizada regular de classe C*, pois

0 0
%(u v) = (1 0, af(u v)>7
5w = (0.1.5 @),
sao L.I. Além disso, f (U) também é uma superficie regular com a parametrizacdo ¢ constituindo um atlas,

pois sua inversa é simplesmente a projecao nas duas primeiras coordenadas. [

3.5 Exemplo (Superficies de Revolugao). Sejaa: I — R2, o (v) = (f (v), g (v)), uma curva parametrizada
regular tal que f (v) # 0 para todo v € I, podemos imaginar « contida no plano yz definindo

a(v) =(0,f(v),g(v)).

Se girarmos esta curva ao redor do eixo z obteremos uma superficie parametrizada regular, chamada uma
superficie de revolugao. Uma parametrizacao para a superficie de revolugao gerada por « é ¢ : R x I —»
R3 definida por

6 (u,0) = (f (v) cosu, f (v) sem, g (). (3:5)
De fato,

% (u,v) = (—f (v)senw, f (v) cosu,0),

99

5 (W 0) = (f"(v) cosu, [ (v) senw, g’ (v)),

de modo que

= [I(f (v) g (v) cosu, f (v) g’ (v) senw, = f (v) f' (v))]|

= FVI P+ @F £0

para todos (u,v) € R x I. Nesta parametrizacdo, as curvas coordenadas v = constante sdo chamadas
meridianos enquanto que as curvas coordenadas v = constante sao chamadas paralelos. [J

3.6 Exemplo (Esfera). Considere a esfera S% com centro na origem e raio R, cuja equagao cartesiana ¢
22 442+ 22 = R,

A esfera é uma superficie regular mas nao é uma superficie parametrizada, isto é, ndo existe uma parame-
trizacao que cobre a esfera toda. Uma demonstragao rigorosa deste fato requer nogoes de topologia. A seguir
consideraremos varios atlas para a esfera.

(1) Parametrizagoes para os hemisférios superior (z positivo) e inferior (z negativo) da esfera sao dadas
respectivamente por ¢1, 2 : By (0) — R?, onde By (0) = {(u,v) € R? : u? + v? < 1} é o disco unitério e

o1 (w,0) = (w0, VR —u2 —22),
o2 (1,0) = (w0, ~ VR =2 = 02).
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Estas parametrizagoes, juntamente com as parametrizagoes para os hemisférios x positivo e x negativo
3 (u,v) = (\/R2 —u? — v2,u,v> ,
g (u,v) = (f\/R2 —u? - v2,u,v> ,
e as parametrizacoes para os hemisférios y positivo e y negativo
w5 (u,v) = (u7 VR?—u?— v2,v> ,
e (u,v) = (u,—\/R2 —u? - 1)2,1)) ,

constituem um atlas para a esfera.

(2) Uma parametrizacao (no sentido de superficie parametrizada) para a esfera menos o polo sul S =
(0,0, —R) e o polo norte N = (0,0, R) como superficie de revolugio é dada por ¢ : R x (0,7) — R? definida
por

¢ (u,v) = (Rcosusenv, Rsenusenv, Rcosv)

pois senv # 0 para v € (0,7). Analogamente, uma parametrizacdo para a esfera menos os polos leste
E = (0,—R,0) e o polo oeste W = (0, R,0) é dada por ¢ : R x (0,7) — R3 definida por

¥ (u,v) = (Rcosusenv, Rcosv, Rsenusenv) .

Note que apesar destas parametrizagoes cobrirem a esfera toda se estendermos o dominio de definigao, elas
nao fazem dela uma superficie parametrizada porque, por exemplo para a primeira parametrizacao temos

0
a—i (km,v) =0

para todo k € Z (pontos correspondentes aos polos sul e norte).

(3) Na projecao estereogrdfica a partir do polo norte N = (0,0, R), a reta a partir de N que intercepta
o plano z = 0 em um ponto p = (u,v,0), intercepta a esfera em um ponto p = ¢ (u,v). Portanto a
parametrizagao da projegao estereogréfica a partir do polo norte ¢ : R? — S%\ {N'} é definida por

o (u,v) =N+t(p—N) = (tu,tv, (1 —t) R)
onde t > 0 é tal que ||¢ (u,v)|| = R. Ou seja, t é tal que

£ (a4 0%) + (1 1) B = B2,

donde
_ 2R?
TR e
Portanto,
_ 2R%uy 2R%y u? 402 - R?
?(wv) = (R2+u2+v2’ R2 +u? + 0?2’ R2+u2+v2) '

Uma parametrizagdo para a esfera menos o polo sul é dada pela projecao estereografica a partir do polo sul
S = (0,0,—R). Raciocinando como acima, obtemos 9 : R? — S?\ {S} definida por

2R?u 2Ry u? +v? — R?
R?4+u? 4+ 0¥ R2+u? 402" " RE4u40?)

o) = (

Juntas elas formam um menor atlas possivel para uma esfera, com apenas duas cartas. De fato, cada projegao
estereografica é um homeomorfismo. Para calcular a inversa da projecao estereogréfica ¢, por exemplo, dado
p=(z,y,2) € S?\ {N}, para determinar ¢! (p) basta encontrar o ponto de intersecio da reta

N+t(p—N) = (tz,ty, R+t (2 — R))
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com o plano z = 0; isso ocorre quando

R
R—2’

t =

de modo que

(o, z) = (2, 2
[ R—z2 R—z

e esta fungao é claramente continua, ja que z < R. [J

3.7 Exemplo (Elipséide). Um elipséide com centro na origem ¢ definido pela equagao cartesiana
22 2 22
Pl + =l + 2= 1.

Uma parametrizagao para o hemisfério norte do elipséide como grafico de fungao é dada por ¢ : By (0) — R?

definida por
u? 02
¥ (u,v) = [ w,v,e4/1 — Rl

Uma parametrizacio para o elipséide menos os polos (0,0,¢) e (0,0, —c) é dada por ¢ : R x (0, 7) — R3
¢ (u,v) = (acosusenv,bsenusenv, ccosv) .

Se a = b, ou se b = c ou se a = ¢, entao o elipsdide é uma superficie de revolucao. O elipséide, assim como a
esfera, é uma superficie regular e nao é uma superficie parametrizada. O

3.8 Exemplo (Paraboldide Eliptico). O parabolédide eliptico, cuja equacao cartesiana é
2 2
T Y
matw

é uma superficie parametrizada, com uma parametrizacdo ¢ : R2 — R3 como grafico de funcio

u2 ’1}2
@(U,U) = <U7U7a2 + l)2> .

O

3.9 Exemplo (Paraboléide Hiperbdlico). Da mesma forma, o paraboldide hiperbdlico, cuja equacao

cartesiana é
2?2

a2

¢ uma superficie parametrizada, com uma parametrizacio ¢ : R> — R3 como gréfico de funcio

u2 ’02
@(Uav): u,v,?fb—z .

Ele tem um ponto de sela na origem com interessantes propriedades geométricas, como veremos mais tarde.
O

3.10 Exemplo (Hiperboléide de Duas Folhas). Cada folha do hiperboléide de duas folhas, cuja equagao
cartesiana é

é uma superficie parametrizada com uma parametrizacao ¢+ : R?> — R3 como gréfico de funcdo com uma
das duas formas

w2 0?
wi(/u”v):(uavuic 1+a7+b7 .
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3.11 Exemplo (Hiperboléide de Uma Folha). O hiperboléide de uma folha, cuja equagao cartesiana é

.’1,'2 y2 22

2TEmath
¢ uma superficie parametrizada. Suas partes com z positivo e z negativo podem ser separadamente parame-
trizadas como graficos de funcio 4 : R?\B; (0) — R3 definidas por

Mas a superficie toda pode ser parametrizada através de uma unica parametrizagdo. De fato, cortando o
hiperboléide na altura z = v, obtemos uma elipse com equagao cartesiana

2 2
xz Yy
Nt o = |

v v
a2(1+02> b2(1+02>

que, como vimos no Exemplo 1.4, pode ser parametrizada por

v? v?
ur— [ a\/1+ —Fcosu,b\/1+ —senu | .
c c

Logo, uma parametrizacio para o hiperboléide de uma folha completo é dada por ¢ : R? — R3 definida

por
v? v?

¢ (u,v) = [ a\[1+ — cosu,b\/1 + — senw,v | .
c c

E facil verificar que todas as condicoes para uma superficie parametrizada sao satisfeitas. [

3.12 Exemplo (Toro). O toro é uma superficie parametrizada, a superficie de revolucao gerada por um
cfrculo em torno de um eixo que nao intercepta o circulo. Tomando o circulo com centro em (R,0) e
raio r < R com parametrizagido « (v) = (R + rcosv,rsenv) e girando ele em torno do eixo z, obtemos a
parametrizacdo ¢ : R2 — R3 dada por

¢ (u,v) = (R4 rcosv) cosu, (R4 rcosv) senu, rsenv) .
A equagao cartesiana do toro é
(\/W— R)2 + 22 =12,
(|

3.13 Exemplo (Helic6ide). O helicéide é uma superficie parametrizada, obtida pela rotagao uniforme de
uma reta L em torno de um de seus pontos pg, enquanto este ponto py move-se uniformemente ao longo de
um eixo perpendicular a L. Uma parametrizacio para o helicéide é ¢ : R> — R3 dada por

¢ (u,v) = (ucosv,usenv,v).
]

3.14 Exemplo (Catenéide). A catendide é uma superficie parametrizada, a superficie de revolucdo gerada

v
pela catendria « (v) = (v, a cosh 7). Uma parametrizacdo para o catendide é ¢ : R? — R3 dada por
a

v v
¢ (u,v) = (acosh — cosu,acosh — senu,v ) .
a a
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3.15 Exemplo (Faixa de Mobius). Considere um circulo de raio R centrado na origem no plano zy. Em
um ponto py deste circulo, suponha posicionado um segmento L de comprimento 2r, com r < R. cujo ponto
médio é exatamente py. Enquanto o ponto médio do segmento percorre uniformemente o circulo, fazemos o
segmento girar uniformemente em torno de seu ponto médio, mantendo uma posicdo sempre perpendicular
ao vetor tangente, de tal forma que quando o ponto termina de dar uma volta, o segmento dé meia volta
em torno de seu ponto médio. A superficie gerada desta forma é uma superficie parametrizada, a faixa de
Mébius. Sua parametrizacao de acordo com a descricao dada é ¢ : R x (—r,7) — R3 definida por

d(u,v) = (<R+ v COS %) cos u, (RJr v COS g) sen u, v sen g) ;

u dd o angulo de rotagdo em torno do circulo, enquanto que v dd a posicao do segmento (veja a Figura 5.18,
p. 189, em [Borceux]). O

3.1.2 Superficies como Imagens Inversas de Valores Regulares

3.16 Lema (Teorema da Fungao Inversa). Seja F': U C R — R"™ uma aplicagao diferencidvel de classe
Ck. Se dFy,, : R" — R™ ¢ um isomorfismo para algum py € U, entdo existem abertos V C U contendo pg
e W C R™ contendo F (po) tais que Fly : V — W é um difeomorfismo de classe CF.

F :V — W ser um difeomorfismo de classe C* significa dizer que F' é um homeomorfismo e ambas F, F~!
sdo aplicacoes diferenciais de classe C*. O Teorema da Funcdo Inversa diz que se a diferencial de uma
aplicagao é um isomorfismo em um certo ponto (equivalentemente, sua matriz jacobiana naquele ponto tem
determinante nao nulo), entao a aplicacdo é um difeomorfismo na vizinhanga daquele ponto; em particular,
se isso ocorre para todo ponto em U, entdao F' é um difeomorfismo local.

3.17 Proposigao. Seja ¢ : U — R3 uma superficie parametrizada regular. Entdo, para todo (ug,vo) € U
existe um aberto Uy C U contendo (ug,vo) tal que ¢|y, € injetiva.
Mais que isso, ¢ (Uy) € uma superficie reqular.

Prova: Seja
¢ (u,v) = (z (u,v),y (u,v), 2 (u,v)).

Como a matriz jacobiana d@(y,,v,) tem posto 2, podemos assumir sem perda de generalidade que

or Ox

a (UO) UO) a_ (UO,UO)
a(xay) (UO,'UO) _ det au 8’1} # 0
0 (u,v) dy Yy

u (u0,v0) o (uo,v0)

(caso contrério, trocamos x ou y por z na definicio da funcio F a seguir). Defina uma fungio F : U — R?
por
F (u,v) = (z (u,v),y (u,v)).

Segue do Teorema da Fungao Inversa que existe um aberto Uy C U contendo (ug, vg) tal que F|y, é injetiva.
Consequentemente, isso vale também para ¢|y, .
Estenda ¢ a uma aplicacdo ¢ : U x R — R? definindo

¢ (u,v,t) = (z (u,v),y (w,v), 2z (u,v) +1).

[Ou seja, 5 transforma um cilindro vertical com base em U em um cilindro deformado com base em ¢ (U),
cada segéo do cilindro vertical de altura ¢ sendo transformada em uma superficie parametrizada ¢ (u, v)+tes.]
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Como
or o
ou Ov
~ oy Oy d(z,y)
det d¢ = det 3 By 0 —8(%”)7&0,
0= 0=
ou Ov

segue do Teorema da Funcao Inversa que 5 é um difeomorfismo de classe C* em uma vizinhanca possivelmente
menor U; C Up. Em particular ¢—!, extensdo de ¢~ a um aberto de R3, é uma aplicacio diferencidvel de
classe C*.

Assim, superficies parametrizadas regulares, do mesmo modo que curvas parametrizadas regulares, sdo lo-
calmente injetivas. Elas nao sao globalmente injetivas, pois podem ocorrer autointersegoes.

3.18 Definigao. Seja F': U C R™ — R"™ uma aplicagao diferencidvel. Dizemos que um ponto p € U é um
ponto critico de F se a diferencial dF), : R™ — R néao é sobrejetiva. A imagem F (p) é entdo chamada
um valor critico de F.

Se ¢ € R™ nao é um valor critico de F, entao dizemos que ¢ é um valor regular de F. [J

Assim, ¢ é um valor regular de F se para todo p € F~1(g) temos que dF, : R™ — R" é sobrejetiva
(isso vale em particular se ¢ ndo estd na imagem de F).

3.19 Lema (Teorema da Funcao Implicita). Seja F : V C R*"™™ — R"™ uma aplicacio diferencidvel de
classe C*. Escreva um ponto (x,y) € V em coordenadas na forma

x=(21,...,%),

y:(yla"'vym)'

Seja (xo,yo) € V com F (z,y) = ¢ tal que o menor

or  om
61‘1 aimn
O(Fy,...,F, . )
8((331 - )) (w0, y0) = det : : 7 0.
-+, Tn aF, oF,
O0r1 O,

Entdo existem wma vizinhanga U C R™ de yo e uma aplicagio f : U C R™ — R” de classe C* tal que
f o) =m0 e F(f(y),y) =c.

3.20 Proposicao (Superficies de Nivel). Seja f: V C R® — R uma fungdo de classe C*. Secec f(V) é
um valor regular de f, entdo f~1 (c) é uma superficie regular de classe C*.

Prova: Seja po = (70, Y0, 20) um ponto de f~! (¢). Como ¢ é um valor regular, podemos assumir sem perda
de generalidade que
of

9 (Po) # 0.

Pelo Teorema da Funcao Implicita, existem um aberto U C R? que contém (¢, yo) e uma aplicacio f : Uy —
R de classe C* tal que f (zo,%0) = 20 € F (z,y, f (z,y)) = c. Portanto, a aplicacio ¢ : U C R? — R3
definida por

¥ (:Ea y) = (1‘, Y, f (I’ y))

é uma parametrizacio de classe C* de uma vizinhanca de py em f~! (c). Como a inversa de um grafico é
simplesmente a proje¢do no plano, segue que ¢ é um homeomorfismo. W
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3.21 Exemplo. Todas as superficies vistas nos Exemplos 3.3-3.12 sao imagens inversas de valores regulares
de fungoes de classe C°°como pode-se verificar. Por exemplo, no caso da esfera temos S% = f~! (R) onde

f(@y,2) =% +y*+ 2

e Vf(x,y,2)=2(z,v,2) # 0 para todo (z,y,2) € f~ (R), pois pelo menos uma variavel é niao nula.
Em particular, elas sao superficies regulares de classe C*°. [J

3.2 Mudanca de Coordenadas e Funcoes Diferenciaveis em Su-
perficies

Vamos estender as definigoes e resultados do Célculo Diferencial para superficies, isto é, vamos fazer cdlculo

diferencial em superficies. Nesta secao vamos definir o que significa uma fungao f : S — R ser diferencidvel

em um ponto p de uma superficie regular S C R?. Um modo natural de fazer isso é tomar uma vizinhanca

coordenada V C R? de p, parametrizada por uma aplicacio ¢ : U C R? — V e verificar se a composta

fow : U Cc R? — R ¢ diferencidvel. Como um mesmo ponto pode pertencer a véarias vizinhancas
coordenadas, é necessario que esta definicao nao dependa da escolha de um sistema de coordenadas.

3.22 Lema (Regra da Cadeia). Sejam F : U C R™ — R" ¢ G : V C R” — RP aplicacies de classe C*,
com F (U) C V. Entdo a composta G o F € de classe C* e

d(GO F)p = dGF(p) o de.

3.23 Proposicao. Sejam S C R uma superficie reqular de classe C* e p € S. Sejam @1 : Uy C R?2 —
Vics, ¢o2:U CR2 — Vo C S dois sistemas de coordenadas locais para p. Entdo a mudanca de
coordenadas

el o et (ViNVa) — o3t (ViNVa)
¢ um difeomorfismo de classe C*.

Prova: Claramente, ¢, 16 1 é um homeomorfismo, composta de homeomorfismos. Escreva
P2 (’LL, U) = (1‘ (U,U) Y (U7U) ) % (’LL, U)) .
Como dips é injetiva em todo ponto, podemos assumir sem perda de generalidade que

9 (z,y)
0 (u,v)

#£0
Estenda ¢, a uma aplicacio @s : Uy x R — R3 definindo

@2 (u,v,t) = (z (u,v),y (u,v), 2z (u,v) +1t).

[Ou seja, @y transforma uma cilindro vertical com base em Us; em um cilindro deformado com base em
2 (Uz), cada se¢do do cilindro vertical de altura ¢ sendo transformada em uma superficie parametrizada
2 (u,v)+tes.] Como as fungao coordenadas x (u,v) ,y (u,v), z (u,v) da parametrizagéo i sdo diferencidveis
de classe C*, a aplicacdo (@, é diferenciavel de classe C*. Como

or o |
ou Ov
_ dy Oy 0 (x,y)
detd@y — det | Y %Y - 0,
vz ¢ Oou Ov 0 8(11,11)?é
0z 0z 1

du v
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segue do Teorema da Fungdo Inversa que @y é um difeomorfismo de classe C*. Em particular @, 1 ¢ uma
aplicacdo diferenciavel de classe C*. Logo, pela Regra da Cadeia,

Py o1 =35 o

é uma aplicacao de classe C*. Raciocinando de maneira andloga concluimos que

-1 -1 -1
e ow2= (3 0yp1)
também é uma aplicacio de classe C*. Concluimos que @5 1o ¢y é um difeomorfismo de classe C*. W

3.24 Definicdo. Seja S C R? uma superficie regular de classe C*. Dizemos que funcio f : S — R é
diferenciavel de classe C* em um ponto p € S se para alguma parametrizacao ¢ : U C R? — V de uma
vizinhanga coordenada V de p a composta

fop:UCR* —R

é diferencigvel de classe C* em ¢! (p).
Dizemos que f é diferenciavel de classe C* se f é diferencidvel de classe C* em todo ponto de S. O

Segue da Proposicio 3.23 que a diferenciabilidade (de classe C*) de uma funcdo f : S — R em um ponto da
superficie S independe da parametrizacio escolhida: se ¢ : Uy CR?2 — V1 C S, oo : Uy CR? — V5, C S
sdo duas parametrizagoes para vizinhancas de p e V=V N Va, entdo f o 1 é diferencidvel em (pfl (p) see
somente se f o gy é diferencidvel em ¢, ' (p), pois

fopr=Ffopso(p;' o),

fopa=fopio(pr'opa),
e @2—1 01, gpfl o o sdo difeomorfismos de classe C*.

3.25 Exemplo. Se S C R3 é uma superficie regular e f : W C R> — R, W um aberto contendo S, é uma
funcdo diferenciavel de classe C*, entdo f|s é uma funcao diferencidvel de classe C*. O

3.26 Exemplo (Fungdao Altura). Dada uma superficie regular S C R3, a funcao altura f : S — R
relativa a uma direcao fixada v € R? definida por

fp) = (p,v)
é uma funcao diferenciavel de classe C*°. [

3.27 Exemplo (Funcio Quadrado da Distancia). Dada uma superficie regular S C R?, a fungdo quadrado
da distancia f : S — R relativa a um ponto fixado py € R3 definida por

f®) =lp—pol

é uma fungao diferenciavel de classe C*°. [
A nocao de diferenciabilidade pode ser estendida para aplicagoes entre superficies:

3.28 Definigao. Sejam S;, S5 C R3 superficies regulares de classe C*. Dizemos que aplicacdo F : S; — S
é diferenciavel de classe C* em um ponto p € S; se para algumas parametrizacoes ¢, : U} C R? —
Vi, s : Uy C R? — V, de uma vizinhanca coordenada V; de p e de uma vizinhanca coordenada Vs de F (p)
a composta

@510F0¢1:U1CR2—>U2CR2

é diferencidvel de classe C* em o' (p).
Dizemos que F é diferencidvel de classe C* se F' é diferenciavel de classe C* em todo ponto de S;. O
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3.3 Plano Tangente, Vetor Normal e Diferencial

Continuando o processo iniciado na segao anterior de estender o Célculo Diferencial para superficies, nesta
secao definimos a diferencial de uma aplicacao diferenciavel entre superficies. Da mesma forma que a deri-
vada, isto é, a diferencial dF}, de uma aplicacao diferencidvel F': U C R™ — R", p € U, leva vetores de R™
em vetores de R", a diferencial de uma aplicacao diferencidvel entre superficies levara vetores em vetores; no
caso de superficies, os Uinicos vetores intrinsecos a elas sao os vetores tangentes.

3.3.1 Plano Tangente e Vetor Normal

3.29 Defini¢do. Seja ¢ : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular. Uma curva parametrizada
regular o : I — R? é uma curva da superficie se o (I) C ¢ (U). O

Se S C R? ¢é uma superficie regular, uma curva da superficie é simplesmente uma curva « : I — S.

3.30 Definigao. Seja ¢ : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular. Dizemos que um vetor
V € R? é um vetor tangente & superficie em (ug, vo) se existe uma curva parametrizada regular da superficie
a: T — R3 tal que para algum tg € I temos

O

Se S C R? é uma superficie regular, V € R3 é um vetor tangente & superficie em um ponto p € S se existe
uma curva parametrizada regular da superficie o : I — S tal que para algum ty € I temos

« (tO) =D
Ol/ (to) =V
3.31 Proposicao. Seja ¢ : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular. Entdo o conjunto dos

vetores tangentes a superficie em (ug,vo) € dd(yy,vg) (Rz).
Em particular, o conjunto dos vetores tangentes & superficie em um ponto é um subespaco vetorial de R>.

Prova: Se V' = d¢(y,,4,)W, considere a curva (segmento de reta) 3 : (—¢,e) — U definida por
B (t) = (uo,vo) + tW,

onde ¢ > 0 é suficientemente pequeno para que tenhamos f ((—¢,¢)) C U. Se a = ¢ o 3, entao pela regra da
cadeia

O/ (0) = d(bﬁ(o)ﬁ/ (0) = d¢(u0,v0)W =V.

Reciprocamente, seja o : I — R3 uma curva parametrizada regular da superficie parametrizada e sejam
a(ty) = ¢ (ug,vg) e o (tg) = V. Considere B = ¢! o a. Pela demonstracio da Proposicio 3.23, 3 é uma
curva diferenciavel. Temos

a=¢o (¢ 0a)=¢of
de modo que, pela regra da cadeia,
V=ad (tO) = d¢(uo,vo)5, (tO) .
|

3.32 Definigao. Seja ¢ : U C R?> — R? uma superficie parametrizada regular. O conjunto dos vetores
tangentes a superficie em (ug, vp) é chamado o plano tangente & superficie em (ug, vg) e serd denotado por

Tiug,v)¢- U
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Se S C R? é uma superficie regular, o conjunto dos vetores tangentes a S em p ¢ o plano tangente 7,,S a S
em p. Como ndo hé autointersecoes, existe um tnico plano tangente 7},5.
Como T{yy,u)¢ ¢ um plano em R3, existe uma tinica direcdo normal a este plano.

3.33 Definicao. Seja ¢ : U C R?> — R3 uma superficie parametrizada regular. O vetor unitario normal
ao plano tangente T\, ,)¢ ¢ 0 vetor

99 0o
ou " o 3.6
N(U,U)—W(U,U). ( )
Ou Ov
U
. 09 o¢ .
De fato, como o produto vetorial u (u,v) x S0 (u,v) é normal aos vetores
u v

o¢

% (U,, U) = d(z)(u,v)ela

o

o (u,v) = d¢(u,v)€2,
que geram o plano tangente T{, )¢, N (u,v) é normal a este plano.
3.34 Exemplo. Considere a esfera com a parametrizagao
¢ (u,v) = (Rcosusenv, Rsenusenv, Rcosv) .

Como vimos no Exemplo 3.5, temos

0
a—¢ (u,v) = R(—senusenv,cosusenwv,0),
u
¢
S0 (u,v) = R (cosu cosv,senucosv, —senv),
v
de modo que
9¢ 09 2
— X —|| = R*senw.
H ou v
Dai,
N () R? (- cosusen® v, —senusen? v, — senv cos v)
u,v) =
’ R2senv
= — (cosusenv,senusenv,cosv) .
[l

3.3.2 Diferencial de uma Aplicagao Diferenciavel entre Superficies Regulares
De posse do conceito de plano tangente, podemos agora definir a diferencial de uma aplicacao diferenciavel

entre superficies regulares.

3.35 Defini¢ao. Sejam S;,S, C R? superficies regulares de classe C* e F' : S, — S, uma aplicacio
diferencidvel de classe C* . Dado p € S; definimos a aplicacio diferencial

de : Tpsl — Tp(p)Sg

da seguinte forma: dado V € T},51, se @ : I — S1 é uma curva parametrizada regular tal que o (tp) =p e
o (to) =V, entdo
4F, (V) = (F o a) (t).

O
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3.36 Proposigao. A diferencial estd bem definida e € wma aplicacao linear.

Prova: Para provar que a diferencial estd bem definida, devemos mostrar que a definicdo de dF, (V)
independe da curva o escolhida. Sejam ¢ : Uy C R2 — V; C S1 e ¢y : Uy C R2 — V, C Sy
parametrizagoes de vizinhangas coordenadas Vi de p e Vo de F (p) respectivamente, de modo que

@2_10Fo<p1:U1 CRQHUQCR2

é uma aplicagao diferenciavel por definigdo. Seja o : I — S; uma curva parametrizada regular tal que
a(tg) =pead (tg) = V. Como vimos na demonstragido da Proposicao 3.31, o vetor

W= (1" oa) (t)

é caracterizado por
V = d(@l)wfl(p) w

e independe da curva a. Considerando o isomorfismo linear L : R? — 7,51 definido por
L=d(e1)pr )

ou seja, L é a restricao de d (901)@;1( ) a0 seu conjunto imagem, podemos escrever

P
W=L"'V.
Temos
(Foa)(t)=w20(py oFogpi)o(pr' 0a)(t),
Pela regra da cadeia,

/

(Fo a)’ (t)=d (Lpz)w;1[F(a(t))] d (@51 oFo @1)¢;1[a(t)] <(p1*1 o a) (t),

de modo que, fazendo t = tg, obtemos

_ _ /
(@2)902_1[["(17)] d (4,02 loFo Sol)tﬂfl[p] (901 1y a) (to)

w

d
= d(p2) -1 d(p;' o Fopr)
s [F(p)] 2 w7 [p]

d

(P2)gyipy (02" 0 F o 1) oy, LTV
Esta expressdo mostra que (F o a)/ (to) independe da curva a. Além disso, como
M =d(¢2)p 1 ipy d (w2 0 Fowr) oapy L7
é uma aplicacao linear, pois é a composta de aplicagoes lineares, e
dF, (V) = (Foa) (tg) = MV
segue que dF), é uma aplicacao linear. W

Podemos agora estender os resultados do Célculo Diferencial em R™ ao Célculo Diferencial em Superficies.
A demonstragio dos resultados a seguir fica como exercicio.

3.37 Proposicao (Regra da Cadeia). Sejam Sy, Sz, S3 C R® superficies requlares de classe CF e F : Sy —
S, G : Sy — S5 aplicagdes de classe C*, com F (U) C V. Entdo a composta G o F ¢ de classe C* e

d(GO F)p = dGF(p) o de.
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3.38 Proposigdo (Teorema da Fungdo Inversa). Sejam Si, S C R? superficies requlares de classe CF
e I : S, — Sy uma aplicacio diferencidvel de classe C*. Se dF, € um isomorfismo, entio F € um
difeomorfismo local em p.

3.39 Coroldrio. As cartas ¢ : U C R? — ¢ (U) C S de uma superficie reqular S C R3sdo difeomorfismos.
3.40 Exemplo (Diferencial da Fungao Altura). Se f: S — R é a fungdo altura

fp)=(p,W),

dado um vetor V' € T,,S, seja o : I — S7 uma curva parametrizada regular tal que o (0) =pe o/ (0) =V.
Como

segue que

O

3.4 Superficies Orientaveis

Em geral, dizemos que duas bases em um espaco vetorial tem a mesma orientacao se a matriz de mudanga de
coordenadas que leva uma base na outra tiver determinante positivo; caso contrario, elas possuem orientacoes
opostas. Escolher uma base como tendo orientac¢ao positiva é escolher uma orientagao para o espago vetorial.
Qualquer outra base do espago vetorial terd oientacao positiva se a matriz de mudanga de coordenadas que
leva uma base na outra tiver determinante positivo; caso contrario, dizemos que a outra base tem orientacao
negativa.

Podemos escolher uma orientagao para cada plano tangente 7,5 de uma superficie regular, mas gos-
tarfamos que esta escolha fosse coerente, que planos tangentes a superficie em pontos de uma mesma vizi-
nhancga tenham a mesma orientagao e que esta nao dependa da parametrizagao.

Para que planos tangentes a superficie em pontos de uma mesma vizinhanga coordenada possuam a
mesma orientagao, basta fixar a orientacao como sendo a da base coordenada

dp ¢

ou’ ov |’
De fato, a orientacio de um par de vetores em R? estd intimamente ligada ao produto vetorial. Fixar a
orientacao de um subespaco vetorial 2-dimensional em R? escolhendo uma base {V, W} como sendo positiva
é equivalente a escolher a orientagdo dada pelo produto vetorial V' x W escolher a base {W,V'} como sendo

positiva é equivalente a escolher a orientagao dada pelo produto vetorial W x V. Isso pode ser expresso de
maneira mais compacta através do produto misto: denotando o produto misto de trés vetores X,Y, Z por

[X.Y,Z] = (X xY) - Z,

segue que
VW,V x W] = (VW) (VxW)=|VxW|*>0
e
VW, W xV]=VxW)-(WxV)=—|VxW|*<0
tem sinais opostos. Assim, como o vetor normal
9 . O¢
ou v

varia de modo continuo em uma vizinhanga coordenada, todos os pontos desta vizinhanga tem a mesma

orientacdo. A questdo é se esta variagdo continua é global, vilida para todos os pontos da superficie.
Veremos que a resposta a esta pergunta é negativa: existem superficies que nao podem ser orientadas.
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3.41 Definicao. Uma superficie regular S é chamada orientavel se ela possui um atlas coerente @, isto
é, tal que para todos @1, ps € ® temos
det d (@51 o) gol) > 0.

Uma escolha de um tal atlas é uma escolha de orientagao para a superficie e quando esta escolha foi feita,
dizemos que a superficie foi orientada.

Quando uma superficie nao possui nenhum atlas com esta propriedade, dizemos que ela é nao-orientavel.
O

Em outras palavras, um atlas é coerente se os determinantes das matrizes jacobianas (diferenciais) das
mudancas de coordenadas de todas as parametrizacoes deste atlas sao sempre positivos. Observe que orien-
tabilidade é uma propriedade global de uma superficie.

3.42 Exemplo. Toda superficie que é a imagem de uma tnica parametrizacao é orientavel, pois o atlas
consistindo desta unica parametrizacao € trivialmente coerente. Assim, o conceito de orientabilidade para
superficies parametrizadas regulares é trivial. Em particular, superficies regulares que sao graficos de fungoes
sao orientaveis.

Superficies que podem ser cobertas por duas parametrizacoes cuja intersecao é um conjunto conexo
também sao orientaveis. Se na intersecao o determinante da matriz jacobiana da mudanga de coordenadas
é negativo, basta trocar a ordem das varidveis em uma das parametrizagoes, para mudar o sinal do deter-
minante e assim obter um atlas coerente. Em particular, a esfera que pode ser coberta por duas projecoes
estereograficas que se interceptam ao longo de um conjunto conexo (Exemplo 3.6 (3); a intersegdo é a esfera
menos os polos) é uma superficie orientdvel. (]

Vimos anteriormente a ligacdo entre o vetor normal a um plano em R3 e a nogdao de orientabilidade.
Veremos agora esta ligacao com relagao a superficies.

3.43 Lema. Sejam U,V,W,Z € R® e A = (a;;) uma matriz 2 x 2 tais que

W =anU + a2V,
Z = anU + aV.

Entao
WxZ=det AU xV).

Prova: Temos

W x Z = (a11U+a12V) X (a21U+a22V)
= (a11022 — a12a21) U x V
=det AU xV).

3.44 Teorema. Uma superficie reqular S C R de classe C*, k > 1, é orientdvel se e somente se existe um
campo normal unitdrio N : S — R3 de classe C*~1.

Prova: S orientdvel =—> S possui um campo normal unitario.
Seja ® um atlas coerente para S. Para cada ponto p € S defina N (p) por

ou Ov

¢, 9%
N(p)zN(ga(u,v»:Hg;%

o]
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onde ¢ € ® é uma parametrizagdo qualquer de uma vizinhanga de p. Se ¢ € ® é qualquer outra parame-

trizagao de uma vizinhanga de p, temos

dp  Op -
8: 8f =detd ((p 1
De fato, de ¢ = ¢ o (gofl
escrevendo
(¢ 0@) (w0) = ((¢*
temos que
05 _0p0(¢™'07),
ou  Ou ou
97 _0p0(¢7"00),
v Ou ov

Uma notagao popular, menos carregada, para a mudanga de coordenadas ¢

°0P) 50 X

o (ﬁ) segue da regra da cadeia que dp = dp o d (cpfl

o@)l(ﬂ,ﬁ>7(@

2p0(%

ov
9p 9
ov

Bw [

- (3.7)

o &) Em coordenadas,
o), (@,7)),

“lo @)2

ou ’

1

p "o 95)2

v

_1O(Zé

(¢7' 0 @) (@,0) = (u(w,0),v(w,0)).
Nesta notagao a regra da cadeia se escreve na forma mais familiar
Op _ dpdu  Op v
ou  oudu ' v ou’
09 Opdu Dy dv
o0 udv | v ov
Segue destas equacgoes e do lema que
(9 ago_é‘(u,v %Xaﬁ
A A (u,v) \Ou  Ov
Como o determinante é positivo, conclui-se que
390 9% I Op
" o _ _Ou_ Ov
o 09 Op  O¢|’
51} ou  Ov
isto é, N estd bem definida em toda a superficie S. A aplicacdo N em coordenadas locais é exatamente
Op Op
N (u,v) = ww ),
ou  Ov
que é uma aplicacao diferencidvel de classe C*~1, ji que &% nunca se anula na vizinhanca coordenada

e

i ik
8()0 5‘@ % % %
au 90 (w,v) =| Ou ou ou

dp1 Opa  Ops
v v v

_ (&Pz&%
Oou Ov Ou Ov’

(u,v)

O0p3 Opa Op3 Oy

ou

ou  Ov

Op1 Op3 Op1 Opa

Oou Ov’

0200 )

ou Ov ou Ov
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é uma aplicacao diferenciavel de classe C*~! porque suas funcdes coordenadas so.
S possui um campo normal unitario = S orientavel.

Seja N : S — R3 um campo normal unitario de classe C*~'. Como k > 1, temos que N é na pior das
hipéteses uma aplicacio continua. Seja ® um atlas para S. Para cada parametrizacio ¢ : U C R? — §
deste atlas a funcao f, : U — R definida por

dp Oy
B Bv

Jo ) = (N (g o) B
ou  Ov

é pelo menos continua. Como f, toma os valores discretos +1 e U é conexo (Defini¢ao 3.1), segue que f, =1
ou f, = —1. Se f, = —1 mudamos a ordem das varidveis da parametrizagao . Desta forma, obtemos um
atlas ® para S tal que f, = 1 para toda ¢ € ®: em outras palavras,

op  Op
N (¢ (u,v)) = H
‘ ou Ov H

para toda ¢ € ®. Se ¢, p € ® sdo parametrizacdes com p = ¢ (u,v) = @ (U, V), como

¢ Oy 99 9p

ou v ou  Ov
—_———— — N — TTa~ A=

ou v ou  Ov

9p 09 _0(uv) (0p Op
8z " o ~ 9(u,v) du " B

como visto acima, segue que

|
3.45 Corolario. Se uma superficie regular é a imagem inversa de um valor reqular, entao ela € orientdvel.

Prova: Seja S = f~!(c), c € R um valor regular de uma funcio diferencidvel f. Dado um ponto p € S,
considere uma curva o : I — S satisfazendo « (tg) = p. Escreva

Como
f@(),y@),z(t) =c

derivando em relagao a t, segue da regra da cadeia que

T w0+ 5oy 0+ Lo -0

ou seja, o vetor gradiente de f
0 0 0
Vi = (5o 5o L)
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é normal ao vetor tangente o’ (t). Como isso vale para toda curva a em S, segue que

_ Vfp)
N = G Fe

¢ normal ao plano tangente 7,,S. Esta aplicacdo N define um campo normal unitério de classe de diferenci-
alidade um a menos que a classe de diferenciabilidade da funcéo f, porque Vf (p) nunca se anula, j& que ¢
é um valor regular de f. B

3.46 Coroldrio. Seja S C R® uma superficie reqular orientdvel. Se 7y : [a,b] — S €é uma curva regular
fechada e N : [a,b] — R® é um campo normal unitdrio continuo ao longo da curva v, entdo N (a) = N (b).

Prova: Pelo Teorema 3.44 existe um campo normal unitério continuo N : S — R3. Como ambos os vetores
N (t) e N (7 (t)) sdo normais ao plano tangente T’ ;)S, segue que

fF)=(N(t),N(v(#)) ==L
Como a fungéo f : [a,b] — R é continua, devemos ter f =1 ou f = —1. Em particular,
(N (a),N (v(a))) = (N (b) , N (y(b)))-
Mas 7 (a) = v (b), logo N (v (a)) = N (v (b)) e forcosamente N (a) = N (b). B
3.47 Proposigao. A faixa de Mdobius nao € orientdvel.

Prova: Suponha por absurdo que a faixa de Mobius S é orientavel. Considere o centro da faixa de Mobius
S como uma curva fechada regular « : [0,27] — S dada por

a(t) = (Rcost, Rsent,0).

Definimos um campo normal N : [0,27] — R? & faixa de Mobius ao longo desta curva, infinitamente
diferenciavel, por

t t t
N(({#)=R (costsen i,sentsen o 08 2) .

Este campo é obtido da parametrizacao

d(u,v) = ((R + v cos %) cos u, (R -+ v cos g) sen u, v sen g)

dada no Exemplo 3.15 calculando-se

0¢ 0¢
N (u) = %(%0) X %(%0)
u u u
= (—Rsenwu, Rcosu,0) x <COS 5 COS U, COS 3 senw, sen 5)

U U U
=R cosusen§,senusen§,—cos§

e fazendo t = u. Mas
N (0) = R(0,0,-1) # R(0,0,1) = N (2m),

contrariando o ultimo corolario. M



Capitulo 4

As Formas Fundamentais e
Curvaturas

4.1 A Primeira Forma Fundamental

4.1 Definicao. Seja ¢ : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular. O produto interno canénico
em R? induz um produto interno no plano tangente Tluwm® C R3 para cada (u,v) € U denotado por (-, '>(u,v)'
A aplicacao que associa a cada ponto (u,v) € U o produto interno induzido (-, -)(u}v) no plano tangente é
chamada a métrica da superficie.

Da mesma forma, definimos a métrica de uma superficie regular em S C R? como a aplicacio que associa
a cada ponto p € S o produto interno induzido (-, ->p no plano tangente 7,5 pelo produto interno canoénico
em R3. O

Como o produto interno induzido em cada espaco tangente provém do mesmo produto interno de R?, em

geral omitiremos o subescrito (u,v) ou p. A métrica da superficie permite medir comprimentos de curvas e

areas de regioes contidas na superficie de maneira intrinseca, conforme veremos nas subsegoes a seguir.
Todo produto interno (-, -) em um espago vetorial induz uma forma quadrética I (V) = (V,V).

4.2 Definicao. A forma quadratica de uma superficie parametrizada regular ou de uma superficie regular
induzida por sua respectivs métrica, isto é,

[(u,v) (V> = <‘/7 V>(u,v)

" 1,(V) = (V,V),,

respectivamente, é chamada a primeira forma fundamental da superficie. [J

Em coordenadas, se

99 d¢
V= Vlé) —i-Vga
temos
1 Vv V— 1% ¢V— V
() (V) = 9, + 25, /1 + 250

o 0o ¢ 0 ¢ 0¢
=V <au 3u>+2V1V2<3u’311>+V <3v v >

74
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4.3 Notagao. Se ¢ : U C R? — R3 ¢ uma superficie parametrizada regular denotamos

o¢ 0
E (u,v) = <ai af>

¢ 0O
F (u,v) = <6’i’3f>

0¢ 0
G (u,v) = <8f’8j}5>

Se ¢ : U — S é uma parametrizacdo de uma vizinhanga de um ponto p = ¢ (u,v) de uma superficie regular

S, denotamos
dp Op
E(uv) = <8u 6u>

Op 0
Fluo) = (52 52).

Op O
G (u0) = <af af>

E, F,G sao chamados os coeficientes da primeira forma fundamental. [

No caso de uma superficie regular, os coeficientes E, F, G da primeira forma fundamental em um ponto p
dependem do sistema de coordenadas locais em p. Note também que se uma superficie parametrizada regular

ou uma superficie regular é de classe C*, entdo os coeficientes da primeira forma fundamental sao de classe
Ck-1,

4.4 Proposigao. Os coeficientes da primeira forma fundamental satisfazem as sequintes propriedades:

E,G>0.

5@ 3@@

90 > 0.

E F )
| £ E]-pa-ro|

Prova: Pois
dp Op\ _ ||0¢
E(u,v) = <8u 8u>_H

(2.2}

ja que dp(, ) tem posto mdximo; o mesmo argumento vale para uma superficie parametrizada. A tltima
desigualdade segue da identidade vetorial

2 2 2 2
[V x W=+ (V. W) = [V [[W]",

pois
(’“);p 2
v

&pz

— 2: i,
EG-F ‘8u

_ (92 02\ 590 39@
ou’ v

0 0
ja que a—;’j e a—f sao L.I. A
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4.5 Exemplo. Se
o (u,v) =po + uV + oW

é um plano e V, W sao vetores ortonormais, entao

QT
I
— \.o \.P—‘

O

4.6 Exemplo. Se
¢ (u,v) = (u,v, f (u,v))

é um grafico, de modo que
d¢ _ of
aiu (U,’U) - (1?07 ou (U'a U)) 5
dp _ of
%(U/U) = (071781] (U,’U)) 5

entao
of\?
E(u,w)zl—&—(au) ,
_ofof
F(U,’U) = ag,
2
G(u,v)zl—&—(gir) .
([l

4.7 Exemplo. Se

¢ (u,v) = (f (v) cosu, f (v) senu, g (v))

é uma superficie de revolugao, de modo que

% (u,v) = (—f (v)senw, f (v) cosu,0),
% (u,v) = (f' (v)cosu, f' (v)senu, g (v)),
entao
E (u,0) = [f (v)]°,
F (u,v) =0,
G (wv) = [f' @] +1g ()]
O

76

(4.1)

4.8 Exemplo. Um cilindro reto é uma superficie de revolugao, obtido pela rotacao de uma reta perpendicular
ao plano zy em torno do eixo z. Uma parametrizacao para o cilindro reto de raio 1 é dada por ¢ : R? — R3?

definida por
¢ (u,v) = (cosu,senu,v),
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ou seja,

E (u,v) =1,
F(u,v) =Y
G (u,v) =1

Estes sao os mesmos coeficientes da primeira forma fundamental do plano. Mais tarde veremos o significado
geométrico deste fato. [J

4.1.1 Comprimento de Curvas em Superficies

Dada uma curva regular em uma superficie parametrizada regular

o seu comprimento de arco (a partir de um ponto inicial fixado em ¢ = 0) é dado por

s = [ o’ @) ae.

Como, pela regra da cadeia,

(6 = (1) 92 (u(6) 0 (1) 40 (1) e (1) (1),
cegue que
o’ 0l = /T ) @)
:\/(u’)2<gi,§5>+2u’v’<§5,§5>+(v’)2<§p,?5>
= \/E (u')? + 2Fu'v' + G (v')*.
Ou seja,

t
s(t) = / VE @) +2Puwe + G (o) dt. (4.2)
0
Por este motivo, usa-se a expressao elemento de comprimento de arco ds e escreve-se
ds* = Edu® 4+ 2F dudv + G dv*. (4.3)

Note que derivando a funcao comprimento de arco obtemos

2 2 2
ds du du dv dv
— | =FE|(— 2F——+G|— | . 4.4
(dt) (dt> LT <dt> (44)
A mesmo argumentacgio vale para uma curva regular a : I — S em uma superficie regular cujo trago esteja
inteiramente contido em uma vizinhanca coordenada.
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4.1.2 Area de Regioes de Superficies

4.9 Definicao. Um dominio do plano é um subconjunto D C R? fechado e limitado, cujo interior é
homeomorfo a uma bola aberta de R? e cuja fronteira é uma curva regular por partes homeomorfa a um
circulo.

Uma regiao de uma superficie é a imagem ¢ (D) de um dominio do plano por uma parametrizagao. [

4.10 Definicao. A drea de uma regiao ¢ (D) é definida por

A(w(D))://Dmdudv://D

dp Oy

O
4.11 Proposicao. A drea de uma regigo independe da parametrizacao escolhida.

Prova: Suponha que ¢ : U C R2 — SCcR*eq: UcCR?— S C R sio duas parametrizacoes com
@(D) = ¢(D). Segue do Teorema de Mudanca de Varidveis para Integrais Multiplas que

A@(D)) = //D 92 %) uan

://~ %xa—cp detd (¢~ "0 @) dudv
D

ou  Ov
_ I Op
_//D EW X o du dv
= A(p(D)).

4.12 Exemplo (Area do Toro). O toro é a imagem do dominio do plano D = [0, 27] x [0, 2] pela parame-
trizagao
¢ (u,v) = (R4 rcosv) cosu, (R~ rcosv) senu, rsenv) .
Esta é uma parametrizagao como superficie de revolugao com
f(v) =R+ rcosv,
g (v) =rsenw.
Pelo Exemplo 4.7, os coeficientes da primeira forma fundamental desta parametrizagao sao
E (u,v) = [R+rcosv]”,
F (u,v) =0,
2

G (u,v) = [—rsenv]2 + [rcosv]2 =r°.

Logo,
VEG —F? =r(R+rcosv)

e a area do toro é
27 27
A:r/ / (R+ rcosv) dudv
0 0
27

= 27rr/ (R+rcosv) dv
0

= 27 [Ru + rsen U]Zigﬂ

= 47%rR.
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4.2 Segunda Forma Fundamental

A curvatura de uma curva mede a taxa de variagdo da direcao do vetor tangente. De modo andlogo, queremos
medir a taxa de variacao da dire¢do do plano tangente. A diregdo do plano tangente é dada pelo vetor normal
unitario, logo basta medirmos a taxa de variagao deste vetor. Veremos que a taxa de variagao do vetor normal
unitario é medida através de uma aplicacao linear autoadjunta.

Nos restringiremos a superficies regulares e nao trataremos de superficies parametrizadas regulares, onde
os mesmos conceitos podem ser definidos localmente (para um tal tratamento com muitos exemplos veja
[Gray], Capitulo 13 e os capitulos que lhe seguem).

4.2.1 A Aplicagcao de Gauss

Como vimos no capitulo anterior, se S é uma superficie orientdvel, a escolha de uma orientacdo em S é
equivalente & escolha de um campo vetorial normal unitdrio N : S — R3. Como este campo é unitério,
podemos ver este campo normal como uma aplicagao da superficie S na esfera unitaria centrada na origem

S2.

7

4.13 Definicao. Seja S C R3 uma superficie regular orientada. O campo normal unitério N : S — S2 é
chamado a aplicagcao de Gauss. [

A partir de agora, todas as superficies regulares que considerarmos serao orientaveis, salvo afirmagao explicita
em contrdrio. Se S é uma superficie regular de classe pelo menos C2, entdo a aplicacdo de Gauss é uma
aplicacdo diferenciavel de classe C'. A partir de agora, assumiremos que todas as superficies regulares sio
pelo menos de classe C?. A medida da taxa de variacdo do vetor normal em uma vizinhanca de um ponto p
da superficie S é entao dada pela diferencial da aplicacao de Gauss:

AN, : TS — Tn(p)S®.

Como os planos tangentes 1,5 e TN(p)82 s@o paralelos, ambos normais ao vetor unitdrio normal N (p),
podemos identificar estes dois planos e enxergar a diferencial da aplicacao de Gauss como um operador

linear
dNp : T,S — T,S. (4.6)

Este operador é também conhecido como o operador forma (shape operator).

4.14 Exemplo. Se
o (u,v) =po + uV + oW

é um plano e V, W sao vetores ortonormais, entao
N=VxxW
e portanto dIN = 0, isto é, o operador forma é o operador nulo. [J
4.15 Exemplo. Considerando a esfera de raio R centrada na origem
§2 = f-1 ( RZ)
como imagem inversa do valor regular R? da funcio
flzy,2) =a® +y° + 22,

segue da demonstracao do Corolario 3.45 que a aplicagao de Gauss na esfera N : S% — S§%é:

(z,y,2) = l(%y,z),

N(m7y)z) R

IV
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Logo o operador forma é
1

R

isto é, 1/R vezes o operador identidade. Em particular, 1/R é o tnico autovalor de dNN,, possuindo dois
autovetores linearmente independentes. [

dN, id: T,S? — T,S?,

4.16 Exemplo. Considerando o cilindro
C=f11

como imagem inversa do valor regular 1 da funcao

segue da demonstracido do Corolario 3.45 que a aplicacdo de Gauss no cilindro N : C — S? ¢ a aplicacdo:

N (z,y,2) (z,y,2) = (z,9,0).

_ v/
IV
Para determinar a diferencial da aplicacdo de Gauss, considere uma curva « (t) = (z(t),y(t),z(t)) no
cilindro com a (0) = p e o/ (0) =V = (V1, Va, V3). Temos
(Noa)(t) = (z(t),y(1),0),
de modo que, por definigao,
dNy (V) = (N o) (0) = (2/(0), 4/ (0),0) = (V3,V2,0).

Em particular, se V' é paralelo ao eixo z, segue que

dN, (V) =0,
isto é, V' é um autovetor do autovalor 0 de dN,,, enquanto que se V é perpendicular ao eixo z, temos que

ANy, (V) =V,
isto é, V' é um autovetor do autovalor 1 de dN,. U

4.17 Exemplo. Se
¥ (ua ’U) - (U, v, f (uv ’U))

é o gréafico de uma funcao, entao

8(,0_ g
6“_(]—7078“>7
dp of
% (o.2).
e
8<p><8g0
i T 1 or of
N = < 90 (’)v’l . (4.7)

dp Oy ” N 9\ 2 2

= x == f of
|53 J(2y (2)
Considerando o paraboléide hiperbélico S como gréfico da fungao

z=a% -y
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ou seja, parametrizado por

temos que

0

a—i (u,v) = (1,0,2u),

0

a—f (u,v) = (0,1,—2v),
de modo que segue de (4.7) que a aplicagao de Gauss N : S — S? é

1
N (u,v) = (—2u,2v,1).

Viu? + 40?2 + 1
Vamos calcular a diferencial da aplicagdo de Gauss na origem O = (0,0,0) que é um ponto de sela para a
superficie; note que N (O) = (0,0,1) é o polo norte da esfera. Na origem o plano tangente coincide com
o plano zy e as curvas coordenadas sao exatamente os eixos x e y. Segue que N restrita a estas curvas
coordenadas é dada por

1
Noa)(t) = ——(-2t,0,1
(N o) (1) =~ )
e
1
No t) = —————1(0,2¢,1).
(Nof)(t) = 7= = ( )
respectivamente. No primeiro caso temos
1
(No a)/ (t) = ——~ (—2,0,—4t)

(412 +1)%/?
€ no segundo caso

- 1 g
(NoB) (t) = T (0,2, —4t)

de modo que
dNo (e1) = (N oa) (0) = (=2,0,0) = —2e;,
dNo (e2) = (N o 8)"(0) = (0,2,0) = 2es.

Portanto, e; e ex sao autovetores de dNp associados aos autovalores —2 e 2, respectivamente. [

4.2.2 A Segunda Forma Fundamental

Recordamos alguns fatos de Algebra Linear. Se V' é um espago vetorial com produto interno (-,-) e A :
V — V é um operador autoadjunto, ou seja,

(Av,w) = (v, Aw),
o funcional bilinear B : V x V' — R definido por
B (v,w) = (Av,w)
é simétrico, logo a ele esta associado de forma tnica uma forma quadrética @ : V' — R definida por
Qv) =B (v,v).
De fato, dado uma forma quadratica @, entao
Bow)= 2 1Q(+uw) - Q) - Qw)]

define um funcional bilinear simétrico.



Rodney Josué Biezuner 82

4.18 Proposicao. O operador forma € autoadjunto.

Prova: Seja S C R? uma superficie regular e ¢ : U C R? — S uma parametrizacido de uma vizinhanca de
um ponto p € S. Para provar que dN,, é autoadjunta, basta mostrar que

(o (2.2 (2 ()
jaqma{g@ g}<éumaba%1xwa1;s.se
a(t) = ¢ (u(t),v(t)

é uma curva regular em S com « (0) = p, por defini¢ao e pela regra da cadeia temos que

d ON ON
’ — u -
ANy (@ 0) = 5 (Vo) (0] =G (0)+ G0/ 0).
Em particular, vemos que
Oy ON
i (50) =
dp\ ON
() = 5
de modo que (4.8) é equivalente a
ON 0Oy ON 0O¢
< ou’ 6v> < o’ 8u> (49)

Para provar esta ultima equagao, observe que

Op\
<N’8u> *07

Op\
(022) g

Derivando estas duas equagoes, a primeira com relagao a v e a segunda com relagao a u, segue que
ON Oy 0%
N =
<a m>+<’mw 0
ON Oy 0
b N =
<8u’8v>+< " Ovdu 0
ON OJ¢ 0% ON By
—(N . 4.1
< ov’ 8u> < " Qudv u’ v (4.10)

Como o operador forma dN, ¢ um operador autoadjunto, ele tem associado a ele uma forma quadratica.

ou seja,

4.19 Definigao. A forma quadratica
I, (V) = = {dN, (V), V)
é chamada a segunda forma fundamental de S em p.

O motivo para o sinal negativo serd esclarecido na préxima se¢do (comentdrio apés a demonstragdo da
Proposicao 4.24).
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4.2.3 Segunda Forma Fundamental e Operador Forma em Coordenadas
Todas as parametrizagoes ¢ nesta subsegao serao assumidas compativeis com a orientagao da superficie .5,
isto é,

5</> 890

Dado p € S e uma parametrizagao ¢ : U C R?> — S C R3 de uma vizinhanga de p em S, p = ¢ (u,v),
queremos obter a matriz que representa o operador forma dN, : 7,5 — 71,5 na base

_[9¢ 0¢
|l ou’ v
de T,S, isto é, a matriz [dN,], = (ai;) tal que
Vi air a2 Vi
dN, =
L ]=la m ]l

dp dp
V =V, -~ Vo —— T
1 —|— 2 6 S

Note que, apesar do operador dN,, ser autoadjullto, esta matriz s6 serd simétrica se a base B for ortonormal.
Também queremos obter os coeficientes da segunda forma fundamental e (u,v), f (u,v), g (u,v) nesta
base coordenada, isto é,

w2t GV (y0).

para todo vetor

I,(V) = e(u,v) V& +2f (u,v) ViVa + g (u,v) V5.

Obteremos primeiro estes coeficientes, ja que os elementos da matriz [dN,]4serdo dados em funcao destes e
dos coeficientes da primeira forma fundamental.

4.20 Proposigao (Coeficientes da Segunda Forma Fundamental). Seja

[
ou’ Ov

uma base coordenada para o plano tangente T,,S e

Oy Oy
V=V— V— T,8.
9 + 23, S

Entao
I, (V) = eVE + 2fViVa + gVy (4.11)

02
e = <N7au2>,

f= <N,m>, (4.12)

onde
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Prova: Como

segue que

Dai

I, (V) = = (dNp (V), V)

_ ON ON 890 dp
B <Vz9 Ve, Mg, %8v>

O ) B ) s 3.2)

Vimos em (4.10) que

Também, como

derivando estas duas equacoes, a primeira com relacado a u e a segunda com relagao a v, obtemos
ON Oy 0%
S BN+ (N s ) =0,
<a’a>+< 02
ON 0O¢ falt
N7 a9 = Oa
< v’ v > * < ov?

ON 0o\ _ [N @0\ _
uou/ ) O
ON O¢ 0%
<8v 8v> _<N’8v2>

Agora obteremos a matriz que representa o operador forma em coordenadas.

ou seja,

84
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4.21 Proposicao (Matriz do Operador Forma). Seja
dp Op
B=<— —
{ du’ dv }
uma base coordenada para o plano tangente T,,S. Entao
B 1 G -F e f
[de}B_EG_F2|:_F E:||:f g:|

B 1 fF—eG gF — fG
T EG-F2| eF—fE fF—gE |’

Prova: Denote

_ | ann a2
[Nl = [ as a2 ] ’

Por defini¢ao, como

N
an, (52) =

ou)  Ou’

dp\ ON

Ny (a) = 0
temos ON N

=[], |al, |
de modo que

ON  0Op Op
Du 011% +a21%a
ON dp dp
o 012% + 022%~

Segue da demonstragdo da Proposigao 4.20 que

_[ON 9\ _ ¢ Op I Op\ _
_<8u’8u>_a11<8u’8u>+a21<8 ' Du =anlE +an L,
e [ON Op\ _ 9p 9p 9 dp\ _
f <8u’6v> 11<6u’6v>+a21<81}’8v = a1 F + ax G,
_JON 0p\ dp Oy Iy Op\ _
—-f= <8v’8u> = a2 <8u’8u + az2 50’ 9u = a1k + aglF,
_JON 09p\ _ dp Oy dp Op\
—g9= <8v’8v> = a2 <8u’8v + ags 5 9o = a12F + axG
Portanto,
IR R
F G asi az | I g
Logo,

[ o= [2 5] [ 1)
= (wam | ¢ 2 )50

B 1 fF—eG eF—fFE
T EG-F?| gF—-fG fF—gFE |’

85
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4.22 Corolario. Temos

eg — f*
e
—2fF +gF
tr dN, = —eGEGf—_;g (4.14)
Prova: Pela proposicao anterior,
B 1 G -F e f
1
~ ey PO o)
_ eg—f?
 EG - F?
‘ 1 G —-2fF +gE
el — g
N, = — (fF — F—gF)= —— 2/° "~ J7
trdN, EG—FQ(f eG+ f gE) G F?
|

4.3 Curvaturas

Como o operador forma é autoadjunto, ele é diagonalizével e possui dois autovalores reais (que podem ser
iguais), cujo produto é o seu determinante e cuja soma é o seu trago. Os autovalores do operador forma e
seus autovetores associados possuem significado geométrico, assim como o seu determinante e o seu traco.
Veremos nesta se¢ao o significado geométrico de cada um destes conceitos algébricos, assim como o da
segunda forma fundamental.

4.3.1 Curvatura Normal

4.23 Definigao. Sejam S C R3 uma superficie regular e o : I — S uma curva regular em S parametrizada
pelo comprimento de arco passando pelo ponto p € S.

Sejam N o vetor normal unitdrio a S em p e n o vetor normal unitario a « em p. Se k é a curvatura da
curva « em p, a curvatura normal de « em p é definida por

Kn =k (n,N). (4.15)
(]

Em outras palavras, a curvatura normal é o comprimento da projecao do vetor xkn sobre o vetor normal
unitario NV com um sinal dado pela orientacao de V. Lembre-se que a curvatura x de uma curva no espago
R3 tem sempre sinal positivo, de modo que o sinal da curvatura normal depende apenas da orientacido da
superficie.

4.24 Proposicao (Significado Geométrico da Segunda Forma Fundamental). Seja V' € T,,S com ||[V]| = 1.
Entao I, (V) € igual & curvatura normal de uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco
passando em p e tangente a V.

Prova: Seja a : I — S uma curva regular em S parametrizada pelo comprimento de arco satisfazendo
a(0) =ped (0) =V. Denotando N (s) = N («(s)) a restricio do campo normal unitério & superficie S ao
longo da curva «, temos

(N (s),0' (s)) =0
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para todo s. Derivando esta equacao em relagdo a s obtemos

(N (s),0/ (s)) = = (N (s),a" (s))
— (N (s),5(s)n(s))
—r(s) (N (s),n(s)),

pelas formulas de Frenet. Segue que

I, (V) = = {dN, (V) , V)

|
Este resultado geométrico é o motivo de usarmos o sinal negativo na definigao da segunda forma fundamental.

4.25 Corolario. Todas as curvas em uma superficie S passando por um ponto p € S que possuem a mesma
reta tangente em p tem a mesma curvatura normal em p.

Este resultado permite falar na curvatura normal ao longo de uma diregao em p. Para entender o
significado geométrico da curvatura normal propriamente dita, precisamos encontrar curvas que satisfazem
o Corolario 4.25.

4.26 Definigao. Seja S C R? uma superficie regular. Dado um vetor unitdrio V,, € T},5, a curva intersegao
de S com o plano 7w, (V,, N (p)) passando por p e paralelo aos vetores V, e N (p) é chamada a se¢cdo normal
em p ao longo de V},. O

4.27 Proposigao. A curvatura de uma se¢do normal em p € igual ao mdédulo da sua curvatura normal.

Prova: Pois o vetor normal unitdrio n & segdo normal é +N (p). B

O conceito de secao normal permite entender melhor e visualmente calcular curvaturas normais. A segao
normal, sendo a intersecdo da superficie S com o plano 7, (V,, N (p)), é uma curva plana contida neste
plano passando por p com vetor tangente V), e vetor normal n, = £N (p), cuja curvatura é +x,, (p,V,). Se
kn (P, Vp) > 0, entdo a secdo normal estd se curvando na mesma direcdo de N (p), logo a superficie toda na
diregdo de V,, estd se curvando na mesma direcao de N (p); se &, (p, V) < 0, entdo a segdo normal estd se
curvando na direcdo oposta & N (p), logo a superficie toda na direcdo de V), estd se curvando dire¢ao oposta
a N (p). Por este motivo, em geometria diferencial geralmente escolhemos orienta¢oes para as superficies
compactas, tais como esferas e elipséides, com o vetor normal unitario orientado apontando para dentro de
modo que as curvaturas normais sao todas positivas.

4.3.2 Curvaturas Principais

Como o operador forma dN, ¢ autoadjunto, existe uma base ortonormal {E, Es} de autovetores de dN,
para T,S. Escrevemos

ANy (Er) = —k1 By, (4.16)
dN, (E3) = —koEs.
Nesta base ortonormal, a segunda forma fundamental se escreve como
I,(V)=1I, ViEy + V2 E3)
= — (dN, (V1 E1 + VoE) , V1 Eq1 + Vo Ey)
= —(—rmiV1E) — kaVaEa, Vi Ey + Vo Ey)
=k VE + roV3.
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E um resultado de Algebra Linear (veja uma prova simples em [Carmo], p. 215) que &1, k2 sdo os valores
méximo e minimo da forma quadratica I, sobre o circulo unitario |V|| = 1 em T,S. Pela Proposigao 4.26,
eles sao os valores maximo e minimo da curvatura normal em p.

4.28 Definigao. As curvaturas principais em p sdo a curvatura normal méaxima k; e a curvatura
normal minima ks definidos através de (4.16) e escolhendo k1 > Ka.
As diregoes dos autovetores E7, F» do operador forma sao chamadas as diregoes principais em p. [

Como os autovetores Fy, E5 sao ortogonais, as dire¢bes principais sao ortogonais.

4.3.3 Curvatura Gaussiana
4.29 Definigao. A curvatura Gaussiana de S em p é definida como sendo

K =detdN, = KiK2. (4.17)
O

De fato, como os autovalores de dIV, sao —k1, —k2, segue que
det AN, = (—k1) (—K2) = K1ka.

Pelo Corolario 4.22 temos a seguinte expressao para a curvatura gaussiana em coordenadas:

2
cq —
K = 7Eg _J;Q. (4.18)

4.30 Proposicao (Interpretacao Geométrica da Curvatura Gaussiana). Seja p um ponto de uma superficie
reqular S tal que K (p) # 0 e seja V uma vizinhanga conexa de p onde K ndo muda de sinal. Entdo

w0 =

onde A(R) € a drea de uma regiaco R C V contendo p e A(N (R)) € a drea da imagem N (R) da regiao R
pela aplicacdo de Gauss N : S — S2.

Prova: O limite no enunciado entendido da seguinte forma: uma sequéncia de regides R,, converge para p
se qualquer bola com centro em p contém todos os R, para n suficientemente grande.
Temos

du dv,

dudv,

onde D = ¢! (R). Como

temos

ON N _ Op | 0o\ _ (0% 0
50 % Do (dth)( X )_K(auxav.
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Logo,
/ / &'0 890 du dv.
Portanto, pelo Teorema do Valor Médio para Integrais,
A(N(R))
AWNR) _ . AD)
AR AT AR )
A(D
1
lim H&p a(pH du dv
_ R—p A(D (
L so ¢
1121£)np f I X 50 du dv
890 dp
K 7 Zr
K055 o
Op
152 52|
=K (p)
|
4.3.4 Curvatura Média
4.31 Definigao. A curvatura média de S em p é definida como sendo
=" ;“2 - —%trde. (4.19)

O
Pelo Corolario 4.22 temos a seguinte expressao para a curvatura média em coordenadas:

1eG — 2fF + gE

H=-
2 EG - F?

(4.20)

4.3.5 Classificagao dos Pontos de uma Superficie

4.32 Definigao. Um ponto p de uma superficie regular .S é chamado
1. eliptico se K (p) > 0;
2. hiperbdlico se K (p) < 0;
3. parabdlico se K (p) =0e¢ H (p) # 0;
4. planar se K (p) = H (p) = 0.
O

Os pontos de um plano sdo todos planares (Exemplo 4.14). Os pontos de uma esfera sdo todos elipticos
(Exemplo 4.15). Os pontos de um cilindro sao parabdlicos (Exemplo 4.16). A origem é um ponto hiperbdlico
do paraboléide hiperbélico (Exemplo 4.17).

Em um ponto hiperbdlico, existem duas se¢oes normais que estao se curvando em diregoes opostas: uma
estd se curvando na mesma diregao do vetor normal N, enquanto que a outra estd se curvando na direcao
oposta a NN. E o cldssico ponto de sela. Esta nocao pode ser melhor caracterizada através do resultado
seguinte. Nés nos referiremos aos dois semiespacos em que um plano em R? divide o espaco como os lados
do plano.
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4.33 Proposicao. Se p € um ponto eliptico, entdo existe uma vizinhanca V de p em S tal que todos os
pontos de 'V estao de um mesmo lado de T},S.

Se p € um ponto hiperbolico, entao em toda vizinhanca V de p em S existem pontos de V' que estao de
um lado de T,,S e pontos que estio do outro lado.

Prova: Seja ¢ : U C R? — S uma parametrizacao de uma vizinhanca de um ponto p € S com ¢ (0,0) = p.
A distancia d de um ponto ¢ = ¢ (u, v) ao plano tangente T),S é dada por

d = (¢ (u,v) = ¢(0,0),N (p)),

ja que p é um ponto do plano. Pela Férmula de Taylor,

_ dp o
1[0 5 o, 00 e >
+ 5 [(‘3142 (0,0)U +28u8v (0,0)UU+ w(0,0)’U :| +R(’U,,’U),
onde
R (u,v)
im ———% =
(w,0)=0 [| (u, v) |
Como

(220.0.5w)=(520.0.5m) =0

segue da Proposicao 4.20 que

[<§;§ (0,0),N(p)> u® +2 <£L§@ (0,0), N (p)> uv + <gvf (0,0) ,N(p)> vﬂ + (R (u,v), N (p))
(e (p)u? +2f (p) wv + g () v*) + (R (u,v) , N (p))

N =N = N =

onde V = ug—i (0,0) + vg—f (0,0) e r (V) = (R (u,v), N (p)) satisfaz

r(V)
1m 2 =
(u,v)—0 HV”

Usando as propriedades de bilinearidade de uma forma quadratica (mais especificamente, se @ (V) = B (V, V)
é uma forma quadritica e a € R, entdo Q (V) = a2Q (V)), podemos escrever

1. (VN V)
2 <|V||> * V2

Se p é um ponto eliptico, entdo (como observado logo antes da Definicdo 4.28) I, atinge um minimo
negativo ou positivo no circulo unitario de 7},S. Portanto, para todo V suficientemente pequeno, isto é, para
todo (u,v) suficientemente préximo de (0,0), d é negativa ou positiva. Tais pontos estdo do mesmo lado de
T,8S.

Se p é um ponto hiperbdlico, entao existem dois pontos no circulo unitdrio de 7,5 em que I, atinge
um minimo negativo e um méximo positivo; para todo V suficientemente pequeno, isto é, para todo (u,v)
suficientemente préximo de (0,0), na diregdo do minimo negativo d é negativa e na direcdo do mdaximo
positivo d é positiva. Estes pontos ocupam lados opostos de 7,,S. B

d=|v|’
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4.34 Exemplo (Pontos Planares). Em pontos planares, podem ocorrer qualquer um dos comportamentos
da Proposigao 4.33.
A sela de macaco ¢ a superficie S dada pela parametrizacao (grafico de uma fungao)

o (u,v) = (u,v,u3 - 3u21)) .

Temos
0
a—i = (1,0,3u2 — 6uv) ,
Oy 2
— =(0,1,-3
v ( )+ u )a
e de (4.7)
1
N = (3u2 — 6uw, 3u?, 1) .
V9ut — 36u3v + 36uv? + 1
Como
0%p
W = (0,0,6U— 6’()),
0%p
udv (0,0, =6u),
0%p
W = (07 07 O) )

os coeficientes da segunda forma fundamental sao

< 82go> 6u — 6v
€= Na a2/ y
ou Vout — 36udv + 36uv? + 1

f:<N a%>:_ 6
" Qudv Vur = 36udv + 36uZvZ + 1
0%

Em particular, na origem (0, 0) os coeficientes da segunda forma fundamental sdo todos nulos, logo k1 = kg =
0 e a origem é um ponto planar para a sela de macaco. Como o préprio nome diz, em qualquer vizinhanga
da origem O existem pontos que estao dos dois lados do plano tangente Tp S, que é o plano xy.

Agora considere um paraboléide oblato, do tipo

o (u,v) = (u,v,u’ +0?).

Temos
dp _ 3
i (1,0,4u%),
e
0= (0,1,40%),
e de (4.7)
N = ! (—4u®, —40°,1) .

V16ub + 1606 + 1
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Como
2
% = (0,0,122) ,
U
0%p
uge — (00.0),
2
g—f = (0,0,1207),
v

os coeficientes da segunda forma fundamental sao

< 82<p> 12u?
€= Na a0 /) = )
ou? V16ub + 16v° + 1

0%
f= <N’ 8u8v> =0

0% 1202
g = Z\]7 72 = .
v V16ub + 1605 + 1
Em particular, na origem (0,0) os coeficientes da segunda forma fundamental sdo todos nulos, logo k1 =

ko = 0 e a origem é um ponto planar para o paraboléide achatado. Toda a superficie estd no lado superior
do plano tangente TpS, que é o plano zy. O

4.35 Exemplo (Pontos Parabdlicos). Em pontos parabdlicos também podem ocorrer qualquer um dos
comportamentos da Proposicao 4.33.

No cilindro circular reto C' todos os pontos sao parabdlicos e em qualquer ponto p dele toda a superficie
estd em um dos lados do plano tangente 1,,C.

Considere agora um toro. Serre o toro ao meio e conecte as duas metades por dois cilindros (obtendo uma
curva em formato “@”); isso pode ser feito de maneira tao suave quando se desejar. Um ponto p no equador
interno deste toro modificado é agora parabdlico, limite de pontos parabdlicos da sua parte cilindrica, isto
é, ele tem curvatura gaussiana zero, mas nao é planar porque tem um circulo gerador do toro original como
secao normal. Este é um ponto de sela, pois os pontos do circulo gerador do toro estao todos de um lado do
plano tangente & superficie em p, mas os pontos do equador original passadno por p estdao do outro lado do
plano tangente. [J

4.36 Definicao. Um ponto p de uma superficie regular S é chamado umbilico se 1 (p) = k2 (p). O

Se p é umbilico, entdo o operador forma dN, é um miltiplo escalar da identidade. Pontos planares sao

trivialmente umbilicos. Os pontos de um plano e uma esfera sao umbilicos, como vimos nos Exemplos 4.14
e 4.15.
O proéximo resultado é um resultado global.

4.37 Proposicgao. Se uma superficie conexa S de classe C* possui apenas pontos umbilicos, entdo S estd
contida em um plano ou em uma esfera.

Prova: Sejap € Se ¢ : U C R2 — V uma parametrizacdo de uma vizinhanca V' C S de p. Como todo
ponto g € V é umbilico, temos
dN, = X(q)idr,s

para alguma aplicagdo diferencidvel A : V C S — R (daf a necessidade de assumir S de classe C?3).
Afirmamos que A é uma fungao constante. De fato, como

dp\ ON
i (50) =

dp\ ON
ANy (81}) K
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segue que
oN o
ou T ou’
ON _ %%
ov ov

Derivando a primeira equagao em relacao a v e a segunda em relagao a u, obtemos
O’N 0Ny 0%
dudv ~ v Ou + Audv’
ON _ndp | Py
Ovou  Ou v Avou’
donde, subtraindo uma equacao da outra,

ONOp  OX Oy
Oudv v ou
Jdp Op _
Como os vetores — e —— sao L.I., segue que
Oou  Ov
ox 0N
o v
e portanto, como V = ¢ (U) é conexo, A é constante.
Se A = 0, entao %—ZZ = %—]Z =0em V e portanto N é constante em V, digamos N (u,v) = Ny. Entao

Op _ (9% NN
<8U,NO> - <8’U7NO> - 07

S (1,0), No) = 5 i (), No) =0

o que implica

e portanto
(¢ (u,v) —p, No) = constante,

ou seja, V = ¢ (U) estd contida no plano normal ao vetor Ny passando por p.
Se A # 0, entdo

10N

1 Oy
u [W“’“)‘AN(“’“)} =90 ouw

logo

para algum ponto P € R3. Isso significa que
1 1
I (w,0) = Pl = 5 IN (w0 = 5.

isto é, V = ¢ (U) estd na esfera de centro em P e raio 1/A\.

Isso mostra o resultado localmente. Para completar a demonstracao, note que como S é conexa, ela é
conexa por caminhos e qualquer ponto de S pode ser conectado a qualquer outro ponto de S. Um caminho
entre dois pontos de S é um conjunto compacto, logo pode ser coberto por um numero finito de vizinhancgas
coordenadas. Segue que se todos os pontos de uma destas vizinhangas estd em um plano, entao todos os
pontos de todas as vizinhangas estarao no mesmo plano; se todos os pontos de uma destas vizinhancas esta
em uma esfera, entao todos os pontos de todas as vizinhancgas estarao na mesma esfera. l
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4.3.6 Exemplos

4.38 Exemplo (Curvatura de Gréficos de Funcdo). Seja S uma superficie dada como um grifico de fungao

¥ (ua U) = (u7 v, f (u’ U))

Op af
1
u ( 0 3u>
O of
1,
v (0 " Ov )
de modo que os coeficientes da primeira forma fundamental sao

_ [9p Op\ _ af\*
E‘<a’a>_l+(m ,

Op Op ofof
ou’ Ov Ou Ov’

)
o-(5 ) ()
@@

0% 0% f
&ﬂ_(0082>

0% 0% f
Audv (0’ 0 6u6‘v) ’

9% 9% f
02 (“Q&ﬂ»

N 0w o _ L <_af _9f 1), (4.23)

af 2 8f 8U7 8@’
G ()

Entao

(4.21)

Em particular,

EG-F?’=1+

Além disso,
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de modo que os coeficientes da segunda forma fundamental sao

2 1
d <p> o2
€= N77 = )
< ou? <3f)2+<5'f>2+1
ou ov
2 1
_ Fe \ _ ud
f= <N, 8u8v> = e, (4.24)
() + (&)
ou ov
2 1
B 0o\ 2
g<N’(%2> 5 i 3 .
(50) +(5) +
ou ov

Em particular,

92f O f <32f )2

ou2 0v2  \ Gudv

g2 , 4.25
eg—f NANZRY 1 (4.25)
(m) *(av) i
Segue que
2 f 0% f (82f )2
—f? ou2 9v2  \ Oud
zgg_];m: u ;) “2” . (4.26)
O8N, (9144
ou ov
€
of\?| 92f _ofof 9%f of\?| o2f
LG 2fF+gB 1 1+(m)]w—25umuav+ ”(au)]w
T2 EG-F2 2 2 2 3/2 (4.27)
(5e) + () +1
ou ov
O

4.39 Exemplo (Curvatura do Parabol6ide). Considere o paraboléide circular
4 (’U,, U) = (U, v, ’LL2 + U2) )

grafico da fungao
f(u,v) = u? + 0%

Temos of of
— =2 — =2
Ou Y B v
e
OPf_, OF _ ®f_
ou? oudv | ow?
Pelo exemplo anterior, segue que
4

(4u? + 402 + 1)
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ou seja, todos os pontos do paraboldide circular sdo elipticos (o mesmo vale para o paraboléide eliptico) e

2u? 4+ 202 +1

H = .
(4u? + 40% + 1)%/2

O

4.40 Exemplo (Curvatura de Superficies de Revolugéo). Seja S uma superficie de revolugdo parametrizada
por
¢ (u,v) = (f (v) cosu, f (v) senu, g (v)) .

Entao
0
aizj = (—fsenu, fCOS u, O) )
0
a—f = (f’ COos u, f/ senu, g/) I

de modo que os coeficientes da primeira forma fundamental sao

E (u,v) = f2,
F (u,v) =0, (4.28)
G (u,0) = (£) + (g)°.

Em particular,

EG — F? = f2 [(f’)2 + (g’)2] . (4.29)
Se a curva geradora da superficie de revolucdo estd parametrizada por comprimento de arco, entao
FE (u,v) = f2,
F (u,v) =0, (4.30)
G (u,v) =1
e
EG — F? = f2. (4.31)

Além disso,

2
gif = (—fcosu,—fsenu,0),
U
2
86750 = (—f'senu, f' cosu,0),
uov
2
27820 = (f// cos u, f// senu, g//) ’
v
e
dp Oy
u o !
N = aZZ 832 = (g' cosu, g’ senu, —f'), (4.32)

H x () + (&)’

ou Ov
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de modo que os coeficientes da segunda forma fundamental sao

5‘2<p> —fg’

€= Nai = T
< ou? (£ + ()2
X

0%
N, 8u8v> =0,

_In 82790 _ f//g/ _ f/g//
g " Ov? 2 N
()" +(g)
Em particular,
o )
()" + (g)°

97

(4.33)

(4.34)

Se a curva geradora da superficie de revolugdo estd parametrizada por comprimento de arco, entao

N = (g’ cosu, g’ senu, —f'),

€= 7fgla
f=0
g= f//g/ _ f/g//

eg—2=rg (f'g" - 'g).

(4.35)

(4.36)

(4.37)

Em particular, a matriz do operador forma em relagao a base coordenada é uma matriz diagonal

1 |G 0 e 0 1 [ eG 0
WME:‘EG[O E}{Og]:_EG{O gE}=—

0 que implica que
dp dp
ou v

sao as direcoes principais e que

e

Qle

e
E
sao as curvaturas principais. Segue também que

B eg—f2 _ﬂ_ g/(f/g//_f//g/)

T EG-F2 EG

_leG—QfF—FgE_}eG—l—gE_l(e
2 EG-F?2 2 EG 2
1 _g/ f//g/_f/g//

e[+ @]

e+ @?] " [0+ @]

3/2

(&

0
g )
0 G

(4.38)

(4.39)

g
=+ 5) (4.40)
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(note que o segundo termo é a curvatura com sinal da curva geradora). Se a curva geradora da superficie
de revolucdo estd parametrizada por comprimento de arco, entao derivando

(F) +(g) =1
obtemos
£ — _g/g//7
de modo que podemos escrever

K g/ (f/g// o f//g/) B f/g/g// _ (g/)Q - (f’)Z £ g (g/)2

f f f
)+ )]
—

donde

K=—". (4.41)

Também se a curva geradora da superficie de revolucdo estd parametrizada por comprimento de arco temos

1/—g "1 1

O
4.41 Exemplo (Curvatura Gaussiana do Toro). Considere o toro como superficie de revolugao
o (u,v) = ((2+ cosv) cosu, (2 + cosv) senu, senv) ,
de modo que
f(v) =2+ cosw,
g (v) = senw,

e a curva geratriz do toro estd parametrizada por comprimento de arco. Entao, por (4.41),

Ccos v
2+ cosv

Segue que K = 0 nos pontos pertencentes aos paralelos v = 7/2 e v = 37/2 (estes sao os paralelos gerados
pelos pontos superior e inferior do circulo gerador, respectivamente); estes pontos sdo parabdlicos, ji que
o coeficiente g da segunda forma fundamental ndo se anula nestes pontos, como pode-se verificar. Estes
paralelos delimitam a superficie do toro em suas regides interior (que circundam o buraco) correspondente a
m/2 < v < 3w/2, onde a curvatura é negativa e todos os pontos sdo hiperbdlicos, e exterior, correspondente
al<v<7m/2e3m/2 <wv<2m, onde a curvatura é positiva e todos os pontos sao elipticos. O

4.42 Exemplo (Curvatura Média da Catendide). Considere a catenéide como superficie de revolugao
@ (u,v) = (cosh v cosu, coshvsenu,v),

de modo que
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e a curva geratriz nao estd parametrizada por comprimento de arco. Entao

f’ (v) = senh v,
f” (v) = coshw,
g =1,
g’ (v) =0,

de modo que, por (4.40),

L —E ) 1] e

> e fep ]

1- (senh2 v+ 1) + cosh? v
9 )3/2

coshv (senh2 v+1
1 — cosh? v + cosh? v

2 cosh®? v

A curvatura média da catendide é zero. Conforme veremos no final do capitulo, isso significa que a catendide
é uma superficie minima. Ela é a tnica superficie de revolugao que é uma superficie minima (veja Proposigao
4.53). O

4.4 Superficies de Curvatura Constante

Nesta secao examinaremos superficies de curvatura constante, isto é, superficies de curvatura gaussiana
constante.

4.43 Exemplo (Curvatura Gaussiana da Esfera). Do Exemplo 4.15 segue que a esfera de raio R é uma
superficie de curvatura constante igual a 1/R2. [J

O préximo resultado mostra que toda superficie compacta (isto é, fechada e limitada) possui pontos
elipticos. Uma consequéncia deste resultado é que superficies de curvatura nula ou negativa sao nao fechadas
ou nao limitadas.

4.44 Proposicao. Se S C R? é uma superficie compacta, entdo existe um ponto p € S tal que K (p) > 0,
isto €, S possui um ponto eliptico.

Prova: Seja f: S — R a fungao quadrado da distancia da origem

f ) =pll*.

Conforme vimos no Exemplo 3.27, esta fungao € infinitamente diferenciavel. Em particular ela é continua e
como S é compacta, ela atinge um maximo e um minimo. Seja py € S um ponto de maximo para f; ou seja,
po € um ponto de S mais distante da origem. Logo, se f (po) = ||P0H2 = R?, S esta dentro da esfera de raio

R centrada na origem. Afirmamos que
1
K (pO) = ﬁa

isto é, a curvatura de S em py deve ser maior ou igual a curvatura da esfera de raio R.
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Considere um vetor unitério qualquer V' € T}, S e uma curva o : I — S parametrizada por comprimento
de arco com « (0) =pg e o' (0) = V. A composta g = f o a obviamente também tem um méximo em ¢ = 0,
logo

g (0) =0, (4.43)
”(0) < 0. (4.44)
Como
g(s) = (a(s),a(s)),
g (s) =2(a(s),d (s)),
segue de (4.43) que
(po, V) =0 (4.45)

Isso significa que o vetor pg é normal ao plano tangente 7,5, ja que V' é um vetor arbitrario. Portanto,

Do Po
Nyg= 2 =22
ol R

¢ um vetor normal unitdrio a Tp,S. Além disso, como

segue de (4.44) e de ||[V|| =1 que
2 <p07 CVH (0)> + 2 < 01

ou seja,
(po, 0" (0)) < —1.

Portanto, a curvatura normal de ac em p satisfaz

o (0) = (0 0), No) = 7 (0" (0) o) < —

R

e, consequentemente, as curvaturas principais de S em p satisfazem

1
k1 (po) ;K2 (po) < R

Concluimos que
1
K (po) = k1 (po) k2 (po) = R

|
4.45 Corolario. Ndo existem superficies compactas em R3 com K < 0.

Veremos no préximo capitulo que a esfera é a tinica superficie compacta em R3 com curvatura constante
(Teorema de Rigidez da Esfera).

4.4.1 Superficies de Revolugao com Curvatura Constante

Existem muitas superficies de revolucao (nao compactas) de curvatura gaussiana constante. Como observado
antes, tratamos apenas de superficies regulares e nao de superficies parametrizadas regulares. Para ver varios
exemplos de superficies de revolugao com curvatura constante mas com autointersegdes veja [Gray], Capitulo
15.
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4.46 Proposicao. Seja S C R? uma superficie de revolugdo regular com curvatura gaussiana K. Entdo S

pode ser parametrizada por
¢ (u,

onde
av+b

a CcoS (

f (v)

v)

VEov) + bsen (vEov)

a cosh (\/—Kov) + bsenh (\/—Kov)

para a,b € R. Mais precisamente e sucintamente, podemos escrever

(1) se Ko =0, entdo

(f (v) cosu, £ (v)senu, g (v))

se Ko =0,
se Ko > 0,
se Ky <0,

f(v)=v, deR, plano

gv)=d, wveR,

f(v)=e, e>0 cilindro circular reto
gv)=v, veR,

f(v)=cv, ¢>0, cone menos o vértice
gv)=v, veERV#O

(2) se Ky > 0, entdo

(4.46)

f(v) = NI cos(vKov),
1
g(v) = \/K—OSGH(\/YOU),

™ ™

esfera

f (v) = ccos(vKov),
g(v) = /0 V1 — 2Kqsen2(y/Kot) dt,

0<c<1/VEKy,

™

esfera prolata

f (v) = ccos(v/Kov),

c> 1/\/K0,

esfera oblata

v 1 1 1 1
v) = 1—c2Kysen?(v/Kot)dt, ve |- sen~! sen~!
() = [ VI= TRt VR . V% TR VN i)
(8) Se Ky < 0, entdo
f(v)= ! e~ V—Kov, v >0, pseudoesfera
—Ko
g(v) = / V1—e2vV-Kotdt,
0
f (v) = ccosh(vV—Kov), c>0, tipo hiperboldide
_ [ 2 1 1 1 _ 1
g(w) = /0 \/1 — c2Kpsenh?(/—Kot)dt, wve (— e o senh e o = senh i)
f (v) = csenh(v—Kov), c>0, tipo conico
v 1 1
= 1 — ¢2Kg cosh?(v/—Kot) dt, 0, h—1! ) ,
g (v) /0 \/ c?Kg cosh?( ot) NS ( mcos o

Prova: Podemos escolher uma parametrizacao para S de tal forma que a curva geratriz esta parametrizada

por comprimento de arco, ou seja,

() +()" = 1.
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De (4.41), segue que f satisfaz a equagao diferencial ordindria de segunda ordem
£ + Kof = 0. (4.47)

A solugédo geral desta equagao é exatamente (4.46).
(1) Caso Kj = 0.
Temos
f(v)=av+b.

Para obter g, como ela satisfaz a equacao diferencial ordinaria
&) =1-(")=1-d

denotando ¢ = v/1 — a? (note que devemos ter |a| < 1) e assumindo g’ > 0 (caso contrdrio, trocamos v por
—v), segue que
g(v) =cv+d.

Se a =1 e ¢ =0 temos o plano, obtido através de girar uma reta perpendicular ao eixo z de altura d em
torno do eixo z; podemos tomar b = 0 sem perda de generalidade. Se a = 0 e b % 0, obtemos o cilindro
circular reto, obtido através de girar uma reta perpendicular ao plano xy em torno do eixo z; neste caso
c=1. Se 0 < a < 1, obtemos o cone circular, e para que este seja uma superficie regular devemos remover
o vértice onde o plano tangente nao existe e este corresponde a v = 0; podemos tomar b = 0 sem perda
de generalidade. Todas estas superficies sao ilimitadas, as primeiras duas fechadas e a tltima nao fechada,
devido a remocao do vértice.

(2) Caso Ky > 0.

Podemos escrever
f (v) = acos(v/Kov) + bsen(y/ Kov) = ccos(y/ Kov — d)

onde ¢ = va? 4+ b? e d = arctanb/a. Sem perda de generalidade podemos tomar d = 0: isso corresponde a
mudar o ponto inicial da curva geratriz e assim transladar a curva ao longo do eixo de revolugao. Também
podemos assumir ¢ > 0, usando uma reflexdo em caso contrario. Portanto,

f (v) = ccos(v/ Kov),

com ¢ > 0.
Para obter g, como ela satisfaz a equacao diferencial ordinaria

(g')2 =1- (f’)2 =1 - *Kysen?(\/Kov)

segue que

g = \/1 — 2Kysen?(y/ Kyv),

onde assumimos g’ > 0 (caso contrério, trocamos v por —v). Integrando de 0 a v, obtemos

g (v) = /0 1= 2y sen? (v Rot) . (4.48)

Quando ¢ = 1/y/K), temos

f(v)= cos(v/ Kov),

1
VKo
g(v)/ov\/lserﬂ(\/[?ot)dtg(v)/chos( Kot) dt

1

= ——=sen(y/ Kov),
VKo
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e a curva geratriz é o arco de circulo de raio 1/v/Kj

a(s) =

! (cos( Kov), sen( Kov)) ,
VKo
de modo que S é a esfera.

O caso ¢ < 1/4/Kj corresponde a chamada esfera prolata (uma palavra que significa esfera alongada),
enquanto que o caso ¢ > 1/y/Ky corresponde & chamada esfera oblata (uma palavra que significa esfera
achatada nos polos). Nao se deve confundir estas superficies com o esferdide prolato e o esferdide oblato,
que sao elipséides de revolucao. Estes tltimos sao gerados pela rotacao de uma elipse em torno de um de
seus semieixos: girar uma elipse em torno do seu semieixo maior produz um esferéide prolato, enquanto que
girar uma elipse em torno do seu semieixo menor produz um esferéide oblato. A grande diferenca é que estes
elipsdides sao superficies compactas como a esfera, os seus polos sao pontos regulares onde o plano tangente
estd definido, e obviamente elas nao possuem curvatura gaussiana constante pelo Teorema de Rigidez da
Esfera. A esfera prolata e a esfera oblata sdo superficies regulares limitadas mas nao fechadas. A esfera
prolata parece-se como uma bola de futebol americano com polos “pontudos”, isto é, em que os polos

T T
NI NIe

sao pontos de singularidade onde o plano tangente nao esta definido; a parametrizacao esta de fato definida
para todo v € R, mas se fizermos v variar de —oco a +00 obteremos uma figura que se parece com um colar de
gotas, cada gota com o formato de uma bola de futebol com polos pontudos. A esfera oblata nao intercepta
o eixo de revolugao, na verdade fica bem longe dele, e tem o formato de um barril aberto em cima e embaixo
(veja a Figura 3.12 em [Kuhnel], p. 83, ou as Figuras 15.6 e 15.7 em [Gray], p. 476). De fato, devemos ter

v =

1 — Kysen?(\/Kqv) > 0,
para que o radicando em (4.48) seja positivo, o que é equivalente a

1

2
Kov) < ——
sen”(v/ Kov) 2Ky

ou seja,

1
sen(v/ Kov ‘ < .
sen(v/Eov)| < =
Se ¢ < 1/v/ Ky, entdo 2Ky < 1 e isso ocorre para todo v; se ¢ > 1/vV/ Ky, entéao 2Ky > 1 e isso ocorre apenas

para v satisfazendo
1

1 1 1
- —F <V < —= .
C\/KO C\/KO C\/Ko C KO
Neste ultimo caso, a distancia da curva até o eixo, que é dada pelo valor minimo de f (v), é um nimero
positivo (f (v) é o raio do circulo de revolugao tragado pelo ponto (f (v), g (v)) em torno do eixo z).

(3) Caso K, < 0.
Para obter o primeiro caso (a pseudoesfera), escrevemos a solugao geral da equacao (4.11) na forma

arcsen arcsen

f (v) = aeV~Hov 4 pe=V Koy,

Tomando a = 0, obtemos
f(v) = be~V—HKov,

Inb In (1/\/70)

Fazendo a substituicao w = v — — , podemos assumir b = 1/v/ Ky, logo

VEy VK
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Dai
g/ — 1— 6_2‘/_K0U,

onde assumimos g’ > 0 sem perda de generalidade; observe que para que o radicando seja positivo precisamos
ter v > 0. Integrando de 0 a v, obtemos

g(v) = / \/1 — 2Kpe=2v—Kot dt. (4.49)
0

Tomando b = 0 e a = 1/\/Kjy, desta vez precisamos tomar o pardmetro v < 0, mas procedendo como
acima obteremos apenas a imagem refletida em relacdo ao plano xy da superficie obtida anteriormente;
em v = 0 estas duas superficies sdo unidas ao longo de um circulo centrado na origem, mas em nenhum
ponto deste circulo podemos definir o plano tangente (isso ocorre porque neste pontos uma das curvaturas
principais torna-se infinita, enquanto que a outra se anula), portanto apenas cada uma delas separadamente
é uma superficie regular e escolhemos no enunciado aquela que se encontra no semiespago superior. Assim,
a pseudoesfera é uma superficie ilimitada e nao fechada (veja a Figura 3.13 em [Kuhnel], p. 84, ou a Figura
15.10 em [Gray], p. 480). A curva geradora da pseudoesfera é a tratriz.

As outras duas solugoes sdo obtidas através da solucao geral (4.46). As superficies do tipo cdnico possuem
uma singularidade na origem que deve ser removida, como o cone, portanto elas também nao sao fechadas.
As superficies do tipo hiperboléide sao fechadas (veja a Figura 3.13 em [Kuhnel], p. 84, ou as Figuras 15.8
e 15.9 em [Gray], p. 479). &

4.5 Superficies Minimas

7

4.47 Definicao. Dizemos que uma superficie parametrizada regular ou uma superficie regular S C R3 é
uma superficie minima se H = 0. O

Geometricamente, as duas curvaturas principais sao iguais em médulo e opostas sinal em todo ponto da
superficie; em particular, todo ponto da superficie é um ponto hiperbdlico ou planar.

4.48 Corolério. Ndo existem superficies minimas compactas em R3.

Prova: Segue da Proposigao 4.44, pois em um ponto eliptico as curvaturas principais tem o mesmo sinal,
logo a curvatura média nao pode se anular. l

Para explicar um pouco a relagao entre a curvatura média e a palavra “minima”, precisamos introduzir
a nogao de varia¢do normal.

4.49 Definigao. Seja ¢ : U C R? — R3 uma superficie parametrizada regular. Se D cC U ¢ um dominio
limitado e h : D — R é uma funcao diferencidvel, entao a variagao normal de ¢ (D) determinada por f
é a aplicacao

®:D x (—e,6) — R

definida por
D (u,v,t) = ¢ (u,v) + th (u,v) N (u,v). (4.50)

d

Assim, para cada t € (—¢,¢),
o (u,v) = @ (u,v,t)

é uma superficie parametrizada e
oo (u,v) = ® (u,v,0) = ¢ (u,v).

4.50 Lema. Set € suficientemente pequeno, ¢; € uma superficie parametrizada reqular.
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Prova: De (4.50) segue que

a(z)t oo} ON
Ou 8u+ 8uN+th%’
d¢y  0¢ ON
v v th@v N +ith ov’

Logo,
00 00 _ 06 0
R TR TR T

105

onde o (¢) significa uma funcdo R (u,v,t) tal que lim;_,o R (u,v,t) = 0, uniformemente para (u,v) € D, ja

ou’ v

4.51 Proposigao. Seja ¢ : U C R? — R® uma superficie parametrizada reqular. Se D cC U é

— 0
que D é compacto. Assim, para todo t suficientemente pequeno { 091 991 } LI N

um

dominio limitado e ® € uma variagdo normal de ¢ (D), denote por Ay (D) a drea de ¢, (D). Entdo ¢ é uma

superficie minima se e somente se

d
—A; (D =0
e (D) o
para todo D e para toda variacao normal de ¢ (ﬁ)
Prova: Como vimos no lema anterior,
Op. 0¢  Oh ON
— =—+t— N +th—
ou  Ou + ou + ou ’
¢y 0 oh ON
— =—+t— N +th—.
Ov v + Ov + v

Denotando por Ey, F;, Gy os coeficientes da primeira forma fundamental de ¢;, e usando
0¢ /09 _
()= (50 =o
ON ON
(Gav) = () =0
(as duas tultimas seguem derivando (N, N) = 1 em relagdo a u e em relagdo a v, respectivamente), temos
_ (9% 9 06 ONN opa [ON ONN o (01
Et<8u’ 8u> E+2th<a au ) TP\ ) T \Ga)
00 90\ 00 ON\ | /06 ON\\ | oy [ON ON\ .00 0k
Ft_<8u’8v = Fth ou v ) "\ v Bu +h ou’ Qv it Ou v’
2
Gy = <a¢t Mt> G+2th<a¢ 6N> + t2h? <8N 8N> + 2 (gh) .
v

Ov’ Ov ov’ 0 ov’ Ov

Como, pela Proposicao 4.20 e sua demonstragao,
0%¢ ON 0¢
€= <Nau> —‘<au’au>’
0% 1[/ON 0¢ ON 0¢
/= <Naua> =3 Kau a> * <aau>] :

ALY ON ¢
9= (¥58) =% 50):



Rodney Josué Biezuner 106

segue que
E, = E — 2the + t*h? <%JZ, ZJZ> + t? (22)2,
F, = F — 2thf + t*h? <%JZ, 88]:> t2%%,
Gy = G — 2thg + t?h? <Egj,%§> + 2 (gﬁ)z.
De

_leG-2fF+gFE
2 EG-F?
obtemos entao
E.Gy — F} = EG — F* = 2th (eG — 2fF + gE) + o (£°)
= (1 —4thH) (EG — F?) + o (£?),

onde o (t?) significa uma funcao R (u,v,t) tal que lim;_o R (u,v,t) /t = 0, uniformemente para (u,v) € D,

ja que D é compacto. Segue que

Ay (D):/7\/Eth—Ffdudv:/7\/1—4thH+o(t2)\/EG—F2dudv
D D

(a ordem o (t?) ¢ mantida porque R (u,v,t) = R (u,v,t) /VEG — F? ainda satisfaz lim;_,o R (u,v,t) /t = 0,
uniformemente em D). Derivando em relacio a ¢, obtemos

d 2hH + o (t)
— A, (D) =—- vV EG — F2 dudv,
dt (D) D \/1—4thH + o (12)

de modo que

— A (D)

=— LZhH\/ EG — F? dudv. (4.51)
D

t=0
Dali segue o resultado. B

Assim, qualquer regiao compacta ¢ (E) é um ponto critico para o funcional area de qualquer variagao
normal de ¢ (ﬁ) Neste sentido, superficies minimas sdo o andlogo bidimensional de geodésicas, que veremos
no Capitulo 6. Mas nao é necessariamente verdade que ¢ (ﬁ) é um ponto de minimo, como no caso de
geodésicas. No entanto pode-se caracterizar superficies minimas de outras forma: uma superficie é minima
se todo ponto possui uma vizinhanga cuja drea é a menor relativa a sua fronteira. Como peliculas de sabao
minimizam a drea (pois a energia superficial da pelicula é proporcional & sua drea e quando a diferenga de
pressao entre as superficies interna e externa da pelicula de sabao é zero, a energia superficial é minimizada;
por sinal, bolhas de sabao esféricas tem pressao interna maior que a externa, que impede a bolha de colapsar
até um ponto, e nao sao superficies minimas), elas realizam fisicamente as superficies minimas. Para maiores
detalhes veja [Oprea2].

4.52 Exemplo. O plano e a catendide (Exemplo 4.42) sdo superficies minimas sem autointerse¢oes. Outro
exemplo é a helicéide
¢ (u,v) = (ucosv,usenv,v).
De fato (lembre-se que a helicéide ndo é uma superficie de revolugao), temos
¢
Ju
¢
v

= (cosw,senv,0),

= (—usenv,ucosv,1),
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de modo que os coeficientes da primeira forma fundamental sao
E (u,v) =1,
F (u,v) =0,
G (u,v) = u* + 1.
Em particular,
EG—F? =u*+1.
Além disso,
32
*o_
ou?
2
¢ _ (—senw,cosv,0),

oudv
0% B

5z = (—ucosv, —usenw,0),
v

9 09

_ _Ou_Ov _ 1 _
N = H% ; 00 = (senv, —cosv,u), (4.52)

u? +1
ou  Ov

de modo que os coeficientes da segunda forma fundamental sao

0*¢
€ = <N78u2> = O,

f:<N 82¢>:_ ! (4.53)

" Oudv Vuz+1°
0%
=(N,— ) =0.
s=(N.55)
Em particular,
1
_ 2= . 4.54
eg—f 21 (4.54)
Segue que
eg — f? 1
K — - _ 4.5
EG _ F2 (U2 + 1)2 ( 5)
e
1 —2fF E
_leG2fFrgE (4.56)

2 EG- F?
O plano e a catendide sao as unicas superficies minimas de revolugao (veja Proposicao 4.53, a seguir). O plano
e a helicéide sdo as tnicas superficies minimas regradas (veja [Carmo], p. 204, para uma demonstragao).
Durante algum tempo conjecturou-se que o plano, a catendide e a helicéide fossem as tnicas superficies
minimas regulares (existem muitos exemplos de superficies parametrizadas regulares minimas com autoin-
tersecoes, com parametrizagoes explicitas; veja [Gray], pp. 509-515). Em 1982, Costa provou que isso néao era
verdade (veja [Costal] ou [Costa2]). Desde entdo, vérios outros exemplos foram encontrados. Veja [Gray],
Secao 22.7, pp. 748-751, para imagens e uma parametrizagao da superficie de Costa usando a funcao de Wei-

erstrass (que toma valores complexos). Uma animacao da superficie de Costa também pode ser encontrada
na Wikipedia. [J
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4.53 Proposicao. Uma superficie de revolucdo que é também uma superficie minima estd contida em um
plano ou em uma catendide.

Prova: Seja

¢ (u,v) = (f (v) cosu, f (v) senu, g (v)),
de modo que, como vimos no Exemplo 4.40,
| g [(0) + ()] + £ (g — 1)

H=Z
e + @]

2

Vamos considerar 3 casos:
Caso 1. g’ =0.
Entao g é constante e ¢ é a parametrizagao de um plano.
Caso 2. g’ # 0 em todo ponto.
Pelo Teorema da Funcdo Inversa podemos reparametrizar a superficie de revolugdo por uma parame-
trizagao da forma
¥ (u,v) = (h(v) cosu, h (v) senu,v)

e a curvatura média serd entdo
{(h')"’ ¥ 1} + hh”

_ L1
"o h ()7 +1] i

Logo, h satisfaz a equacao diferencial ordinaria
hh” = (h')* + 1.

Escrevemos esta equagdo na forma
2hlh// B 2711/
(h)?+1 h
e integramos, obtendo
h 2
log [(h’)2 + 1} = log (h*) — log (¢*) = log <C)

para alguma constante ¢ # 0. Exponenciando, segue que

h\ 2
n)y+1=(=]) .
P +1= (%)
Dal,
h 2
SN O
c
donde
h/
< _1
==

Integrando, obtemos
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de modo que
v
h (v) = ccosh (E + b)

e portanto a superficie é parte de uma catendide.
Caso 3. g’ = 0 em alguns pontos e g’ # 0 em outros pontos.

Este caso néo pode ocorrer, pois a curva geratriz tem inclinagéo dada por £’ (v) /g’ (v) onde g’ (v) # 0 e em
um ponto vg onde g’ (vg) =0 e g’ (v) > 0 (ou < 0) para v > vg, por exemplo, a inclinacao seria f’ (v) /g’ (v)
para os pontos v > vy e a curva geratriz uma catendria, como visto no caso anterior e tornando-se infinita
perto de vy, 0o que nao é possivel para o grafico do cosseno hiperbélico. B



Capitulo 5

Geometria Intrinseca das Superficies

Comprimento, angulo e area em uma superficie podem ser medidos “sem sair” da superficie, através da
primeira forma fundamental (a métrica). Isso é chamado geometria intrinseca. J& conceitos que dependem
da segunda forma fundamental, cuja definicao depende da idéia de vetor normal, que sé existe quando ha
um espaco ambiente onde a superficie estd mergulhada, e portanto é necessario “sair” da superficie para
defini-los e medi-los, formam a geometria extrinseca da superficie. Neste capitulo veremos algumas outras
propriedades locais importantes que podem ser expressas apenas em termos da primeira forma fundamental.
Em particular, veremos que a curvatura gaussiana, que foi definida através da segunda forma fundamental,
pode ser expressa exclusivamente através dos coeficientes da primeira forma fundamental e suas derivadas,
portanto ela é na realidade um conceito intrinseco da superficie. Veremos também como consequéncias
alguns resultados globais importantes. Este estudo continuard no proximo capitulo, quando estudaremos o
conceito de geodésicas em profundidade.

5.1 Isometrias

A nogao de isometria torna precisa a idéia de que duas superficies tem localmente a mesma primeira forma
fundamental (a mesma métrica).

5.1 Definicdo. Sejam S;,5> C R? duas superficies regulares. Dizemos que um difeomorfismo F : S; — S
é uma isometria se

(dF, (V) dE, (W) = (V. W)

para todo p € S; e para todos V,W € T,,5;. Neste caso dizemos que S; e S s@o isométricas.

Dizemos que S; e S; sao localmente isométricas se para cada ponto p; € S; existir uma vizinhanga
Vi de p; em S; e uma isometria F; : V; — V; de V; sobre uma vizinhanga V; de S; para i,5 = 1,2; F; é
chamada uma isometria local. [J

Em particular, uma isometria local deixa invariante os coeficientes da primeira forma fundamental. Observe
que em vista da demonstracdo da Proposigao 1.56 (Passo 2), para provar que F' é uma isometria é suficiente

provar que
ldE, V)= [Vl

para todo p € S; e para todo V' € T,,5;.

5.2 Exemplo (O plano e o cilindro sdo localmente isométricos). Intuitivamente, como podemos
enrolar uma folha de papel transformando-a em um cilindro, o plano e o cilindro sao localmente isométricos
(papel ndo pode ser esticado ou contraido). A prépria parametrizacio do cilindro ¢ : R> — R? dada por

w (u,v) = (cosu,senu,v)

110
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permite construir isometrias locais. Basta restringir ¢ a dominios da forma (ug,ug + 27) x R para obter
isometrias locais do plano para o cilindro e considerar as inversas destas aplicagbes para obter isometrias
locais do cilindro para o plano, todos os pontos destas duas superficies sendo cobertas. De fato, se {e1, ea}
¢ a base canénica de R? temos

Op 0O
(e1,e1) =1 = {((—senwu,cosu,0),(—senu,cosu,0)) = <85’ (9i> = (dy(e1),dy(e1)),

(ex,e2) = 0 = ((— senu,cosu,0) , (0,0, 1)) = <a“" 5’9”> — (dp (e1)  di (c2))

u’ v
fe2ce2) =1 = (0,0.1),0,0,1) = { 52,52 ) = (i (e2) i c2).

A verificacdo de que as aplicagoes assim obtidas sdo difeomorfismos fica como exercicio.

Por outro lado, o plano e o cilindro nao sao isométricos, pois nao sao difeomorfos, nem mesmo home-
omorfos. Intuitivamente, o cilindro tem um buraco (o circulo unitdrio com centro na origem nao pode ser
deformado no cilindro até um ponto), enquanto que o plano ndo. Uma demonstracao rigorosa requer o de-

senvolvimento de ferramentas mais avangadas de topologia diferencial e topologia algébrica, respectivamente.
O

5.3 Proposigao. Sejam Si, Sy C R? duas superficies regulares. Se existem cartas

©1:UCR? — ¢y (U) C Sy,
@2:UCR2HQP2(U)CSQ,

tais que
El = E27
Fl - FZa
Gl == G27
entao

F =007 1901 (U) — @2 (V)

€ uma isometria local.

Prova: Por ser uma composta de difeomorfismos (Coroldrio 3.39), @2 o @1—1 é um difeomorfismo. Dados
p =1 (u1,v1) € S1 e V € T,5, escreva

o 8@1 8<p1
V="n ou TV ov

Temos

N L (D
- <d (p2001), ( 8(21) d(ezoer), <£)> v
9 9
w2 (atereatt), () eneet, (52) ) v
#dlpoer), (224) a(erowr), (222) ) vz
2 1 p av Y 2 1 p 8'{} 2 -
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Denotanto por {e1, ez} a base candnica de R? e F (p) = @2 (uz, v2), pela regra da cadeia temos

_ Op1 — 02
d (QPQ © ¥ 1)1) < ou ) =d (@2 °¥1 1);0 (dgol)(uo,vo) (61) = (d502)(u2,v2) (61) = %’
_ 01 _ 0o
d (‘P2 0¥ l)p ( v ) =d (<P2 0¥y 1)p (d%)(uo,vo) (e2) = (d%)(uQ,UZ) (e2) = e
Logo,
2 [O0p2 Opa\ . o Dz Dpa Dz Op2\ 2
lar, I = (522,922 yvz 2 (92, 00 hvivs 4 (922,92 v
= B VP + 2R ViVa + GoVy
=B\ V2 4+ 2R ViVo 4+ GV
=VI*.
|

5.4 Exemplo (Aﬁ catendide e o helicéide sdo localmente isométricas). Parametrizagoes para a catendide e o
helicéide sao ¢1, @, : (0,27) x R — R? dadas por

@1 (u,v) = (coshv cosu, cosh v sen u, v)

¢y (U,D) = (Vcost,vsen, ),
respectivamente. Pelo Exemplo 4.40, os coeficientes da primeira forma fundamental da catendide sao
E (u,v) = cosh® v,
F (u,v) =0,
G (u,v) = 1 + senh? v = cosh® v.

Fazendo a mudanca de coordenadas

gl
I

u,

v = senhwv,

(note que a mudanca de coordenadas é um difeomorfismo de classe C™ cuja inversa é u =, v = senh™* v)
obtemos a reparametrizacio ¢ : (0,27) x R — R? para o helicéide dada por

¢2 (u,v) = (senh v cos u, senh v sen u, u) .

Como
0
g2 _ (—senhvsen u,senh v cosu, 1),
ou
0
g2 _ (cosh v cosu, coshvsenu,0)
v
donde
E = <gu’ gu> =1+ senh?® v = cosh? v,

_ (9% 9o\ _
F_<8u’8v>_o’

_ (9% 09N\ _ a2
G_<av’8v>_COSh v,

segue da Proposicao 5.3 que as duas superficies sdo localmente isométricas. Veja [Carmo], pp. 223-224 e
[Gray], p. 505, para ilustragoes detalhando a deformagéo isométrica de uma helicéide em uma catenéide. O
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5.2 Simbolos de Christoffel

Como no estudo de curvas usamos o triedro {T', N, B}, no estudo de superficies vamos agora usar o triedro

dp 0

@ 9% Nb

ou’ Ov
para uma dada parametrizacao ¢. Escrevemos as derivadas destes vetores em relagao a esta base da seguinte
forma

0 a0 o0 [0
WP11%+F11%+<W’N>N’

R 1 9 o Op D¢
Oudv _F1287u+F12% <8u8v’N> N,
o _p1 9% g2 00 [ Tv \\y
ovou 1o 2 g dvou’ ’
Po _py 00 po Ov [P0\
w2 2o 22 9y w2’ ’
ON dy dp ON
au—a11%+a21%+< U,N>N,

ON Oy dp ON
% = alz% +(122% + <67)’N> N.

Os coeficientes Ffj sao chamados os simbolos de Christoffel. Usamos o fato que N é um vetor unitério,

normal aos vetores a—(p, 3790 Como
ou’ Ov
0% B 0%p
oudv — Ovou’
temos a simetria dos simbolos de Christoffel em relacao aos indices inferiores:
F%Q = F%la (5.1)
F%z = 1—%1- (5.2)

Ja vimos nas Proposigoes 4.20 e 4.21 que
0%
<au2>N> =
0%
N
<5‘uav’ >

0%
<av2’N>

|
s

|
L
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e que
37N7fFfeG8£ eFffEﬁicp
ou EG—-—F20u EG-—F2?0dv’
ON _ gF —fGp | fF—gF 0y
ov  EG-F20u EG-F20v
Portanto,
3280 1 Op s Op
W:F11%+F11%+€N7
% Dy dp
=TLZ 4+T%,-Z + fN
Oudv 128u+ 128v+f ’
> dp dp
—C =T, Z 4T2,-= +¢gN .
81}2 228u+ 228U+g ) (53)
87N_fF—eGaﬁ eF—fE@i
ou EG—-F20u  EG-F20dv’
ON  gF — fG0p fF—gE 0p

v  EG—-—F20u  EG-F20v’

Veremos agora que os simbolos de Christoffel podem ser expressos exclusivamente em termos dos coeficientes
da primeira forma fundamental.

5.5 Proposicao. Os simbolos de Christoffel se escrevem em relagdo aos coeficientes da primeira forma
fundamental da seguinte forma:

GoE _opdf , pOF 252L g% _ pof
rt — _Odu Ju dv 2. — Ju Jv ou
1 2(EG — F?) ’ 1 2(EG — F2) ’
o8 oG G ok
Il —1l — _0v Ju 2. —12 — _0Ou v
12 — - 21 — 2(EG_F2)7 12 — - 21 — 2(EG_F2)7
2G6—F—G8—G—F8—G Ea£—2F6£+F6—G
rlo— Ju Ju v 2. — _0v o) du_
22 2 (EG — F2) ’ 22 2(EG — F?)
dp 9y

Prova: Fazendo o produto escalar dos vetores em (5.3) com os vetores 50 o obtemos

u’ Ov
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0%y 0 Op O dp O 0
<au278<’5>F%1<£7£>+F%1<£,£>+6<N,ai>EF%1+FF11,
o dp dp dp dp
<va>zri1<%vv>+ri1<a?}aU>+€<N7U>ZFF%1+GF§D
¢ Oy Op Op Op Op Op
<auav’u> :F12<auau> +F§2<3U,U> +f<N7u> :EF%Z—FFF%Q?
Py g dp dp dp dp dp
<8u8v’8v> :F%2<au’v> ”?2<av’v> +f<N’U> = Pl + 6T,
8% 0 Op O Op O 0
(55 o) = (o0 )+ 18 (500 )+ 1(¥ e ) = BTk 1%,
%o Dy dp p dp Oy dp
<vgvv>zréz<6uav>+rgz<avav>+f<N7u>=FF§2+GF§2
Derivando
_ /9% 9¢
S\ ou’ du/’
_[9¢ O¢
T \ou v/’
_ [ 9% O¢
T\ v/’
em relagdo a u e v, obtemos
¢ 0p\ _10E e O0p\ _10E Pp Op\ _OF 190G
o2’ ou/ 2 0u’ oudv’ du/ 2 0v’ o2’ ou/ v 20u’

<82<p 890>_8F18E <8290 8g0> 10G <82<p 84,0>15'G
ou 20v’

ou?’ v oudv’ ov /) 20u’ M2 o/ 20v°

Portanto, temos os trés sistemas independentes

10F 10F oF 100G
EPL+ PTG = 55y Hlet T =55, | Pt e =50~ 55,
oF 10F 10G 10G
FP%1+GF%1:%—§%7 FF%2+GF%2:§%7 FI‘§2+GI‘§2:§%.
Todos estes sistemas tem a matriz
EF F
F G

como matriz de coeficientes, cuja inversa é
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Portanto, a solugao destes trés sistemas é

[ 10E | 0B OF 1 _0E
10E Y C Rl (Y el
[Fh} {G —F} 2 ou 1 2G8u 8u+2 ov
Mol BG-FL=F B op 1op | BG-FT\ or 1 0B 1,08
L Ou 2 0v du 2 v 2 Ou
- 10E 1 0E 1
1 108 1g0E 1,06
rL, ] G -F 200 | _ 1 127 0v 2 0Ou
It EG-F? [ -F E 10G - BEG-F EE%_EF@ ’
L 2 Ou 2 0u 2 Ov
[ OF 100G OF 1 _,0G 1_0G
oF 109G A YL Y s
[F%ﬂ 1 {G —F} ov 2 0u 1 gu 2 0u 2 O
2 = o 12 T EG-F? 7
'3 EG-F?| -F E laﬁ BG - F? lEaﬁ_Faj+l 3£
L 2 v 2 Ov ov 2 Ou

donde segue o resultado. B
Consequentemente, todos os conceitos geométricos e propriedades expressos em termos dos simbolos de Ch-
ristoffel sao invariantes por isometrias.

Existe uma maneira mais sucinta de escrever as relagoes da Proposigao 5.5, sintetizando-as em uma tnica
férmula. Definindo

g1 = F,
g12 = g21 = F,
g22 = G,

e a matriz simétrica
N _ |91 g2 | _| E F
g=y=| o | 2L

detg = EG — F?,

de modo que

e também definindo a sua inversa

( lj) B gll 912 1 1 G _F
g - 921 922 =9 - EG — F2 _F E )

podemos escrever
2
1
Ffj = 5 Z (8igjm + ajgim - 8’mgij) gmk7

m=1

onde convencionamos

0
61_%7
0, =2
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Por exemplo,

2
1 m
I = 3 Z (0191m + O191m — Omg11) g™

m=1

1
=3 [(51911 + O1g11 — O1g11) 92 + (01912 + O1g12 — Dag11) 922}

1
=3 [(01911) 9"% + (201912 — Dagn1) 4°°]

1 oF oF oF
S EG=F) (‘Fau 2B, T Ea)

m2

1—\2

H
[\v]

I
(]

(O192m + 0291m — OmGi12) g

Il
-

(01921 + D2g11 — O1g12) 92 + (01922 + D2g12 — D2g12) 97

N =N = 3

(02911) 9" + (D1922) 922]

1 OE  _8G
" 2(EG - F?) <_Fav+Eau>‘

Embora a validade da férmula (5.4) possa ser provada através de verificar cada um dos seis simbolos de
Christoffel, uma justificativa de porque ela realmente funciona serd vista no préximo capitulo.

5.6 Exemplo (Simbolos de Christoffel para uma Superficie de Revolu¢ao). Como vimos no Exemplo 4.40,
uma superficie de revolugao parametrizada por

o (u,v) = (f (v) cosu, f (v) senu, g (v)).
tem como coeficientes da primeira forma fundamental
E = f?
F=0,
G=(E)+(@E).
Logo,
BG - F* =2 [(1) + ()]

oOF OF

—— =0, —— =~2ff

ou 0, ov ’

oF oF

R

% —_ 07 % =9 (f/f” + g/g//) )

ou ov
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Dai,
F%l = 1—%2 = F%z = F§1 =0,
o (0 + ()]
F%z = F%1 = =
262 |(£)° + ()]
) —2f3f/ '
Iy = 2 21 = T en2 N2’
20 (0 + ()] E)+(&)
1—‘%2 _ 2f2 (f/f// + g/g//) _ f/f// + glg// .
22 (B + ()] () + (@)
O

5.3 Equacoes de Compatibilidade e Teorema Egrégio de Gauss

5.7 Proposigao (Equagoes de Compatibilidade). Se S C R3 € uma superficie de classe C3, valem as
sequintes equagdes.
FEquacdo de Gauss:

or2, B or?,
ou ov

2
+ F%zl—% - F%ll—‘%Q + (sz) - F%1F32 =—-FEK. (5~5)

Equagdes de Codazzi-Mainardi:

de Of
eIy + f (F%2 - F%l) — g}, = " ow
of Oy
ey + f (sz - F%z) — gy = 9 ou

Prova: Como estamos assumindo que S é uma superficie regular de classe C2, podemos calcular derivadas

terceiras e valem as relagoes
b () _ 0 (0
ov \ou2) Ou \Oudv)’
0 [(0%p a9 [ 0%
9 (a) ~ (auav) ) (5.6)
9 (0NN _ 9 (ON
ov\ou/) ou\ov)’

Vamos mostrar como obter a Equacao de Gauss, ja que as Equagoes de Codazzi-Mainardi sao obtidas de
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modo andlogo. Derivando as duas primeiras relagoes em (5.3), obtemos

0 (0% T, Dy L 0% 9% Oy , 0%¢  Oe ON
a(au) =00 o0 o T aw oo T e Taut T
_ o1, g 1 1 O 2 Op
= "0 ou r F123 +F1287+fN
T2, oy dy 5 O
T %"‘F <F228 +F228 +gN

de gF — fGOp  fF—gE dp
Tt e (EG F?ou " EG—F? du

1, 9F —fGN Op
( Pl + 14 1F22+€EG—F2) Du
fE—gE\ 0
+< +F%1F%2+F%1F§2+€m %
Oe
+ (Fhf‘i‘rug‘*‘ b )N
e
O (P 00 4 Pp IRy , Py 8f ON
m(mm) Ju ou 250 T au av T 2awon T au” T au
ari, o 0 0
== a@ Tl <r}18¢+F§18‘P+eN>
or? 2 0p 1 Op 5 Op
Ju b0 12 (F”aqﬁrua TN
af JF—eGdp  eF — fE dp
+8N+f(EG—F28u EG— F? o0
ori, fFE—eG Y\ Oy
( o 2F%1+F%2F%2+fEG_FQ> EM
or2, eF— fE\ Op
+ < M 1201 + Tty + fEG_FQ> EM

0
<6F%2+f1112+8f)N

Igualando estas expressoes de acordo com a primeira equagdo em (5.6) e usando o fato que os vetores sao
L.I., obtemos 3 relagoes:

ort gF — fG ort fF—eG
611+F F%Q—’—F%F%Q—FGEG—F?_ 812+F2F%1+F 2+f —
oarz, fF—gE  Or? eF fE
R 12+F%1F§2+€EG_F2— 812+F2F%1+F 2+f — 5
de of
Fhf‘*‘l—‘ug‘*‘a —€P2+fF12+a
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A Equacao de Gauss segue da segunda relacao. De fato, ela é equivalente a

or3, B ors, fF—gFE eF — fE

9 o T [iol% =TT + T30, — T T3, = CEG_F2 fEG 2
eg — f*
= = -
EG — F?
=—-FK.

|
Embora tenhamos 9 relagtes possiveis usando todas as 3 equagdes em (5.6), as 6 outras ndo sao independentes
e podem ser derivadas das Equagoes de Gauss e Codazzi-Mainardi.

5.8 Teorema (Teorema Egrégio de Gauss). A curvatura gaussiana € invariante por isometrias locais.
Prova: Pela Proposicao 5.7, a curvatura gaussiana é dada por

2 2
1 [oTy, oIy

E=-% |5 v

2
+ Tl — T + (T,)” —THI3,

Como os simbolos de Christoffel se escrevem exclusivamente em termos dos coeficientes da primeira forma
fundamental, segue que isso vale também para K. B

O nome deste teorema (egrégio significa notdvel, digno de admiragio) se refere exatamente ao fato de
que apesar da curvatura gaussiana ter sido definida através da aplicacao gaussiana, que depende de como a
superficie estd mergulhada no espaco ambiente R3, o resultado inesperado é que na verdade ela é um conceito
intrinseco da superficie. No caso de superficies regulares de curvatura gaussiana constante vale a reciproca:
se elas possuem a mesma curvatura, entao elas sao localmente isométricas; este é o Teorema de Minding,
que veremos no préximo capitulo (Teorema 6.24).

5.4 Teorema Fundamental Local das Superficies

Os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais determinam localmente uma superficie, a menos
de sua posigao no espago. Para provar este resultado, precisaremos do seguinte resultado sobre a existéncia
e unicidade de solucoes de sistemas lineares de equacgoes diferenciais parciais.

5.9 Lema (Existéncia e Unicidade de Solugdes de Sistemas de EDPs). Sejam V C R? um aberto e

0
% = Fl <u7v7f1a"'afn)
0
% = Gl (u7vaf1a"'7fn)
: (5.7)
Ofn
87]; = Fn (u7v7f17"'afn)
0 fn
87.]; = Gn (’U/7U7f1,...,fn)
um sistema de 2n equacdes diferenciais parciais tais que as fun¢ées Fi,..., F,,G1,...,Gn : V CR?> — R
sdo de classe C? e lineares em relagcdo as varidveis fi1,..., f,. Suponha que
OF; ~=0F,0f; 0G; ~=~0G;0f
B +j§ af, o0 ou +; af, ov (5:8)

para todo i. Entdo, dadas condigoes iniciais em (ug,vq), o sistema possui uma tnica solucdo de classe C3
em um aberto U C 'V contendo (ug,vo).
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Prova: Veja [Stoker], pp. 392-395. W

Observe que como hd mais equagoes (2n) do que incégnitas (n + 2), o sistema (5.7) é sobredeterminado,
por isso é natural impor condigoes adicionais para que ele possua solucdo. As condigdes (5.8) sao chamadas
condi¢oes de integrabilidade ou condigoes de compatibilidade do sistema. Elas sao as minimas condigoes

necessdrias, pois uma vez estabelecida a existéncia de uma solugdo (f1,..., fn), elas correspondem a
0% fi 0% f;
i _ Ok (5.9)
Ooudv  Ovou

5.10 Teorema. Sejam E,F,G.,e,f,g : V C R? — R aberto, funcdes diferencidveis de classe C? com
E,G>0, EG-F?>0.

Se as funcgoes satisfazem a equacao de Gauss e as equacoes de Codazzi-Mainardi, entao para cada
(ug,vo) € V ewistem uma vizinhanga U C 'V de (ug,vo) e uma superficie parametrizada reqular ¢ : V. — R3
de classe C® tal que E,F,G sdo os coeficientes da primeira forma fundamental e e, f,g sio os coeficientes
da segunda forma fundamental de ¢.

Se ¢, ¢ sio duas superficies parametrizadas que possuem os mesmos coeficientes da primeira e sequnda
forma fundamental, entdo eriste uma isometria J de R? tal que ¢ = J o ¢ em uma vizinhanca de (ug,vo).

Prova: A demonstracio deste teorema é semelhante a demonstragao do Teorema Fundamental das Curvas
no Espago (Teorema 1.76). Primeiro, buscamos um triedro de vetores

{T1 (u,v),Ts (u,v), N (u,v)},

satisfazendo T
a—ul =TLT, + T2, T, +eN
oT: oT:
871;1 = 87112 =TT +THT + fN
oT:
8—; =TTy +T%,Ty +gN

ON  fF—eG el — fFE

0 T EG_ TRl
ON _ gF - fG fF—gE
90 " EG_mENtEg

onde os simbolos de Christoffel sao definidos pela Proposi¢ao 5.5. Como cada um dos 3 vetores 17,75, N
tem trés coordenadas, este é um sistema de 15 equagoes diferenciais parciais lineares com 9 incégnitas (3
equagoes sao redundantes). As condigoes de integrabilidade deste sistema sdo exatamente as equagoes de
Gauss e Mainardi-Codazzi, como vimos na demonstragdo da Proposigdo 5.7. Logo, dado (ug,vq) € V,
segue do lema que este sistema possui uma solugdo tnica de classe C* em uma vizinhanca de (ug,vo) dadas

condigoes iniciais neste ponto.
Sejam T7,T5, N solugoes do sistema onde escolhemos as condi¢Ges iniciais

Ty (ug,vo) , T (ug, vo) , N (1o, vg)
de tal forma que as seguintes relagoes sao satisfeitas
Ty (uo, vo)[|* = (T1, T1) (uo, vo) = E (uo, vo) ,
(Ty, To) (up,vo) = F (ug, vo),
T (o, vo)|* = (T, Ta) (uo, v0) = G (uo, vo) ,
IV (uo,vo) | = 1,
(T, N) (ug,vo) = (Ta, N) (ug,v0) = 0.
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Consideramos entdo o sistema

8(;5_
E
8¢_
0 1

Como a condicao de integrabilidade para este sistema também é satisfeita, pois

o _on oty _ 0%
udv v Ou  Ovdu’

segue que este sistema também possui uma solugao tinica definida em uma vizinhanga (possivelmente menor)
de (ug,vp) para alguma condigdo inicial

¢(U0,00) =po € R3.

Vamos provar que esta superficie parametrizada tem E, F,G e e, f,g como coeficientes das respectivas
formas fundamentais. De fato, como o triedro

99 9¢
{au (uvv)u% ('LL,’U) 7N(’U,,U)} ’
satisfaz (5.3), podemos calcular as derivadas parciais de
f (20 00
"\ ouw ou/
fy_ (20 00
? ou’ ov /[’
9¢ 9¢
o’ v/’
f4 = <N7 N>
9¢
f5 <aua N> )

_[9¢
f6_<avaN>7

e obter um sistema de 12 equagoes diferenciais parciais lineares

%:Fl (U,U;flv"'7f6)

&
|

%:Gl (U,’l},f17~-~7f6)

%:FG(U,’U,fh--wfﬁ)

%:GG(U,’U,flw-'?fﬁ)
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satisfazendo as condigbes iniciais

= E (ug,vo)

= F (uo, o) ,
=G (ug 0)7
—1,

= f6 (w0, v0) = 0.

123

E 6bvio devido as condicoes de diferenciabilidade de classe C2, mas também pode ser verificado diretamente,
calculando as derivadas parciais e usando (5.3), que as condi¢oes de integrabilidade

parai=1,...

9% f;
udv

fi=E
fo=F
fs=G
fi=1
fs =0,
fo =0,

9 fi
Ovou

,6 sao satisfeitas, de modo que a solugao deste sistema é tinico. Como as fungoes

também sao solugoes para o sistema, segue da unicidade que

9¢ 99

=

)-E

e (5
fa=(N,N) =1,

fs = <g(5,N> =0,
(2 4y

Podemos ver agora que a superficie parametrizada ¢ é regular, pois

Trocando u e v, se necesséario, temos

wl I

3¢
6u

Bl

ou

ou’ dv

o a¢> 2

99
o
99
ov

=EG-F?>>0.
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Usando (5.3), calculamos os coeficientes da segunda forma fundamental de ¢, obtendo

8%
<au2’N> =
82 B
<8u8v ’ N> =/

0%
<81]2,N> =9,

ou seja, estes coeficientes sao iguais as funcoes e, f, g.
Falta apenas demonstrar a unicidade de ¢ a menos de uma isometria de R?. Suponha que ¢ seja outra
parametrizacao tal que

Em particular, se

0 00 9 05
N= Ou 0Ov J_ _Ou 0Ov
‘&b L 09| 99 95|
ou  Ov ou v
temos
dod b 09 0
<6jja 8u> (’U'U?’UO) = <ajja ai> (’LLO,'UO) = E7
9o O d¢p 0O
<8i’£>(u0ﬂv0)<8Zaaf>(u0av())Fa
9o O 0¢p 0O
<({9’U’ 'U> (UO,UO) = <f}73 67)> (Uo,’l}o) = G7
<N7 > Uo,’l)()) = <N7 N> (UO>UO) - ]-a

de modo que é possivel levar o triedro

{gi (uo,v0) % (uo,v0), N (Uovvo)}

no triedro

{gf (UQ, Uo) 5 % (UQ,'UO) ,N (UQ,U())}

através de uma transformacio ortogonal (rotacido) de R3, isto é, existe uma transformacio ortogonal P :
R3 — R3 tal que

% (ug,vo) = P Bi (Uovvo)] )
% (Uo,’Uo) =P |:gi) (anUO):| 3

N(UO,U()) = P[N (Uo,’l)o)] .
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Se

6 (u07 UO)

(w (5) (&) -
(w(5)#(5))-
(w(5)#(5)-
 (5a) 4 )
)

)

ambos

(2 00, 2 ) N} e

9¢
{ar (52

96 9%

(

(o
:<au:;7 _

(75 x

(

N —
udv’ >

= ¢ (uo,v0) + qo,

considere a translacio pelo vetor gy e defina a isometria J = T o P : R? — R3. Como

¢ 0¢ 99 09
<8u’(‘3u> <8u ou
9% 0¢
8u’81}>

Qp/\m

d¢ 99
ou’ Ov

(30 0) ="
)=
()

2)-r

N =
auav’ > /

ifN> =9
(u,v)) ,dJ (gf (u,v)) ,dJ (N (u, v))}

125

satisfazem o mesmo sistema de equagoes diferenciais parciais lineares (5.3) com a mesma condi¢ao inicial,

segue da unicidade que

em uma vizinhanga de (ug, vp). W

d=Fog

5.5 O Teorema de Rigidez da Esfera

5.5.1 Parametrizagoes Ortogonais

5.11 Definigao. Dizemos que uma parametrizacio ¢ : U C R?> — R? de uma superficie regular é uma

parametrizacao ortogonal se F' = 0. [J

Ou seja, em uma parametrizacao ortogonal vale

<

9 a¢>

ou’ dv

=0.

Parametrizagoes ortogonais existem em qualquer superficie regular, como veremos mais adiante (Corolédrio

5.22).

5.12 Proposicao. Em uma parametrizacao ortogonal, a curvatura gaussiana é dada por

oo 1 [a( 1 9E
 2JEG | 0v \VEG v

)il

1 0G

VEG 0u

)
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Prova: Observe que o lado direito da equagao do enunciado é

7 o (7 5] a9 )

- 9V/EG v v | ou
— 1 ,1 1 a£ + Eaﬁ aiE —+ 1 azE
- WEG 2 (Eg)3/2 ov ov ) v EG 0v?
L [ (em . 06Y0G 1 26
WEG 2 (Eg)3/2 ou ou /) ou VEG Ou?
1 OF 0G\ OFE OF oG\ 0G 1 0’E  0%°G
- &L+ (EarrE)E| -
4(EG)2 [<3UG+ 31}) 8v+(5‘uG+ 6u> 5‘u} 2EG(6’U2+8U,2>
1 aG\* _OE8G _OEIG OE\? 1 (*E  9G
- ) S g et I . 1
1(EG) (em) o0 o % ou ou (m) 2EG<8U2 +8u2> (5.10)
Pela equagao de Gauss,
1 [or? or? 2
K= “E { 8;2 - 8;1 + 1,05 =TI + (T5,)” — F%1F32] .
Em uma parametrizagao ortogonal, os simbolos de Christoffel sao dados por
o L OB . __10B
9F ou’ 2@ o’
1 OF 1 0G
Fb = F%1 = 2E v’ F%Q = F%l = 2G ou’ (5.11)
o 10G , 106
27 2F ou’ 272G o’
Logo,
Ko L[LO (109G 10 (10B\ 1 (0B\* 1 0BG 1 (9G\* 1 0EOG
 E |20u\G 0ou 20v \ G Ov 4EG \ Ov 4EG Ou Ou  4G? \ Ou 4G? Qv Ov
_ L1 (OGN 1 9G 1 0GOE 1 0°F
- E | 2G? \ Ou 2G Ou?  2G? Ov Ov  2G Ov?

1 (8E)2 1 0EIG 1 (ac:)Q 1 OE0G

156\ v ) " 1EGou o "1z \au) T1cz v v

_ L[ L (@G @B\ 1 (0B\® 1 9E0G 1 (0G\* 1 0BG
T B |2G \ Ou? ov? 4FEG \ Ov 4FEG Ou Ou  4G? \ Ou 4G? Ov Ov
_ L1 (PE PG\ 11 9G\* | pOEOG  OEOG . (EY
 2FEG \ 0v?  ou? 4(EG)? ou v v Ou du Ov

Comparando esta férmula com a férmula obtida em (5.10) vemos que elas sao idénticas. B

5.13 Proposigao. Em uma parametriza¢do ortogonal tal que f = 0, as curvaturas gaussiana e média sdo
dadas por

_ 4

" EG’

= % (6G5G9E> = % (% * %) :
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Em particular, as curvaturas principais sao

€ g

- e =.

E G
Prova: As férmulas para a curvatura gaussiana e média seguem diretamente das férmulas destas curvaturas
em coordenadas. As férmulas para as curvaturas principais seguem quando resolvemos o sistema

9

EG

eG + gk
EG

Ri1R2 =

K1+ K2 =
De fato, substituindo
1 eg
K1 EG

na segunda equagao, obtemos a equagao do segundo grau

K2

eG + gF eg

(51)2— EG K1+ —== =0,

ou seja,
que se fatora em

5.14 Proposicao. Em uma parametrizagao ortogonal tal que f = 0, as equacgoes de Codazzi-Mainardi se
reduzem a

de. 10E e g\ _ _OF
B =300 (BT E) =T
dg _10G e g\ _ 909G
%_wu(EJ’G)_Hau'

Prova: Neste tipo de parametrizagao, as equagoes de Codazzi-Mainardi se reduzem a

Ode
9 = eF%Q - QF%M
dg
Ju = QF%2 - eF%Qa

enquanto que os sfmbolos de Christoffel sdo dados por (5.11). Destas férmulas e da proposicao anterior
seguem os resultados. H

Este tipo de parametrizagao ortogonal existe, embora nao em toda superficie regular, como veremos adiante
(Coroldrio 5.25).

5.5.2 Curvas Principais

5.15 Defini¢do. Uma curva regular o : I — S em uma superficie regular S é uma curva principal (ou
linha de curvatura) de S se para todo ¢ € I, o (t) é uma direcao principal em p. O

Em particular, curvas principais que se cruzam o fazem ortogonalmente.
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5.16 Proposicao (Teorema de Olinde Rodrigues). Seja o : I — S dada por
a(t) = p(ut), v (1))
uma curva reqular de uma superficie reqular S. o € uma curva principal de S se e somente se
(Noa) (t) = (1) o’ (1)
para alguma fungao diferencidvel X : I — R.

Prova: Pois o/ (t) é uma diregdo principal de S em « (t) se e somente se ela é um autovetor do operador
forma dN,(1), isto é, se e somente se existe um nimero A (¢) € R tal que

ANy (1) = A (t) o (t).
Como pela regra da cadeia
(Noa) (t) = dNama (1),
segue o resultado. A diferenciabilidade de A segue da férmula
(AN (t),0/ (1))
(@’ (t),a’ (1))

A(t) =
|

5.17 Proposicao (Equagao Diferencial das Curvas Principais). Seja

a(t) = (u(t),v(t)

uma curva reqular de uma superficie regular S. a é uma curva principal de S se e somente se ela satisfaz a
equacao diferencial
(W)~ ()?
E F G |=0.
e f g
Prova: Pela proposicao anterior e pela Proposicao 4.21 temos que « é uma curva principal de .S se e somente
se as fungoes u e v satisfazem o sistema de equagoes diferenciais

JF—¢G , gF —[G , _
EG-F?" " EG - F?

el — fE ,+fF—gEU,:)\U,

U

EG — F? EG — F?
para alguma funcao diferenciavel A : I — R. Eliminando A do sistema, através de subtrair a segunda
equacao multiplicada por ¢’ da primeira equacao multiplicada por v’, obtemos a equacao diferencial

gF—fG(/)2 fF_eG_fF_gE //_eF_fE(u/)2_0
EG — F? EG—-F? EG-F? EG — F? o
que é equivalente a
(9F — fG) (V') + (9B — eG) u/'v' + (fE — eF) (u')* = 0, (5.12)

que ¢é a equacao diferencial do enunciado.

Em particular, este resultado assegura a existéncia de curvas principais passando por qualquer ponto de
qualquer superficie para cada diregao principal, consequéncia do Teorema de Existéncia e Unicidade para
Equagoes Diferenciais Ordinarias. Em um ponto nao umbilico passarao exatamente duas curvas principais
ortogonais, uma para cada direcao principal, enquanto que em um ponto umbilico todas as dire¢oes sao
direcoes principais, logo havera uma curva principal em cada uma destas diregoes.
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5.18 Corolario. Se F = f =0, as curvas coordenadas de uma parametrizacdo sao curvas principais. Em
uma vizinhanca suficientemente pequena de um ponto nao umbilico, elas sGo as Uunicas curvas principais.

Reciprocamente, se em uma vizinhancga suficientemente pequena de um ponto nao umbilico as curvas
coordenadas de uma parametrizagdo sdo curvas principais, entao F' = f = 0.

Prova: Se F = f =0, a equagao diferencial (5.12) das curvas principais se reduz a
(gE — eG) u'v' = 0.

Como as curvas coordenadas satisfazem v’ = 0 ou v = 0, elas satisfazem esta equacao diferencial e sao
curvas principais. Além disso, neste tipo de coordenadas as curvaturas principais sao dadas por

como vimos na Proposicao 5.13. Em um ponto nao umbilico as curvaturas principais sao por defini¢ao
distintas e a condigao de nao-umbilicidade se mantém em uma vizinhancga suficientemente pequena do ponto,
logo

#

SR
Ql=

nesta vizinhanga e portanto
gE —eG #0,

de modo que a equacao diferencial das curvas principais se reduz a

cujas solugoes sao exatamente as curvas coordenadas.

Reciprocamente, suponha que as curvas coordenadas u = ug € v = vy sejam curvas principais. Como em
uma vizinhanga suficientemente pequena de um ponto nao umbilico todos os pontos sao nao umbilicos, as
curvas principais sdo ortogonais (j4 que em pontos nao umbilicos existem apenas duas dire¢oes principais) e

o Jo . .
0s vetores —, — estao na diregao das curvas coordenadas, segue que

ou’ Ov
<8u’ 8v>

No caso em que as curvas coordenadas u = ug sao curvas principais, a equagao diferencial
2
—fG(W)" =0

é satisfeita, enquanto que no caso em que as curvas coordenadas u = wug sao curvas principais, a equagao
diferencial
2

fE@W) =0
é satisfeita. Como no primeiro caso v’ # 0 (caso contrério terfamos um ponto, ndo uma curva) e no segundo
caso v’ # 0, segue que

fG=[E=0,
donde

f=0,

jaque E,G>0. 1
5.19 Exemplo (Curvas Principais de Superficies de Revolucao). Os paralelos e os meridianos de uma
superficie de revolugao sao curvas principais, pois F' = f = 0 na parametrizacao padrao destas superficies
(veja Exemplo 4.40) e os paralelos e meridianos sdo as curvas coordenadas de uma superficie de revolugao
nesta parametrizagao. [
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5.5.3 Existéncia de Parametrizagoes Ortogonais
Lembramos alguns resultados de equagoes diferenciais ordinarias relacionados a campos vetoriais.

5.20 Teorema. Seja X : U C R? — R2, U aberto, um campo vetorial de classe C*. Dado p € U, existe
uma tnica trajetoria o : I — U do campo X passando por p, isto é, uma curva reqular de classe C!
satisfazendo

o (t) = X (a(t)) para todot e I.
Além disso, existe uma vizinhan¢a V C U de p e uma aplicagcdo o : V x I — U de classe C' tal que

& (p> tO) =P,
da

o @t =X (ap1).

A aplicagdo « é chamada o fluxo local do campo X.

5.21 Teorema. Sejam X : U C R? — R?, U aberto, um campo vetorial de classe C' e p € U tal que
X (p) # 0. Entdo existe uma vizinhan¢a V C U de p e uma funcdo f : V — R de classe C* tal que f é
constante ao longo das trajetorias de X e dfy =V f(q) # 0 para todo g € V.

Chamaremos f a fungao integral do campo X.

5.22 Definicao. Um campo vetorial de classe C* em um aberto V' C S de uma superficie regular é uma
aplicagdo diferencidvel X : V — R3 de classe C* tal que X (p) € T,,S para cada p € V.

Os Teoremas 5.20 e 5.21 se estendem facilmente para campos vetoriais em superficies:

5.28 Teorema. Sejam S C R3 uma superficie reqular e X : S C R? — R3, X (q) € T, S para todo q € S,
um campo vetorial de classe C* em S. Dado p € S, existe uma tnica trajetéria o : I — S do campo X
passando por p, isto €, uma curva reqular de classe C' satisfazendo

o (t) =X (a(t)) paratodotel.
Além disso, existe uma vizinhanca V de p em S e uma aplicacdo o : V x I — S de classe C' tal que

o (pa tO) =D

da

—(p,t) =X t)).

=X (@)
5.24 Teorema. Sejam S C R?® uma superficie reqular e X : S C R* — R3, X (¢) € T,S para todo q € S,
um campo vetorial de classe C* em S ep € S tal que X (p) # 0. Entdo existe uma vizinhanca V dep em S e
uma fungdo f:V — R de classe C* tal que f € constante ao longo das trajetdrias de X e dfy =V f(q) #0
para todo g € V.

5.25 Teorema. Seja S C R? uma superficie reqular. Sejam X,Y campos vetoriais definidos em uma
vizinhanca V de p € S, linearmente independentes em p.

Entao existe uma vizinhanga W C V de p em S e uma parametrizacio ¢ : U C R2 — W tal que para
cada g € W as curvas coordenadas desta parametriza¢io passando por q sao tangentes aos vetores X (q) e

Y (q)-
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Prova: Sejam f; e fy as fungoes integrais dos campos X e Y, respectivamente, definidas em uma vizinhanca
W CV de pem S, e defina uma aplicacdo F : W — R? por

F(q)=(fi(q),f2(q))-

Como f1 é constante nas trajetérias de X, segue que

aF, (X) = ((df), (X) . (df2), (X)) = (0. (df2),, (X))

(df2), (X) = (Vf2(p),X) #0

porque dfs =V fy #0e X e Y sdo linearmente independentes (o gradiente é normal as curvas de nivel, que
no caso sao as trajetérias do campo). Analogamente,

dF, (v) = ((dh), (X),0) #£0.

Portanto, F' é um difeomorfismo local em uma vizinhanga (possivelmente menor) de p sobre uma vizinhanca
U c R2. A aplicacdo
p=F"1

é portanto uma parametrizagao. Suas curvas coordenadas sao exatamente
f1(q) = constante e f3(q) = constante,

que sao as trajetérias dos campos X e Y, portanto tangentes a estes campos. H
Observa-se que o teorema nao implica que as curvas coordenadas podem ser parametrizadas de tal forma
que seus vetores velocidades sao os campos X e Y.

5.26 Corolario. Todo ponto de wma superficie regular possui uma vizinhan¢a que pode ser parametrizada
através de uma parametriza¢do ortogonal.

Prova: Seja ¢ : U C R?> — S uma parametrizacio arbitrdria de uma vizinhanca de um ponto p de uma
superficie regular S. Definimos dois campos vetoriais ortogonais X e Y em ¢ (U) por

_ 9

X =2E
Trog o
Eou Ov’

De fato,

__FJop d0p\  [O0p Op\ _ _F _
X Y) = E<8u’8u>+<8u’8v N EE+F_O'

O resultado segue do teorema. B

5.27 Corolario. Se p € um ponto nao umbilico de uma superficie S, entao existe uma vizinhanca de p que
pode ser parametrizada por uma parametrizacdo ortogonal tal que f = 0.

Prova: Existe uma vizinhanca de um ponto nao umbilico onde as curvas principais sao ortogonais. Cons-
truindo estas curvas de maneira apropriada, produzimos dois campos vetoriais linearmente independentes
em p, cada um em uma direcao principal. Segue do teorema que existe um sistema de coordenadas em uma
vizinhanca de p tal que as curvas coordenadas sdo curvas principais. O resultado segue agora do Corolério
5.18. W
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5.5.4 O Teorema de Rigidez da Esfera

5.28 Lema. Seja S uma superficie reqular e p € S tal que
(i) K (p) > 0.

132

(ii) p € um mdzimo local para a func¢ao curvatura principal k1 e um minimo local para a fun¢do curvatura

principal ko (convencionando k1 > Ka).
Entao p é um ponto umbilico.

Prova: Suponha por absurdo que p nao é umbilico. Entao

k1 (p) > K2 (p)

e pelo Corolério 5.27 podemos parametrizar uma vizinhanca de p através de uma parametrizacao ortogonal
tal que f = 0. Pela Proposicdo 5.13, podemos assumir (trocando u e v, se necessirio) que as curvaturas

principais de S nestas coordenadas sao

R1 =

Qle /o

Ro =

Segue que

de, OE 9 OB
91w " _w "o
Ov E? E ’

99, 06 99 0OG
%:&L gau Ou 2 ou
ou G? G

Usando as equagoes de Codazzi-Mainardi da Proposicao 5.14 nestas coordenadas obtemos

18E( 4 ) oF
Ok _ 9y TR 1 orE
v E _2E( ”1+“2)8v’
10G oG
Ora _ pog Mt —R2p e
__ < — :—(lﬂ—lﬁg)i,
ou G 2G ou
donde
OF _ 28 Om
v Ki— kg Ov’

oG 2G  Okq

ou K1 — ko Ou

Pela Proposicao 5.12, a curvatura gaussiana nestas coordenadas é dada por

szl (o) ()]

_ 1 62E+32G L oL NoE o ( 1 \oC
 2EG \ 9?2 Ou? 2WEG |0v \VEG) 0v  Ou \\EG /) Ou
Escrevemos esta expressao na forma
0’E  0%*G

oF oG
+ G ) P ) G @) G

‘QKEG:<am e

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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onde P, (Q sao fungoes cuja forma explicita ndo serd necessario conhecer. De (5.13) e (5.14) obtemos

2 Ky — ko OV2 Ov \Kk1—kKke) OV’

G 26 ky | 0 [ 26 \ Oms
ou

82E 2F 82,%1 0 < 2F ) E)m

u2 Ky — ke Ou? ou

K1 — Rg
portanto (5.15) se torna

2FE 0%k 2G 9%ko
K1 — Ko Ov? K1 — Ko Ou?

0 2F 2F 81431 0 2G 2G 852
— | = + P — + +Q -
Ov \ K1 — Ko K1 — Ko | Ov ou \ K1 — Ko K1 — Ko | Ou

—2KEG = —

que escrevemos na forma

821€1
ov?

82,%2 ~ 8&1 ~ 8;‘{2
W"‘P(U,’U 7+Q(U/,U)%7

—2KEG (k1 — k) = —2F ) 5
v

Ve (5.16)

onde mais uma vez P, () sao fungoes cuja forma explicita nao serd necessario conhecer. Como k1 atinge um
maximo local em p e kK9 um minimo local em p, temos

82H1
= <
6’02 (p) ~N Oa

82#;2
2 (p) >
8'&2 (p) = 0?

OK1 _ Oka
v (p) = ou (P)

e E,G > 0 sempre, de modo que o lado direito da equagéo (5.16) em p é

82,“61 (’)2@

9%k 0%k
L oG 2 811} (p) = [—2E 5,2 T2G5.2 | ()20

~ Ok ~ ok
ov2 Ou2 + P (’U,7 U) — + Q (’U,, 1)) 2

—2F
ov

Mas E, G > 0 sempre, K (p) > 0 por hip6tese e k1 (p) > k2 (p) por hipétese de absurdo, logo o lado esquerdo
da equagao (5.16) em p é
[-2KEG (k1 — k2)] (p) <0,

uma contradicao. M

5.29 Teorema (Rigidez da Esfera). Seja S uma superficie regular, conexa, compacta e com curvatura
gaussiana constante. Entdo S € uma esfera.

Prova: Como S é compacta, ela possui um ponto eliptico pela Proposicao 4.44. Porque K é constante,
concluimos que K > (0 em S.

As fungoes autovalor méaximo e minimo de uma matriz sdo fungoes continuas, raizes do polinémio ca-
racteristico. Logo, por compacidade, a fungdo continua x; atinge o seu valor maximo em um ponto p € S.
Como K = k1Ko € uma funcao positiva constante, a fungao

Rg = —
K1

é uma funcgao decrescente de k1 e portanto atinge o seu valor minimo em p. Segue do lema que p é um ponto
umbilico, ou seja,
k1 (p) = K2 (p) -
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Seja ¢ € S um ponto arbitrario. Como

k1 (p) = K1 (q) = k2 (q) = K2 (p) = K1 (p),

segue que
k1 (q) = k2 (q),
ou seja, todo ponto de S é umbilico. Concluimos da Proposicao 4.37 que S estd contida em uma esfera S,

ja que K # 0. Como S é compacta, ela é fechada em S, e sendo uma superficie regular também é aberta em
S, portanto, S =S. R

5.30 Corolario. Seja S uma superficie regular, conexa, compacta, com curvatura gaussiana positiva e
curvatura média constante. Entao S € uma esfera.

Prova: Para que a demonstracao do teorema anterior seja valida, basta que a curvatura gaussiana seja
constante e que ko seja uma funcao decrescente de k1. Esta ltima condigao continua valida se

K1+ Ko
2

H=

é constante.

Superficies conexas compactas em R? com curvatura gaussiana positiva sdo chamadas ovaldides. Este resul-

tado afirma que ovaldides de curvatura média constante sao esferas. Exemplos de ovaldides sao os elipsdides.
Na verdade, um resultado mais forte é verdadeiro: uma superficie regular, conexa, compacta com curva-

tura média constante é uma esfera. Veja referéncias para este resultado em [Carmo], p. 322.



Capitulo 6

(Geodésicas

Inicialmente definimos geodésicas através do espago ambiente e depois mostramos que este também é um
conceito intrinseco que depende apenas da primeira forma fundamental (métrica).

6.1 Definicao

6.1 Definicao. Seja S C R? uma superficie regular e o : I — S uma curva em S. Decompomos o vetor
aceleracio o’ (t) € R? de o em duas componentes: uma componente tangencial o” () € To)S e uma

componente normal o (£) normal a To 1S (isto é, na direcao do vetor normal N (« (t))), de modo que
o (t) — o (t)T +a (t)J_ )
O

6.2 Definicao. Seja S C R? uma superficie regular e v : I — S uma curva em S. Dizemos que v é uma
geodésica de S se

T
(,-y ) = 07
isto é, se a componente tangencial da aceleragao da curva é nula ao longo da curva. OJ

Assim, quando “vista” do ponto de vista da superficie, sem se referir ao espaco ambiente, uma particula
percorrendo uma trajetéria geodésica nao sofre efeitos de aceleragao (néo tem aceleragao na superficie).

6.3 Proposicao. Sey:I — S é uma geodésica, entao

v )| = constante.

Prova: Pois,
d

— v @)l

- Ll 0,7 @) =244 ()7 (1)) = 0,

T adt
logo
I/ (#)|| = constante.

6.4 Definicao. Uma geodésica v : I — S é normalizada (ou unitaria) se

Iy @)l = 1.

135
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6.5 Lema. Sejam S C R3 uma superficie reqular e ¢ : U C R? — S uma parametrizacdo de uma vizinhanca
coordenada de S. Se
a(t) =¢(u(t),v(t))

€ a expressao em coordenadas de uma curva nesta vizinhanca coordenada, entdo

0 0
o (1) = [u” + T4 () + 2T Lo’y + T, (v’)ﬂ a—i + [v” + T3 () + 202,00 + T, (v)° a—f (6.1)
o (1) = [e (W)’ + 2fu'v + g (v')ﬂ N. (6.2)
Prova: Pela regra da cadeia,
dy dp
/ _Ye Y
o/ (8) = o + o'
0%p 2 0% Op 0%p 2 0% de
") = 2 ! VS AR W . v
o (1) ou? () +8u8vvu + o + Ov? (v') +8v(9uuv + "
Por (5.3), segue que
Oy Op 2 Oy Op Op
o’ (t) = [Fhau + F%% + eN} (u')” +2 {F%Qau + F%Q% + fN | W'V + %u”
[, Oy dy 2 Op
1 Y 2 Y / Yo
+ _FZQau JFFzzaU +9N] (V)" + E
= [ )+ orbute! £ T, ()] 92
Wz 2 /2 2 1 o . n2] Op
+ v + Ty ()" + 2T u'v" + T, (V) En

+ e (W)’ +2fu'v +g (v')z] N,
donde segue o resultado. B

6.6 Proposicao (A Equacio Geodésica). Sejam S C R® uma superficie reqular, p€ S e ¢ : U C R? — S
uma parametrizacao de uma vizinhancga de p. Se

€ uma curva em S passando por p, entdo vy € uma geodésica se e somente se ela satisfaz o sistema de equagoes
diferenciais nao lineares

u +TL (W) 4 2rw/v + T, (v)? =0 6.3

R Bt A (03

Prova: O resultado segue imediatamente do lema e da definicao de geodésica. B

Segue que geodésicas sao conceitos intrinsecos da geometria de uma superficie, pois os simbolos de Christoffel
dependem apenas dos coeficientes da primeira forma fundamental. Em particular, isometrias e isometrias
locais levam geodésicas em geodésicas, fato que enunciamos da seguinte forma:

6.7 Corolario. Isometrias e isometrias locais preservam geodésicas.

6.8 Corolario (Existéncia e Unicidade de Geodésicas). Seja S C R® uma superficie reqular. Entdo para
todos p € S eV € T,S, existe um intervalo aberto I C R contendo 0 (dependente de p e V') e uma tdnica
geodésica v : I — S tal que v(0) =p e+ (0) =V.
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Prova: Transformamos o sistema de EDOs de segunda ordem (6.3) em um sistema de primeira ordem
equivalente definindo

w=1u,
z=0.
Obtemos
{ w' = —T{w? — 2wz — T, 22
I 72,2 2 2.2
z'=-T'1w* —2I'ywz — '35z

O resultado segue entao do Teorema de Existéncia e Unicidade local de solugoes para sistemas de equagoes
diferenciais ordindrias de primeira ordem nao lineares. B

6.2 Exemplos

6.9 Exemplo (Geodésicas do Plano). Como E =G =1 e F = 0, os simbolos de Christoffel do plano sao
donde a equagao geodésica é simplesmente

cuja solugao é
U (t) = Ug + Vlt
v (t) =g + Vot

onde pg = (ug, vg) é um ponto fixado e V = (V1,Va) é um vetor fixado. Em outras palavras, as geodésicas
do plano sao suas retas. [J

6.10 Exemplo (Geodésicas de uma Superficie de Revolugao). Como vimos no Exemplo 5.6, os simbolos de
Christoffel para uma superficie de revolugao parametrizada por

¢ (u,v) = (f (v) cosu, f (v) senu, g (v))
sao

F%l = F%z - F%Q = Fgl =0,

/
Fiz = F%l = r&
ri = S
1= N2 VR
()" + (&)
9 _ f/f// + g/g//
)+ (@)
Portanto, a equacao geodésica para superficies de revolugao é

f/
u + 2?1/1)’ =0

7 ft’ u/2
e

f/f// + g/g//

n2 _
@y
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Se a curva geratriz é parametrizada por comprimento de arco, de modo que

2 2
)"+ ()" =1,
2flf// + 2glg// — 0’

a equagao da geodésica se reduz a
f/

u” + Q?U/U, =0

(6.5)
2

v —f (W) =0
Desta equacao obtemos imediatamente que os meridianos de superficies de revolucao sao geodésicas. De
fato, parametrizando os meridianos por comprimento de arco (ji que geodésicas devem ter velocidade em
norma constante)

U = ug,
v=1u(s),

temos
v =4 =0,
2
()" =1,
W' =0=1"=0,

logo as duas equagoes em (6.5) sdo trivialmente satisfeitas.
Para que um paralelo seja uma geodésica, parametrizando-o por comprimento de arco

w=ul(s),

de modo que

L
(W)’ =1,
'y =0=u" =0,

a primeira equacgao € trivialmente satisfeita e a segunda se reduz a

fF' (u/)* = 0.
Como f (v) = f (vg) # 0,4’ # 0, segue que
fl (’U()) = 0,

ou seja, o paralelo v = vy é uma geodésica de uma superficie de revolucao se e somente se a reta tangente a
curva geratriz é paralela ao eixo de revolucao.

Em ambos os casos, é facil ver que o vetor normal da curva esta na diregao do vetor normal da superficie,
portanto a sua componente tangencial é nula. [J

6.11 Exemplo (Geodésicas da Esfera). Os grandes circulos da esfera, isto é, circulos na superficie da esfera
cujos centros coincidem com o centro da esfera, sdo as suas geodésicas. Isso pode ser visto de varias maneiras.
Como a esfera é uma superficie de revolugao, os seus grandes circulos que sao meridianos sao geodésicas como
vimos no exemplo anterior. Por outro lado, rotacoes da esfera sao isometrias da esfera: elas sao restrigoes
de rotacoes do espaco euclideano R? que sdo transformacdes ortogonais e portanto isometrias de R3. Uma
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vez que geodésicas sao preservadas por isometrias, e qualquer grande circulo pode ser transformado em um
meridiano através de uma rotagao, segue que todo grande circulo é uma geodésica.

Outra forma de ver que os grandes circulos sao geodésicas da esfera é parametriza-los por comprimento
de arco e notar que os seus vetores unitarios normais apontam na mesma dire¢cao do campo vetorial normal
unitario a esfera.

Pelo teorema de unicidade de geodésicas nao existem outras geodésicas, uma vez que dado um ponto p
da esfera e um vetor tangente V' a esfera neste ponto existe um grande circulo passando por p com a diregao
de V. O

6.12 Exemplo (Geodésicas do Cilindro). As geodésicas do cilindro C
¢ (u,v) = (cosu,senu,v),

além dos meridianos e de todas as paralelas (j4 que f = constante, logo f = 0), sdo as imagens de retas
parametrizadas por comprimento de arco, isto é, as curvas v : R — C' dadas por

7 (s) = ¢ (as, bs)
com a® + b? = 1, que sdo hélices, pois
~(s) = (cosas,senas, bs) .

Isso decorre do fato de ¢ ser uma isometria, como vimos no Exemplo 5.2, logo leva as geodésicas do plano
(retas) nas geodésicas do cilindro (hélices). O

6.13 Exemplo (Geodésicas do Toro). Resolver equagdes diferenciais ndo lineares em geral nao é fécil e
muitas vezes nao podemos resolvé-las explicitamente, sendo necessario recorrer a métodos numéricos para
encontrar as solucoes. Por outro lado, em geral espera-se que superficies que possuem algum tipo de simetria
déem origem a equagoes diferenciais que podem ser explicitamente resolvidas, embora nem sempre de maneira
facil. Um exemplo disso é a equagao geodésica do toro.

Como superficie de revolucao, segue imediatamente que os meridianos e os paralelos equador interior e
exterior do toro sao geodésicas. Para encontrar as demais geodésicas, primeiro obtemos a equacao geodésica
do toro. Para simplificar, escolhemos o toro parametrizado por

@ (u,v) = ((2 4 cosv) cosu, (2 + cosv) senu, senv) ,
em que a curva geratriz

f (v) =2+ cosw,
g (v) =senwv
é parametrizada por comprimento de arco. A equagao geodésica é entao

2senv
- ——u'v =0
24 cosv

0" +senv (2 + cosv) (u/)? =0

Para simplificar a primeira equagao, facamos a mudanca de varidvel

w = 2+ cos v, (6.6)
w' = — (senv)v/,
de modo que ela se torna
o 2u'w
u’ 4+ ——=0.

w
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Integrando

u// w/

w Ty
obtemos

logu' =logw™2 + logec,
donde
Yo O
w2’

ou seja,

U= ——.
(24 cosv)
A segunda equagao agora envolve apenas a variavel v:

2
” c”senv

(2 4 cosv)®

Multiplicando a equagao por v" e novamente usando a mudanga de varidvel (6.6), segue que

Vv =g =
ou L d ,
A S
2 ds (W) =e w3
Integrando, obtemos
2
c
(W) =—=5 +d,
donde
v = [d— LQ (6.8)
(24 cosv)

Usando a condigao da velocidade em norma constante da geodésica,
(W')* + (v')* = constante,

segue que as geodésicas do toro satisfazem

1 1
— 5 = constante.

(24 cosv)* (2 + cosv)

Estas geodésicas podem ser bastante complexas. Algumas sao fechadas. A maioria ndo é e da infinitas voltas
em torno do toro com um comportamento dindmico complexo; de fato, pode-se provar que se uma geodésica
do toro nao é fechada, entao sua imagem é densa no toro (isto é, seu fecho é o toro inteiro). Maiores detalhes
e ilustragoes podem ser obtidos em vérios documentos acessiveis na Internet. [

6.3 Aplicacao Exponencial

6.3.1 Definicao

O resultado obtido no Corolario 6.8 pode ser melhorado, no sentido de que podemos garantir que os intervalos
de definicao das geodésicas passando por p € S sao os mesmos, independente da velocidade inicial, desde
que esta esteja limitada.
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6.14 Proposicao. Seja S C R? uma superficie reqular. Entdo, para todo p € S existem nimeros 8, > 0,
dependendo de p, e uma aplicacao diferencidvel

v:(—g,e) X Bs — S

onde
Bs ={V eT,S:|V|| <e}

tal que v (t,V) é a dnica geodésica de S que satisfaz as condig¢des iniciais

v(0,V) =p,
dy

e (t0)=p.

Prova: Segue do Teorema de Dependéncia das Solugoes de uma Equacao Diferencial Ordinédria de suas
Condigoes Iniciais. W

Este resultado afirma que se ||[V|| < e, a geodésica v (t,V) existe no intervalo (—e¢,e). Podemos sempre
aumentar a velocidade da geodésica ao prego de diminuir o seu intervalo de definicdo (e vice-versa). Para
isso basta reparametrizar a geodésica:

6.15 Proposicao. Se a geodésica «y (t, V) estd definida no intervalo (—e,¢), entao a geodésica v (t,cV) estd

€
definida no intervalo (777 =]. Além disso,
¢ c

v (t, V)=~ (ct,V). (6.9)

Prova: Seja 3 : (—E, f) — S a curva definida por
¢ c

B (t) = ’Y(Ctav) )

de modo que 8 (0) =~ (0,V)=pe '(0) = CC(% (0,V) = cV. Temos,
d2
B’ (t) = C2dTZ (ct, V),
donde
7 T 2 d*y !
0] = |G )| =0

Portanto 8 é uma geodésica e, por unicidade, 5 (t) = v (t,cV). B

v
6.16 Definicao. Se V € T,,S é tal que v (1,V) =~ (|V|| , ) estd definido, definimos a exponencial

IVl
de V por
exp, (V) =~(1,V). (6.10)
O

Geometricamente, exp,, (V) é o ponto de S obtido percorrendo a partir de p a geodésica com velocidade
inicial V' durante um intervalo de tempo unitdrio ou, equivalentemente, percorrendo a geodésica que parte
de p com velocidade unitédria igual a V/||V|| um comprimento igual a ||V||. Segue da Proposigao 6.14 que a
aplicagao exponencial exp,, estd definida em uma bola B. C T},S:

exp, : B: CT,5 — S.

Pelo Teorema de Dependéncia das Solugoes de uma Equacao Diferencial Ordinaria de suas Condigoes Iniciais,
a exponencial é uma aplicagao diferenciavel.
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6.17 Proposigao. Dado p € S, existe € > 0 tal que exp,, € um difeomorfismo de B sobre um aberto de S.

Prova: Temos

d d d
V= "exp (tV = 2~ (1.tV = = v -V
d(expp)o dt CXPp (t ) o dt'Y( )t ) o dt,y (ta ) o s

0 que mostra que d(expp)o : 1,8 — T,S é a aplicagao identidade, onde identificamos o espago tangente
a T,S na origem com o préprio T,S, isto é, Ty (T,,S) = T,,S. Pelo Teorema da Funcao Inversa, exp, ¢ um
difeomorfismo local em uma vizinhanca de 0. H

6.3.2 Coordenadas Normais

6.18 Definigao. Se exp,, ¢ um difeomorfismo de uma vizinhanga U da origem em 7},5 sobre uma vizinhanga
V de p em S, dizemos que V' ¢é uma vizinhanga normal de p.
Nestas condigoes, se B, é tal que B, C V, entao nés chamamos

B, (p) := exp, (B:) (6.11)
a bola geodésica de centro em p e raio €. [J

Em uma vizinhanga normal, podemos definir um sistema de coordenadas com propriedades especiais.

6.19 Definigao. Seja V = exp, (U) uma vizinhanga normal de p em S. Seja {e1, e} uma base ortonormal
para T,S e E : R? — T,S o isomorfismo F (u,v) = uej + vey. Considere a parametrizacio ¢ : E~ (U) —
V' definida por

¢ (u,v) = (exp, oF) (u,v) = exp, (ue1 + vez) .

As coordenadas desta parametrizagao sao chamadas as coordenadas normais centradas em p. [J

Devido as propriedades especiais de coordenadas normais enumeradas na proposi¢ao a seguir, elas constituem
uma ferramenta vital em geometria diferencial. O resultado a seguir segue imediatamente da definigao.

6.20 Proposigao. Em coordenadas normais centradas em um ponto p temos

E(p)=G(p)=1eF(p)=0.

6.3.3 Coordenadas Geodésicas Polares

Em R? menos um raio partindo da origem, podemos introduzir coordenadas polares (r, #) € (0, +00) x (0, 27)
através da carta definida por

r =rcosb,

y =rsenb.

Ou seja,
Ry x (0,21r) — R:{(z,y):z>0ey=0}
(r,0) — (rcos@,rsend)

Claramente esta aplicagao é um difeomorfismo, cuja diferencial é

0 0 | | cos —rsend
or 90 | | sen®  rcosf |’

cujo determinante é r # 0.
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6.21 Defini¢ao. Dado p € S, sejam (r,§) coordenadas polares no plano tangente 7,5 parametrizado pelo
isomorfismo da Definigao 6.19 . Usando o difeomorfismo

exp, : B\ {6 = 0} — exp, (B\ {6 =0}),

esta parametrizacio da vizinhanga exp, (B:\ {0 = 0}) pelas coordenadas (r,f) é chamada coordenadas
geodésicas polares.

As imagens por exp,, de circulos centrados na origem (r = constante) serdo chamados circulos geodésicos
centrados em p, enquanto que as imagens por exp,, de segmentos de raios ou raios partindo da origem (6 =
constante) serdo chamadas geodésicas radiais (ou também raios geodésicos) partindo de p. O

Note que as geodésicas radiais sao de fato geodésicas pela definicao de aplicagao exponencial, enquanto que os
circulos geodésicos nao sao geodésicas, exceto em situagoes muita raras. Observe também que as coordenadas
geodésicas polares nao estao definidas no ponto p (r = 0), onde elas deixam de ser um difeomorfismo devido
a singularidade das coordenadas polares na origem.

Os coeficientes da primeira forma fundamentaldo plano em relagdo a coordenadas polares (identificando

R?2 com o plano z = 0 em R3) sdo
0 0
E=(Z %2\
<8r’8r> ’

g 0
F‘<ar’aa>_0’

_ 9 9 _ .2
G<8€,89>7’ .

Em particular, o comprimento de arco em coordenadas polares é

dr? + r2de?.
Note que
lim G (r,0) =0
r—0
e
lim VG (r,0) = 1.
r—0 r

O resultado a seguir mostra que estas propriedades também valem para as coordenadas geodésicas polares,
o que as torna ferramentas muito uteis para provar resultados de geometria diferencial (por exemplo, o fato
que geodésicas minimizam distancias, como veremos na préxima segio).

Para compreender melhor a demonstracao, observamos que coordenadas polares no plano podem ser
estendidas até uma aplicagdo continua, de classe C'*° para r # 0,

[0,4+00] xR — R:{(z,y):2>0ey=0}
(r,0) > (rcosf,rsend)

que obviamente deixa de ser bijetiva e portanto nao é um difeomorfismo. Isso é vantajoso em certas situagoes
(como na demonstracao do lema de Gauss a seguir), & medida que nos permite considerar as derivadas

d

o (0+,0) = (cos8,sen ) ,
0

2 (0+,0) = 0.

Como exp,, ¢ um difeomorfismo, o mesmo vale para as coordenadas geodésicas polares.
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6.22 Lema (Lema de Gauss). Os coeficientes da primeira forma fundamental em coordenadas polares sa-
tisfazem as condigoes

E(r,0) =1,
F(r,0) =0,
lim G (r,6) =0,
r—0
VG
}1;% 5 (r,0) = 1.

Em particular, uma parametrizacdo por coordenadas polares € uma parametrizagdo ortogonal e as geodésicas
radiais partindo de p sdo ortogonais as esferas geodésicas centradas em p.

Prova: Por definigao da aplicagao exponencial, 7 mede o comprimento de arco ao longo dos raios partindo
da origem, logo £ = 1. Em maiores detalhes, denotando as coordenadas polares por

¢ (r,0) = exp, (r,0),
se V é um vetor unitdrio na diregdo de um raio # = constante, temos por defini¢ées

9 _

o = d(expp)VV
d
= 5 Py (t+1)V) »
L
Tat o
d
== 1
g E+LY) .
=7 (1,V),

donde

g [0 00 _oe|?
“N\or’or/  |or

2 2
= @V = I W) = V]
=1.

Para provar que F' = 0, usaremos primeiro a equagao geodésica em coordenadas polares:

P+ T ()} 4 200 4 T (0) =0

0"+ T3 (r)? 4 2058 1 T3, (§) = 0
para concluir que F (r,0) nao depende de r. De fato, como os raios, que correspondem as curvas coordenadas
0 = 0y, sao geodésicas, concluimos da segunda equagao do sistema que

r? (r,0) = 0.
Segue entao da Proposigao 5.5 que
oF OF oF OF
2F— —FE— —F— —
0=T2 = or 00 or _ or

2(EG — F?) - EG - F%’
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donde OF
o =0
isto é,
F(r,0)=F(9).

F (r,0) nao esta definido em p, pois corresponde a r = 0, mas como

. L dp Op\
f P 0.0) = i (555 ) =

pois g—f tem comprimento constante e g—z (0+,0) =d (expp)v (8(?9 (0+, 9)) = 0, segue o resultado.

Para provar as tltimas afirmagcées, escolha um sistema de coordenadas normais (u,v) em p. Entao a
mudanca de coordenadas polares para coordenadas normais é dada pela familiar férmula

u =1cosb,

v =rsenf.

Pelo Teorema de Mudanca de Varidveis para Integrais,

VG (r,0) = VEG — F (r,6) = VEG — F? (u,v) 2t.Y)

de modo que
VG (r,0) = 1/ EG — F? (u,v)

Como em coordenadas normais em p temos

VEG-F?(p) =1,

segue que vV EG — F? (u,v) é limitado em uma vizinhanga da origem e portanto

lim VG (r,6) = 0.

r—0
Similarmente, derivando a expressao acima obtemos
NG 0
S (n0) = VEG = F? (u,0) 41 [\/EG —F2(u, v)] ,
r r
de modo que

lim
r—0

NG
5 (r,0) = 1.

[ ]
Segue do Lema de Gauss que o comprimento de arco em coordenadas polares é dado por

dr* 4+ G (r,0) d6*

2

e G (r,0) se comporta como 7* na origem.

6.23 Corolario. Em coordenadas geodésicas polares, a curvatura gaussiana € dada por

_1 VG
JG o
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Prova: Pela Proposicao 5.12 e pelo Lema de Gauss, a curvatura gaussiana é dada por

]

6.24 Teorema (Teorema de Minding). Duas superficies requlares com a mesma curvatura gaussiana
constante sao localmente isométricas.

Prova: Pela Proposicao 5.3 basta mostrar que em coordenadas polares os coeficientes da primeira forma
fundamental de qualquer superficie com curvatura gaussiana K sao idénticos.

Pelo Corolério 6.23, a funcio /G satisfaz a equacao diferencial ordinéria linear de segunda ordem com
coeficiente constante )

w+K\fG:0. (6.12)
or?

Como conhecido, esta equagao tem uma solugao geral diferente para cada um dos trés casos K =0, K > 0
e K < 0. Consideraremos cada um destes trés casos separadamente.
Caso 1. K =0.

Neste caso, segue do Corolério 6.23 que

PG

or2 0,

NG
or

logo

= constante.

Como pelo Lema de Gauss lim = 1, concluimos que

r—0 Or

WG _

g 1.

Portanto,

VG =r+f(0)
para alguma funcao f. Como pelo Lema de Gauss lirr%) G (r,0) = 0, segue que f =0 e portanto
r—
VG =r.

Assim, em coordenadas polares, os coeficientes da primeira forma fundamental de qualquer superficie com
curvatura gaussiana K = 0 sao idénticos, iguais a

E=1,

F=0,

G=r’
Note que estes sao exatamente os coeficientes da primeira forma fundamental do plano em coordenadas
polares.
Caso 2. K > 0.

Neste caso, a solugao geral de (6.12) é

VG = A(6) cos(VKr) + B (0) sen(VKr).
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Como 1irr%) G (r,0) = 0, segue que A (0) =0, logo
T

VG = B (0)sen(VKTr),

donde
a(;ﬁ = VKB (0) cos(VKT).
r
Como lim VG =1, concluimos que
r—0 r 1
B(0) = —.
W =Tr

Portanto,

VG = \/% sen(VKT).

Assim, em coordenadas polares, os coeficientes da primeira forma fundamental de qualquer superficie com
curvatura gaussiana K > 0 sao idénticos, iguais a

E=1,
F=0,

G= %senQ(\/Er).

Caso 3. K <0.
Neste caso, a solugao geral de (6.12) é

VG = A(6) cosh(vV—Kr) + B () senh(vV—Kr).

Como lirr%) G (r,0) =0, segue que A (0) =0, logo
r—

VG = B(#)senh(vV—Kr),

donde
aaﬁ = V—KB (0) cosh(VEKT).
-
Como lim @ = 1, concluimos que
r—0 (97" 1
B(#) = —.
O =7=

Portanto,

1
VG = senh(v Kr).
VvV-K ( )
Assim, em coordenadas polares, os coeficientes da primeira forma fundamental de qualquer superficie com
curvatura gaussiana K < 0 sao idénticos, iguais a

E=1,
F =0,

1
G = = senh?(VKT).
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6.4 Propriedades Minimizantes das Geodésicas

6.25 Definigao. Se v : [ — S é uma geodésica e [a,b] C I, a restricdo v|[, 5 ¢ chamada o segmento de
geodésica ligando v (a) a v (b).

Dizemos que o segmento de geodésica v : [a,b] — S é minimizante se £ () < ¢ («) para toda curva o
ligando v (a) a v (b). O

6.26 Proposicao (Geodésicas minimizam distancias localmente). Sejam S uma superficie reqular ep € S .
Entao existe uma vizinhanga W de p tal que para todo segmento de geodésica vy : [0,tg] — W com v (0) = p,
se a: [0,t0) — S € qualquer curva regular ligando v (0) a v (t), entdo

Além disso, se £ (y) = £ (c), entdo necessariamente « ([0,t0]) = 7 ([0, to]).

Prova: Seja V uma vizinhanca normal de p e W = Bp uma bola geodésica tal que W C V. Seja 7 :
[0,t)] — W um segmento de geodésica tal que v(0) = p e denote ¢ = v (¢p). Considere coordenadas
geodésicas polares em W tais que o ponto ¢ estd no raio § = 0, que denotaremos por L.

Dada uma curva « : [0,tg] — S com « (0) = p e a (ty) = g, consideraremos trés casos.
Caso 1. a((0,tg)) C W\L.

Escreva a em coordenadas polares

a(t) = (r(t),0(t)).
O comprimento de arco em coordenadas polares é
2 ’ 0 / 9 ’ 0 / 9
= I L SRy [
el <T ar "0 ar T 50
= (") + GO
> (),
L . o 0 . .
onde denotamos a base da parametrizagao por coordenadas polares simplesmente por 5 90" Além disso,
r
2 2
lo/[]” = (")

se e somente se § = constante. Segue que o comprimento de « entre ¢ e tg — e (pois as coordenadas polares
nao estao definidas em o (0) =p e a(tp) =¢q) é

to—e to—e
C(ieto—q]) :/ () + G2 (0)dt >/ Pt =0(y) — 2

com a igualdade valendo se e somente se § = constante e r’ > 0. Fazendo & — 0 segue o resultado.
Caso 2. a((0,t9)) C W e intercepta L.
Seja t1 € [0, tp] o primeiro valor para o qual « intercepta L. Pelo argumento anterior,

¢ (VMo,a1) < £ (aljo,r)

¢ (Vo,a1) = £ (aljo,e])

implica « ([0,%1]) = v ([0,#1]). Como « ([0,o]) e L sdo compactos, existe um tltimo ponto t > t; tal que
« intercepta L ou « ([t‘,to] C L. Raciocinando desta forma nos intervalos entre as intersegoes de a e L,
concluimos o resultado.

Caso 3. o ((0,1)) ¢ W.
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Seja t; € [0,t0] o primeiro valor para o qual « intercepta a fronteira OW. Seja 7 a geodésica radial que
liga p a « (t1) e seja & = alp,¢,). Entdo, pelo argumento anterior,

0(F) < L(@) < L(a).

Como ¢ é um ponto interior de W, temos
t(y) <L),
portanto
L(y) <l(a).
|
O resultado vale apenas localmente: um segmento de geodésica suficientemente grande pode nao ser mini-

mizante. Por exemplo, as geodésicas de uma esfera (circulos maximais) que partem de um ponto p deixam
de ser minimizantes depois que passam pelo antipoda de p.

6.27 Corolario (Curvas que minimizam distancia sdo Geodésicas). Seja o : [ — S uma curva parametri-
zada reqular com parametro proporcional ao comprimento de arco.

Se o comprimento da curva entre quaisquer dois pontos da curva € menor que o comprimento de qualquer
outra curva reqular ligando estes dois pontos, entdo o € uma geodésica.

Prova: Sejam t; € I e W uma vizinhanca de « (t1) satisfazendo as condi¢oes da Proposigio 6.26. Seja
to € I. Pela hipétese e pela dltima afirmagao daquela proposicao segue que « é uma geodésica em (1, t2).
Por regularidade da curva « e continuidade, segue que o também é uma geodésica em ¢;. B

Observe que este resultado é global, nao apenas local: dados dois pontos quaisquer de uma superficie, se
existir uma curva ligando eles que minimiza distancias, entao ela é uma geodésica. Por outro lado, dados
dois pontos arbitrdrios em uma superficie, pode ndo existir nenhuma geodésica que os ligue: considere R?
com o disco centrado em zero e raio 1 removido; para ¢ > 0 suficientemente pequeno, nao existe nenhuma
geodésica que une os pontos

(-1-46,0,...,0) e (1+44,0,...,0),

por exemplo, e esta afirmacdo vale para quaisquer outros dois pontos antipodas muito préximos ao bordo
do disco removido.

6.5 Vizinhancas Totalmente Normais e Vizinhancas Convexas

O resultado da Proposigao 6.14 pode ser melhorado usando resultados mais fortes sobre o fluxo de um campo
vetorial (para referéncias e uma discussao mais detalhada, veja [Carmo], pp 298-300):

6.28 Proposicao (O Fluxo Geodésico). Seja S C R® uma superficie reqular. Entdo, para cada p € S
existem §,e,m > 0 e uma aplicagao diferencidvel

vi(—g,e)xV—8

onde
V={(qV):q€Bs(p), VeTl,Se|V[]<n}

tais que para cada (q,V) €V
Y (tv q, V) : (7575) — S

€ a geodésica de S que satisfaz
70,4, V) =(q,V),
P (07 q, V) = ‘/a

se V#0ey(tq0)=q.
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6.29 Definicao. Seja S uma superficie regular. Se V' é uma vizinhanga em S que é uma vizinhanga normal
para todos os seus pontos, dizemos que V' é uma vizinhanga totalmente normal.

Dizemos que uma vizinhanga V em S é uma vizinhanca uniformemente normal se existe € > 0 tal
que para todo ¢ € V' a bola geodésica Be (q) = exp, (B. (0)) contém V. ¢ é chamado o raio geodésico
comum da vizinhanca uniformemente normal. [

Observe que em uma vizinhanga uniformemente normal V', dois pontos ¢1, g2 quaisquer da vizinhanga sao
ligados por uma geodésica radial de comprimento menor que 2¢. Toda vizinhanga uniformemente normal é
em particular totalmente normal.

6.30 Proposigao. Todo ponto de uma superficie reqular posswi uma vizinhanca uniformemente normal.

Prova: Seja V como na Proposi¢ao 6.28. Defina F': V — S x S C RS por

F(q.V) = (g.exp, V).
Temos F (p,0) = (p,p) e

dF(p,0>:[é ﬂ

pois d (expp) 0 = I, conforme vimos na demonstragdo da Proposicao 6.17. Portanto, F' é um difeomor-
fismo local em uma vizinhanga de (p,0), logo existe uma vizinhanga V' C V de (p,0) tal que F aplica V’
difeomorficamente sobre uma vizinhanca W’ de (p,p) em S x S. Escolha V' da forma

V' ={(q,V):qeW,VeT,Se |V| <d}

com W uma vizinhanca de p em S e algum é > 0. Escolha uma vizinhanca Z C W de p em S de tal forma
que Z x Z C F (V). Entao, para todo ¢ € Z temos

F({q} xBs(0)) >{q} x Z

o que implica, pela definicao de F,
B (q) = exp, (B5 (0)) O Z.

6.31 Corolario. Seja « : [a.b] — S uma curva regular por partes tal que em cada segmento regular o
parametro é proporcional ao comprimento de arco.

Se o comprimento de « entre dois pontos quaisquer € menor que ou igual ao comprimento de qualquer
outra curva reqular que liga estes pontos, entdo a € uma geodésica.

Em particular, o € uma curva regular.

Prova: Seja
a=ty <t <...<tp, <thy1 =0

uma parti¢ao do intervalo [a,b] tal que afy, +,,,) ¢ regular para i = 0,...,n. Pelo Coroldrio 6.27, a ¢ uma
geodésica em cada um dos pontos dos intervalos abertos (t;,t;41)-

Para provar que o é uma geodésica no extremo t;, considere uma vizinhanga uniformemente normal V'
de « (t;) de raio geodésico comum €. Seja é > 0 suficientemente pequeno para que os pontos

Q1:04(ti_5)a
g2 =ca(t;+90),

estejam em V e tome a geodésica radial v em Be (¢1) que liga ¢1 a ¢2. Pela Proposigao 6.26 (estendida a
curvas regulares por partes) temos

t (Py‘[thIz]) < t (O‘“m,fh])
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onde [q1, 2] denota o segmento da curva respectiva entre os pontos ¢; e ¢a2. Por hipétese,

¢ VMigr.a2) = € (@l1gn,021) -

o que implica novamente pela Proposigao 6.26 (estendida a curvas regulares por partes) que os tragos de 7
e a coincidem entre os pontos g1 € g3. Em particular, a é uma geodésica em ¢;. B

Por outro lado, nada garante que esta geodésica esteja contida em v (as duas geodésicas radiais, uma
partindo de ¢; e outra partindo de g2 podem se ligar através de um ponto p fora de W C B. (g1) U Be (¢2).

6.32 Definigao. Seja S uma superficie regular. Dizemos que uma vizinhanga V' em S é uma vizinhanga
convexa se para todos os pontos p, g € V existe uma unica geodésica minimizante ligando p a ¢ cuja imagem
estd inteiramente contida em V. [J

O raio de uma bola geodésica pode ser escolhido de tal forma que ela se torne convexa.

6.33 Lema. Para todo ponto p de uma superficie regular existe € > 0 tal que qualquer geodésica tangente a
esfera geodésica S, (p) de raio r < & em um ponto q estd fora da bola geodésica B, (p) em uma vizinhan¢a
de q.

Prova: Seja W uma vizinhanga uniformemente normal de p. Restringindo convenientemente o intervalo de
defini¢do, podemos assumir que todas as geodésicas de W tem velocidade 1. Para cada para (¢,V), ¢ € W
eV eT,S com ||[V| =1, considere a geodésica 7y (t,q, V). Defina

u(t,q,V)=exp," (y(t,q,V))

F(t,q,V) = |lu(t,q, V)|,

ou seja, F' mede o quadrado da distancia entre vy (¢,q,V) e p.
Considere o conjunto
V={(q,V):qeW,VeT,Se |V|=1}

e defina uma funcao continua f :V — R por

0%F
Como
OF _, /[ ou
ot "ot /)’
PF_, [ 0 oul?
oz T ot2 ot| "’
e
ou
E(tapav)_va
u// (t7p) V) = 07
segue que
fp,V)=2>0

para todo V € T),S com ||V = 1. Por continuidade, existe uma vizinhanca Z C W de p tal que (¢,V) > 0
para todo ¢ € Z e para todo V € TS com ||V = 1. Seja agora € > 0 tal que B, (p) C Z. Afirmamos que
este ¢ satisfaz a afirmag@o do lema.
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De fato, dado r > 0, seja 7y (t,q, V) uma geodésica tangente & esfera geodésica S, (p) no ponto g =
~v(0,¢q,V). Pelo Lema de Gauss (Lema 6.22),

du

<U(0,q,V), 5 (0@ V)> =0

jd que y(t,q,V) é tangente a esfera geodésica centrada em p e u(0,q,V) é o vetor que liga a origem a
exp, ! (v(t,q,V)). Em particular,

oF
o (0,¢,V) =0.
Como
F(0,q,V) =17,
0*F
W (Oa q, V) > 07

segue que o ponto critico (0,¢,V) de F' é um minimo estrito, de modo que os pontos de vy estdo a uma
distancia de p maior que r para t suficientemente pequeno, o que conclui a demonstragao. B

6.34 Proposigao. Todo ponto de uma superficie reqular possui uma vizinhanga conveza.

Prova: Seja p um ponto qualquer da superficie regular e ¢ > 0 como no lema. Escolha uma vizinhanca
uniformemente normal V' com raio geodésico comum § < £/2. Se r < § é tal que B, (p) C V, afirmamos que
B, (p) é convexa.

De fato, sejam g1, g2 € B, (p) e -y a tnica geodésica minimizante de comprimento menor que 2r < 2§ < €
ligando ¢q; a g2 (veja a observagao depois da Defini¢ao 6.29; em particular, o trago de 7 estd contido na bola
Bc (p). Suponha por absurdo que a imagem de v nao estd contida em B, (p). Entéo existe um ponto ¢ do
trago de v onde a distancia maxima r < € de p ao traco de «y é atingida. Logo v é tangente a esfera geodésica
S, (p) em ¢ e os pontos de v numa vizinhanca de ¢ estdo em B, (p), contradizendo o lema. B

6.6 Funcao Distancia

6.35 Definigao. Seja S uma superficie regular conexa. Dados p,q € S, a distancia entre p e ¢ é definida
por
dist (p, q) = inf {¢ () : @ é uma curva diferenciavel por partes ligando p e ¢} .

O
Por definicao, se existe uma geodésica minimizante ligando p e ¢, entao dist (p,q) = £ (7).

6.36 Proposicao. Seja S uma superficie reqular conexa. Com a funcgao distancia definida acima, S € um
espaco métrico.

Além disso, a topologia de S como espago métrico coincide com a topologia de S como subespago métrico
de R3.
Prova: De fato, a fungao distancia satisfaz as trés propriedades da funcao distancia de um espaco métrico:
(i) Simetria:

dist (p, ¢) = dist (¢,p) -
(ii) Desigualdade triangular:
dist (p, q) < dist (p,r) + dist (r,q) .
(iii) Positividade:
dist (p,q) > 0
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dist (p,q) =0 se e somente se p = g.

Todas as propriedades seguem imediatamente da defini¢do (a desigualdade triangular segue da defini¢do de
infimo) exceto a afirmagao que dist (p,q) = 0 implica p = ¢. Suponha o contrério e considere uma bola
normal Be (p) que néo contém g. Como dist (p,q) = 0, existe uma curva « ligando p a ¢ com comprimento
menor que ¢, contradizendo a Proposigao 6.26.

Como observado antes, se existe uma geodésica minimizante v ligando p e ¢ (0 que nem sempre acontece
globalmente, mas sempre acontece localmente) entao

dist (p,q) = £(7) -

Em particular, dado p € S, se € > 0 é suficientemente pequeno, a bola geodésica B. (p) de raio € coincide
com a bola métrica de centro em p e raio e definida pela fungao distancia:

B(pie) ={q€ S:dist(p,q) <e}.

Logo, bolas geodésicas contem bolas métricas e vice-versa, portanto as topologias sao as mesmas. H
De agora em diante, variedades riemannianas serao vistas também como espagos métricos com a nogao de
distancia definida acima.

6.7 Superficies Completas e Teorema de Hopf-Rinow

6.37 Definicao. Seja S uma superficie regular. Dizemos que S é geodesicamente completa se para todo
p € S as geodésicas radiais vy (t) partindo de p estdo definidas para todo ¢t € R. O

Equivalentemente, S é geodesicamente completa se para todo p € S a aplicacdo exponencial estd definida
em todo o espaco tangente T),S.
Lembramos que um espaco métrico é completo se toda sequéncia de Cauchy é convergente.

6.38 Lema. Seja S uma superficie reqular coneza. Se exp,, estd definida em todo TS, entio qualquer ponto
q € S pode ser ligado a p por um segmento geodésico 7y tal que

£ (y) =dist (p,q) .

Prova: Seja r = dist (p,q). Tome uma bola geodésica fechada Bj (p). Se ¢ € Bjs(p), entdo existe uma
geodésica radial minimizante ligando p a ¢ e ndo h4 nada a provar. Se ¢ ¢ Bs (p), lembrando que a funcao
distancia é continua e conjuntos fechados limitados sdo compactos em espagos métricos, seja xg € Sy (p) =
OBs (p) onde a funcao

f(x) = dist (2, q)

atinge um minimo em S; (p). Seja 7 (s) = exp, (sV') a geodésica radial unitdria ligando p a xo. Por hipdtese,
v estd definida para todo t € R. Para provar o lema, basta mostrar que

v(r) =g
Para provar isso, considere o conjunto nao vazio (pois 0 € A)
A={se0,r] :dist(v(s),q) =r —s}.

A é fechado em [0, 7] pela continuidade da funcdo distancia e de 7. Se provarmos que para todo so € A vale
so + € € A para todo € > 0 suficientemente pequeno, isso implicard que A também é aberto no conjunto
conexo [0,7] e portanto A = [0,7]; em particular, » € A, o que implica dist (v (r),q) =7 —r =0, o que é
equivalente a v (r) = gq.
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Be((s0))

Bs(p)

Seja entdo so € A e considere uma bola geodésica fechada B, (v (sg)). Temos

r—so=dist(y(s0),q) =+ min dist(y,q) =&+ dist (yo, q)
yeBs(’Y(SO))

onde yo € Se (7(s0)) = 9Be (7 (s0)) é o ponto onde a fungao

g (y) = dist (y,q)

atinge um minimo em S; (7 (sg)). Para provar a afirmagdo, basta entdo mostrar que yo = 7 (so + €), pois
neste caso
r—so=c+dist(y(so+¢),q),

donde
dist (v (so +¢€),q) =7 — (so +¢).

De fato, temos
dist (p, yo) = dist (p,q) — dist (¢, y0) =7 —[r — (so +€)] = so + €.

Por outro lado, a curva quebrada que liga p a yo constituida do segmento geodésico v que vai de p a 7 (sp)
e do raio geodésico que vai de 7y (sg) a yo tem comprimento sy + £. Portanto,

dist (p,yo) = so + ¢

e esta curva quebrada é uma geodésica (logo, ndo é quebrada), donde yo = v (sp +¢), 0 que termina a
demonstracao. W

6.39 Teorema (Teorema de Hopf-Rinow). Uma superficie reqular conexa € geodesicamente completa se e
somente se ela € completa como um espagco métrico.
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Prova:

1. S superficie regular completa como espago métrico = S superficie regular geodesicamente completa.
Suponha por absurdo que exista uma geodésica unitdria v : [0,a) — S que nao se estende a um intervalo

[0,a + €) para nenhum € > 0. Seja {¢;} uma sequéncia crescente tal que t; — a; em particular, {¢;} é uma

sequéncia de Cauchy. Seja ¢; = 7y (t;). Como ~y é parametrizada por comprimento de arco, segue que

diSt (QZ7QJ) < ‘tl — tj|

e (¢;) é uma sequéncia de Cauchy em S. Logo ¢; — ¢ € S. Seja V uma vizinhanca uniformemente normal
de g e § > 0 tal que V estd contido em qualquer bola geodésica de raio ¢ centrada em um ponto de V.
Para j suficientemente grande temos ¢; € V e t; > a — 0. O fato que Bs (¢;) é uma bola geodésica implica
que toda geodésica partindo de g; existe por um intervalo de tempo pelo menos igual a §. Em particular
isso vale para a geodésica o satisfazendo o (0) = ¢; e ¢’ (0) = +'(¢;). Por unicidade de geodésica, esta é
uma reparametrizagao de v, isto é, o (t) = v (t +t;), logo ¥ (t) = o (t — t;) é uma extensdo de v além de a,
contradizendo a hipdtese inicial.
2. S superficie regular geodesicamente completa = S espaco métrico completo.

Para provar a reciproca, demonstraremos um resultado mais forte:

Se existe p € S tal que exp,, estd definida em todo T),S, entio S € um espago métrico completo.

Seja {gi} C S uma sequéncia de Cauchy. Para cada i, seja ; (s) = exp, (sV;) a geodésica radial unitaria
que liga p a ¢;, e seja

d; = dist (p, ;) ,

de modo que pelo lema
¢ = exp,, (d;V;) .

Além disso, {d;} é uma sequéncia de Cauchy em R, pois
|di — d;| = |dist (p, ¢:) — dist (p, ¢;)| < dist (gi, g5) -

Como sequéncias de Cauchy sao limitadas, {d;} ¢ limitada; além disso ||V;|| = 1 para todo i, logo {d;V;}
¢ limitada em T,S. Portanto, uma subsequéncia {d;, V;,} converge para V € T,S. Por continuidade da
aplicagao exponencial,

i, = exp,, (di, Vi) — exp, (V).

Como a sequéncia original {¢;} é de Cauchy, ela converge para o mesmo ponto para o qual sua subsequéncia
converge. ll

Em particular, o conceito de superficie regular geodesicamente completa é equivalente ao conceito de su-
perficie regular completa como espaco métrico para variedades conexas e para estas podemos nos referir
simplesmente a uma superficie reqular completa, implicando ambos os conceitos.

6.40 Corolario. Toda superficie reqular compacta € geodesicamente completa.
Prova: Pois todo espago métrico compacto é completo. B

6.41 Corolario. Uma superficie reqular fechada em R> é geodesicamente completa.
Prova: Pois todo subconjunto fechado de um espacgo métrico é completo. l

6.42 Corolario. Os conjuntos fechados e limitados de uma superficie reqular geodesicamente completa sao
compactos.

Prova: Este resultado vale em espagos métricos completos. B

6.43 Coroldrio. Se S ¢ uma superficie reqular coneza e existe p € S tal que exp, estd definida em todo
T,S entdo S € geodesicamente completa.

Prova: Segue da demonstracao do teorema de Hopf-Rinow. W
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6.44 Corolario. Uma superficie reqular conexa S € completa se e somente se quaisquer dois pontos p,q € S
podem ser ligados por um segmento geodésico vy tal que

(y) =dist (p,q) .

Prova: Segue do Lema 6.38 e da demonstracao do teorema de Hopf-Rinow. B



Capitulo 7

Superficies k-dimensionais em R"

Da mesma forma que superficies bidimensionais regulares sdo deformacdes suaves em R? de abertos do plano
R?, superficies k-dimensionais em R” sdo deformacoes suaves em R™ de abertos do plano R¥. As definicdes
bésicas sao assim generalizagoes diretas daquelas que vimos no caso de superficies bidimensionais.

7.1 Superficies Parametrizadas e Superficies Regulares

7.1.1 Definicao

No que se segue, “diferenciavel” sempre significara “diferencidvel de classe C°°”, e serd sinénimo de “suave”.
7.1 Definicao. Uma superficie parametrizada de dimensao k imersa em R™ é uma aplicagao diferenciavel
¢:UCRF — R k <n, onde UCRF éum aberto conexo, tal que a derivada dey : RF — R™ é injetiva
para todop e U. O

Muitas vezes também nos referimos & imagem ¢ (U) como sendo a superficie parametrizada. ¢ ser dife-
renciavel é equivalente a podermos escrever

com as funcoes coordenadas y',...,y" : U — R de classe C™, isto é, elas possuem derivadas parciais em
relagao as varidveis z',... 2" de todas as ordens. A condigdo da aplicacdo diferencial d¢, ) : R* — R?
ser injetiva é equivalente a exigir que a matriz jacobiana (que denotaremos também por d¢,, usando a
identificacdo de morfismos lineares e matrizes, uma vez fixada as bases, que no nosso caso sao as bases
canénicas de R* e R")

oyt oyt
orl (p) - Ok (p)
do = : X (7.1)
oy" oy"
oxl (p) - Ok (p)
tenha posto méximo, isto é, igual a k. Em outras palavras, os vetores

S ) =doy (e = (5500 SL ).

e ) = doy () = (55 ). G ).

157
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sao LI. Ela é a condigao de regularidade que confere “suavidade” & superficie. De fato, fixado (ug,vo) € U,

o vetor 0% (33/1 @), git (p)>

oz’ ox’

é exatamente o vetor tangente a curva coordenada
1 i—1 it+1 k
t—)gi)(sc,...,x Jtx ,...,x)

no ponto p.
Uma nocao mais restrita que a de superficie parametrizada é a de superficie reqular:

7.2 Definigao. Uma superficie regular de dimensao k mergulhada em R™ é um subconjunto M C R",
k < n, tal que para todo p € M existem um aberto U C R, uma vizinhanca W de p em R" e uma aplicacio
diferenciavel p : U — V', onde V. =W N M, tal que

(i) ¢ é um homeomorfismo;

(ii) a derivada dip, : R¥ — R™ ¢ injetiva para todo = € U.

A aplicagdo ¢ é chamada uma carta ou sistema de coordenadas local, a vizinhanga V' é chamada
uma vizinhanga coordenada e (:cl, e ,xk) € U sao chamadas coordenadas locais.

Um conjunto de parametrizacoes cujas imagens cobrem M é chamado um atlas. [

Dizer que ¢ : U — V é um homeomorfismo significa dizer que ¢ é uma bijecdo continua e que ¢ ~! também
é continua, isto é, =1 : V — U é continua. Enquanto que uma superficie parametrizada é uma aplicacio e
frequentemente, por abuso de linguagem, identificamos sua imagem com a propria superficie, uma superficie
regular é um subconjunto de R™. Mas, além desta diferenga seméntica, a principal diferenca entre os dois
conceitos é que uma superficie parametrizada pode ter autointersecoes, enquanto que o requerimento que ¢
seja um homeomorfismo impede isso de ocorrer em superficies regulares.

7.1.2 Exemplos
7.3 Exemplo (Plano k-dimensional). ¢ : R¥ — R™ definida por
cp(a:l,...,zk) =po+2Vi+ ...+ 25V,

é uma parametrizacao de um plano de dimensao k se os vetores Vi,..., Vi € R™ forem LI. As curvas
coordenadas sdo retas paralelas aos vetores V;. Além disso, ¢ (Rk) também é uma superficie regular com
um atlas que tem ¢ como a sua Unica carta. O

7.4 Exemplo (Gréficos de Fungées). Se f: U C R¥ — R é uma funcdo, entdo ¢ : U — R**! definida

por
p(2) = (2, f(2)) = (¢*,...,2", f (2))

é uma superficie parametrizada de dimensiao k em R**! (também chamada uma superficie de codimensao
1 ou simplesmente uma hiperficie), pois

o 0
e ) = (1075 @),
9 0
8;2(”71)):(0,...,1,8;;(1'))7

sao LI. Além disso, f (U) também é uma superficie regular com a parametrizacdo ¢ constituindo um atlas,
pois sua inversa é simplesmente a projecao nas k primeiras coordenadas.
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Mais geralmente, se f : U C R¥ — R! é uma funcio vetorial, entdo ¢ : U — RF* definida por

(@) = (, f(2)) = (¢ ..., 2" [ (@), [ (2))
é uma superficie parametrizada de dimensao k em R", n =k +[. (I

7.5 Exemplo (Esfera). Considere a esfera unitaria centrada na origem
MTL = {ZC e Rn+1 : (l’l)Z + e + ($n+1)2 = 1} .

A esfera é uma superficie regular mas nao é uma superficie parametrizada, isto é, ndo existe uma parame-
trizagdo que cobre a esfera toda, pois ela é compacta. A seguir consideraremos dois atlas para a esfera.

(1) Atlas de gréficos de hemisférios:

Para cada ¢ =1,...,n + 1, considere os dois hemisférios

Ut = {(x17...,x"+1) e M" : gt >0},

K3
U~ = {(w17...,$"+1) eM": 2 < 0}.
Se )
D" = {(xl,...@") ER™: () +... 4+ (a")’ < 1}
denota o disco unitério, as aplicagdes @7 : D" — U;* definidas por

1/2
n+1

+ 1 ny _ 1 i k2 i+1 n+1
((pi)(x,...,x)— z,...,x" £ 1—5 (x) , T, ,
k=1
k#i
sdo parametrizagoes. De fato, elas sdo claramente suaves e suas inversas sao as projegoes (portanto continuas)

((p;t)il (;Cl,...,x”"'l) = (x17...,xi_l,xi+1,...7x”+1)

de modo que elas sdo homeomorfismos. Observe que este atlas tem 2 (n + 1) cartas.

(2) Atlas de projecGes estereograficas:

Na projegéo estereografica a partir do polo norte N = (0,...,0,1), qualquer reta ¢ passando por N que
nao seja tangente a esfera intercepta a esfera em um tnico ponto

p= (scl, . w”,x"“)

n+1

e o hiperplano z = (0 em um tnico ponto

T = (ml,...,x”,O) .
Identificando este hiperplano com R"™ através da identificacao natural
(ml,...,x",O) e (xl,...,x”) =z

podemos obter uma parametrizagdo ¢x : R® — S™\ {N} da seguinte maneira: a reta ¢ pode ser descrita
pela equagao paramétrica
N+t(@—N)=(tz',... ta", 1 —1t)

e intercepta a esfera quando
| (', ... ta", 1= t)|| =1,
isto é
)P+ 1 -t =1=?(|z]|+1) -2t =0.
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Esta equagao tem duas solugoes: ¢ = 0, correspondente ao polo norte, e
-2
L+ fla]*

correspondente ao ponto p. Logo,

@ ( 27! 227 ||x||2—1>
SDN €T = PR PR 2
1+ [|z]] Lt [lzfI™ 1+ ||

1
—— (20l - 1),
1+ [||

que é uma aplicagao suave.
Para provar que ela é um homeomorfismo, obtemos a sua inversa: a reta £ também pode ser descrita pela
equagcao
N+t(p—N)= (tz',... ta", 14+t (2" = 1))
e intercepta o plano 2"t! = 0 exatamente quando

1

t= 1 — gnt+t’

de modo que a inversa @' : S"\ {N} — R" é definida por

B x! x™ B x
@N(p)* 1 — pntl’" 77 — pntl 71_l.n+1'

Esta aplicacdo é claramente continua, j& que z"*! < 1.
De maneira completamente andloga, fazendo a projegdo estereogréafica a partir do polo sul § = —N,
obtemos uma segunda parametrizagdo ¢y : R — S™\ {S} dada por

n 2
@M@/)—( 2y’ 2 1—||y||>
- 27 PR 2
e T

(20.1=11wlF) .

1
2
14|yl

ot = (1 T ) = 1

Tty T yndl) T Tyt

cuja inversa é

Como S™ = S™\ {N} US™\ {S}, estas duas parametrizagoes constituem um atlas para a esfera. O

7.1.3 Superficies Parametrizadas sao Localmente Superficies Regulares

7.6 Lema (Teorema da Fungdo Inversa). Seja F': U C R — R™ uma aplicag¢do diferencidveis.
Se dFp, : R® — R™ & um isomorfismo para algum po € U, entdo existem abertos V.C U contendo po e
W C R™ contendo F (pg) tais que Fly : V — W é um difeomorfismo suave.

F :V — W ser um difeomorfismo suave significa dizer que F é um homeomorfismo e ambas F, F~' sdo
aplicacoes diferenciais de classe C*°. O Teorema da Fungao Inversa diz que se a derivada de uma aplicagao
é um isomorfismo em um certo ponto (equivalentemente, sua matriz jacobiana naquele ponto é invertivel
inversa, isto é, possui determinante nao nulo), entéo a aplica¢do é um difeomorfismo na vizinhanga daquele
ponto; em particular, se isso ocorre para todo ponto em U, entdao F' é um difeomorfismo local.
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7.7 Proposicao. Seja ¢ : U C RF — R™ uma superficie parametrizada.
Para todo py € U existe um aberto Uy C U contendo py tal que ¢|y, € injetiva.
Mais que isso, ¢ (Ug) € uma superficie reqular.

Prova: Seja

o2 =(y (. ,2%) oyt (e, ., 2Y)) .
& (2! k 1.1 k n (1 k
Como a matriz jacobiana d¢,, tem posto k, podemos assumir sem perda de generalidade que o menor
oyt oyt
5 (y1 y") Dt (po) Dk (po)
35 (po) = det : : #0
A (xt,... xk) : :
oy* oy*
51 (P0) 5k (P0)

(caso contrério, trocamos as coordenadas de posigio na definigdo da fungdo F' a seguir). Defina uma fungéo

F:U — R* por
,zk) = (yl (ml,...,xk),...,yk (ml,...,xk)).

Segue do Teorema da Funcao Inversa que existe um aberto Uy C U contendo pg tal que Fly, ¢ injetiva.
Consequentemente, isso vale também para ¢|y, .
Para mostrar que ¢ (Uy) é uma superficie regular, precisamos provar que ¢|y, ¢ um homeomorfismo.

Estenda ¢ a uma aplicacdo ¢ : U x R*™* — R" definindo

F(xl,...

(Z(acl,...,xk,xkﬂ,...,x") = (yl,...,yk,ka + okt + ™).
Como o o i
Y Y
Ers) (o) OxF (po) 0 -+ 0
8yk' Byk.
~ =1 (o) =7 (Po) 0 (' "
det d¢ = det afil a%il = ( T k) (po) # 0,
8y ay 8(:5 ) y L )
Ozl (o) ozk (po) 1 0
Oy"' ay”.
L 7.1 (po) w(po) 0 L

segue do Teorema da Funcao Inversa que 5 ¢ um difeomorfismo suave em uma vizinhanga possivelmente
menor U; C Up. Em particular, tomando z*t! = ... = 2™ = 0, onde ¢ é essencialmente ¢, obtemos ¢ (U;)
homeomorfo a U;. B

Assim, superficies parametrizadas sao localmente superficies regulares; elas nao sao globalmente, pois podem
ocorrer autointersegoes.

7.2 Mudanca de Coordenadas

Vamos estender as definigoes e resultados do Célculo Diferencial para superficies, isto é, vamos fazer célculo
diferencial em superficies. Nesta secao vamos definir o que significa uma funcao f : M — R ser diferenciavel
em um ponto p de uma superficie regular M C R3. Um modo natural de fazer isso é tomar uma vizinhanca
coordenada V' C R? de p, parametrizada por uma aplicacdo ¢ : U C R? — V e verificar se a composta
fow : U Cc R? — R ¢ diferencidvel. Como um mesmo ponto pode pertencer a vdrias vizinhancas
coordenadas, é necessario que esta definicao nao dependa da escolha de um sistema de coordenadas.
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7.8 Lema (Regra da Cadeia). Sejam F: U C R™ — R" e G: V C R™ — RP aplicagées diferencidveis,
com F(U)CV.

A composta G o F' € diferencidvel e
d(G o F)p = dGF(p) o de.
7.9 Proposigao. Sejam M C R™ uma superficie reqular k-dimensional e p € M. Sejam
o1: U CRY — V, C M,
0o : Uy CRY — Vo M

dois sistemas de coordenadas locais para p.
A mudanca de coordenadas

w3l opr et (VinVa) — w3t (VinTh)
€ um difeomorfismo suave.

-1 ,
Prova: Claramente, 5~ 0 ¢1 é um homeomorfismo, composta de homeomorfismos. Escreva

V2 (ml,...,xk) = (y1 (wl,...,xk),...7y" (xl,...mk)).

Como dps € injetiva em todo ponto, podemos assumir sem perda de generalidade que

a(yl,...,y”)
aat,.ah)

Estenda (o a uma aplicagdo @y : U x R"™% — R™ definindo
Do (xl,...,xk,zk+1,...,a:”) = (yl,...,yk,ka + kTt +:17”).

Como as funcdo coordenadas y', ..., y" sdo diferencidveis, ¢» também é. Temos, como na demonstracao da
Proposigao 7.7,

0y
detd(pg = m #O,

logo segue do Teorema da Fungio Inversa que @, é um difeomorfismo. Em particular $;* é uma aplicacio
diferenciavel. Pela Regra da Cadeia,

-1 _ =1
Pa OP1L =¥y O¥1
¢ diferenciavel. Raciocinando de maneira andloga concluimos que
-1 o _ -1 o )—1
©1 P2 = (SDQ ®1

também é diferencidvel. Portanto, o5 16 ¢y é um difeomorfismo suave. W

7.3 Funcoes Diferenciaveis em Superficies

7.10 Definicao. Seja M C R™ uma superficie regular de dimensao k.
Dizemos que fungao f : M — R é diferencidvel em um ponto p € M se para alguma parametrizacao
¢ :U C R¥ — V de uma vizinhanca coordenada V de p a composta

fop:UCR* —R

¢ diferencidvel em =1 (p).
Dizemos que f é diferenciavel se f for diferenciavel em todo ponto de M. [
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Segue da Proposicao 7.9 que a diferenciabilidade de uma funcao f : M — R em um ponto da superficie M
independe da parametrizacdo escolhida: se 1 : Uy C R¥ — Vi € M, ¢y : Uy C RF — Vo € M sdo duas
parametrizacoes para vizinhangas de p e V = V3 N V5, entao f o ¢y é diferenciavel em <p1_1 (p) se e somente
se f oy é diferencidvel em ;' (p), pois

fopi=Ffopro(pyt o),
fopa=Ffopio(prlows),
e vyt 01,7t oy sdo difeomorfismos.

7.11 Exemplo. A restri¢ao de uma fungao diferencidvel em R™ a uma superficie ¢ uma funcgoes diferenciavel
nesta, isto é, se M C R™ é uma superficie regular e f : W C R — R, W um aberto contendo M, é uma
funcao diferencidvel, entdo f|ps é uma funcao diferencidvel. O

7.12 Exemplo (Fungao Altura). Dada uma superficie regular M C R”, a fungao altura f : M — R
relativa a uma direcao fixada v € R™ definida por

f(p) = (pv)
é uma fungao diferenciavel. [

7.13 Exemplo (Funcdo Quadrado da Distancia). Dada uma superficie regular M C R", a funcao
quadrado da distancia f : M — R relativa a um ponto fixado pg € R™ definida por

F®) =llp - pol?

é uma fungao diferenciavel. [
A nocao de diferenciabilidade é estendida a aplicacoes entre superficies, mesmo de dimensoes diferentes:

7.14 Definigao. Sejam M, N C R” superficies regulares. Dizemos que aplicacao F' : M — N ¢ dife-
rencidvel em um ponto p € M se para algumas parametrizacoes

0:UCRF —V,
p:WcCR — Z
de uma vizinhanga coordenada V de p e de uma vizinhanga coordenada Z de F (p) a composta
Vv loFop:UcCRF — W CR

é diferencidvel em ;" (p).
Dizemos que F' é diferenciavel se F' é diferencidavel em todo ponto de M. O

7.4 Espaco Tangente e Derivada

Continuando o processo iniciado na secao anterior de estender o cédlculo diferencial a superficies, nesta segao
definimos a derivada de uma aplicagao diferenciavel entre superficies. Da mesma forma que a derivada dF),
de uma aplicacao diferencidvel F': U C R™ — R", p € U, leva vetores de R™ em vetores de R", a derivada
de uma aplicagao diferenciavel entre superficies levara vetores em vetores; no caso de superficies, os tinicos
vetores intrinsecos a elas sao os vetores tangentes.
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7.4.1 Espaco Tangente

7.15 Definicao. Seja ¢ : U C R¥ — R” uma superficie parametrizada.

Uma curva suave o : I — R™ é uma curva da superficie se a (I) C ¢ (U).

Se M C R™ é uma superficie regular, uma curva da superficie é simplesmente uma curva suave a : [ —
M. O

7.16 Definicao. Seja ¢ : U C R¥ — R” uma superficie parametrizada.
Dizemos que um vetor v € R é um vetor tangente a superficie em p se existe uma curva da superficie
o : I — R™ tal que para algum tg € I temos

Se M C R™ é uma superficie regular, v € R™ é um vetor tangente & superficie em um ponto p € M se existe
uma curva da superficie o : I — M tal que para algum ty € I temos

O

7.17 Proposigao. Seja ¢ : U C R¥ — R™ uma superficie parametrizada.
O conjunto dos vetores tangentes a superficie em p € do, (Rk).
Em particular, o conjunto dos vetores tangentes a superficie em um ponto € um subespaco vetorial de R™.

Prova: Se v = d¢,w, considere a curva (segmento de reta) §: (—¢,e) — U definida por

onde € > 0 é suficientemente pequeno para que tenhamos 8 ((—¢,¢)) C U. Se a = ¢ o 3, entdo pela regra da
cadeia

o (0) = dog) B (0) = dppw = v.

Reciprocamente, seja a : I — R™ uma curva da superficie com « (tg) = ¢ (p) e o’ (t9) = v. Considere
B = ¢! oa. Pela demonstracao da Proposicdo 7.9, 3 é uma curva diferencidvel. Temos

a=go(¢ " oa)=¢of
de modo que, pela regra da cadeia,

v = a’ (to) = dqﬁpﬂl (to) .
|

7.18 Definigao. Seja ¢ : U C RF — R” uma superficie parametrizada.

O conjunto dos vetores tangentes a superficie em p é chamado o espago tangente a superficie em p e
serd denotado por T'¢,.

Se M C R™ é uma superficie regular, o conjunto dos vetores tangentes a M em p é chamado o espaco
tangente a M em p e denotado T'M,. [

Note que no caso de superficies regulares, como nao hé autointerse¢oes, existe um tinico plano tangente 1M,
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7.4.2 Derivada de uma Aplicagao Diferenciavel entre Superficies Regulares

De posse do conceito de espago tangente, podemos agora definir a derivada de uma aplicagao diferenciavel
entre superficies regulares.

7.19 Definicao. Sejam M, N superficies regulares e F': M — N uma aplicacao diferenciavel.
Dado p € M, definimos a derivada

dF, : TM, — TNp()

da seguinte forma: dado v € T,M, se o : I — M ¢ uma curva suave tal que a (tg) =p e o' (tp) = v , entao
aF, (v) = (F o) (o).

(]

7.20 Proposicao. A derivada estd bem definida e € linear.

Prova: Para provar que dF), estd bem definida, devemos mostrar que a defini¢do de dF), (v) independe da
curva « escolhida. Sejam

0:UCRF — VM,
v WcR —ZcN

parametrizagoes de vizinhangas coordenadas V de p e Z de F (p) respectivamente, de modo que
v loFop:UCRY — ZCR

é uma aplicacao diferencidvel por definigdo. Seja « : I — M uma curva parametrizada regular tal que
a(tg) =p e o (tg) = v. Como vimos na demonstragido da Proposi¢ao 7.17, o vetor

_ li
w= (p 1oa) (to)
é caracterizado por
0= dppi(pw
e independe da curva «. Considerando o isomorfismo linear L : RF — T M, definido por
L =dpy-1(p),

ou seja, L ¢ a restrigao de dp,-1(,) ao seu conjunto imagem, podemos escrever

)
w= L 1v.

Temos
(Foa)(t)=¢o (Y toFop)o(ptoa)(t),

Pela regra da cadeia,

(F ° Oé) ( ) d¢¢ [F(a( t))]d (¢71 oFo @)w—l[a(t)] (9071 o a)l (t)a

de modo que, fazendo t = tg, obtemos

(FOO{) ( ) d%; [F(p)] d(w_l OFO@>¢71[p] (901_1 Oa)/(tO)
= iy p(pd (V7 o Fo ‘P)@—l[p] w

= dpy-1ipd (W o Fop) L7 .
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Esta expressdo mostra que (F o a) (to) independe da curva a. Além disso, como
_ -1 -1
T =d(02) im0z 0 Fopr) o, L
é uma aplicacao linear, pois é a composta de aplicagoes lineares, e
dF, (v) = (Fo a) (to) =Tv

segue que dF), é uma aplicacdo linear. W
Podemos agora estender os resultados do calculo diferencial em R™ ao calculo diferencial em superficies.
A demonstragio dos resultados a seguir fica como exercicio.

7.21 Proposicao (Regra da Cadeia). Sejam M, N, P superficies requlares e

F:M — N,
G:N—P

aplicagoes diferencidveis, com F (U) C V.
A composta G o F € diferencidvel e

d(GO F)p = dGF(p) o de.

7.22 Proposigao (Teorema da Funcdo Inversa). Sejam M, N superficies requlares e F : M — N uma
aplicagao diferencidvel.
Se dF, é um isomorfismo, entao F' € um difeomorfismo local em p.

7.23 Corolério. As parametrizacoes o : U C RF — o (U) € M de uma superficie regular M C R"sdo
difeomorfismos.

7.24 Exemplo (Diferencial da Fungéo Altura). Se f: M — R é a fungéo altura

f(p) = p,w),

dado um vetor v € T M, seja o : I — M7 uma curva parametrizada regular tal que « (0) = p e o/ (0) = v.
Como

segue que
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