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Capitulo 1

Grupos de Lie

1.1 Definicao

Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel que é simultaneamente um grupo algébrico, de tal modo que
a estrutura algébrica é compativel com a estrutura diferencidvel, isto é, as operagoes algébricas de produto
e inversao sao aplicagoes diferencidveis.

A aplicacao mais importante de grupos de Lie é no estudo de simetrias de variedades, isto é, automorfismos
de variedades que preservam alguma estrutura extra: o grupo de isometrias de uma variedade Riemanniana
(por exemplo, o grupo de simetrias da esfera, formado por rotacoes e reflexdes) é um grupo de Lie, como
pode ser visto em detalhes em [Kobayashi].

1.1 Definicao. Um grupo de Lie é uma variedade diferencidavel G que possui uma estrutura algébrica de
grupo tal que as aplicagoes produto

GxG—G
(g:h) = gh
e inversao
G—G
g gt
sao diferencidveis. O

Observe que a aplicagdo produto estd definida na variedade produto G x G. As duas condi¢ées acima que
expressam a compatibilidade da estrutura algébrica com a estrutura diferencial podem ser resumidas em
uma Unica condigao:

1.2 Proposigao. Seja G um grupo que é uma variedade diferencidvel. Entdo G é um grupo de Lie se e
somente se a aplicacdo

GxG—G
(9,h) = gh™
€ diferencidvel.

Prova: Suponha que a aplicacao do enunciado é diferenciavel. Entao a aplicagao inversao de G € diferenciavel
porque é a composta de aplicacoes diferencidveis:

G — GxG@ — @4
g = (e9) = eg =g
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(lembre-se que a inclusdo na variedade produto sempre é uma aplicacao diferencigvel). Da mesmo forma, a
aplicacao produto de G é diferencidvel porque é a composta de aplicagoes diferenciaveis:

GxG — GxG — G
_ -1
(9.h) = (g.h7") = g(h') =gh
(lembre-se que uma aplica¢ao de G X G em G x G é uma aplicagao diferencidvel se e somente se cada aplicagao

coordenada G x G — G é).
A reciproca é 6bvia.

1.3 Proposicao. Seja G um grupo de Lie. Dado g € G, entao as aplicagoes multiplicagao a esquerda
por g

Ly: G — G
g = gh
e multiplicagcao a direita por g
R,: G — G
h +— hg
sao difeomorfismos.
Prova: Pois
-1
(Lg)™ =Ly,
-1
(Rg) = Rg’lv

|
Este resultado mostra que um grupo de Lie é homogéneo, isto é, do ponto de vista da variedade diferencidvel
subjacente todo ponto localmente se parece com qualquer outro ponto, via os difeomorfismos globais (auto-
morfismos) multiplicacdo & esquerda ou a direita.

Note que pela regra da cadeia

[(dLg)h}il = (dLg;l)L o (dLg_l)gh

g

e similarmente

[(dRQ)h] o= (ng_l)gh :

Usando a homogeneidade de um grupo de Lie, podemos agora mostrar que na definicao de um grupo de
Lie basta assumir que a operagdo produto é diferencidvel (este resultado néo vale para grupos topoldgicos,
ou seja, para um grupo ser topoldgico, ambas as aplicagdes produto e inversa devem ser continuas; esta é
uma peculiaridade dos grupos diferencidveis, isto é, dos grupos de Lie):

1.4 Proposicao. Seja G um grupo que é uma variedade diferencidvel. Entdo G € um grupo de Lie se e
somente se a aplicacdo produto

GxG — G
(g,h) — gh

€ diferencidvel.
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Prova: Para provar o resultado, basta mostrar que a aplicagao inversao é diferenciavel se a aplicacao produto
é.
Primeiro note que a aplicagao produto P : G x G — G é uma submerséao em (e, €). De fato, identificando
T(e,e) (G X G) =T.GoT.G
dado v € TG, seja a : I — G uma curva tal que o (0) = e e &’ (0) = v. Defina a curva 8 : I — G x G por

Bt) = (a(t)e),

de modo que

donde
Segue da regra da cadeia que

Agora defina uma aplicagéo
F:GxG—GxG

por
F(g,h) = (g,9h),
ou seja,

F= (7T17 P) y
onde 7 € a projecao na primeira variavel. Como ambas P e 71 sao submersoes, segue que
dF(e,e) T.GeT.G —T.GaT.G

dada por
dF(e,e) = (d (’/Tl)(e,e) ’dP(€7€)>

também ¢ sobrejetiva. Mas as dimensoes do dominio e do contradominio sao iguais, logo dF(..) ¢ um
isomorfismo. Pelo Teorema da Aplicacdo Inversa, existe uma vizinhanga U de (e,e) tal que F|y é um
difeomorfismo sobre sua imagem. Mas a inversa de F' é, de fato,

F~'(g,h) = (9.97'h),
logo em U a aplicacao inversa é a composta de aplicagoes diferencidveis segundo o diagrama

9-% (g.0) 5 (g.970) g7t
portanto pela regra da cadeia ela é diferenciavel em U.

Para mostrar que a aplicagdo inversa é de fato diferencidvel em qualquer aberto de G, usamos a homo-
geneidade de um grupo de Lie. Dado g € G arbitrario, como Ly é um difeomorfismo, Ly (U) = gU é uma
vizinhanca de g. Em gU a aplicagao inversa é a composta de aplicagoes diferencidveis segundo o diagrama
(no diagrama a seguir, dado h € gU, escrevemos h = gx para algum x € U)

1

L,-1  inversaly _q Bg-1 1 _ -1 -
— Tt s g = (ga) T =R

h=gx "= x
portanto pela regra da cadeia ela é diferencidvel em gU. B
O resultado acima é um exemplo tipico de como podemos usar o comportamento de um grupo de Lie em
uma vizinhanca da identidade para provar fatos sobre todo o grupo.
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1.5 Proposigao. Seja G um grupo de Lie. Se H ¢ um subgrupo de G que € também uma subvariedade de
G, entao H é um grupo de Lie.

Prova: Exercicio 1.52. B

1.2 Exemplos

1.6 Exemplo. Os espagos R" e C" (identificado com R?") sob a operagao de adi¢io vetorial sdo grupos de
Lie.

Da mesma forma, o grupo multiplicativo dos reais R\ {0} e o grupo multiplicativo dos complexos C\ {0}
(identificado com R?\ {0}) sob a operacdo de multiplicacdo sdo grupos de Lie.

Como S' com a multiplicagao induzida de C é um subgrupo e uma subvariedade de C\ {0}, ele também
é um grupo de Lie. [J

1.7 Exemplo (Quaternions). A §lgebra (anel com divisdo néo-comutativo) dos quaternions H é o su-
bespago vetorial real das matrizes complexas

o {[ 5 3]ssmeq

com o produto usual de matrizes. De fato,
—w
.|

A
Wz 2] + w|®

Ele é isomorfo a R*, com sua base canénica sendo dada pelas matrizes

R AR A e ]

Assim, um quatérnion pode ser escrito na forma

SN

a+bt+cj + dk,
com os quatérnions puros ,j, k satisfazendo as relagoes de comutagao

2= 2 = k2= 1,

1] = —jJt =k,
jk = —jk =i,
ki=—ik=3j

Usando estas relacoes mais as leis associativa e distributiva, podemos multiplicar os quatérnions diretamente,
sem nos referirmos a matrizes. Um mnemonico para as trés ultimas relagoes é

%
/ hY
k <— 3

Definimos a parte real e a parte imagindria de um quatérnion ¢ = a + bi + ¢j + dk por

Req=a,
Imq = bt + cj + dk.
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O seu conjugado quatérnion é
g=a—bt—cj—dk

e seu modulo

|q\:\/a2+b2+02+d2.

Note que
_ 2
qq = |q|”,
de modo que
-1 q
q =073
lal

O grupo multiplicativo dos quatérnions H\ {0} é um grupo de Lie. O

1.8 Exemplo (Produto Direto). Se G e H sao grupos de Lie, o produto direto G x H

(91, h1) (92, h2) = (9192, h1ho)

com a estrutura diferencidvel de variedade produto é um grupo de Lie (Exercicio 1.53). Assim, o toro
n-dimensional T? = S! x ... x S! ¢ R?" é um grupo de Lie. O

1.9 Exemplo (Grupo Linear Geral GL, (R)). O grupo das matrizes reais n X n invertiveis, chamado o

grupo linear geral real de ordem n e denotado GL,, (R), é um grupo de Lie de dimensio n?.

De fato, identificando as matrizes reais n x n com pontos de R (por exemplo, ordenando as colunas
lado a lado), temos que GL,, (R) é um aberto de R"2, pois

CL, (R) = det™ ' (R\ {0}).
O produto de matrizes é uma aplicagao diferenciavel
GL, (R) x GL,, (R) — GL, (R)

pois as n? funcdes coordenadas desta aplicacdo sdo
n
. -
(X =YX,
k=1

que é uma funcio polinémial nas varidveis Xi,..., X7, ... X} .. X0V Y Y L YR por-
tanto diferencidvel. A inversao de matrizes também é uma aplicagao diferencidvel

GL, (R) — GL, (R)
pois cada funcao coordenada desta aplicacao é da forma

i+ det X (il)

Xi=(-1
;=1 det X

(aqui X (i|j) denota a matriz (n — 1) x (n — 1) obtida de X através da eliminagdo de sua i-ésima linha e de
sua j-ésima coluna), que é uma funcio racional nas variaveis X{,..., X} ..., X7 ..., X" (o determinante
é uma funcdo polinomial de grau n das entradas da matriz), cujo denominador nunca se anula, portanto
diferenciavel.

Note que o grupo linear geral GL,, (R) é o grupo de automorfismos de R™ que preservam a estrutura
linear (a estrutura de espago vetorial) de R™, isto é, os isomorfismos de R™. O
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1.10 Exemplo (Grupo Linear Especial SL,, (R)). O grupo linear especial real de ordem n, denotado por
SL,, (R), é o grupo das matrizes com determinante 1. Ele é exatamente o grupo dos isomorfismos de R™ que
preservam o volume. Ele inclui nao apenas os isomorfismos isométricos mas também, por exemplo, aqueles
isomorfismos que sdo dilatacoes em certas diregoes e contragoes em outras, que se compensam exatamente
de forma a ndo alterar o volume. Ele é um grupo de Lie de dimensdo n? — 1, porque 1 é um valor regular
da fungao determinante det : R™ —— R. De fato, como a fungao determinante é uma fungao n-linear, sua
derivada direcional é dada por

d(det)y H=" det (X',...,H,. .. ,X")
i=1

(aqui X* denota a i-ésima coluna de X). Dai, a derivada parcial da funcdo determinante em relacao a
varidvel X? na matriz X é dada por (denotamos a matriz elementar cujo elemento (r,s) é 1 e os demais
elementos sdo nulos por E,.)

O det

oXr (X) =d(det) y Ers = (_I)H_S det X (r|s),

ou seja, é o menor da matriz X. Pela expansao do determinante ao longo de uma linha ou coluna da matriz,
segue que qualquer valor ndo nulo do determinante é um valor regular: se det X # 0, entdo pelo menos um
de seus menores ¢ diferente de zero, logo pelo menos uma das derivadas parciais da fungao det calculada em
X é nao nula. Portanto, SL,, (R) é um subgrupo e uma subvariedade de GL,, (R), logo também é um grupo
de Lie.

Note que, diferentemente de GL,, (R), SL,, (R) € uma subvariedade fechada, pois é a imagem inversa do
subconjunto fechado {1} pela fungéo continua determinante. [J

1.11 Exemplo (Grupo Ortogonal O,). O grupo das matrizes reais n x n ortogonais, chamado o grupo
ortogonal de ordem n e denotado O,,, é um grupo de Lie de dimensao n (n — 1) /2.

De fato, O,, é um subgrupo de GL,, (R) que também ¢ uma subvariedade de GL,, (R). Para verificar este
ultimo fato, lembre-se que uma matriz X é ortogonal se e somente se X X' = I. Como X X? é uma matriz
simétrica, identificamos o espaco vetorial das matrizes simétricas com R™"*1/2 Para provar que O,, é uma
subvariedade basta entao provar que I é um valor regular da aplicacao

F:R" — R/
definida por
F(X)=XX",

uma aplicagdo claramente diferencidvel. A derivada direcional desta aplicacdo, como pode ser calculado
diretamente da definicdo, é dada por
dFxH = XH'+ HX".

Para provar que I é um valor regular de F, temos que mostrar que para toda matriz simétrica S € R™(+1/2
existe uma matriz H tal que
dFxH = XH'+ HX'=S.

A possibilidade mais simples disso ocorrer é se H satisfizesse

1
XH'=HX'= 55.

E, de fato, podemos garantir que isso realmente ocorre usando a ortogonalidade de X para obter explicita-
mente

1
H=-5X.
2
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Como I é um valor regular de F, O,, = F~!(I) é uma subvariedade de dimensio

n2_n(n+1) n(n—l).

2 2

Em particular, O,, é uma subvariedade fechada (a imagem inversa de um subconjunto fechado por uma
fungéo continua). Além disso, ele é um conjunto limitado, pois toda matriz ortogonal tem norma n em R"’
(cada uma das n colunas tem norma 1). Concluimos portanto que O,, € um grupo de Lie compacto.

Note que o grupo ortogonal O,, é o grupo das isometrias euclidianas de R™. Mais geralmente, definimos
o grupo ortogonal O, , como sendo o grupo das isometrias de R™ dotado da métrica de assinatura (p, q);
este também é um grupo de Lie de dimensao n (n — 1) /2, mas ndo é compacto se pg # 0. O

1.12 Proposigao. Seja G um grupo de Lie. A componente conexa que contém a identidade Gy é um
subgrupo de Lie.

Prova: Como Gy é uma componente conexa de G, em particular é aberta em G e portanto uma subvariedade.
Para verificar que G é um grupo de Lie, basta entdo verificar que ele é fechado em relagdo as operagoes
de produto e de tomar inversa. Se g,h € Gy entdo existem caminhos continuos a, 8 : [0,1] — G tais que
a(0) =p6(0) =eea(l) =g,8(1) = h. Pela continuidade da operagdo produto e da operacao de tomar
inversa,

(aB) (t) =a(t)B (),
a () =la ()],
sdo caminhos continuos de e para gh e g~', logo gh,g~ ' € Gy.

O subgrupo de Lie GGy é chamada a componente da identidade. Obviamente, as componentes conexas
que nao contém a identidade nao podem ser subgrupos.

1.13 Exemplo (Grupo Ortogonal Especial SO,,). O grupo ortogonal O,, contém duas componentes conexas,
o formado pelas matrizes ortogonais de determinante +1 (isto é, as rotagoes) e o das matrizes ortogonais de
determinante —1 (isto é, as reflexdes).

Claramente, O, nao pode ser conexo, pois a imagem de O, pela fungao determinante é o conjunto
desconexo {—1,1}. Para ver que O,, possui exatamente 2 componentes conexas, veja [Lima], p. 59.

Apenas a componente conexa das rotagoes é um grupo, pela propriedade do determinante do produto de
matrizes (a composta de rotagoes é uma rotacdo, enquanto que a composta de reflexdes é uma rotagao).

O grupo de Lie das matrizes ortogonais com determinante 1 é chamado o grupo ortogonal especial
e denotado SO,,. Ela é a componente conexa de O, que contém a identidade. Como esta componente
conexa também é fechada (imagem inversa de 1 pela fun¢do determinante), SO,, também é um grupo de Lie
compacto, além de conexo (Exercicio 1.56). O

1.14 Exemplo (Grupo Ortogonal Especial de Lorentz SOq 3). O grupo ndo compacto O; 3 das matrizes
ortogonais com assinatura (1,3) é chamado o grupo de Lorentz. O subgrupo de O; 3 das matrizes orto-
gonais com determinante 1 é chamado o grupo ortogonal especial SO; 3. Ele é um subgrupo de Lie de
O 3, mas néo é a componente conexa que contém a identidade. De fato, O; 3 possui 4 componentes conexas
e 5SO; 3 duas componentes conexas.

Para ver que o grupo de Lorentz nao possui menos que 4 componentes conexas, denotando

1

por defini¢do uma matriz A é ortogonal na assinatura (1, 3) (isto é, ela é uma transformacgao de Lorentz)
se ela satisfaz
A'pA = 1.
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De fato, isso é equivalente a
vi A AW = vinw

para todos os vetores v, w € R* e a métrica de Lorentz de assinatura (1,3) é definida por
(v, w) == vinw,

de modo que
(Av, Aw) = (v, w)

para todos os vetores v, w € R*. Isso implica em particular que uma transformacdo de Lorentz A satisfaz a
condigao
‘A00| 2 11

pois

3
—AJo + Y A% = (Aeo, Aeg) = (e, e0) = —1,

i=1
de modo que
3
Afp=1+> A} >1 (1.1)
i=1
A regra do produto dos determinantes, juntamente com detn = —1, implica que uma transformagao de

Lorentz satisfaz
det A = +1,

logo a condigao
det (AA") = det A det A’

implica que O;,3 tem pelo menos duas componentes, aquela formada pelas matrizes de Lorentz com deter-
minante —1 e aquelas com determinante +1, esta ultima sendo um subgrupo (isto ¢, SO1 3). Mas cada uma
destas componentes na verdade se divide em pelo menos duas componentes conexas, aquela formada pelas
matrizes de Lorentz satisfazendo Agy > 1 e aquela formada pelas pelas matrizes de Lorentz satisfazendo
Ago < —1. Isso decorre da regra do produto dos sinais do primeiro elemento das matrizes de Lorentz:

sign [(AA") ] = sign (Ago) sign (Agy) -

De fato,
3

(AN) gy = NooAgy + Y Aoidp,

i=1
de modo que se AgoAfy > 0, entdao segue de (1.1) (a transposta de uma transformacao de Lorentz é uma
transformagao de Lorentz, logo a equacgao vale nao apenas para a primeira coluna mas também para a
primeira linha) e da desigualdade de Schwarz que

1/

3 1/2 3 2 3
(AA)gy = (HZA?@) <1+Z<A'>§i> + Aoihly
1=1 =1 =1
3 1/2 3 1/2 1/2 , 4 1/2
> <1+ZA?O> <1+Z< a»?) - (ZA%) (Z( 6»2)
1=1 =1

=1 =1
>0,
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e se AgoAf < 0, entdo
3 1/2
(AN)gy = — (1 + ZA,?()) <1 +
Z? 1/2
<<1+ZA30> <1+
i=1

<0.

1/2 3
(Al)gi> + Z AOiAgO
i=1

1/2 3 1/2 3 1/2
(W) +<ZA30> (Z( sf)

i=1

[ L[
=Y [

A componente da identidade SO(]?’S de SO1,3 (e de Oq,3) é portanto formada pelas matrizes com determinante
+1 e primeiro elemento Agg > 1; ela é chamada o grupo de Lorentz ortécrono préprio. Transformacgoes
de Lorentz preservam a direcao do tempo. Observe que as seguintes transformacoes de Lorentz nao pertencem
a SO(l)’3 (isto é, ndo sdo ortécronas):

reversao espacial (paridade): P (t,z,y,2) = (t,—x,—y, —2),
reversao temporal: T (t,2,y, 2) = (—t,x,y, 2),

reversao espagotemporal: PT (t,x,y,z) = (—t,—x,—y, —2) .

Note que as transformacoes de Lorentz ortécronas com determinante +1 também formam um subgrupo de
0O 3, chamado o subgrupo isécrono e denotado Of3, e as transformagoes de Lorentz com determinante
+1 satisfazendo sign (Agp) = £1 também formam outro subgrupo de O; 3, chamado o subgrupo préprio.
O

1.15 Exemplo (Grupo Linear Geral GL,, (C) e Grupo Linear Especial SL,, (C)). Os grupos lineares com-
plexos GL, (C) e SL, (C) sdo definidos de forma anédloga aos grupos lineares reais GL, (R) e SL, (R),
respectivamente, e sao grupos de Lie de dimensdo 4n2. OJ

1.16 Exemplo (Grupo Unitério U, e Grupo Unitdrio Especial SU,). O grupo das matrizes complexas
n X n unitrias, chamado o grupo unitario de ordem n e denotado U,, ¢ um grupo de Lie de dimensdo n?.
Analogamente &s matrizes ortogonais, as matrizes unitdrias U satisfazem |det U| = 1, exceto que det U em
geral é um nimero complexo. O grupo das matrizes unitdrias n x n com determinante 1 é chamado o grupo
unitério especial de ordem n, denotado SU,,. Sua dimensdo é n? — 1. Todos estes grupos sio conexos
(Exercicio 1.59).

U; é o circulo S' e SU; é o grupo dos quatérnions unitarios. De fato, se

o[ 2]

é uma matriz em SUs, entao a condicao det A = 1 implica
ad —py=1,
enquanto que o fato que A é unitaria, ou seja, AR =T implica que
aa+ B oy + B0 } _ [ 10 ]
ay+pB6 47+ 466 0 1|

As duas condicoes juntas implicam o = 6 e 7 = —f3, como pode ser verificado. Em particular, SUy é
difeomorfo & esfera S?. As esferas S' e S? sdo as tnicas esferas que podem ser grupos de Lie. O

De forma andloga a R™ e C™ pode-se definir H” e considera-lo essencialmente como um espaco vetorial
mas, como H nao é um corpo, deve-se ter cuidado com a multiplicacao por escalares. Dai pode-se definir
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GL,, (H), SL,, (H) e U,,(H); este tiltimo é denotado Sp,, e chamado o grupo simplético compacto de ordem
n (Sp; é difeomorfo a SUs). Veja [Naber], pp. 39-46, para um desenvolvimento detalhado destes conceitos.
O grupo de calibre da teoria eletromagnética é Uy, o grupo de calibre da teoria eletrofraca é U; x SUs e o
grupo de calibre do modelo padréao (forga eletromagnética + forga fraca + forca forte) é Uy x SUy x SUs5.

1.17 Teorema. Seja G um grupo de Lie. Se H € um subgrupo fechado de G, entao H é um subgrupo de
Lie.

1.18 Definicao. Um subgrupo fechado de qualquer grupo linear geral GL, (R), GL,, (C) ou GL,, (H) é
chamado um grupo de Lie matricial. [J

1.19 Definigcao. Os grupos de Lie classicos sao os seguintes grupos de Lie matriciais:
(i) os grupos lineares gerais GL,, (R), GL,, (C) ou GL,, (H)
(ii) os grupos lineares especiais SLy, (R), SLy, (C) e SL,, (H);
(iii) os grupos unitérios U, (R) := Oy, U, ,(R) := O, 4, U,(C) =U,, e U, (H) := Sp,,;
(iv) os grupos unitérios especiais SO,,, SO, 4 € SU,,. O

Um isomorfismo entre grupos de Lie é um isomorfismo entre grupos que é também um difeomorfismo.

1.20 Teorema. Todo grupo de Lie compacto € isomorfo a um grupo de Lie matricial.
Mais que isso, todo grupo de Lie compacto € isomorfo a um subgrupo de Lie de U, e portanto de SOq,.

Portanto, todo grupo de Lie compacto nao apenas é um grupo matricial, como também é um grupo cujos
elementos podem ser vistos como rotacdes em algum R?”. Compare com o Teorema de Cayley, que diz que
qualquer subgrupo finito de ordem n (ou seja, grupos de Lie de dimensdo zero compactos) é um subgrupo
do grupo simétrico S, (grupo de permutagoes de n elementos).

1.21 Teorema. A menos de recobrimentos finitos, todo grupo de Lie compacto € isomorfo a um produto de
grupos de Lie compactos
Gi x...xG,

tais que G; € um grupo de Lie matricial, ou grupo de spin ou um grupo de Lie excepcional compacto.

Os grupos de spin Spin,, , sao certos recobrimentos duplos de SO?W e os grupos de Lie excepcionais
compactos simples sao os grupos G, Fy, Eg, E7 e Eg. Existem grupos de Lie nao compactos que nao sao
isomorfos a grupos de Lie matriciais, tais como o recobrimento universal de SLo (R).

1.3 Propriedades

1.22 Definigao. Seja G um grupo de Lie. Dizemos que um campo vetorial X ¢é invariante a esquerda se

para todo g € G. O

Explicitando a definicdo acima, ela significa que para todos g, h € G vale

(dLg), Xn = X1, = Xgn.

Em particular, um campo invariante a esquerda fica completamente determinado pelo seu valor em um ponto
qualquer de G. Por exemplo, se conhecemos o valor de X, entao, tomando h = e, segue que

Xg = (dLg), Xe.

Campos invariantes a esquerda sao automaticamente diferencidveis:
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1.23 Proposicdo. Se X ¢ um campo invariante d esquerda, entio X € T(G).

Prova: Para provar que um campo invariante a esquerda X é diferencidavel em G, basta mostrar isso para
uma vizinhanca V' da identidade e: se X ¢é diferencidvel em V, como L, é um difeomorfismo, X = (Ly), X
¢ um campo diferencidvel na vizinhanca gV = L, (V) de g.

Seja (¢, U) uma vizinhanca coordenada de e com funcoes coordenadas x?. Observe que as componentes
do campo X neste sistema de coordenadas sdo exatamente X': se X = X/ 0;, temos

Xa' = X70;2" = X765 = X*.

Logo, para provar que X é C'™° em alguma vizinhanca V' C U de e, basta provar que as suas componentes
Xa* sao fungbes C*° em V. Tome uma vizinhanca V' de e tal que

Vv cU,

isto é, se g,h € V, entdo gh € U (em particular, V' C U, porque e € V). A existéncia de V segue da

continuidade da aplicagao produto P : G x G — G: P71 (U) é um aberto de G x G contendo (e, e), e na

topologia produto existe um aberto da forma Vi x Vo C P~ (U) contendo (e, e); basta tomar V = Vi N Va.
Para cada g € V, temos

(X2') (9) = X, (')
= [(dLy), Xc] (=)
=X, (2" o Ly)
e note que a tltima identidade faz sentido, isto é, x* o Ly esta definido em V', porque L, (V) C U. Escrevendo
X.=d04,,
para alguns escalares ¢/ € R, segue que

0 (a:i o Lg)

(Xxi) (g)=¢ 5 (e).

Para cada g fixado, o lado direito desta identidade é uma funcao C*° em V (derivada parcial da composta
da fungao coordenada de uma carta com um difeomorfismo), mas precisamos mostrar que ele também é C'>°
em g € V. Para isso, observe que, a composta

Yp=¢poP:VxV —R"

ou seja,
U (g.h) = (2! (gh),....2" (gh)),

é C°°. Usando a carta

exp:VxV—pV)xplV),
temos
de modo que se

é definida por

podemos escrever
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Em particular,
V' =Flo(px ),
donde
(z' o Ly) (h) = 2" (gh) = F* ((z' (9),...,2" (9) , 2" (h),...,2" (h)))
As fungdes coordenadas F', ..., F" sao C*™ em ¢ (V) x ¢ (V), logo

%(e) = 6?05;' ((xl (9),...,x"(g9),2" (e),...,a" (e)))7

que éC*®emgeV. R

1.24 Corolario. Seja G um grupo de Lie. Todo vetor tangente X. no espacgo tangente T.G possui uma
unica extensdo a wm campo invariante & esquerda X € T (Q).

1.25 Proposicao. Mais que isso, toda base de T.G pode ser estendida a um referencial global de campos
invariantes a esquerda.

Em particular, o conjunto dos campos invariantes a esquerda de um grupo de Lie n-dimensional G é um
subespago vetorial de T (G) de dimensao n.

Prova: Basta definir
Xy = (dLg)e X..

Para ver que X é um campo invariante a esquerda, seja h € G qualquer. Como
Ly oLy = Ly,
segue que
(dLh)g Xg = (dLh)g (dLg)eXg = [d (Lh o Lg)]e Xg = (dth)eXg = th.

Pela proposi¢ao anterior, X € T (G). A unicidade segue pelo fato de campos invariantes & esquerda ficarem
completamente determinado pelo seu valor em um ponto qualquer de G, como observado no inicio desta
secao.
Seja agora
B={X1e .-y Xnet

uma base para T.G. Como acabamos de demonstrar, cada vetor X;. pode ser estendido a um campo
invariante & esquerda X; € T (G) definindo

Xig = (dLg), Xie
Como dL4 é um difeomorfismo, em particular
By={X14,..-, Xn g}
¢ uma base para 7,G. B

1.26 Corolario. Todo grupo de Lie possui um fibrado tangente trivial.
Em particular, todo grupo de Lie € orientdvel.

Prova: Pela proposicao, podemos obter um referencial suave
By ={X14,- -, Xng}
para G. Logo podemos definir um difeomorfismo
F:TG— GxR"

por
F (g,ciXi’g) = (g,ciei).

O resultado segue do Exercicio 1.2. B
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1.4 Acoes

1.4.1 Definicao

1.27 Definigao. Dizemos que um grupo G age a esquerda em um conjunto M, se existe uma aplicagao
(chamada uma agao a esquerda de G em M)

GxM — M
(9:p) = g-p

tal que

e-p=p,
(gh)-p=g-(h-p).

Analogamente, dizemos que um grupo G age a direita em um conjunto M, se existe uma aplicac¢do (chamada
uma agao a direita de G em M)

MxG — M
(r,g) = p-g

tal que

p-e=p,
p-(gh)= ([P g) h

Um conjunto em que G age é também chamada um G-conjunto ou conjunto com estrutura G. [J

Dada uma acao - de um grupo G a esquerda em M, podemos definir uma acao * de G a direita em M por

1

pxg=g "D
De fato,
p*e:e_l-p
=e-p
=P
e

=g ") p
=h= (g7 p)
=(-g)-h

Portanto, nao ha realmente diferenca entre acgoes & esquerda e agbes a direita. No entanto, em muitas
situagdes (por exemplo, acoes em fibrados), é necessério considerar duas agoes simultaneamente, que devem
ser compativeis em algum sentido. Nestas situagoes, do ponto de vista computacional e de simplificacao da
notagao, e também para nao causar confusao, é mais conveniente definir uma das agoes a esquerda e a outra
a direita.

1.28 Proposicao. Todo grupo G agindo em um conjunto M pode ser visto como um subgrupo de bijecoes
de M agindo de forma natural.
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Prova: Se G é qualquer subgrupo de bije¢oes de M (por exemplo, um grupo de homeomorfismos se M é
um espago topoldgico, um grupo de difeomorfismos se M é uma variedade diferencidvel, ou um grupo de
isometrias se M é uma variedade métrica) entao G age em M definindo

g-p=9(p),

pois

(gh) -p = (gh) (p)
=g (h(p))
=g-(h-p).

Reciprocamente, dada uma acgao de um grupo G em M, temos que a agao do elemento g € G em M é uma
bijecdo de M, pois sua inversa é a acdo por g~ . W

Exemplos de subgrupos de bijecoes de M sao o grupo de isomorfismos lineares se M é um espacgo vetorial,
o grupo de homeomorfismos se M é um espaco topoldgico, o grupo de difeomorfismos se M é uma variedade
diferencidvel, e o grupo de isometrias se M é uma variedade métrica, e subgrupos destes grupos todos.
Quando G é visto agindo em M como um subgrupo de bijegoes de M, G é frequentemente chamado um
grupo de transformacgoes de M.

1.29 Definigao. Quando G é um grupo topoldgico e M é um espaco topoldgico, consideramos ac¢oes
continuas de G em M.

Quando G é um grupo de Lie e M é uma variedade diferenciavel, consideramos ag¢oes diferencidveis de
Gem M.

O

1.30 Notagao. Frequentemente, precisamos denotar uma agao G x M — M por um simbolo explicito,
digamos ¢. Assim,

Neste caso, a acao de um elemento g € G em M serd denotada por ¢, isto é, a bijecao ¢y : M — M é
definida por

¢g(p) =9 (9,0) =g-p-
O

1.31 Proposicao. Se M ¢é um espago topoldgico, G um grupo topoldgico e ¢ uma ac¢do continua de G em
M, entao ¢4 € um homeomorfismo para cada g € G.

Se M € uma variedade diferencidvel, G um grupo de Lie e ¢ uma acao diferencidvel de G em M, entdo
¢g € um difeomorfismo para cada g € G.

Prova: Pois ((bg)_l = ¢g-1. A
A acdo de um grupo pode satisfazer diversas propriedades importantes:

1.32 Defini¢ao. Dizemos que a acdo de um grupo G em um conjunto M é
(i) transitiva se para todos p,q € M existe g € G tal que

q=9-Dp-

(ii) fiel (ou efetiva) se g - p = p para todo p € M, entao g = e.
(iii) livre se ¢g - p = p para algum p € M, entdo g = e.
O
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Em outras palavras, G age transitivamente em M se dados quaisquer p,q € M existe algum elemento g € G
que leva p em ¢; G age fielmente ou efetivamente em M se o tnico elemento de G que se comporta como a
identidade, isto é, fixa todos os pontos de M, é a identidade; G age livremente em M se G age sem pontos
fixos, isto é, qualquer elemento de G com excecao da identidade leva um ponto de M em um ponto diferente
de M.

Considerando a classe dos espagos em que G age, definimos os morfismos entre tais objetos para trans-
forma-la em uma categoria:

1.33 Definigao. Sejam M, N dois conjuntos. Dizemos que uma aplicacao F' : M — N é G-invariante
(ou G-equivariante) se ela preserva a agio, isto é, se

F(g-p)=g-F(p)

para todos g € G e p € M, em outras palavras, se o diagrama abaixo é comutativo para todo g € G:

MLy oM
IF 1
N YN

onde ¢ é a agcao de Gem M e ¢ é a agdo de G em N. [

1.5 Representacoes de Grupos de Lie

No que segue, K = R,C. Seja V um espago K-vetorial e GL (V') o grupo dos isomorfismos de V. Se V tem
dimensao finita n, GL (V') é isomorfo ao grupo linear geral GL,, (R) se K = R e ao grupo linear geral GL,,(C)
se K = C. Vdrios grupos de Lie sdo subgrupos de GL (V') (mas nem todos; todos os grupos de Lie compacto
s80), o que leva naturalmente & teoria de representagdes de grupos de Lie:

1.34 Definigao. Se G é um grupo de Lie, uma representagao de G é um homomorfismo diferencidvel
p:G— GL(V).
Se p é injetiva, dizemos que a representacao é fiel. [J

Quando a representacao p é fiel G = p(G), isto é, G é efetivamente isomorfo a um subgrupo de GL, (R)
ou de GL,, (C); assim, neste caso G é realmente representado por um grupo de matrizes. Como todo grupo
de Lie compacto ¢é isomorfo a um subgrupo matricial, todo grupo de Lie compacto possui pelo menos uma
representacao em algum espacgo vetorial de dimensao finita igual & dimensao do grupo.

1.35 Exemplo. O grupo de rotacdes em duas dimensdes S! possui duas representacoes titeis:
p:Sl — Uy CGL1((C),
U:Sl —)SOQCGLQ(R)

A primeira age em R? = C por multiplicacdo complexa e a segunda age em R? por multiplicacdo matricial.
O

1.36 Exemplo. O grupo de recobrimento universal de SLy(R) é um exemplo de um grupo de Lie que nao

possui nenhuma representacgao fiel, portanto ndo é isomorfo a um subgrupo de matrizes reais ou complexas.
O
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1.37 Proposicdo. Uma representacio p : G — GL (V) de um grupo de Lie G em GL (V) corresponde a
uma acdo linear de G sobre o espaco vetorial V'

Prova: De fato, como p é um homomorfismo, temos

e-v=pe)v

=id (v)

|
<

(gh) -v=p(gh)v
=p(g)p(h)v
=g-(h-v).

Reciprocamente, dada uma agao linear de G em V, isto é, uma agao que satisfaz
g (xv+yw) =z(g9-v) +y(g-w),

definimos para cada g € G um isomorfismo linear p (g) € GL (V) por

Como para todo v € V' temos

segue que
p(gh)=p(g)p(h)

e portanto p é um homomorfismo de grupos. B

O objetivo da teoria de representacoes nao é apenas determinar quando um grupo de Lie possui uma
representacao e qual é ela. Em geral, um grupo de Lie possui varias representacoes diferentes. O objetivo
é determinar a menos de isomorfismos quais sdo estas representagoes. Para classificar representacoes, isto
é, dizer quando duas determinagoes sao essencialmente a mesma, definimos a nogao de equivaléncia de duas
representagoes da seguinte forma:

1.38 Definigao. Se G é um grupo de Lie, duas representagoes de G
p:G— GL(V),
oG — GL(V),

sdo equivalentes se existe um isomorfismo 7 : V — V tal que

Tp(g)=p"(9)T

para todo g € G, ou, na linguagem de acoes,

T(g-v)=g-(Tv)

a acao de G sobre V no lado esquerdo desta equagao sendo dada por p, enquanto que no lado direito a agao
é dada por p'. O
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Em outras palavras, para todo g € G vale

P (g)=T""p(g)T.

Pensando em termos de matrizes (uma vez fixada uma base para V'), as matrizes p’ (g) e p (g) sdo semelhantes
para todo g e através da mesma mudancga de coordenadas dada pelo isomorfismo T'. Assim, as a¢des dadas
pelas duas representacoes p, p’ de G em GL (V) séo essencialmente as mesmas, pois diferem apenas por uma
mudanca de coordenadas em V.

1.39 Definigao. Sejam V, W espagos vetoriais e

pv :G— GL(V),
PW - G — GL (W) s
representagoes.

Dizemos que um morfismo linear T': V' — W é G-equivariante se ele preserva a agdo de G dada pelas
representagoes:

T(g-v)=g-T(v),

ou seja,
T (pv (9)v) = pw (9) T (v)
para todos g € G,v € V.

T é também chamado um entrelacador (ou operador de entrelacamento).
O subespago dos morfismos lineares G-equivariantes em Hom (V, W) serd denotado por

HOHIG (V, W) .

O

1.5.1 Representacoes Irredutiveis

Podemos criar novas representacoes a partir de representagoes dadas:

1.40 Definigao. Seja G um grupo de Lie e p1, ..., pi representacoes de G agindo sobre os espagos vetoriais
Vi,..., Vi, respectivamente.

Sua soma direta é a representacao p; @ ... @ p agindo sobre a soma direta V; @ ... ® V), dos espagos
vetoriais definida por

(Pr1 @ ... ®pr)(9) (v1,--,08) = (p1(9) v1s- - -5 pr (9) VK) -

Seu produto tensorial é a representagao p; ® ... ® pg agindo sobre o produto tensorial V3 ® ... ® V. dos
espacos vetoriais definido por

(P ®...Qpk)(9) (11 ®...0u)=p1(9v1®...Q pr(g) vk
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Em termos de agoes

g'(vla"'avk):(g'vlv"'ag'vk)

g- (M R..QUE) =g 11®...Q¢" V.

Em termos matriciais, uma vez escolhidas bases B1,..., By para Vi,..., Vi, se B =B & ... P By temos

[p1(9)]s,
P1@...®pr(9))s = )
[k (g)]Bk

isto é, a matriz de p1 @ ... ® pi (¢9) na base B é uma matriz em blocos.

1.41 Definigao. Seja p: G — GL (V') uma representagao.
Dizemos que um subespago W de V é invariante sob a acao de G definida por p se

g-wew

para todo w € W e para todo g € G.
Dizemos que p é uma representagao irredutivel se os tnicos subespacos invariantes de p sao os
subespacos triviais 0 e V. O

Em outras palavras,
g WcWw

para todo g € G. Em particular, dado w € W, temos
qg- (g_1~w) =ec-w=w,

de modo que, como g~!-W C W, temos ¢g- W D W também. Concluimos que W é invariante sob p se e
somente se

g-W=W

para todo g € G. Se W tem dimensao finita, segue que p (g) |w € GL (W) para todo g € G.
Representagoes irredutiveis sdo os elementos de construcao de representacoes de grupos de Lie. Se W é
invariante sob p, entao existe uma subrepresentacao de G agindo em W

pw : G — GL (W)

dada por
p(9)=pr(9)lw.

Quando uma representagao é irredutivel, ela ndo possui nenhuma subrepresentagdo prépria nao nula. Se
V=Vie...eV;
é uma decomposicao em soma direta de V' por subespagos invariantes sob p e denotamos

Pk = plw,

entao podemos escrever
p=p1D...Dpk.
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1.42 Definicao. Dizemos que uma representacao de um grupo de Lie é completamente redutivel se ela
¢ isomorfa a uma soma direta finita de representagoes irredutiveis. [

Observe que em particular uma representagao irredutivel é completamente redutivel.

1.43 Proposicao. Se G é um grupo de Lie compacto, entao toda representacdo dele é completamente
redutivel.

Prova: Veja [Hall], p. 93. &

Os grupos de gauge que aparecem em teoria quantica de campos sdo compactos (o grupo de Lorentz da
relatividade geral ndo é compacto) e as particulas elementares correspondem a representacoes irredutiveis
de tais grupos.

1.44 Proposigao. Toda representacao sobre um espago vetorial unidmensional € irredutivel.
Prova: Pois os tnicos subespagos de um espago vetorial unidimensional V sao 0 e V. R

1.45 Teorema (Lema de Schur). Sejam V' um espago vetorial complexo e p : G — GL (V) uma repre-
sentacdo irredutivel.
Se T € Homg (V) (isto é, T é G-equivariante com relag¢do a agdo dada por p), entdo

T = \id

para algum A € C.
Prova: Como V é complexo, T possui pelo menos um autovalor A. Seja
W = ker (T — \id)

o autoespago associado a A\. Se v € W, entao

de modo que p(g)v € W também, de modo que os autoespagos de T sdo invariantes pela representagao p.
Como p ¢ irredutivel, concluimos que W =V e portanto 7' = Aid. B

1.46 Corolario. Qualquer representacao irredutivel de um grupo de Lie comutativo € unidimensional.
Prova: Pois qualquer p (¢) comuta com todos os outros, logo p(g) é um miltiplo da identidade. W

1.47 Corolario. Toda representacdo de um grupo de Lie comutativo compacto € isomorfa a uma soma
direta de representacoes unidimensionais.

Outra maneira de ver isso é lembrar que operadores que comutam sao simultaneamente diagonalizaveis e no
caso irredutivel o Unico espaco invariante nao nulo é V.

1.6 Representagoes Unitarias

No caso de representacoes complexas, as mais interessantes do ponto de vista da Fisica Quantica sao aquelas
que preservam o produto hermitiano:

1.48 Definicao. Seja V um espago vetorial hermitiano de dimensdo n. Dizemos que uma representaciao
p: G — GL (V) é unitaria se
p(G) CcU(n).

O
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Em outras palavras, p (g) é um operador unitario para todo g € G, isto é,
(p(9) v, p(g)w) = (v,w)
para todo g € G e para todos v,w € V.

1.49 Teorema. Toda representa¢ao unitdria em um espaco hermitiano de dimensao finita é completamente
redutivel.

[©N

Prova: Seja p : G — GL (V) uma representagdo unitdria em um espaco hermitiano V. Se p néo
irredutivel, entdo existe um subespaco invariante sob a ac@o de p, préprio e ndo nulo, W C V. Como p
unitaria, segue que W também é invariante sob a acdo de p, logo

[©

p=pw Dpwer.

Se pw e py1 sao irredutiveis, isto termina a demonstracao. Caso contrario, aplicamos o mesmo argumento
a pw e/ou py; como a dimensdo de V é finita, eventualmente o argumento termina e obtemos uma
decomposicao em soma direta finita

pP=p1D...D pk-

1.50 Teorema. Se G € um grupo de Lie compacto, toda representacao € equivalente a uma representacao
unitdria.

1.51 Exemplo (Aplicacdo em Fisica Quéantica). Quando temos um grupo G agindo em um sistema
quantico, isto é, em um espaco de Hilbert hermitiano de estados V', ele age através de uma representacao
unitéria p : G — GL (V). Em particular, podemos escrever p(g) = e?* para uma matriz anti-hermitiana A,
ou seja, a dlgebra de Lie de U (n) é o subespago das matrizes anti-hermitianas (como veremos no préximo
capitulo). Ao invés de usarmos A, podemos usar B = 4, que serd uma matriz hermitiana, e operadores her-
mitianos correspondem a observaveis em mecanica quantica, cujos autovalores podem ser experimentalmente

medidos. O

1.7 SU(2) é um recobrimento duplo de SO(3)

Mostraremos que existe um homomorfismo
p: SU2 — SOS

que é um recobrimento duplo. Como SUj é difeomorfo a S? (veja [Naber], p. 38, Teorema 1.1.4), isso também
implicard que SOz é difeomorfo a RP?, como veremos (veja também [Hall], p. 21, Proposicio 1.17). Isso
implica que Vendo SO3 como um subgrupo de GLj3 (C), este homomorfismo também é uma representacao
de SO3 em GLj3 (C).

Lembre-se que SUs consiste das matrizes unitarias complexas 2 x 2 com determinante 1, isto é, das
matrizes que satisfazem U*U = I, onde a transposta conjugada ¢é definida por

(A*)ij = Tﬂ

O espago vetorial real V' das matrizes complexas hermitianas (autoadjuntas, isto é, A* = A) 2 x 2 com
traco nulo é isomorfo a R?. De fato, um elemento de V tem a forma geral
3 b — 2%

X = .
2! + 23 —g3
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¢ as matrizes de Pauli

o1
1701 0]
o —i
N A O
1 0
03__0 _17

22

formam uma base para este espaco, isto é, X = z'oy + z202 + 2303. Com esta identificacdo, o produto

interno canénico de R? pode ser calculado como
1
(X,Y) = §tr (XY)

como pode ser verificado por cédlculo direto.
Defina para cada U € SUs um operador linear ®;; : V. — V por

oy (X)=UXU.
De fato, como U é unitario, temos
(UXU =(U Y XU*=UXxU""!
e, usando a propriedade do trago do produto tr (AB) = tr (BA),
tr (UXU ') =tr (UT'UX) =tr X =0,
de modo que @y (X) € V. Afirmamos que a aplicacdo
U+— Oy

é uma representacao

p:SUy — GL (V).
Com efeito, para ver que p (U Usz) = p (Ur) p (Uz), isto é, que
Qu,u, = Pu, © Py,
é s6 notar que
Dy, (X) = (U1U2) X (U1Us) ™"
= (W) X (U507

=U, (XU Y)Y UT!
= (I)Ul [(I)Uz (X)} .

Além disso, o operador linear ®;; é uma isometria, pois

(Py (X), Py (V) = = tr (Op (X) Py (V) = %tr (Uxu'tvyu)

tr (UXYU ') =-tr (UT'UXY) = %tr (XY)

1
2
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Logo, o homomorfismo p na verdade é um homomorfismo
p: SU2 — 03 .

Como o homomorfismo p é continuo e SU;y é conexo (pois é difeomorfo a S?), segue que o homomorfismo p
no final é um homomorfismo
p: SU2 — SOg .

Ele é pelo menos dois para um, pois
Oy =d_y.

Na verdade p é exatamente dois para um, pois se p (U1) = p (Uz), entdo
p (U1U51) =id,
isto é, CIDUIU; ¢ operador identidade, o que significa que U1 Uy ! comuta com todas as matrizes X € V:

(UhUy) X (U1U) ' = X = (hUy) X = X (UL Uy) .

Uma matriz que comuta com todas as matrizes hermitianas com trago nulo s6 pode ser um miltiplo da
identidade (exercicio: basta considerar matrizes A que comutam com as matrizes de Pauli, j4 que elas
formam uma base para V, obtendo equacoes para as entradas de A cujas solugdes mostram que A tem que
ser um multiplo da identidade). Como os unicos miltiplos da identidade em SU; sdo I e —I, segue que
U1 = :tUQ

Para ver que p é sobrejetiva, é sé observar que toda rotacio em R? pode ser representada pela conjugacao
de um quatérnio unitario. Mais precisamente, se u = ai + bj 4+ ck é um quatérnion unitario, entao a rotacao
de R? com eixo u e angulo 20 é dada pela conjugacao

R(p)=q 'pq

onde ¢ = cosf +usenf e p = (x,y,2) € R® C H (para uma demonstracio deste fato, veja [Stillwell], pp.
14-15).

Portanto, p é uma aplicacao diferenciavel sobrejetiva que identifica pontos antipodais de SUs, e é possivel
mostrar que p é um recobrimento duplo de SO3 e portanto que SO3 é difeomorfo a RP? (para detalhes, veja
[Naber], pp. 398-399). O homomorfismo p : SUs — SOj3 é chamado a aplicagao spinor. Para o significado
fisico deste homomorfismo, veja [Naber|, p. 399.

1.8 Exercicios

Para alguns dos exercicios a seguir, veja as referéncias [Hall], [Stillwell] e [Warner].
1.52 Exercicio. Prove a Proposicao 1.5.

1.53 Exercicio. Prove que o produto direto de dois grupos de Lie, considerado como a variedade produto,
é um grupo de Lie.

1.54 Exercicio. Mostre que o grupo linear geral complexo GL, (C), o grupo linear especial complexo
SL,, (C), o grupo unitério U,, e o grupo unitario especial SU,, sdo grupos de Lie e ache suas dimensoes.

1.55 Exercicio. Prove que o grupo linear geral GL,, (R) e o grupo linear especial SL,, (R) possuem exata-
mente 2 componentes conexas.

1.56 Exercicio. Prove que o grupo ortogonal O,, possui exatamente 2 componentes conexas e que SO, é
conexo.
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1.57 Exercicio. Prove que o grupo de Lorentz O 3 possui exatamente 4 componentes conexas e que SO 3
possui exatamente duas componentes conexas.

1.58 Exercicio. Mostre que o grupo de Lorentz Oy 3 e SO; 3 nao sao compactos.

1.59 Exercicio. Mostre que GL, (C), SL,, (C), U,, e SU,, sdo conexos.

1.60 Exercicio. Prove que U; é difeomorfo a S' e que SU, é difeomorfo a S3.

1.61 Exercicio. Prove que SOz é difeomorfo a RIP3.

1.62 Exercicio. Prove que U,, é difeomorfo a S! x SU,,.



Capitulo 2

Representacoes de Grupos Finitos

Grupos finitos sao grupos de Lie compactos, logo todas as suas representagoes sao completamente redutiveis.
Se eles forem comutativos, suas representacoes deles sao isomorfas a uma soma direta de representacoes
unidimensionais.

2.1 Proposicao. Sejam G um grupo finito, V. um espago vetorial complexo unidimensional e p : G —
GL (V) uma representagdo.
Entdo p(g) € a multiplicacio por um nimero complexo, de modo que a representacdo p pode ser vista
simplesmente como uma funcdo complexa
p:G—C

que satisfaz p (gh) = p(g) p(h) e p(e) = 1.
Além disso, p(g) € uma raiz da identidade, cuja ordem € algum divisor da cardinalidade de G.

Prova: Duas transformacoes lineares em um espaco vetorial complexo unidimensional sdo equivalentes se
e somente se elas sao a multiplicagao pelo mesmo nimero complexo, logo a classe de equivaléncia de uma
representagao é determinada completamente pela funcao complexa p.

Além disso, para qualquer g € G temos

logo

2.2 Exemplo (Representagoes Irredutiveis de Z,). Se G = Z,,, para cada inteiro 0 < k < n e gerador
g de Z,, (isto é, um elemento cujas poténcias geram todos os elementos de Z,,), definimos a representagao

ik
_ 6271'15

pn (9)

b

de modo que

mk

pn(gh) = €™

Desta forma, obtemos todas as n representacoes irredutiveis distintas de Z,, em um espaco vetorial complexo
unidimensional. Mais tarde obteremos da férmula

12+...+12:n:#Zn

que estas sao todas as representagoes irredutiveis do grupo comutativo Z,,. [J

25
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2.3 Exemplo (Representacoes Irredutiveis de S3). Considere o grupo simétrico S3 como o grupo de
simetrias do triangulo. Para determinar as representagoes unidimensionais p de S3, escrevemos

p (hgh_lg_l) =1.
Se g é uma reflexao, temos g2 = e, de modo que p(g)2 =1, logo
p(g) =+£1.
Se g é uma rotacao e h é uma reflexao, entao
hgh™' =g~!

(porque (hgh_l) g = (hgh) g = (hg) (hg) = e, pois hg é uma reflexdo, composta de uma rotagdo e uma
reflex@o). Dal,

hgh™lg~t = (g71),
e como toda rotagao r em Ss é da forma r = (g_1)2 para alguma rotagao g, concluimos que
p(r)=1.
Portanto, as representacoes unidimensionais p de S3 satisfazem

(g) = 1 se g é uma rotacgao,
PYI)=Y 41 se g é uma reflexao.

Isso implica que ha apenas duas possibilidades para a funcao p : S35 — C:

p=1

e, porque o produto de uma rotacdo e uma reflexo é uma reflexdo (ou seja, se p (g) # 1 para algum reflexao
g, isto é, p(g) = —1, entdo p (h) = —1 para todas as reflexdes h),

1 se g é uma rotacao,
p(9) = { g ¢

-1 se g é uma reflexao.

Mais tarde veremos que estas sao as unicas duas representagoes unidimensionais para qualquer grupo
simétrico S,,.

Além destas representagoes unidimensionais, S3 possui a representacao natural bidimensional que é a
acdo em R? dadas pelas simetrias do tridngulo, ou seja,

p:S3 — GL (R2> = GL, (R) C GLo ((C) .

Esta representacdo é obviamente irredutivel, j4 que os tinicos subespacos invariantes sio 0 e R2.
Destas trés representagoes duas sao unidimensionais e uma é bidimensional; segue entao da equagao

12 412 422 = 6 = #8S3,
que elas sao as Unicas representagoes irredutiveis de S3, a menos de equivaléncia. [

2.4 Proposicao. Representacoes de grupos finitos em espacos vetoriais complexos hermitianos sdo comple-
tamente redutiveis.
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Prova: O argumento é o mesmo para representagdes unitdrias do capitulo anterior (Teorema 1.49). Dada
uma representacao p de um grupo finito G' sobre um espaco vetorial complexo V', basta apenas construir um
produto hermitiano em V' em relagdo ao qual p seja unitaria. Como G é finito, se (,) é o produto hermitiano
original de V' definimos o produto hermitiano induzido por p

(v,), 1= #Z (0(9) v, 0 (g)w).

geqG

Em relagdo a este produto interno, p é unitaria, De fato, para todo h € H temos

(o () v, p (B)w), = # S (0(9) p (h) v, p(g) p () w)

geG

_ # > (plgh) v, p(gh)w)

geG

~ 26 2 (s w)

keG

= (v,w).

2.1 Relagoes de Ortogonalidade

2.5 Lema. Sejam Vi,V, sdo espagos vetoriais e

p:G— GL(1n),
P2 : G — GL (‘/2) s
representacoes irredutiveis de G.
Se p1 e pa nao sao equivalentes, entdo Homg (V1, Vo) = 0.

Prova: Seja T € Homg (V1, V2). Note que os subespacos ker T e im T sdo sempre G-invariantes, indepen-
dentemente das representagoes serem irredutiveis ou nao. De fato pois se g € G é qualquer e v; € ker T,
entao

T(g-vi)=g-(Tv1)=g-0=0,

de modo que g - vy € kerT; se vy € im T, de modo que vy = Tw; para algum vy € Vi, entao
gv2=g (Tv)) =T(g v1),

de modo que g - vy € imT.

Como p; € irredutivel, segue que kerT = 0 ou kerT' = V. Este tltimo caso é equivalente a T'= 0. No
primeiro caso, como py é irredutivel, segue que imT = V5, logo T' é um isomorfismo, contrariando o fato que
p1 € p2 nao sao equivalentes. W
Em outras palavras, se nao existe um isomorfismo equivariante entre representagoes irredutiveis, entao o
dnico morfismo equivariante entre elas é o morfismo nulo.

2.6 Definigao. Dadas as representagoes p1, p2 de G em Vi, Vs, elas induzem uma representagao
PHom * G — Hom (Vl, VY2>
definindo

priom (9) T = p2(9) Tp1 (9) "
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2.7 Corolario. Nas condi¢ées do lema, dado S € Hom (V1,Va) defina T € Hom (V1, V) por

#G ZpHom

geaG

Se p1 e p2 nado sao equivalentes, entao T = 0.

Prova: Segue do lema anterior, porque T' € Homg (V1, V2). De fato

p2(9)Tpr(9) " = ( > p2(h) Sp(h )m (9)""

hGG

#GZPQ p2 (h) Spr (h) ™" p1(9)

heG

= —— pa2(gh)Spi(gh)~"
#GhEZG 9 1

sz ) Sp1 (k

keG
=T.

2.8 Corolario. Seja V espago vetorial complezo e p : G — GL (V) uma representagio irredutivel de G.
Dado S € Hom (V) defina T € Hom (V) por

# ZpHom

geG

FEntao

para

A= tr S.

dim V'

Prova: Como vimos no corolario anterior, T' € Homg (V). Pelo Lema de Schur, T'= AI. Da defini¢ao

Zp )Sp(g9)~
#GQEG
segue que
tr’l = trS,
logo

tr S =tr(Al) =AdimV.
|
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2.9 Definigao. Seja G um grupo finito. Dadas duas fungoes ¢, : G — C, definimos seu produto interno
por

<¢,¢>L2(G) = #Zéb (9) ¢ (9)-

geqG

O

2.10 Corolario (Relagoes de Ortogonalidade). Sejam Vi, Vs sao espagos vetoriais de dimensao finita e

p:G— GL(1n),
p2: G — GL (Va),

representagoes irredutiveis de G. Escolhendo bases em Vi e Va, considere os elementos das matrizes (p1 ); e

k . .
(p2); em relacdo a estas bases como fungdes complezas.
Se p1 e po sao representacoes unitdrias nao equivalentes, entao

()5 (o)) 0 =0

L2(@)

para todos i, 7, k, 1.

Prova: Segue do Lema 2.5: independentemente de S, a matriz de T tem entradas

k

T = 26 X [ @) [ (07,

9€qG j,k
de modo que, como T' = 0,
i ISR
S e @ [ 07! ] st=0
7.k geG

ara todo S? € C, para todos i,l. Vendo as equacdes acima como um sistema de equacoes lineares nas
“k ) )
variaveis Sz, segue que os coeficientes deste sistema devem se anular, ou seja,

> lp2) (9] [m (g)_lyc —0

l
geG

para todos i, j, k,l. Como p; é uma matriz unitaria, temos

[ 07 =1 ),

donde segue o resultado.
Em outras palavras, as entradas matriciais de representacoes unitarias irredutiveis nao equivalentes sao
ortogonais em L?. Como vimos, podemos escolher um produto hermitiano em V em relacio ao qual as
representagoes sao unitarias.

2.11 Coroldrio (Relagées de Ortogonalidade). Seja V' espago vetorial complezo de dimensdo finita e
p: G — GL (V) uma representacao de G. Escolhendo uma base em V , considere os elementos da matriz
p; em relagao a esta base como uma fungdo compleza.
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Se p € uma representacdo unitdria irredutivel, entdo

1
(P5:PE) 1oy = { dinn V

sei=kej=I,

caso contrdrio.

para todos i, 7, k, 1.

Prova: Segue do Coroléario 2.7 como na demonstracao do corolario anterior que

7 k _ 1k
<pj7pl >L2(G) - dlmV(s §jl~

|
Em outras palavras, as entradas matriciais de uma representacdo unitéria irredutivel ortogonais em L2 e

tem comprimento /1/n.

2.2 Carateres de Representacoes

Nesta secao V' denotard sempre um espago vetorial de dimensao finita.

2.12 Defini¢ao. Seja p: G — GL (V) uma representacao de um grupo G em um espago K-vetorial.
A dimensao de V' é chamada o grau da representacao p.
O carater de p ¢ a fungao x = x, : G — K definida por

x(g9) =trp(g).

O

2.13 Proposigao. Valem

(i)

x(e) =dimV.

(ii) x € constante nas classes de conjugagies de G (ou seja, € uma fungdo central).
(iii) Se G € um grupo finito, entdo

Prova: (ii) Temos

X (hgh™") =tr[p(h) p(g) p (h71)]
=trp(h)trp(g)trp(h™")
trp(h)tr[p(h)] "

(iii) Em relagdo ao produto hermitiano induzido por p, p é uma representagio unitdria, logo

(p(g7) vw), =(p (97" ) v,p(97") p(9)w)

=(v,p(9)w),

p
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para todos os vetores v,w € V, de modo que (usando o mesmo simbolo para a adjunta nos casos real e

complexo)
p(9)" =r(g7")-
Segue que
x(g ) =trp(g?)
=tr[p(9)’]
=trp(g)
=x(9)
|

2.14 Proposicao (Relagoes de Ortogonalidade). Se p, o sao representagoes irredutiveis nao equivalen-

tes, entdao

<X1» X2>L2(G) =0.

Se p € uma representacao irredutivel, entao

<X, X>L2(G) = ].

Prova: Segue das relagoes ortogonais (Coroldrio 2.11), pois

(X1, X2) 126y = (tT 1, 6T P2) 12y

|
2.15 Proposigao. Se

— #Z trp1 (g) tr p2 (9)

geG

. dim V dim V/ j

_ L o1 (@5 D [p2 ()]
#oL o POk 2 o

dim V/ 1 it 17

3 %Z o1 (9)]; [p2 (9)]3

i,j=1 9eG

dim V

=Y <(pl)§ ; (p2)§>L2(G)

ij=1

=0.

p:pl@@pk

€ uma decomposicao da representacao p em representacoes irredutiveis py, ..., pr entao

k
Xp = pri'
i=1

Logo, se o € outra representagdo irredutivel com cardter x,, entdo

<vaXU>L2(G) = <Xp1aXa>L2(G) oot <kavXa>L2(G) .
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Consequentemente, <XP’XU>L2(G) € o numero de termos na decomposi¢ao de p que sdo isomorfos a o. Em
particular, este numero independe da escolha da decomposicao.

Prova: A primeira identidade segue diretamente da representacdo matricial da soma direta e a segunda
segue desta. A conclusao segue das relagoes de ortogonalidade (Proposicao 2.10):

( > 1 se p; € equivalente a o,
XpisXelL2(@) =\ 0 se p; nao é equivalente a o.

|
2.16 Corolario. Duas representagoes sao equivalentes se e somente se elas tem o mesmo cardter.

Prova: Se p, o tem o mesmo carater x, entao elas tem a mesma decomposicao em representagoes irredutiveis.
De fato, se

pP=p1D...Dpk,
oc=01D...0oy,

entao
1= <X07Xa,i>L2(G) = <XaXU¢>L2(G) = <Xp7Xo,i>L2(G)
de modo que todo o; aparece na decomposicao de p e analogamente

1= <Xanpj>L2(G) = <X’ij>L2(G) = <XUVXPj>L2(G) =1

de modo que todo p; aparece na decomposicao de ¢. Em particular, [ = k.
A reciproca é 6bvia, pois duas representacoes equivalentes tem decomposicoes equivalentes. B

2.17 Corolario. Todo cardter x de uma representagdo p pode ser escrito como

X=piX1+ -+ PeXk

para cardteres ortogonais X1, - - -, Xk-
Consequentemente,

(X X) 2@y =pi+ -+ P

Em particular, p € irredutivel se e somente se (X, X) 2 = 1-

Note que p; é o nimero de vezes que uma mesma (a menos de equivaléncia) representacao irredutivel ocorre
na decomposicao de p.

2.18 Proposigao. Se
P=p1D--Dpg

€ uma decomposi¢do da representacdo p de G em V, entao

dim Homg (V) = p? +~~~+pl2,

onde p; € o numero de vezes que uma representacao irredutivel ocorre em V
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Prova: Se

p = p1 @ ‘e @ Pk
é uma decomposicao da representacao p de G em V em representacgoes irredutiveis pi,...,pr de G nos
subespacos Vi,..., Ve com V=V, & - BV e 0 é uma representagao irredutivel de G em W, temos

Homg (V,W) = Homg (V1, W) & - - - @ Homg (Vi, W)

Pelo Lema de Schur e o Lema 2.5, cada Homg (V;, W) é zero unidimensional ou dimensional, dependendo
de p; ser equivalente a ¢ ou nao. Segue da Proposicao 2.15 que

<Xp» XU>L2(G) = dim Homg (V7 W) .

Tomando V =W e p = o, o resultado segue do Corolario 2.17. B

2.3 Acoes em Espacos de Funcoes

2.19 Definigao. Seja M um conjunto e denote por

F(M)=CM ={f: M —C}

o espago vetorial das fungoes complexas em M. [J
Note que se M é um conjunto finito, entdo F (M) = CM = C#M,

2.20 Definicao. Se - é uma acao de um grupo G em um conjunto M, entao ela induz uma representagao
em F (M)
pu G — GL(F (M))

dada por

d

Vendo a representagdo como uma agao de G em F (M), escrevemos também

g-f=fog?

2.21 Proposigao. A representagao de G em F (M) € de fato uma representagao.

Prova: Temos

|

A representagao pj; nao é irredutivel em geral, pois o subespago vetorial unidimensional das funcoes cons-
tantes em F (M) é invariante por pps (se f é uma funcdo constante, f o g~! também é, e na verdade é a
prépria f). Ela s6 é irredutivel no caso trivial em que este subespago é todo F (M), isto é, quando M possui
um tnico elemento.
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2.22 Proposigao. Se M se decompde em orbitas pela acao de G na forma

M=MU...UM,

entao

PM = PM; D D Py,

onde par, € a agdo de G restrita ao subespago

F(M;) ={f: M —C: flapa, =0}

Prova: Cada fungdo f € F (M) pode ser escrita de maneira dnica na forma

f=h++l

com f; € F(M;), logo
FM)=F (M) D - &F(My).

Como M; é uma 6rbita de M pela acéo de G, cada F (M;) é invariante pela agao pas: se f; € F(M;), entdo
lpae (9) filw = (g~ fi) ()

=fi(g™" =)
=0 sex ¢ M,

de modo que pas (g) fi € F(M;) para todo g€ G. B

2.23 Proposicao (Protétipo das Formulas de Cardter). O cardter da representacdo py € dado por

XPM (g) = # {pontos fixos de g} .

1sto €,
XM(g)=#{reM: g -z =ux}.

Em particular, se G age livremente em M, entao

T

0 caso contrdrio.

Prova: Considere a base candnica
B={d,:x€ M}

para o espago F (M) onde a fungao delta de Dirac J, é definida da maneira usual por

_J 1 sey =z,
6$(y)—{0 sey # x.

De fato, estas fungoes sao claramente LI e toda fungéo f € F (M) se escreve na forma

f=> 6

zeM
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Temos 1

1 seg . y=uz istod, y=qg -z
. _ -1 — g Yy ) Y g y
(g 51)(2/)—(5@(9 y) {O beg_ly;ﬁx,lstoé,y;éga:,
ou seja,
G 0p = 0g.q-
Na base B os elementos diagonais de pys satisfazem
i 1 seg-r=ux,
pli={ gy Lo
logo
X" (g9) = tr par (g) = # {pontos fixos de g} .
|

Todas as férmulas de carater sao a generalizacdo desta férmula.
Suponha que M, N sao conjuntos finitos, com m = #M,n = #N. Note que

Hom (F (M) ,F (N)) 2 F (M x N).

De fato,
dim Hom (F (M), F (N)) = mn = dim CM**Y = dimF (M x N).

Mais que isso, podemos definir um isomorfismo natural entre F (M x N) e Hom (F (M) ,F (N)):
2.24 Proposigao. O morfismo

®:F(M x N)— Hom (F(M),F(N))

definido por

[@ () (N () = DK (2.y) f (x)

xeM

para todo K € F(M x N) e para todo y € N € um isomorfismo natural.

Prova: Para simplificar a notacao, denotemos

Como F(M x N) e Hom (F (M) ,F (N)) tem a mesma dimensdo, para provar que Px é um isomorfismo
basta provar que ®x ¢é injetiva. Suponha ®x = 0, isto é,

Z K (z,y) f(x) =0 paratodo f € F(M) e para todo y € N.
xeM
Tomando f = 6, para z € M arbitrério, segue que
> K(z,y)6. =K (z,y) =0
zeM

para todo z € M e para todo y € N, ou seja, K =0. W

Como na Defini¢ao 2.6, se G age nos conjuntos M, N e temos as ac¢oes induzidas (representagoes) par, pn
nos espagos vetoriais F (M), F (N) respectivamente, estas representagoes induzem uma representacao de G
no espago vetorial Hom (F (M) ,JF (N)) por

PHom (g)T = PN (g) TPM (g_l) .
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2.25 Proposicao. As representagées de G em Hom (F (M), F (N)) e F(N x M) sao equivalentes.
Prova: Precisamos provar que para todo g € G o diagrama abaixo é comutativo.
F(M x N) prxN(9) F (M x N)
1® $*
Hom (F (M), F(N)) " Hom ( (M), F (N))

Temos

{{® 0 parxn (9] ()} () (4) = [®prrniarx ()] @)
= [q)Kog_l (f)] (v)
=Y K(g'z,97'y) f(x),

zeM
enquanto que (usando linearidade na passagem da sexta igualdade a seguir)
{lptom (9) © @] (K)} (f) () = prom (9) [Px ()] (y)

= [,ON (9) Pxpm (9_1)] (f) ()
= pn (9) @ [par (971) ()] ()

=pn (9) @k (f) (9y)
=pn(9) D K(z.gy) f
zeM

=Y K(z,9y)pn (9) f ()
xeM

= > K (z.g) f (g7'%)
xeM

=Y K (z.97'y) f (9z)
xeM

=Y K(g'z.g'y) f(2).
rxeM

2.26 Proposigao. Se G age nos conjuntos finitos M, N, entao

dim Homg (F (M) ,F (N)) = # {G-drbitas em M x N}.

Em particular, tomando M = N,

dim Homg (F (M) = # {G-drbitas em M x M}

onde p; € o nimero de vezes que a i-ésima representacdo irredutivel de G ocorre em F (M).

Prova: Por definicao,

Homeg (F(M),F(N)) ={T € Hom (F (M) ,F(N)) : pom (9) T = T para todo g € G}.
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Pela Proposigao 2.24, para todo T' € Hom (F (M) ,F (N)) podemos escolher K € F (M x N) tal que
T=ok.
Segue da demonstragdo da proposicao anterior que

T(f)(y) =Pk (f) (v)

zeM

e que

prom (9) T (f) (y) = [pHom (9) k] (f) (v)
=> K(g'w,g7'y) f(2)

zeM
para todos g € G, f € F(M) e y € N. Portanto, se T' € Hom, (F (M) ,F (N))
Y K@y f)=> K9 'w.g7"'y) [ (2)
zeM xeM

para todos g € G, f € F(M) ey € N, de modo que, tomando f = ¢, para z € M arbitrario, concluimos que

K (z,y) =K (g7 'z,97"y)

para todos g € G, x € M e y € N. Em outras palavras, K é invariante nas 6rbitas de G em M x N, donde
segue o primeiro resultado.
O 1ltimo resultado segue da Proposigao 2.22. B

2.27 Exemplo. Considere o grupo de permutagoes .S,, agindo no conjunto de n elementos
M={1,...,n}.
Em M x M, hé duas orbitas:

(M x M), = {(i,i) : i € M},
(M x M), ={(i,j) :i.j € M e i #j}.

De fato, se i # k podemos encontrar uma permutacao o tal que o (i) = k, logo o leva (4,4) em (k, k) quando
consideramos S, agindo em M x M, portanto (M x M), é uma tnica érbita em M x M. Da mesma forma,
se i # j e k # 1, existe uma permutagio o tal que o (i) = k e o (j) =, logo o leva (i,7) em (k,1), portanto
(M x M), também é uma tnica érbita em M x M.
Segue que
dim Homg, (F(M)) = 2.

Como
2=1%2+12,

concluimos que existem duas representagoes irredutiveis em F (M).

Uma delas ¢é a representacao unidimensional trivial correspondente as fungoes constantes. Consequente-
mente, a outra deve ser (n — 1)-dimensional. Assim, F (M) = C{Ln} se escreve como a soma direta de
dois subespacos invariantes pela acao de S,

FM)=Vi® Vs,

comdimV; =1ledimVo=n—1.
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2.4 A Representacao Regular

Quando M = G e agdo de G em G é a multiplicacdo & esquerda, a representacdo pg de G em F(G) é
chamada a representagao regular.

2.28 Definicao. A representacao regular

pe G — GL(F(G)).

é definida por

[pc (9) f1(h) = f (97 'h).

O

2.29 Proposicao. Se p; € o nimero de vezes que a i-ésima representacao irredutivel ocorre em F(G) e n;
€ sua dimensdo, entdo

(1)

dim F (G) = #G =Y pini.

(2)

dim Homg (F (G)) = # {G-drbitas em G x G}

Prova: (1) Definigdo de p; e n;. (2) Proposigao 2.26. B
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