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Lista 6:

Exercicio 31. Sejam X,Y duas varidveis aleatérias independentes. Se XY
tomam valores inteiros, mostre que a distribuicao da soma X + Y é dada pela
convolucdo:

P(X+Y =k)=> P(X=n)P(Y =k—n)
neZ

Use esse fato para calcular a distribuicao de X+Y, supondo que X ~ Poisson(A;),
Y ~ Poisson(A;) sdo independentes.

Em seguida, prove a seguinte generalizacao, para varidveis continuas: se X,Y
(independentes) possuem densidades com respeito & medida de Lebesgue dz, de-
notadas fx e fy, entao X +Y possui densidade dada pela convolucdo de fx e fy,
definida por

(s )@= [ Feo)fols =) da (1)
Dica: Escreva P(X +Y < z) como uma integral dupla, use o Teorema de Fubini.

Exercicio 32. O objetivo desse exercicio é de dar uma prova probabilistica da
Férmula de Stirling:
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Sejam 7y, ..., 7, i.id. com Z; ~ exp(1). Mostre que para todo 0 < R < /n,
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(Dica: : use (2) por indugao.) Faga uma mudanga de variavel para obter
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onde

En(a):(n—l)log(l—i—%)—\/504-%2.

Mostre que E,(c) — 0 uniformemente em |o| < R. Conclue que VR > 0,
1 nn—i-fe n +R o2 nn—l—fe n +R 52
1—— <11m1nf—/ e‘?daglimsup—/ e zdo <1,
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0 que prova (2).

Exercicio 33. “Rumo a Lei do Logaritmo Iterado”. Seja (S,),>0 0 passeio alea-
torio simples simétrico em Z.
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(1) Fixe k > 1, e mostre que E[S*] = O(n*). Deduza:
Sn

nate

— 0 q.c. (Hausdorff, 1913)

(2) Prove a desigualdade de Bernstein,
> < 3 —at tX
P(X >a) < %Izlg{e Ele™]},

e use-a para mostrar que para todo € > 0,
Sn

lim — =0 q.c.
n—oo N3 (10g n)1/2+e
Exercicio 34. Verifique as expressoes para as fungoes caracteristicas das seguin-
tes variaveis aleatorias:
e X = C (constante), p(t) = et
eitbieitn‘
o X ~U([a,b]), (t) = 75
o X ~exp(N), pt) = 125

A—it
o X ~N(m,0?), p(t) =

)
42
eltm—t /2 )

Beaucoup d’analystes, en effet, mettent au premier rang la no-
tion du continu; c’est elle qui intervient d’une maniere plus ou
moins explicite dans leurs raisonnements. J’ai indiqué récemment
[...] en quoi cette notion du continu, considéré comme ayant une
puissance supérieure o celle du dénombrable, me parait étre une
notion purement négative, la puissance des ensembles dénombra-
bles étant la seule qui nous soit connue d’une maniére positive, la
seule qui intervienne effectivement dans nos raisonnements. Il est
clair, en effet, que l’ensemble des éléments analytiques susceptibles
d’étre réellement définis et considérés ne peut étre qu’un ensem-
ble dénombrable; je crois que ce point de vue s’imposera chaque
jour davantage aur mathématiciens et que le continu n’aura été
qu’un instrument transitoire, dont l'utilité actuelle n’est pas négli-
geable [...[, mais qui devra étre regardé seulement comme un moyen
d’étudier les ensembles dénombrables, lesquels constituent la seule
réalité que nous puissions atteindre.

E. Borel, 1909 [?].



