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Probabilidade I, 2014/2 Dep. de Matemética, ICEx, UFMG

Lista 9:

Exercicio 46. Seja T, a o-dlgebra caudal associada a uma sequéncia (X,,).
Defina S, = >, _; Xj. Determine quais dos seguintes eventos pertencem a T
(0s I, C R sendo intervalos).

{X,€l,i0}, {S,el,io}, {sup|X,| =1}
n>1

{lim Sh existe} , {lim S, existe e & < c} ,
{limsuan < oo} , {limsupSn = oo} , {limsupSn > 0} ,

Qual tipo de condigao uma sequéncia (c¢,),>1 deve satisfszer para garantir que
{limsup,, Sp./cn > x} € Too?

Exercicio 47. Construa uma sequéncia (X, ),>1 e um evento A € T, que satis-
faca 0 < P(A) < L.

Exercicio 48. Seja (X,),>1 independente, e defina T, := [, o; 0(Snt1,.--).
Compare Ty, com T’ . Tem alguma inclusio? Dica: considere o caso em que
P(X, = 4™) = P(X, = —4™") = 3, e verifique se T, ¢ trivial (isto ¢, se
P(A) € {0,1} para cada A € T_).

Exercicio 49. A Lei 0-1 de Kolmogorov vale para sequéncias (X,,) de variaveis
dois a dois independentes? Dica: Sejam £ e Xo, 41 (n > 0) com valores em {£1},
todas independentes e identicamente distribuidas, com P({ = +1) = P(Xo,11 =
+1) = % Defina, para todo n > 1, Xy, 1= £Xs,_1, € estude (Xg)r>1.

Exercicio 50. Mostre que a colecao € de eventos permutéaveis forma uma o-
algebra. Quais dos eventos definidos no Exercicio 46 pertencem a €7 Mostre que
T C €, mas que T, B €.

Exercicio 51. Considere dois passeios aleatorios simples simétricos em Z2, (S, ) >0,
(S} )n>0, iniciados respectivamente em x e y. Seja I := ) 1(s,—s ) 0 nlimero
de intersecoes das duas trajetorias. Mostre que P(I = oo) € {0,1}. Obs: Pode
ser mostrado que quase certamente, I < oo se e somente se d > 5.

Exercicio 52. Considere o espago de probabilidade ([0,1),B([0,1)), A), onde A é
a medida de Lebesgue. Para todo w € [0, 1), considere a sua expansao na base 2:
w = (wy,ws,...), onde wy € {0,1}. Uma transformagao elementar de w é trocar
um numero finito de componentes w; em 1 — wy. O objetivo desse exercicio é de
mostrar que se um Boreliano B C [0, 1) tem medida de Lebesgue positiva, entao
quase todo w € [0, 1) pode ser levado para B via uma transformacao elementar.

(1) Construa, para todo k > 1, uma funcao Ry : [0,1) — {0, 1} que dé o valor
do k-ésimo digito de w . Mostre que (Ry)g>1 ¢ i.i.d.

TAs funcoes Ry, k = 1,2, ..., chamam-se funcdes de Rademacher.



14

(2) Construa, para todo k > 1, uma funcao T} : [0,1) — [0,1) tal que Ti(w)
seja o numero obtido trocando o k-ésimo digito de w, wy, por 1 — wy.

(3) Mostre que um Boreliano B € B([0,1)) satisfaz B € 0(Ry41, Ruso,--.)
se e somente se Tp(B) = B para todo k£ = 1,2,...n. Deduza que se
T.(B) = B para todo k > 1, entao \(B) € {0, 1}.

(4) Seja T? := id, T} = T}, e para qualquer Z C Z finito, T%%{m} =
TZ o T,. Mostre que se A\(B) > 0, entdo

A( g TZ(B)> —1.

ZCZ,
finito

Interprete o resultado.



