Théorie de la Mesure'

S. Friedli

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, UFMG

E-mail address: sacha®mat.ufmg.br

1. Cours donné a I'Institut de Mathématiques (UNIGE), automne 2010 et 2013.






Table des matiéres

1. Conventions

Chapitre 1. Introduction
1. L’Intégrale selon Riemann
2. L’idée originale de Lebesgue
3. La Mesure de Lebesgue sur [0, 1]
4. A propos de la bibliographie

Chapitre 2. Tribus et Mesures

Tribus

Mesures

Un Critére d’unicité

Le Théoreme d’Extension de Carathéodory
Mesures de Lebesgue-Stieltjes sur R

La mesure de Lebesgue sur R?

SERAN S

Chapitre 3. Intégrer par rapport & une mesure
Mesurabilité

Intégrer les fonctions étagées

Intégrer les fonctions mesurables positives
Propriétés vraies presque partout

Intégrer les fonctions mesurables

Intégrer par rapport a la mesure de Lebesgue
Intégrales dépendant d’un parameétre
Parenthése : intégration et probabilités

O NS T WD

Chapitre 4. Les espaces LP et LP
1. Les espaces LP
2. Les espaces L?
3. Remarques sur le cas p = 2
4. Remarques sur le cas p = oo

Chapitre 5. Suites de fonctions et approximations
1. Convergence ponctuelle et uniforme
2. Convergence presque-partout et en mesure

iii



3.
4.
d.

Convergence en norme LP
Théorémes de Densité et Approximations dans L?
Le Théoréme d’Egorov

Chapitre 6. Produits

1.
2.
3.
4.

Structure mesurable sur X x Y
Intégrer les sections

Le Théoréme de Tonelli-Fubini
Changements de Variables sur R?

Chapitre 7. Décomposition et dérivation

1.
2.
3.
4.
D.

Le Théoreme de Radon-Nikodym

La décomposition de Lebesgue
Parenthése : I’espérance conditionnelle
Dualité LP — L4

Le Théoréme de dérivation de Lebesgue

Chapitre 8. Le Théoréme Fondamental de I’Analyse

Bibliographie

84
85
86

89
89
92
94
97

99
99
106
107
113
114

121
127

S. Friedli, Théorie de la Mesure v Version: 6 janvier 2014



1. CONVENTIONS

1. Conventions

Les entiers naturels : N := {1,2,...}. Les indices i, j, k, [, m, n seront
toujours utilisés pour symboliser ses éléments.

La droite réelle : R.

La droite achevée : R := R U {400, —0c0}. Pour tout z € R on a
—00 < x < +00. Les opérations arithmétiques standards (+, — et -)
s’étendent naturellement & R . Si z € R, alors (les lignes qui suivent
doivent étre interprétées en prenant soit toujours le signe “du haut”,
soit celui “du bas”)

(£00) + (£o0) = £o0, =+ (F£oo) = (+oo) £z = oo,
(£00) - (£o0) = 400, (£00) - (Foo) = —0,

+oo siz >0,
- (+oo) = (£o0) -z =< Foo sixz <0,
0 siz=0.
Obs : On ne définit jamais “co — o0”, et la convention 0 - co = 0 jouera
un role important dans la suite.
Les rationnels : Q. Si I C R, Q; :=Qn 1.

Limites : Si z,, € R est une suite monotone non-décroissante conver-
geant vers z (évent. c0), on notera x,, /* x, ou encore lim, 1 x, = x.
De méme, si x,, € R est une suite monotone non-croissante convergeant
vers x (évent. —o0), on notera x,, \, x, ou encore lim, | x, = x.

Ensembles. Si X est un ensemble, alors P(X) dénote la famille de
tous les sous-ensembles de X ; P(X) contient aussi &. Le complémen-
taire de A € P(X) s’écrit A° := X\ A. Pour des ensembles A, quel-
conques, on a les Relations de de Morgan :

<UAQ>C:ﬂAfX, <ﬂAa>C:UAZ.
La fonction indicatrice de A est définie par
1 siA>zx,
la(z) = { ‘
0 sinon.

Si X,Y sont deux ensembles, et f : X — Y, alors pour B C Y,
fYB) := {x € X : f(z) € B}. Pour toute collection d’ensembles
B, CY,ona f7YBS) = (f"1(B,)), et

F(UB) =Ur e 7 (NBa) = (Ba)
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CHAPITRE 1
Introduction

Dans le but de prouver une affirmation concernant la convergence de
la série de Fourier, Henri Léon Lebesgue (1875-1941) fut amené a dé-
velopper une nouvelle théorie de l'intégration, qu’il présenta dans sa
theése [11], intitulée Intégrale, longueur, aire. Cette théorie s’avéra plus
tard avoir un champ d’application bien plus vaste que celle inventée
par Newton et Leibniz au 17éme siécle, et développée par Riemann et
ses contemporains au 19éme.

L’intégration au sens de Lebesgue est aujourd’hui utilisée dans prati-
quement tous les domaines des mathématiques. Elle joue un role par-
ticulierement important dans la formulation rigoureuse de la Théorie
des Probabilités (Kolmogorov, 1933) et dans la Théorie des Systémes
Dynamiques.

Ce cours expose les grands chapitres de cette théorie, comme décrite
dans la plupart des livres classiques sur le sujet. Une bréve description
bibliographique se trouve a la fin de cette introduction.

1. L’Intégrale selon Riemann

Rappelons briévement la définition de l'intégrale définie de Riemann
pour une fonction f : [a,b] — R, que I'on supposera positive et bornée
pour simplifier.

Considérons une partition 7 de lintervalle [a,b] : 79 = a < 71 <
Ty < -+ < xp,_1 < x, = b, et définissons pour chaque intervalle
I; := [x;,xi41) les deux nombres m; = inf{f(z) : x € L;}, M; =

sup{f(z) : z € I;}. On définit alors les fonctions en escalier

n—1 n—1
fﬂT ::Zmilli, f7r+ ::ZMilfiv
=0 1=0
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1. LINTEGRALE SELON RIEMANN

qui sont deux approximations de f satisfaisant f- < f < f+. On
définit alors les sommes de Riemann

n—1 n—1
I(f) =Y mal(l), I(f7) =) Mil(L),
i=0 1=0
ou /(1) représente la longueur de l'intervalle I, c¢’est-a-dire
l([a,b)):==b—a. (1.1)
(@) "
M, :
Mo
mg
my
mao
a o o b

FIGURE 1. Une fonction f : [a,b] — R et les deux ap-
proximations fF (ici, 7 = (zg = a, 1, 72,73 = b)), cor-
respondant aux sommes de Riemann 7(fZ).

La fonction f est intégrable (au sens de Riemann) si
inf I(f7) =supI(f;) <oo.

Si f est intégrable, alors la valeur commune des deux nombres ci-dessus

est notée
b
/ f(z)dx.

Le procédé qui méne a 'intégrale de Riemann d’une fonction f consiste
donc a discrétiser son domaine.

Il est bien connu que les fonctions continues sont intégrables au sens
de Riemann. Dans ce cas particulier, l'intégrale de Riemann garantit
en plus l'existence d’une primitive de la fonction f :
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1. I’INTEGRALE SELON RIEMANN

THEOREME 1.1 (Théoréme Fondamental de I’Analyse). Si f est conti-
nue, alors la fonction

z s /:f(S)ds,

est dérivable, et sa dérivée est égale & f(x). En particulier, si F' est une
primitive quelconque de f, alors

/ (@) dz = F(b) — F(a).

Méme si une fonction n’a pas besoin d’étre continue pour étre inté-
grable, 'ensemble de ses points de discontinuité ne peut pas étre trop
important : si f posséde trop de discontinuités sur un petit intervalle
I, alors les termes des sommes de Riemann pour lesquels I; C [ se
comportent mal dans la limite des partitions fines. Donc la continuité
apparait de fagon essentielle dans la définition de l'intégrale de Rie-
mann. En fait, Lebesgue a montré (on le verra dans le Théoréme 3.28)
qu'une fonction est intégrable au sens de Riemann s¢ et seulement si
I'ensemble de ses points de discontinuités est négligeable !.

Malgré son grand succés rencontré en mathématique (calcul différentiel,
géométrie analytique, ...), en physique (mécanique, thermodynamique,
...) et en ingénierie, I'intégrale de Riemann souffre de quelques défauts
importants, dont nous allons énoncer les principaux.

Passages a la limite. La notion d’intégrabilité au sens de Riemann
manque de robustesse, comme le montre ’exemple suivant. Soit x1, 7, . . .
une énumération des rationnels de lintervalle [0,1]. Définissons f, :
0,1] — R par f,(z) = 1g,(x), o Q, = {z1,...,x,}. Par le théo-
réme mentionné plus haut, chaque fonction f,, est intégrable, puisqu’elle
posséde un nombre fini de discontinuités. Par contre, la fonction limite
f(x) == limy 00 fr(2) = lgnp)(x) existe, est bornée, mais discontinue
en tout point z € [0,1]. Elle n’est donc pas intégrable.

Echange limite-intégrale. En analyse, on a souvent besoin de pou-
voir échanger une limite avec une intégrale. Le résultat suivant est un
des seuls qui donne une condition sous laquelle cet échange peut étre
fait pour l'intégrale de Riemann :

Soit f, :[0,1] = R une suite de fonctions intégrables convergeant uni-
formément vers une fonction f. Alors f est intégrable, et fol f(z)dz =

1. La définition précise d’ensemble négligeable sera donnée plus bas.
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1. LINTEGRALE SELON RIEMANN

. 1

lim,, oo fo folz)dz.

La condition de convergence uniforme est trés forte, trop pour que ce

théoréme soit vraiment utile. Pour le voir, il suffit de considérer la suite
—nT

de fonctions fu(z) := <7 (avec f(0) = 0). Il est facile de voir que f,
est intégrable (I'intégrale impropre fol fn(z)dx existe pour tout n). De

plus, comme f,(x) — 0 pour tout = € [0,1], il semble raisonnable
d’affirmer que

o0

lim fu(z)dz =0.

n—oo 0

Pourtant la convergence f, — 0 n’est pas uniforme, et il faut donc
prouver cette convergence “a la main”.

Un autre exemple de résultat dont la preuve n’utilise que des outils
classiques d’analyse mais requiert une certaine ingéniosité :

Soit f, une suite de fonctions continues sur [0, 1], telle que 0 < f,, <1,
et telle que f,(x) — 0 pour tout x € [0, 1]. Alors

/1 fa(x)dz — 0.
0

Les deux exemples précédents sont donc des cas ot I’échange de limites
1 1
lim [ fu(z)dr = / lim f,(z)dx

peut étre justifié, sans que la convergence soit uniforme.

Donc l'intégrale au sens de Riemann n’a pas de théoréme général sur
I’échange intégrale-limite, et chaque cas doit étre considéré séparément.

Non-complétude de Cfa,b]. Soit Cla,b] 'espace vectoriel des fonc-
tions continues sur [a, b]. Dans diverses situations, on s’intéresse a dé-
finir une norme sur Cla, b] & partir de l'intégrale

1= ([ 1rpar)”.

Par exemple, en analyse fonctionnelle, on s’intéresse a ce que muni de
cette norme, I'espace Cla, b] soit complet (i.e. que toute suite de Cau-
chy converge). Or il est facile de voir que la norme définie ci-dessus ne
satisfait justement pas cette propriété.

L’intégrale de Lebesgue permet d’écarter chacune de ces difficultés.
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2. L’IDEE ORIGINALE DE LEBESGUE

2. L’idée originale de Lebesgue

Comme mentionné plus haut, la définition de l'intégrale de Riemann
d’une fonction f : [a,b] — R repose sur une approximation obtenue a
partir de partitions de son domaine [a,b]. L'idée fondamentale a Iori-
gine de la théorie de Lebesgue est d’approximer la fonction par des
partitions de son ensemble image, ¢’est-a-dire f([a,b]).

Considérons une fonction f : [a,b] — R, que I'on supposera a nouveau
positive et bornée pour simplifier. Il existe alors deux nombres m < M
tels que m < f(x) < M pour tout x € [a,b]. Considérons alors une
partition IT de Uintervalle [m, M] : yo=m < y;--- <y, = M.

f(@)
Ys 1
Yq
Y3 1
Y2 1

Y1 1

FIGURE 2. La méme fonction que sur la Figure 1, ap-
proximée via un partitionnement de I’ensemble image.

A chaque intervalle [y;, ;1) correspond un sous-ensemble du domaine
de f donné par

Ji = Y, yir1)) -

On définit alors une fonction étagée associée a f et a la partition II :

n—1
=D il (1.2)
i=0
et son intégrale :

/@H = iyﬂ(Ji)‘ (1-3)

Version: 6 janvier 2014 7 S. Friedli, Théorie de la Mesure



2. L’IDEE ORIGINALE DE LEBESGUE

On dit que f est intégrable au sens de Lebesgue si

frmpf e

Sans que ¢a soit évident & premiére vue, cette nouvelle définition de
I'intégrale s’avére étre beaucoup plus générale que celle de Riemann, et
la contient comme cas particulier (dans le sens ou toute fonction inté-
grable au sens de Riemann est intégrable au sens de Lebesgue). Voyons
quelle est la principale difficulté apparaissant avec cette nouvelle défi-
nition.

Suivant le comportement de f, les ensembles J; = f~'([y;, yi+1)) peuvent
ne plus étre des intervalles, et avoir une structure compliquée. Par
exemple, si

O Pt S

alors pour tout [c,d) C [-1,1], f~!([c,d)) est une union disjointe,
infinie dénombrable, d’intervalles contenus dans [0,1]. Ou encore, si
f(z) := 14(z), ou K est Pensemble de Cantor sur [0,1], alors f~!([1 —
5,14+ 0)) = K, que l'on sait étre un ensemble non-dénombrable, nulle
part dense.

Donc pour pouvoir définir Z?;Ol y:(J;), on doit avant tout savoir définir
précisément les nombres, “¢(.J;)”. On doit donc étre en possession d'une
fonction d’ensemble £(-), qui généralise la notion de longueur pour les
intervalles, et qui coincide avec celle-ci sur les intervalles. Cette fonc-
tion d’ensemble s’appelle mesure.

La mesure devra alors satisfaire a quelques propriétés fondamentales.
Par exemple, pour la fonction (1.4), on doit s’assurer que la mesure de
f([c,d)) est égale a la somme (infinie) des longueurs des intervalles.

Dong, la construction de I'intégrale de Lebesgue se fera en deux étapes
principales. En premier lieu, on commencera par élaborer une Théorie
de la Mesure permettant de distinguer les ensembles de la droite aux-
quels on sait associer une notion de mesure, qui généralise la notion de
longueur pour les intervalles. Ces ensembles seront appelés mesurables.
Ensuite, on se restreindra aux fonctions f telles que tous les ensembles
de la forme f~1(I) sont mesurables, et I'intégration de ces fonctions par
rapport a la mesure de Lebesgue se fera en suivant les lignes décrites
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3. LA MESURE DE LEBESGUE SUR [0, 1]

plus haut.

Nous I’avons vu, pour I'intégrale de Riemann, la continuité est un ingré-
dient central, et la convergence des intégrales vers I'intégrale de la limite
n’est garantie qu’au prix d’'une convergence uniforme. Or la continuité
ne disparait pas complétement dans la théorie de Lebesgue : méme si
la continuité de la fonction n’est plus essentielle, c’est la continuité de
la mesure qui jouera un role fondamental dans tous les théorémes de la
théorie de I'intégration : des ensembles proches (dans un sens qui sera
rendu précis dans le chapitre suivant) ont des mesures proches.

Dans un but pédagogique, nous construirons la mesure de Lebesgue
sur 'intervalle [0, 1], dans la section suivante. Les méthodes introduites
dans la construction de la mesure de Lebesgue n’étant pas restreintes
aux sous-ensembles de la droite, nous les développerons en toute gé-
néralité dans le Chapitre 2. De méme, la théorie de l'intégration par
rapport & une mesure peut se faire en toute généralité ; nous y consa-
crerons le Chapitre 3.

3. La Mesure de Lebesgue sur [0, 1]

Cette section est consacrée a la construction de la mesure de Lebesgue
sur 'intervalle [0, 1]. Ce cas particulier est celui sur lequel Lebesgue a
originalement élaboré sa théorie, et il montre déja toutes les difficultés
rencontrées dans le probléme plus général de construire des mesures
sur des espaces abstraits. La construction de la mesure de Lebesgue
en dimensions supérieures sera étudiée en détails dans la Section 6 du
Chapitre 2.

Notre objectif est donc de pouvoir mesurer le plus possible de sous-
ensembles de [0, 1]. Avant de commencer, on peut se demander ce qu’on
entend exactement par mesure, et quelles sont les propriétés qu’elle doit
satisfaire. Citons de la Vallée Poussin [6] (Chapitre 2, page 1) :

“La mesure des grandeurs repose sur un axiome fon-
damental : le tout est la somme des parties. Si une
grandeur se partage en parties de méme espéce, la
mesure du tout sera la somme des mesures des par-
ties. Euclide, qui a formulé cet axiome, a fondé sur

Version: 6 janvier 2014 9 S. Friedli, Théorie de la Mesure



3. LA MESURE DE LEBESGUE SUR [0, 1]

lui la théorie de la mesure des figures de la géométrie
élémentaire et tous ses successeurs ont fait de méme 2.

Toute généralisation de la théorie de la mesure,
telle la mesure des ensembles, doit donc se propo-
ser comme premiére condition de respecter le principe
précédent.

La mesure d'un ensemble E est un nombre, positif
ou nul, attaché a cet ensemble et qui en dépend. On
exprime cette correspondance en disant que la mesure
est une fonction de l’ensemble E. D’aprés ce qui pré-
céde, cette fonction doit satisfaire a deux conditions
essentielles :

(1) Elle doit étre additive, c’est-a~dire que la mesure
d’une somme d’ensembles sans point commun deux
a deux doit étre la somme des mesures des parties.

(2) Elle doit se réduire a la mesure au sens élémen-
taire dans le cas des figures élémentaires, segment,
rectangle, etc.

La premieére de ces deux conditions, [’additivité, peut
étre étendue de deux maniéres : une fonction est ad-
ditive au sens restreint si elle n’est additive que pour
un nombre fini de termes; elle est additive au sens
complet si elle est encore additive pour une infinité
dénombrable de termes.

Le progreés essentiel obtenu par MM. Borel et Le-
besgue dans la théorie de la mesure est d’avoir réalisé
Iadditivité au sens complet. Toute la supériorité de
leur théorie vient de la. Il importe toutefois de dire que
la premiére idée de cette théorie revient a M. Borel.
L’oeuvre propre de M. Lebesgue ne commence qu’avec
les intégrales définies.”

L’additivité au sens complet dont parle de la Vallée Poussin est com-
munément appelée additivité dénombrable (ou o-additivité) : si (A,)
est une famille dénombrable d’ensembles deux a deux disjoints, alors

((UJan) =3 aan). (1.5)

2. Pour définir la mesure des figures géométriques, il faut au principe précédent
joindre celui-ci : des figures égales (superposables) ont méme mesure.
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3. LA MESURE DE LEBESGUE SUR [0, 1]

Sur les réels, la mesure est donc une généralisation de la notion classique
de longueur pour les intervalles. Or la longueur peut étre vue comme
une fonction d’ensemble

¢ : {intervalles de [0,1]} — R,
telle que pour un intervalle J de la forme [a, b, [a,b), (a,b] ou (a,b),

((J)=b—a. (1.6)

Nous commencerons par définir une fonction d’ensemble sur P([0, 1)),
c’est-a-~dire sur toutes les parties de [0, 1], appelée mesure extérieure :

o P(0,1) = Ry,
telle que
e (J)=£(J)

pour tout intervalle J. Pour obtenir ’additivité dénombrable, nous nous
verrons obligés de restreindre ¢* & une sous-famille M* C P([0, 1]) sur
laquelle (1.5) est satisfaite. Les ensembles de M* seront appelés mesu-
rables, et la restriction

Mt — Ry

la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

Les principales étapes qui ménent a la mesure de Lebesgue seront uti-
lisées & nouveau dans le Chapitre 2, lors de la construction de mesures
sur des espaces plus généraux.

3.1. Les ensembles négligeables. Pour commencer, donnons la
définition d’ensemble négligeable, mentionnée plus haut.

Un recouvrement d’un ensemble quelconque A C [0, 1] est une famille
dénombrable d’intervalles ouverts J = {I} telle que A C (J;; 1.

DEFINITION 1.2. A est négligeable si pour tout e > 0 il existe un re-
couvrement J = {1} de A tel que ), ,((I) <e.

En d’autres termes, A est négligeable si
inf Y " 4(I) =0,
el

ou l'infimum est sur tous les recouvrements de A. Par exemple, un
point A = {z} est négligeable.

Version: 6 janvier 2014 11 S. Friedli, Théorie de la Mesure



3. LA MESURE DE LEBESGUE SUR [0, 1]

3.2. Mesure extérieure. Un procédé naturel pour mesurer un
ensemble est de 'approximer par des ensembles plus simples que 1’'on
sait déja mesurer. Comme on l’a fait ci-dessus, on peut le recouvrir
par des intervalles ouverts et chercher a minimiser la somme totale des
intervalles.

DEFINITION 1.3. Soit A C [0,1]. La mesure extérieure de A est définie
par

*(A) = inf Y " (I), (1.7)
ot l'infimum est sur tous les recouvrements de A.

On peut vérifier (exercice) que les recouvrements utilisés pour définir £*
peuvent étre pris avec des intervalles quelconques, pas nécessairement
ouverts ou fermés.

La mesure extérieure est donc une fonction d’ensemble sur [0, 1], ¢* :
P(]0,1]) — R,. Pour tout A € P([0,1]), le nombre ¢*(A) est tel que
pour tout € > 0 on peut trouver un recouvrement J de A tel que

DUl —e<(A) <) ).

1e] 1e]

Les ensembles négligeables sont donc ceux pour lesquels ¢*(A) = 0.
Donnons quelques propriétés élémentaires de la mesure extérieure :

Normalisation : (*(&) = 0.

Consistance : si J C [0, 1] est un intervalle, alors ¢*(J) = ¢(.J). Prenons
par exemple J = [a, b]. Alors J peut étre recouvert par J' = (a—d, b+9),
et donc £*(J) < {(J") = €(J)+24. Puisque § est arbitraire, *(J) < £(J).
Ensuite, par définition, pour tout € > 0 il existe un recouvrement J de
J tel que €*(J) > >, €(1) —e. Or clairement, ), £(1) > £(J) (exer-

cice), ce qui montre, comme € est arbitraire, que £*(.J) > ¢(.J).

Monotonicité : si A C B, alors (*(A) < ¢*(B). En effet, tout recouvre-
ment de B est aussi un recouvrement de A.

Par exemple, pour tout A, ¢*(A) < ¢+(]0,1]) = £(]0,1]) =1 -0 = 1.
Sous-additivité dénombrable : si (A,),>1 est une famille dénombrable,
alors

5*( U An> <3 r(An). (1.8)

S. Friedli, Théorie de la Mesure 12 Version: 6 janvier 2014



3. LA MESURE DE LEBESGUE SUR [0, 1]

En particulier, si (Ay)n=12.. ~ est finie, alors

z*( LNJ An> < iz*(An). (1.9)

En effet, fixons ¢ > 0. Pour chaque A, il existe un recouvrement
{Lnx}i>1 tel que 5(A,) > ZkZI U1, ) —€/2™. 1l est clair que {I,, x }nk

est un recouvrement de J, -, A,. Donc
r(UA) <t =3 (S utw)
n>1 n,k n>1  k>1
<) (C(An) +e/27)
n>1
<Y U(Ay) e
n>1

On obtient la deuxiéme affirmation en appliquant la premiére avec
A = & pour tout k > N + 1.

La sous-additivité dénombrable implique en particulier que les réunions
dénombrables d’ensembles négligeables sont négligeables, et que les en-
sembles dénombrables sont négligeables (le contraire n’est pas vrai, voir
exercice). Aussi, £*(A) > 0 seulement si A est non-dénombrable.

3.3. Les ensembles mesurables. La mesure extérieure généra-
lise donc la notion de longueur pour les intervalles. Il nous reste a voir
si elle satisfait a la condition (1.5) d’additivité dénombrable.

La propriété de sous-additivité finie (1.9) de ¢* implique que si A, B
sont deux ensembles quelconques, alors

(*(AUB) < (*(A) + (*(B).

Si en plus ces ensembles sont disjoints, on s’attend a obtenir une égalité
(voir la citation de de la Vallée Poussin) :

(AU B) = (*(A) + (*(B) . (1.10)

Cette identité peut étre vérifiée dans certains cas simples, par exemple
lorsque A et B sont a distance positive (exercice). Ou encore, on sait
par consistance que £*([0, 1)) = 1, *([3,1]) = 3, et £*([0,1]) = 1, donc

£([0. ) + £ ([5,1]) = £ ([0,1)) (1.11)
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3. LA MESURE DE LEBESGUE SUR [0, 1]

Mais de maniére générale, on aimerait que la mesure extérieure satis-
fasse (1.10), au moins quand B = A°:=[0,1]\ A :

((A) + 05(A%) = 1. (1.12)

Cette propriété n’est malheureusement pas vraie pour tout ensemble
A C [0,1] (voir la Section 6.5 du Chapitre 2). Donc il n’y a aucun
espoir de montrer que ¢* est o-additive sur P([0, 1]).

Donc pour pouvoir utiliser effectivement ¢*, on doit la restreindre a
une sous-classe de P([0,1]). On pourrait par exemple se restreindre a
la classe des ensembles A sur lesquels (1.12) est satisfaite. On verra
(exercice) que la définition suivante, bien que plus abstraite, est équi-
valente et plus maniable :

DEFINITION 1.4. Un ensemble A C [0,1] est mesurable (au sens de
Lebesgue) par rapport a (* si

C(E)=0(ENA)+(ENA°) VE C|0,1]. (1.13)
Il est clair que si A est mesurable, alors (1.12) est satisfaite. On peut

en fait vérifier (exercice) que (1.13) et (1.12) sont deux définitions équi-
valentes de la mesurabilité.

Dans la suite, on dénotera par M* la famille des ensembles mesurables
par rapport a £*. Pour vérifier qu'un ensemble A est mesurable, il suffit
de vérifier

C(E)>0(ENA)+"(ENA°). (1.14)
En effet, I'inégalité contraire est satisfaite par sous-additivité. Com-
mencons a étudier les propriétés de M*.
LEMME 1.5. M* est une algéebre :
(1) @ € M*,
(2) Si A € M*, alors A® € M*,
(8) Si A, € M* pour tout n=1,..., N, alors Ui:[:l A, € M*.

DEMONSTRATION. Le premier point est évident. Le deuxiéme suit
de la symétrie de (1.13) par rapport a A et A°. Soient ensuite A, B €
M*. Pour montrer que AU B € M*, on utilise la sous-additivité de £* :
comme EN(AUB)={ENA}U{EN(A°NB)}, on a

'(EN(AUB)) <" (ENA)+ (" (ENA°NDB).

S. Friedli, Théorie de la Mesure 14 Version: 6 janvier 2014



3. LA MESURE DE LEBESGUE SUR [0, 1]

Donc, par la mesurabilité de B, puis par celle de A,
C(EN(AUB)) +*(EN(AUB))
<UC(ENA)+C(ENANB)+ " (EN (AU B)Y)
=0C(ENA)+(ENA°NB)+"(ENA"NB°)

=0*(ENA®°)

donc AUB € M*. La troisiéme affirmation s’obtient par induction. [J

On montre ensuite que

LEMME 1.6. St A, € M* (n=1,...,N) sont disjoints, alors pour tout
E € P([0,1]) -

CENJA) =) r(ENA). (1.15)

En particulier, £* est additive sur M* : si A, € M* (n=1,...,N) sont
disjoints, alors

e An) =) ). (1.16)

DEMONSTRATION. Pour N = 2, soient A, A, € M* disjoints, et
B := Ay U A,. Alors par la mesurabilité de A,,
C"(ENB)=0(ENBNAy) +("(ENBN AS)
=As =Aq

On peut ensuite itérer ce procédé et obtenir (1.15), qui implique (1.16)
en prenant F = [0, 1]. O

Il nous reste a vérifier que ces propriétés s’étendent a des unions infinies
dénombrables.

LEMME 1.7. M* est une tribu :
(1) @ € M*,
(2) Si A € M*, alors A° € M*,
(3) Si A, € M* pour tout n > 1, alors 5, A, € M*.

DEMONSTRATION. Les deux premiéres propriétés ont été prouvées
plus haut. Pour la troisiéme, soient A, € M*, que 'on commence par
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3. LA MESURE DE LEBESGUE SUR [0, 1]

supposer disjoints. Soit A := |, A, et By := |, <y An € M*. Pour
tout E, -

"(E)=0"(ENBY) + " (EN By)
=((ENBY)+ Y _(ENA,)

n<N
> (ENA%)+ ) (ENA).
n<N

En prenant N — oo, et par sous-o-additivité,

C(B) > ((ENA%) + ) ((ENA,)

>(ENAY)+(ENA),

ce qui montre que A € M*. Si les ensembles A,, ne sont pas disjoints, on
définit By := Ay, B, := A,NA{N---NAS_| (n > 2), qui sont disjoints,

et se réduit au cas précédent puisque |J, A, = J,, B, € M*. O

Pour finir,

LEMME 1.8. La fonction d’ensemble £* : M* — [0, 1] est une mesure :

(1) (@) =0
(2) t* est o-additive : si (A,)n>1 est une famille disjointe d’ensembles
mesurables, alors 0*(J,, An) =, (*(An).

DEMONSTRATION. Soient A, € M*, disjoints deux-a-deux, A :=
U,, An. Par sous-additivite, £*(A) < > ¢*(A,). Mais pour tout N, par
additivité et monotoniciteé, > €*(A,) = £*(U,<ny 4An) < £*(A). On

conclut en prenant N — oo. ]

Méme si M* est une classe d’ensembles sur laquelle la mesure extérieure
est o-additive, elle pourrait étre vide! Il est donc important de vérifier
qu’elle est suffisamment riche en ensemble. En particulier, on aimerait
qu’elle contienne au moins les intervalles :

LEMME 1.9. M* contient les intervalles.

DEMONSTRATION. Soit par exemple A = (a,b) C [0,1] (les autres
cas se traitent de fagon similaire), et £ C [0, 1] un ensemble quelconque.
Soit € > 0. Alors il existe un recouvrement J = {I} de E tel que
(*(E) > >, ¢(I)—e. Définissons alors les intervalles ouverts /_ := INA,
I, := 1N A° Par la définition méme de longueur pour les intervalles,

0I) = 0(1_) + ¢(L.).
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Or il est clair que {/_} est un recouvrement de £ N A, et que {1} est
un recouvrement de £ N A¢. Donc

U =D UI)+ D> UI) = (ENA) + C(ENAY).

It

Donc (*(E) > (*(ENA)+{*(ENA°) —e O

Puisque c’est une tribu, et comme elle contient les intervalles, la classe
M* contient également tous les ouverts (qui sont des unions dénom-
brables d’intervalles ouverts), tous les fermés (dont les complémentaires
sont des ouverts), et a fortiori tous les compacts. Donc M* contient,
de fait, beaucoup d’ensembles. On peut donc se demander si tous les
sous-ensembles de [0, 1] sont mesurables. Ce n’est pas le cas; nous en
donnerons un exemple d’ensemble non-mesurable dans la Section 6.5.

Meéme s’il n’existe pas de caractérisation explicite de tous les ensembles
mesurables, nous voyons que tout ensemble A C [0, 1] qui peut étre
construit est mesurable. Ici, par construit on entend construit a partir
d’intervalles, par une suite d’opérations élémentaires, & savoir : unions
dénombrables, intersections dénombrables, complémentaires.

DEFINITION 1.10. La mesure extérieure £*, restreinte auzx ensembles
mesurables M*, est appelée la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. On ’écrira
AL

Par construction, sur les intervalles, A\! coincide avec £. On verra plus
tard que \! est I'unique mesure ayant cette propriété.

Remarquons qu’a part dans la preuve de la consistance et du Lemme
1.9, on a assez peu utilisé les particularités de [0, 1] : la restriction de la
mesure extérieure a la classe des ensembles mesurables est un procédé
tout a fait général et sera réutilisé dans le Chapitre 2.

4. A propos de la bibliographie
La littérature sur la Théorie de la Mesure et de I'Intégration est vaste.

Les ouvrages les plus accessibles sont certainement le petit livre de
Bartle [1], ainsi que le livre de Kolmogorov et Fomine [10]. Le livre de
Tao [17], plus récent, est également recommandé.
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Certaines références, plus complétes, sont par exemple Folland [7],
Rana [14], ou le livre classique de Rudin [15]. Trés précis, 'ouvrage de
Gapaillard [8], ou encore celui de Bauer [2].

Comme la Théorie de la Mesure est intimement liée a la Théorie des
Probabilités, ces deux théories sont souvent développées en paralléle.
Les ouvrages classiques de Billingsley [3], Durrett [13| ou de Shiryaev
[16] en sont un bon exemple. Une autre bonne référence est le livre de
Neveu [12].

A titre de complément, on pourra également consulter I'ouvrage plus
ancien de Halmos [9], le double pavé de Bogachev [4], ainsi que le livre
original de Lebesgue [11], ou celui de de la Vallée Poussin [6].

Pour un texte profond, avec une approche historique particuliérement
détaillée, on pourra consulter 'ouvrage de Bressoud [5].
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CHAPITRE 2

Tribus et Mesures

Dans l'introduction, la recherche d’une fonction d’ensemble o-additive
sur [0,1] a conduit a distinguer une classe M* de sous-ensembles ap-
pelés mesurables, formant une tribu. C’est en restreignant la mesure
extérieure /* aux mesurables que nous avons obtenu la mesure de Le-
besgue. Le triplet ([0, 1], M*, £*) est appelé espace mesuré.

On pourrait passer maintenant a I'intégration des fonctions f : [0, 1] —
R. Or la structure “(ensemble, tribu, mesure)” peut étre définie sur des
ensembles plus abstraits que [0, 1]. En fait, la construction de la plus
grand partie de la théorie de I'intégration selon Lebesgue est basée sur
les propriétés élémentaires de la mesure, essentiellement 'additivité dé-
nombrable, et non sur la structure détaillée de I’ensemble sous-jacent.
On a donc avantage, avant de passer a l'intégration des fonctions sur
[0, 1], a développer la théorie de la mesure sur des espaces plus géné-
raux.

Ceci sera fait dans le présent chapitre : nous définirons les espaces
mesurés (X, F, u) abstraits, donnerons leurs propriétés et le moyen de
les construire. Dans le chapitre suivant, la théorie de 'intégration par
rapport a p sera développée en toute généralité, pour des fonctions a
valeurs réelles f : X — R. Cette théorie contiendra l'intégration des
fonctions f : [0,1] — R par rapport a la mesure de Lebesgue comme
cas particulier.

1. Tribus

Soit X un ensemble. Comme précédemment, nous noterons P(X) la
famille des parties A C X. On suppose toujours que & € P(X). Le
complémentaire d'un ensemble A € P(X) s’écrira A° := X\ A.
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1. TRIBUS

DEFINITION 2.1. Une famille de sous ensembles de X, F C P(X), est
une tribu® si elle satisfait aux conditions suivantes.

(1) @ € 7.
(2) Si A€ F, alors A° € F.
(3) Si A, € F pour tout n, alors |, A, € F.

Les éléments de F sont appelés ensembles mesurables, et la paire (X, F)
est appelée espace mesurable®.

a. Dans la littérature, on trouve aussi o-algébre, ou o-algébre de Boole. En an-
glais : o-field, o-algebra.

b. On peut interpréter cette terminologie en sachant que les ensembles mesu-
rables sont ceux auxquels on pourra associer une mesure. Une tribu peut donc étre
considérée comme le domaine d’une mesure.

Observons que (1) et (2) impliquent que X € F. De plus, par (2) et
3), N, 4An = (U,, A%)° € J. Donc une tribu est une famille d’ensembles
qui contient X, et qui est stable sous complémentaires, sous unions dé-
nombrables et sous intersections dénombrables.

La tribu la plus simple sur un ensemble X est la famille F := {@&, X'},
appelée tribu triviale. Ensuite, si £ C X est non-vide et différent de
X, alors ¥ := {@, X, E, E°} est aussi une tribu, contenant quatre en-
sembles mesurables.

En général, une tribu contient “beaucoup” d’ensembles. Il est clair que
la tribu la plus riche en sous-ensembles de X est celle qui contient
tous les sous-ensembles : F := P(X), appelée tribu discréte. Cette tribu
est utilisée en général quand X est fini ou dénombrable, par exemple
quand X = N. Mais quand X n’est pas dénombrable, la tribu discréte
contient trop d’ensembles et n’est en général pas utilisable .

EXEMPLE 2.2. La famille F contenant les sous-ensembles £ C X tels
que ou F est dénombrable, ou E° est dénombrable, est une tribu (exer-
cice).

Dans la pratique, on a souvent besoin qu’une tribu contienne certains
ensembles particuliers. Sur les réels par exemple, il est naturel de vouloir
une tribu qui contienne les intervalles, et on peut se poser la question :
sur X = R, quelle est la plus petite tribu qui contient les intervalles?
Il existe un procédé simple permettant de répondre a cette question :

1. Nous verrons plus loin qu’il n’est en général pas possible de définir une mesure
sur tous les sous-ensembles de X.
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LEMME 2.3. Soit € C P(X) une famille de sous-ensembles. Il existe

une tribu minimale contenant C, que l’on notera o(C), appelée la tribu
engendrée par C. Elle est donnée par o(C) :== ({A: A D C,A tribu}.

Ce procédé sera utilisé surtout pour définir des tribus sur des ensembles
de nature continue, comme dans ’exemple suivant :

EXEMPLE 2.4. Considérons X = R% Soit O la famille des ouverts
de R? (par rapport & la métrique de la distance Euclidienne). La tribu
B(R?) := ¢(0O) s’appelle la tribu des ensembles Boréliens, ou simplement
la tribu des Boréliens. On peut aussi définir les Boréliens de n’importe
quel sous-ensemble de R?. Par exemple, B([0, 1]).

En général, si X est un espace topologique (par exemple un espace mé-
trique) dont les ouverts sont notés O, on appellera également B(0) :=
0(0) la tribu des Boréliens.

EXEMPLE 2.5. Considérons ensuite le cas X = R, c¢’est-a-dire I'espace
des suites de nombres réels, x = (x1,zs,...). Soit m, : R® — R" la
projection canonique définie par m,(z1,za,...) := (21,22,...,2,). Pour
tout n > 1, on pose €, := 1 (B(R")). Alors € :=J,~, C, est appelée
I'algébre des cylindres. On définit alors une tribu sur X par F := o(C).

EXEMPLE 2.6. Soient (X, ) et (Y, G) deux espaces mesurables, et
XxY ={(r,y):zeX,yeY}

leur produit cartésien. On peut définir une tribu naturelle sur X x Y
en considérant la famille des rectangles

R:={AxB:AeTF Be§}.

Alors, F®G := o(R) est la tribu produit. L’espace mesurable (X XY, F®
9) est I’espace produit. Les produits seront étudiés dans le Chapitre 6.

REMARQUE 2.1. Il est important de souligner que le procédé décrit
dans le Lemme 2.3 est utile pour introduire des tribus jouissant de
certaines propriétés, mais non-constructif : en général, on ne peut pas
caractériser exactement les ensembles contenus dans o (C).

EXEMPLE 2.7. Une application permet de lever une structure me-
surable d'un ensemble sur un autre ensemble. Soit X un ensemble,
(Y,G) un espace mesurable, et f : X — Y une application. Alors
F7HG) == {fYG) : G € G} est une tribu sur X, appelée la tribu
engendrée par f.
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1.1. Applications Mesurables.

DEFINITION 2.8. Soient (X, ), (Y,9) deuz espaces mesurables. Une
application f : X — Y est dite (F,G)-mesurable (ou plus simplement
mesurable) si la préimage d’un mesurable est un mesurable, c’est-a-dire
si B € G implique f~'(B) € F.

La facon dont on définit la mesurabilité d’une application rappelle la
continuité en topologie : si (X,X), (Y,Y) sont deux espaces topolo-
giques (X et Y sont les ouverts de X, resp. V'), une fonction f : X - Y
est dite continue si la préimage d’un ouvert de Y est un ouvert de X.

Il est facile de vérifier que la composition de deux fonctions mesurables
est mesurable. Pour vérifier qu’'une fonction est mesurable on utilisera
souvent le résultat suivant :

LEMME 2.9. Soient (X,5F), (Y,9) deux espaces mesurables, et soit f :
X — Y. Siune famille € C P(Y) est telle que o(C) = G, et telle que
FHC) € F pour tout C € €, alors f est (F,G)-mesurable.

DEMONSTRATION. Gy :={B € §: f~}(B) € F} C § est une tribu.
Comme elle contient €, elle contient aussi ¢(€). Donc Gy = G. O

En particulier, une application continue entre deux espaces topolo-
giques (X, 0x), (Y, 0y), est (B(Ox), B(Oy))-mesurable.

2. Mesures

DEFINITION 2.10. Soit (X, F) un espace mesurable. Une fonction d’en-
semble p : F — [0, +00] est une mesure si elle satisfait aux conditions
survantes :

(1) p(2) =0,

(2) 1 est o-additive : si A, est une suite d’ensembles mesurables
deuz-a-deux disjoints alors

p(UAn) = nlAn). (2.1)

Le triplet (X, F, ) est appelé espace mesuré.

En particulier, (2.1) implique que p est additive : si A, B € F sont dis-
joints, alors u(AU B) = u(A) + u(B).

En général, la construction d’un espace mesuré non-trivial est une
tache délicate. En particulier, notre premier exemple d’espace mesuré,
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([0, 1],M*, £*), a utilisé plusieurs propriétés fondamentales de la droite.

Parmi les facons triviales de définir une mesure sur un ensemble X,
mentionnons les exemples suivants. Si p(A) := 0 pour tout A € 7,
alors u est une mesure. Ou encore, si u(A) :=0si A = @, +0o0o sinon,
alors u est aussi une mesure. Passons a des exemples plus intéressants.

EXEMPLE 2.11. Sur X muni d’une tribu quelconque, fixons x € X et
définissons, pour tout A € F,

0:(A) = 14(x).
Alors §, est une mesure appelée masse de Dirac en z.

EXEMPLE 2.12. Si A € J est un ensemble fini, posons p.(A) :=
card(A). Si A est infini, p.(A) := +o00. Alors pu. est appelée mesure
de comptage. Sur (N, P(N)), u.(A) compte simplement le nombre de
points contenus dans A.

EXEMPLE 2.13. On peut généraliser la mesure de comptage en consi-
dérant une famille de nombres non-négatifs p = (p(k))ren, et définir
pp(A) == 4 p(k). La mesure de comptage correspond a p(k) := 1.

EXEMPLE 2.14. Soit (X, F, 1) un espace mesuré, (Y, G) un espace me-

surable. Une application mesurable f : X — Y permet de transporter
i de X sur Y. En effet,

vi=po f
définit une mesure sur (Y, G), appelée transport de u par f.

On verra que certaines propriétés d’un espace mesurable (X, F, ;1) peuvent
dépendre fortement de la masse que la mesure associe a l'espace tout
entier. La mesure est finie si u(X) < oo, et o-finie si il existe une suite
X, € F, u(X,) < oo, telle que X = J,, X,,. La mesure de comptage
sur (N, P(N)) est o-finie. Dans I’'Exemple 2.13, en prenant p(k) = k=2
on obtient une mesure pu, finie. Par contre si p(k) = € > 0, alors p,
est seulement o-finie. La mesure de comptage sur ([0, 1], P([0, 1])) n’est
pas o-finie 2.

Une mesure est une probabilité si (X)) = 1; dans ce cas, (X, F, u) est
appelé espace de probabilité. Par exemple, ([0, 1], M*, £*) est un espace
de probabilité, qui modélise I'expérience qui consiste a tirer un nombre
x € [0,1] au hasard (uniformément). Dans I'Exemple 2.13, on obtient

2. En effet, si elle Pétait, cela signifie que [0,1] pourrait s’écrire comme une
union dénombrable d’ensembles finis, ce qui est impossible puisque [0, 1] n’est pas
dénombrable.
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un espace de probabilité si p satisfait a la condition ), p(k) = 1.

Nous commencerons par donner quelques propriétés générales de la
mesure, puis passerons ensuite a la construction de mesures.

2.1. Continuité. Dans cette section et la suivante, on suppose
donné un espace mesuré (X, F, u).

Si A, € F est une suite croissante (A, C A,11), alors A:=J, A4, € T,
et on écrit A,  A. De méme, si A, € F est une suite décroissante
(App1 C Ay), alors A, (A, ou A:=(), A, €T.
PROPOSITION 2.15 (Sous-additivité, continuité).

(1) St A,B € F, avec A C B, alors u(A) < u(B).

(2) Si A, € F pour tout n, alors p(lJ,, An) <Y, 1(A,).

(3) Si A, € F est croissante, A, /A, alors p(Ay) / u(A).

(4) Si A, € F est décroissante, A, \y A, et si p(A;) < oo, alors

1(An) N 1(A).

DEMONSTRATION. (1) Si C':= B\A, alors u(B) = u(A) + u(C) >
p(A). (2) On peut écrire |J, A, = U, Bn, o By = Ay, et B, =
A, N (A1 U---UA,1)¢ pour n > 2. Comme les B,, sont mesurables et
disjoints, on a u(J, A,) = >, (By). Mais B,, C Ay, et donc p(B,,) <
1(Ay), ce qui prouve la deuxiéme affirmation. (3) Observons que si
By := Ay et (pour n > 2) B, := A,\A,_1, alors les B,, sont disjoints,
A, =Ui_, Bx, et U, B, = A. Donc

() = u(\UB) = D n(Be) = Tim 3~ u(By) = lim p(A,).

(4) La suite B,, := A;\A,, est croissante et B,, /* A;\A =: B. Par (3) on
a donc lim,, u(A4,) = u(Ay) —lim, u(B,) = u(A1) — pu(B) = p(4). O

Observons que la condition p(A;) < oo dans (4) est nécessaire. En effet,
en prenant X = N avec p la mesure de comptage et A, = {n,n+1,...},
alors A, \, @, mais yu.(A,) = oo pour tout n.

2.2. Les ensembles de mesure nulle; complétude. Un fait
inévitable, en Théorie de la Mesure, est la présence d’ensembles non-
vides mais invisibles du point de vue de la mesure :

On définit les ensembles de mesure nulle :
N, ={NeF:ulN)=0}, (2.2)

S. Friedli, Théorie de la Mesure 24 Version: 6 janvier 2014



2. MESURES

Ainsi que les ensembles négligeables (par rapport a p), définis par
Neg, :={B € P(X):3IN eN,,N D B}. (2.3)

Les ensembles négligeables ne peuvent étre ignorés ; ils joueront un role
central dans toute la théorie de I'intégration. Leur propriété fondamen-
tale, facile & vérifier, est la suivante.

LEMME 2.16. Les unions dénombrables d’ensembles négligeables (ou de
mesure nulle) sont négligeables.

Dans la définition donnée ci-dessus, les ensembles négligeables ne sont
pas nécessairement mesurables. On le verra plus tard, il est souvent
nécessaire de travailler avec un espace mesuré dans lequel tous les en-
sembles négligeables sont mesurables. Dans ce cas, on dira que (X, JF, p)
est complet. Or tout espace mesurable peut étre complété, comme le
montre la proposition suivante.

PROPOSITION 2.17. Soit (X, F, ) un espace mesurable. La tribu
F, = o(FUNeg,) (2.4)
est la tribu complétée par rapport a ji. On a
F,={AeP(X):3B,B€F:BCACB, uB\B)=0}. (2.5)
Soit A € F,. Si B, B' sont comme dans (2.5), on définit

i(A) == (B) = w(B') . (2:6)
Alors Ti définit une mesure sur (X,JF,). L’espace mesuré
(Xv 357 M) = (ngjﬂaﬁ) (27)

est complet, appelé le complété de (X,F, ). De plus, i est l'unique
mesure sur (X,JF,) qui coincide avec p sur F.

DEMONSTRATION. Soit F; la famille définie par le membre de droite
de (2.5). 1l est facile de voir que F; est une tribu. Puisqu’elle contient
JF et Neg,, on a ?H C JF1. Soit alors A € F; et B,B" € F tels que
B C AC B, u(B'\B) =0. En écrivant A = B U (AN B°), puisque
BeJFet ANB®C B'\B, ona AN B° € Neg,, et donc A € ?M. Donc
F CF,.

On vérifie que le nombre 77(A) en (2.6) est bien défini, ¢’est-a-dire ne dé-
pend pas du choix de B, B’. En effet, soient C, C" deux autres ensembles
mesurables tels que ¢ C A C ', u(C'\C) = 0. Par monotoniciteé,
u(C) < p(B') = p(B). De méme, p(B) < p(C). Done pu(C) = p(B),
et aussi u(C") = u(B’).

Finalement, on montre facilement que 7z est une mesure sur (X, ;’"H) 0
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Au vu du résultat précédent, on pourra toujours supposer que les es-
paces mesurables considérés sont complets. On vérifie facilement (exer-
cice) que ([0, 1], M*, £*) est complet.

On dit qu'une propriété dépendant de x € X est vraie p-presque partout
si ’ensemble des points x € X pour lesquels elle n’est pas vérifiée est
négligeable par rapport a u. Par exemple, si f, g sont deux fonctions sur
X, alors “f = g presque partout” signifie que {z € X : f(z) # g(x)}
est négligeable.

3. Un Critére d’unicité

Une mesure peut étre vue comme une collection de nombres {u(A) :
A € F}, et on peut se demander s'il est nécessaire de connaitre tous ces
nombres pour connaitre p. En d’autres termes : est-ce que la connais-
sance de p(C') pour certains ensembles mesurables C' appartenant a
une sous-classe € C F permet de reconstruire p sur toute la tribu F?

THEOREME 2.18. Soient u et v deux mesures sur (X,F), et soit C C
F une famille d’ensembles stable par intersection (i.e. A,B € €C =
AN B e @) telle que 0(C) = F et telle que u(C) = v(C) pour tout
CecC.

(1) Si pu(X) =v(X) < oo, alors p=v.
(2) Si il existe une suite X, € C, X, / X telle que u(X,) =
v(X,) < oo, alors p=v.
La preuve sera basée sur la notion de classe de Dynkin 3.

DEFINITION 2.19. Une famille D C P(X) est une classe de Dynkin si
(1) X € D.
(2) Si A,Be€ D, AC B, alors B\A€D
(8) A, € D, A, /A implique A € D.

Observons qu’une classe de Dynkin est aussi stable sous complémen-

tation (donc en particulier @ € D) et sous intersections dénombrables
décroissantes, et que toute tribu est une classe de Dynkin. En outre,

LEMME 2.20. St D est une classe de Dynkin stable par intersections

(finies), alors c’est une tribu.

DEMONSTRATION. Soient A, € D. Si D est stable par intersec-
tions, elle est aussi stable par réunions finies, ce qui implique que

3. Dans la littérature, on trouvera aussi 'appellation classe monotone.
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By = UngNAn € D. On a By /|, An, et puisque D est une
classe de Dynkin, on a |J,, A, € D, et donc D est une tribu. O

Comme dans le Lemme 2.3 pour les tribus, on peut considérer la plus
petite classe de Dynkin §(€) contenant une famille donnée d’ensembles
C C P(X). §(C) est appelée la classe de Dynkin engendrée par €. On a
alors :

THEOREME 2.21. Si € C P(X) est stable par intersections (finies),

alors
i(C) =0(C).

DEMONSTRATION. Clairement, §(C) C o(€). Pour voir si 6(C) D
o(C), il faut vérifier que 6(€) est une tribu. Pour montrer que §(C) est
une tribu, par le Lemme 2.20 il suffit de montrer qu’elle est stable par
intersections finies.

Fixons C' € € et posons

Dy :={Be€dC):BNCe€C)}.

Il est facile de voir que D, est une classe de Dynkin. Puisque € est stable
par intersections, on a € C Dy, et donc Dy D §(€). Ceci implique que
pour tout C' € € et tout B € §(C), on a C'N B € §(C). Fixons alors
B € §(C) et posons encore

Dy:={A€d(C): ANB€C)}.

Comme avant, on montre aussi facilement que D, est une classe de
Dynkin contenant €, et donc que Dy D 6(€). Ceci implique que pour
tout A € §(C) et pour tout B € §(C), AN B € §(C). Donc §(C) est
stable par intersections. [l

PREUVE DU THEOREME 2.18 : (1) : Soit D := {A € F: u(A) =
v(A)} CF. Ona X € D,etsi A,B € D, A C B, alors comme ces
ensembles ont des mesures finies,

1(B\A) = p(B) — p(A) = v(B) —v(A) = v(B\A),
et donc B\A € D. Puis, si 4, € D, A, /A, alors par continuité,
u(A) = lim p(A,) = lim v(A,) =v(4),
n—o0 n—o0

et donc A € D. Donc D est une classe de Dynkin. Comme elle contient
C et que C est stable par intersections, on a D D §(C) = o(C) = F par
le Théoréme 2.21. Donc D = F.

(2) : Soient p,(+) == p(-NX,) et v,(+) == v(-N X,). Comme wu,(C) =
vn(C) pour tout C' € € et que p,(X) = v,(X) < 00, on peut appliquer
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(1), et conclure que u, = v,. Ensuite, pour tout A € F, on a u(A) =
lim,, pi,(A) = lim, v,(A) = v(A), ce qui prouve que p = v. O

4. Le Théoréme d’Extension de Carathéodory

Cette section décrit le moyen généralement utilisé pour construire une
mesure sur un espace mesurable. Il suit essentiellement la méthode
présentée dans 'introduction pour construire la mesure de Lebesgue sur
[0, 1], qui s’applique dans le cadre plus général d’un espace mesurable
abstrait (X, ).

4.1. Mesures extérieures.

DEFINITION 2.22. Soit X un ensemble. Une fonction d’ensemble p* :
P(X) — [0,400] est une mesure extérieure si elle satisfait aux condi-
tions suivantes :

(1) p (@) =0,
(2) St A C B, alors p*(A) < u*(B).
(3) u* est sous-additive : si (A,)n>1 est une suite quelconque, alors
(1 An) <Dt (An). (2.8)
n>1 n>1

Nous I’avons vu, la fonction d’ensemble
(*(A) == inf Y U(I), (2.9)
i

ou l'infimum porte sur tous les recouvrements dénombrables de A par
des intervalles, et ot /(1) est la longueur de Uintervalle I, définit une
mesure extérieure sur X = [0, 1]. Ce procédé peut étre généralisé :

EXEMPLE 2.23. Soit € C P(X) une famille contenant & et recouvrant
X, dans le sens ou X = |, C;, pour une suite C}, € C. Soit p : € —

[0, 4+00] une fonction d’ensemble telle que p(&) = 0. Soit, pour A €
PX),

pH(A) == ianp(Cj) : (2.10)

ou l'infimum porte sur tous les recouvrements finis ou dénombrables
de A par des éléments C; € €. Alors p* est une mesure extérieure
(exercice).

Une mesure extérieure est en général utilisée dans le but de pouvoir en
extraire une mesure. On procéde donc comme dans I'Introduction, en
la restreignant & une famille plus petite que P(X).
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DEFINITION 2.24. Soit p* est une mesure extérieure sur X. Un en-
semble A € P(X) est dit mesurable (par rapport a j1*) si

W (E) = (ENA) + p*(ENA°), YE e P(X). (2.11)

THEOREME 2.25. Soit M* la famille des ensembles mesurables par rap-
port a p*. Alors

(1) M* est une tribu.
(2) La restriction de pu* a M* est une mesure.

De plus, lespace mesuré (X, M*, u*) est complet.

DEMONSTRATION. Les deux premiéres affirmations se prouvent comme
les Lemmes 1.7 et 1.8. Il reste & montrer que (X, M*, u*) est complet.
Soit donc A € P(X) un ensemble négligeable. Il existe N € M* tel que
A C N et p*(N) = 0. Donc aussi p*(A) = 0, et pour tout £ on peut
écrire

p(E) < p(ENA)+p (ENA%) =p (ENAY) < p(E),

donc A € M*. O

4.2. Algébres et pré-mesures. Dans les cas concrets, une me-
sure extérieure est définie a partir d’une fonction d’ensemble p déja
connue sur une classe d’ensembles €, comme dans 'Exemple 2.23. Sur
[0, 1] par exemple, on a défini £* en supposant que 1'on savait calculer
la longueur des intervalles, ([a,b] := b — a.

Or en général, sans autres conditions sur la paire (p,C), on ne sait
pas si M* contient la classe originale €, et encore moins si la mesure
extérieure p* coincide avec p sur €. Nous allons donc donner plus de
structure a la fonction d’ensemble initiale.

DEFINITION 2.26. Une famille A C P(X), est une algébre (ou algebre
de Boole) si elle satisfait aux conditions suivantes.

(1) @ € A.

(2) St A€ A, alors A° € A.

(3) Si A,B € A, alors AUB € A (et donc ANB € A).

La différence avec une tribu est qu'une algebre est stable sous intersec-
tions et réunions finies.
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DEFINITION 2.27. Soit A une algébre sur X. Une fonction d’ensemble
p: A — [0,400] est une pré-mesure si elle satisfait auz conditions
susvantes :

(1) p(@) =0,
(2) Si A, est suite d’éléments de A disjoints deuzr-a-deuzx, et si
U, An € A, alors

p(U4n) =X nlan). (2.12)

n>1 n>1

Comme pour les mesures, (2.12) implique que p est additive : si A, B €
A sont disjoints, alors p(AU B) = p(A) + p(B). Mais dans le cas de
réunions dénombrables, comme A n’est pas nécessairement stable par
réunions dénombrables, il est important de supposer que |J, A, € A.

PROPOSITION 2.28. Soit p une pré-mesure sur une algebre A. Soient
p* la mesure extérieure obtenue comme en (2.10), et M* la tribu des
ensembles mesurables par rapport a p*. Alors

(1) M* D A.

(2) La restriction de p* a A coincide avec p.

DEMONSTRATION. (1) Soit A € A, et £ € P(X). Par la définition
de p*(F), pour tout € > 0 il existe un recouvrement de F par des
ensembles B, € A tel que p*(E) > > p(B,) — €. Mais, puisque p est
additive sur A, on peut écrire p(B,) = p(B, N A) + p(B,, N A°). Puis,
comme les ensembles B,NA € A recouvrent ENA,ona)  p(B,NA) >
p*(ENA). De méme, > p(B, N A°) > p*(EnN A°). Donc p*(E) >
P (ENA)+ p*(E N A°) — ¢, ce qui montre que A € M* puisque € est
arbitraire. (2) Soit encore A € A. Comme { A} recouvre A, on a p*(A) <
p(A). Pour montrer I'inégalité inverse, considérons un recouvrement
quelconque de A par une suite B, € A. Soient B), := B, N A € A.
Alors les ensembles Dy := B{ et D, := B, N (D, U...D,,_1)¢ € A sont
disjoints, et |J,, D, = A. Donc, comme p est une pré-mesure,

p(4) = p(LUDu) =D 0(D0) <3 0(B1) <D~ p(By).
Par conséquent, p(A) < p*(A), ce qui implique p*(A) = p(A). O
Comme pour les mesures, une pré-mesure sur une algébre A est dite

o-finie il existe une suite X,, € A telle que X =, X,,, p(X,,) < o0.
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THEOREME 2.29 (Théoréme d’Extension de Carathéodory). Soit A
une algébre sur X, et p une pré-mesure sur (X, A). Soit F := o(A) la
tribu engendrée par A. Alors il existe une mesure p sur (X, F), appelée
extension de p, qui coincide avec p sur A. Si p est o-finie, cette extension
est unique.

DEMONSTRATION. Soit p* la mesure extérieure associée a p, et IM*
la tribu des ensembles mesurables par rapport a p*. Comme M* D A,
on a aussi M* D o(A) = F. Soit alors p la restriction de p* & F. Par la
Proposition 2.28, u(A) = p*(A) = p(A) pour tout A € A.

Supposons que p soit o-finie. Soit v une mesure sur (X, F) qui coincide
avec i sur A. Comme A est stable sous intersections, 1 = v par le par
le point (2) du Théoréme 2.18. O

Donc par construction on sait que la mesure p, qui étend p, est en fait
donnée par p*.

5. Mesures de Lebesgue-Stieltjes sur R

La mesure de Lebesgue sur [0, 1] est construite a partir de la notion
classique de longueur pour les intervalles :

(([a,b]) :=b—a.

Plus généralement, sur la droite réelle, on peut considérer une fonction
g : R — R non-décroissante, et pondérer la mesure des intervalles a
I’aide de g :

ly([a,b]) = g(b) — g(a). (2.13)

Supposons que l'on veuille étendre ¢, a une mesure sur la droite, a
I'aide du Théoréme de Carathéodory. Puisque ¢, est définie sur les
intervalles, on souhaite 1’étendre a la plus petite tribu contenant les
intervalles, c’est-a-dire la tribu des Boréliens, B(RR). Pour appliquer le
Théoréme 2.29, on donne aux intervalles une structure d’algebre et a
{4 celle de pré-mesure.

Soit J la famille des intervalles de la droite ouverts a gauche et fermés
a droite, c’est-a-dire de la forme (a,b], (a,00) ou (—o0,b|, avec a < b
finis. Il est clair que l'intersection de deux éléments de J est & nouveau
un élément de J, et que le complément d’un élément de J peut s’écrire
comme une union finie disjointe d’éléments de J. Donc A, la famille
des unions finies disjointes d’éléments de J, est une algebre. Il est facile
de montrer que cette algébre génére les Boréliens de la droite, B(R)
(exercice).
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REMARQUE 2.2. A peut également étre vue comme la plus petite al-
gebre sur R contenant les intervalles bornés (a, b].

Soit ensuite g : R — R une fonction non-décroissante, et g(at) :=
lim, .o+ | g(2), g(a™) := lim, ,,- 1 g(z). Définissons aussi g(oco0) :=
sup, g(z) et g(—o0) := inf, g(x), qui peuvent a priori étre +oo, ou
—00. On utilise g pour définir, pour tout (a,b] € J (sans exclure les cas
a=—o00 et b=+400),

Eg((a, b]) =g(b) — g(a). (2.14)

PROPOSITION 2.30. Soit g : R — R comme ci-dessus et continue a
droite : g(a™) = g(a) pour tout a € R. Pour tout A = J;_,(an, b,] € A,
posons

p(A) == Zﬁg((aj, bj]). (2.15)

Alors p définit une prémesure sur A.

DEMONSTRATION. Un ensemble A € A peut toujours s’écrire de
plusieurs maniéres comme une union disjointe d’intervalles®. On doit
donc vérifier que p(A) ne dépend pas de la représentation choisie pour
A. Prenons pour commencer un intervalle A = (a, b}, et écrivons-le sous
la forme d’une union finie disjointe d’intervalles adjacents : (a,b] =
U?Zl(aj, bjl, ota =a; < by =ay <by...a, <b, =b. En téléscopant
les termes de la somme,

Zﬁg((aj,bj]) = Zg(b]) - g(aj)

= g(bn) — g(a1) = g(b) — g(a) = L4((a,b])  (2.16)

Soient maintenant | J, [; = Uj J; = A deux facons d’écrire A comme
union finie disjointe d’intervalles (pas nécessairement adjacents). Alors
pour chaque 7, I; = Uj I; N J;, et pour chaque j, J; = J, J; N I;. Donc,

4. Par exemple, (0,1] = (0, 3] U (3,1], ou (0,1] = (0, 3] U (3, 3] U (3, 1], etc.
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par (2.16),

7 7

=) (Zﬁg([@- N Jj))

J

S =3 (X t(nn )

Ceci montre que p est bien définie.

Par définition, p est additive sur A, et il reste a vérifier 'additivité
dénombrable. On peut se restreindre au cas d’un intervalle A = (a,b] €
J, mis sous la forme d’une union dénombrable disjointe | J, -, I, ot
I, = (ay,b,]. Puisque A peut s’écrire A = Ugil L, UU,~n In, et que
chacune de ces unions appartient a A, on peut borner, pour tout N,

p(4) = o( U L) = S o).

n=1

En prenant N — oo,

p(A) =D p(I,).

n>1

Pour montrer I'inégalité inverse, commencons par le cas ot a et b sont
tous les deux finis. Fixons € > 0. Comme g est continue a droite, il existe
a' > atel que g(a') < g(a)+e, et b, > b, tel que g(b),) < g(b,)+e/2". 11
est clair que les intervalles I! = (ay, b!,) recouvrent I'intervalle compact
[a’;b]. On peut donc en extraire un sous-recouvrement fini /], . Pour
simplifier ’écriture, supposons que ce sous-recouvrement est 17, ..., I,
que a1 < az < --- < ag, et que a1 < b;, comme sur la Figure 1.

a b, a b,
Vi \ [ \ K VK
§ ) € ) y )

)

Qr\

S

[
L
CL/
F1GURE 1. Représentation schématique du recouvre-
ment de [a’,b] par les intervalles I} = (a;,b}), j =
1 K.

g ey
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On a p(A) = g(b) — g(a) < g(b) — g(a’) + € < g(b) — g(ar) + €. Or

olbie) — glar) = 9(th) — glax) + D (9(azs1) ~ o)
< gfb) — glax) + 3 (o) ~ 9(a)
< gfbr) — glax) + 3 o6) — 9(a)) + <

Comme € > 0 est arbitraire, ceci montre que p(A) <>° -, p(1,).

Dans le cas ol une des bornes de l'intervalle A est infinie, on se raméne
au cas précédent. Par exemple, si A = (—o0, ] et I,, un recouvrement,
pour tout L > 0 on obtient, par le méme procédé que celui utilisé ci-
dessus, p((—L,b]) < >°,.<;p(l,). En prenant L — oo, p((—L,b]) —

p((—oo,b]). O

On peut maintenant considérer I'extension de p a la tribu engendrée
par A :

THEOREME 2.31. Soit g : R — R wune fonction non-décroissante et
continue & droite. Alors il existe une unique mesure j, sur (R, B(R)),
appelée mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a g, telle que

pg((a,0]) = g(b) — g(a) . (2.17)
Inversément, si p est une mesure sur (R, B(R)), finie sur les ensembles
bornés, alors en définissant g(x) := u((0,z]) pour x > 0, g(0) := 0, et
g(x) == —pu((z,0]) pour x < 0, alors g est non-décroissante, continue
a droite, et pig = [t

DEMONSTRATION. Par la Proposition 2.30, p définie en (2.15) est
une pré-mesure sur l'algébre des unions finies disjointes d’intervalles de
J. Comme R = |, . (n,n + 1], p est o-finie. Par le Théoréme 2.29, p
posséde une unique extension a la tribu engendrée par A, qui dans ce
cas coincide avec celle des Boréliens. On note cette extension .
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Inversément, si p est une mesure sur (R, B(R)), finie sur les ensembles
bornés, alors la fonction g(x) définie dans ’énoncé est non-décroissante
et continue & droite (par la continuité de p). Comme f, coincide avec
p sur les intervalles de J, le Théoréme 2.29 implique py = p. U

Puisque la mesure p, est obtenue en restreignant la mesure extérieure
de M} (les ensembles mesurables par rapport a la mesure extérieure
associéé a p) aux Boréliens, on voit que 'on peut en fait considérer p,
comme une mesure sur B(R) aussi bien que sur Mj. Or M7 peut étre
a priori plus grande que B(R).

Lorsque g = id, c’est-a-dire g(z) = z pour tout z € R, la mesure
construite dans le Théoréme 2.31 est la mesure de Lebesgue sur R; on
la notera

>\1 = Mg -

On reviendra a la mesure de Lebesgue dans la section suivante.

Pour les mesures finies sur la droite, le théoréme ci-dessus est en général
énoncé de la facon suivante, plus commune en théorie des probabilité :

THEOREME 2.32.

(1) Soit pn une mesure finie sur (R,B(R)), et soit F,(x) :=
p((—o0,z]). Alors F,, : R — Ry est non-décroissante, bornée,
continue a droite et F,(—o0) = lim,\ o F,(z) = 0.

(2) Inversément, si F': R — R, est une fonction non-décroissante,
bornée, continue o droite et F(—oo) = 0, alors il existe une
unique mesure pp sur (R, B(R)), telle que F,,, = F.

Quand g est une probabilité, F,, est appelée la fonction de répartition
de p. Ce résultat montre que ’étude d’une mesure de probabilité sur
la droite peut se réduire a celle de sa fonction répartition F),, pour la-
quelle d’autres outils d’analyse peuvent étre utilisés. Par exemple, la
convergence d'une suite de mesures de probabilité sur la droite peut
étre caractérisée par la convergence de la suite de ses fonctions de ré-
partition. Ceci est trés utilisé dans les théorémes limites en probabilité,
notamment dans la preuve du Théoréme Central Limite.

6. La mesure de Lebesgue sur R?

La construction de la mesure de Lebesgue sur la droite, dans la section
précédente, s’étend sans encombres au cas de dimensions supérieures :
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R? avec d > 2. La mesure de Lebesgue sur R?, avec d > 2, sera notée
)\d

Dans cette section nous donnerons quelques-unes de ses propriétés,
comme l'invariance sous translations, son unicité et sa régularité. Dans

le Chapitre 6, on donnera une autre construction de A%, en définissant
le produit A := M ® --- ® A\ (d fois).

6.1. Les Boréliens. La tribu naturelle sur R? est la plus petite qui
contient tous les ouverts, appelée la tribu des Boréliens (voir Exemple
2.4), B(R?) := 5(0).

Il est utile de savoir que les Boréliens peuvent étre générés par des
familles d’ensembles dont la structure est plus simple que celle des ou-
verts.

Un pavé est un ensemble de la forme
P:J1><J2X-"de,

ou chaque J; est un intervalle de R. Si tous les J; sont ouverts, le pavé
est ouvert; s’ils sont tous fermés, le pavé est fermé. S’ils sont ouverts
a gauche et fermés a droite, le pavé est semi-ouvert. Une autre famille
d’ensembles est donnée par les quadrants :

Q = (—00,b1] X (—00,bg] X -+ X (—00,bg| .

Finalement, les semi-espaces sont les ensembles de la forme H} = {z :
x-e; < A}, ot A € R et e; est un des vecteurs unitaires de la base
canonique de R%.
LEMME 2.33. Considérons les familles de P(R?) définies par

P = {pavés}, Q := {quadrants} , H := {semi-espaces} ,
ou 1l est entendu que les pavés de P peuvent étre ouverts, fermés ou
semi-ouverts. Alors B(R?) = o(P) = 0(Q) = o(H).

La preuve est laissée en exercice.

6.2. La mesure. Sur [0, 1], la mesure extérieure des parties était
définie par des recouvrements dénombrables par des intervalles. En di-
mensions supérieures, on utilise les pavés (voir Figure 2).
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FIGURE 2. Recouvrement par des pavés en dimension 2.

Le volume d’un pavé P = J; X --- X Jg, dont lintervalle J; a des
extrémités a; < b; (ouvertes ou fermées), est donné par

vol(P) := H(bj —ay).

Jj=1

Soit A la plus petite algébre sur R? engendrée par les pavés (voir Re-
marque 2.2). Comme P C A C B(R?), A génére aussi les Boréliens de
RY :

o(A) = B(R?).

On peut, comme pour ¢, dans la Proposition 2.28, étendre naturelle-
ment vol(+) sur A et montrer qu’elle satisfait aux propriétés d’une pré-
mesure. L’extension de vol(-) obtenue s’appelle la mesure de Lebesgue
sur R?. Puisqu’elle est obtenue en restreignant la mesure extérieure
associée a vol(+), on la note

A= vol* .

Plus explicitement, si B est un Borélien, ou un ensemble mesurable
(par rapport a vol®),

X(B) = vol*(B) := inf » " vol(P), (2.18)

ou 'infimum porte sur les recouvrements de B par des familles dénom-
brables de pavés. En dimension d = 1, vol(+) coincide avec £(-) et vol*(-)
avec (*(+).

Notons M* C P(R?) la tribu des ensembles mesurables par rapport &
vol*, au sens de la Définition 2.24 appelée tribu des ensembles mesurables
au sens de Lebesgue. M* contient les pavés, et vol*(P) = vol(P) pour
tout pavé P.
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La mesure de Lebesgue est o-finie en toute dimension, puisque on peut
écrire R? comme d’union des pavés P, = [—n,n]?, et que le volume de
chacun de ces pavés est fini.

On sait par le Théoréme 2.25 que (R?, M*, A\?) est complet. En fait,
LEMME 2.34. (R?, B(R4), A1) = (R, M*, \?).

DEMONSTRATION. On utilise la charactérisation de la Proposition
2.17. Comme M* D B(R?), pour montrer que M* D B(R9),,, il suffit
de voir que les ensembles négligeables de (R?, B(R%), A\?) sont tous dans
M*. Soit donc N un ensemble négligeable. Donc il existe un Borélien B,
N C B, tel que AY(B) = 0. Mais alors vol*(N) < vol*(B) = A\%(B) = 0.
Comme M* est complete, N € M*.

Pour montrer que M* C B(R?),,, prenons A € M*. On peut sup-
poser que A est borné : il existe L > 0 tel que A C [-L,L]%. En
particulier, vol*(A) < oo. Pour tout & > 1, il existe un recouvrement
de A par des pavés PP tel que vol*(A) > >on vol(P{™) — 1/k. Soit
B ==y U, P Alors bien-stir B' € B(R?), B' > A, et A(B') =
A(A). On peut faire de méme pour ensemble A := [—L, L]\ A :
il existe B € B(RY), B D> AC, tel que A (B) = A%(A°). En posant
B :=[-L,L"\B°, B C Aect XY(B) = X(A). On a donc bien trouvé
deux Boréliens B, B’ tels que B ¢ A C B, M(B'\B) = 0. Donc

A€ BRI, O

6.3. Invariance et Unicité. Pour tout z € RY, définissons la
translation 0,y := y + x. Pour un Boré¢lien B, ,'B := {y : 0,y € B} €
B(R?)5. Si p est une mesure sur (R? B(R?)), on peut donc définir la
mesure translatée 6, par

O.1u(B) == u(0;'B) VB € B(RY).

THEOREME 2.35. La mesure de Lebesque est invariante sous transla-

tions :
Mot =) VreRe.

DEMONSTRATION. Pour tout pavé P, on a
0.\ (P) = \(0_,P) = vol(0_,P) = vol(P) = \(P).
Mais les pavés générent les Boréliens et sont stables par intersections.
Aussi, la suite de pavés P, := [—n,n]? est telle que \(P,) < oo, et

5. Clairement, 6, : R* — R? est continue, donc si O est un ouvert de R¢, alors
0-1(0) est un ouvert de R%. Comme les ouverts générent B(R?), le Lemme 2.9

implique que 6, est mesurable, donc que 6,1 B € B(RY).
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P, /' R% Par le Théoréme 2.18, on conclut que 0,\% et A4 coincident
sur les Boréliens. Par la Proposition 2.17, elles coincident aussi sur les
ensembles mesurables. U

Or la mesure de Lebesgue est essentiellement la seule mesure sur B(R?)
qui soit invariante par translations :

THEOREME 2.36. A une constante multiplicative prés, \* est l'unique
mesure sur (R%, B(R?)) qui soit invariante sous translations et finie sur
les Boréliens bornés.

DEMONSTRATION. Supposons que 4 est une mesure invariante sous
translations et finie sur les parties bornées de R%. Soit ¢ := u([0, 1]9).
Nous allons montrer que x = cA?. Considérons un pavé semi-ouvert
P = (0,by] x -~ x (0,b4) = [I"_,(0,b,], dont le volume vaut \4(P) =
Hle b;. Soit n un entier. On décompose P en une union disjointe de
petits pavés, obtenus par translations de Py = (0,1/n]¢ dont le volume
est 1/n?. Soit k;(n) le plus grand nombre d’intervalles disjoints, de taille
1/n, contenus dans (0, b;]. Clairement, k;(n)/n — b;, et on a

d

[T,k )/nCPCH n)+1)/n],

donc

u(ﬁm, ki(m)/n]) < u(P) < u(f[m, (ki(n) + 1)/m] ).

=1 i=1

Mais []%_, (0, k;(n)/n] est une union disjointe de translatés de Py. Comme
1 est invariante par translations,

u(}i(o, )/n]) = (Hk ) )u((0, 1/m]")
= (ITuim) " < T2

Donc, lorsque n — oo,

u(ﬁ(o,kl(n)/nD — cf[bi =c\(P).

i=1
La borne supérieure converge vers la méme limite, donc pu(P) = cA¥(P).
Comme précédemment, ceci implique p = cA9. U
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Plus généralement, considérons les transformations linéaires inversibles
de R? dans R?, notées GL(d, R). Pour toute transformation T' € GL(d, R),
det T # 0, on peut montrer (voir par exemple [7]) que \(TB) =

| det T|A\4(B) pour tout borélien B € B(R?). Donc :

THEOREME 2.37. Pour toute transformation T' € GL(d,R),
MoT = |det T|\.

En particulier, la mesure de Lebesque est invariante sous transformations
orthogonales (telles que TT" = 1), par exemple sous les rotations.

Ces résultats seront utilisés dans la Section 6.2 lorsque nous étudierons
les changements de variables pour l'intégrale par rapport a la mesure
de Lebesgue.

6.4. Régularité.

THEOREME 2.38. La mesure de Lebesque est réguliére : pour tout en-
semble mesurable A € M*,

M(A) = inf{\Y(G) : G D A, G ouvert} (2.19)
= sup{\(K): K C A, K compact} . (2.20)

Ce résultat implique que 'on peut approzimer la mesure de n’importe
quel mesurable par des ouverts le contenant, ou par des compacts qu’il
contient.

DEMONSTRATION. Soit A\g(A) := inf{\%(G) : G D A, G ouvert}.
Par monotonicité, on a A\4(A) < A4(G) pour tout ouvert G O A. En par-
ticulier, A4(A) < A\o(A). Mais puisque A\? coincide avec la mesure exté-
rieure vol* sur les ensembles mesurables, on a pour tout ¢ > 0 un recou-
vrement de A par des pavés ouverts P, tel que A4(4) > > vol(P,) —e.
En prenant G :=|J, P,, qui est ouvert, on a A*(A4) > A(G) — e. Ceci
implique A%(A) > \o(A).

Pour montrer (2.20), posons A\ (A) := sup{\(K) : K C A, K compact}.
Par monotonicité, on a A4(A) > A¢(K) pour tout compact K C A. En
particulier, A(A) > X\;(A). Pour l'inégalité contraire, on peut suppo-
ser que A est contenu dans un pavé fermé C' C R? (le cas échéant, on
peut toujours écrire A\4(A) = lim,, AX4(A N [-n,n]?)). On peut alors ap-
pliquer le raisonnement précédent a ’ensemble A := C'\ A : pour tout
¢ > 0 il existe un ouvert G O A tel que A\%(A) > A\¥(G) — e. Mais alors
K := C N G° est un compact, et

A(K) > X(C) = AU(G) > M(C) = M(A) — e = M(A) — .
Ceci implique A4(A) < A\ (A). O
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La régularité est en fait une propriété générale des mesures finies sur
R,

PROPOSITION 2.39. Toute mesure p finie sur (R%, B(R?)) est réguliére :
pour tout A € B(R?),

p(A) = inf{u(G) : G O A, G ouvert} (2.21)
=sup{u(K) : K C A, K compact} . (2.22)

DEMONSTRATION. Soit A la famille des Boréliens A tels que pour

tout € > 0, il existe un fermé F' et un ouvert G tels que F C A C G
tels que pu(G\F) < e.
On montre d’abord que A contient les fermés. Si A est fermé, alors pour
tout n > 1, considérons l'ouvert G, := J,c4 Bi/n(7). Alors G, \, A,
et donc u(G,) \; p(A) puisque p est finie. Pour tout € > 0, on peut
donc prendre F' := A et n suffisamment grand, tel que u(G,\F) =
Montrons ensuite que A est une tribu. Clairement, R? € A puisque R?
est a la fois ouvert et fermé. Si A € A alors pour tout € > 0 il existe
F Cc AcC G tels que p(G\ F) < e. Donc F© D A° D G°, et comme
w(Fe\ G°) = u(G \ F) < ¢, ceci montre que A¢ € A. Soit A, € A,
et A :=J, A, Fixons ¢ > 0. Alors pour tout n > 1, il existe un
fermé F,, et un ouvert G, tels que u(G,\F,) < ¢/2"". Soit G D A
Vouvert G := |J,,~; Gn, et la suite de fermés Fy := Ufj:l F, Cc A. On
aFy "F,et

HG\F) < 3 H(GA\R) < /2
n>1
Mais comme pu(G\Fy) N\ #(G\F), on peut prendre N suffisamment
grande de fagon a ce que pu(G\Fy) < e. Ceci montre que A € A.

Soit E un Borélien et F' C E un fermé tel que u(F) > u(F) — €/2.
Soit C,, la suite de cubes fermés (et bornés) C, := [—n,n|?. Comme
w(F N C,) 2 p(F), on peut prendre n suffisamment grand, tel que
w(FNCy) > pu(F) —e Comme K := FNC, est compact, ceci montre
que u(K) > p(FE) — e. Par conséquent, u(F) = sup{u(K) : K C
E, K compact}. O

6.5. Ensembles non-mesurables. On l’a vu, les Boréliens contien-
nent les pavés, les ouverts, les fermés, les intersections dénombrables,
les unions dénombrables d’intersections dénombrables, etc. Donc il est
naturel de se poser la question : existe-t-il des sous-ensembles de R?
qui ne sont pas Boréliens ?
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On consideére le cas de la droite pour simplifier. Nous allons présen-
ter un argument qui montre qu’il peut exister des parties de R qui ne
sont pas des Boréliens, et qui ne sont méme pas mesurables au sens de
Lebesgue. Soulignons le fait que cet argument est basé sur 1’Axiome
du Choix, et que sans lui, il n’est pas possible de prouver l'existence
d’ensembles non-mesurables (Solovay, 1970).

Considérons sur R la relation d’équivalence
r~ysr—yeQ.
Considérons alors l'ensemble des classes d’équivalences C := R/ ~.
Pour chaque classe ¢ € C, choisissons % un représentant z.. On peut
toujours supposer que z. € [0, 1]. Définissons
H:={z.:ceC}Cl0,1].

Supposons que H appartient & la classe des ensembles mesurables au
sens de Lebesgue, en particulier que A\'(H) = \(6,H) pour toute am-
plitude z, et voyons pourquoi cette hypothése méne a une contradiction.

D’abord, observons que | €0 0,H =R, et que cette union est disjointe.
En effet, si x € 6,H N0,H, alors x = 2.+ q = x» + ¢, et donc
T —Te = ¢ —q € Q, et donc z. et xo sont dans la méme classe
d’équivalence, ce qui implique ¢ = ¢, donc x, = z» et donc ¢ = ¢'.
Ensuite, si la mesure de H était nulle, alors celle de R le serait aussi,
puisque par g-additivité et invariance translationnelle,

A(R) =D A(0,H) = N (H).
qeQ qeQ
On a donc A'(H) > 0. On peut ensuite observer que puisque H C [0, 1],
on a (J,cqnpy eH C [0,2]. Mais comme AN (0,H) = AN(H) > 0 pour
tout g,
so= > N(0,H) = >\1< U eqH) < AL([0,2]) = 2,
q€QnI0,1] q€QnI0,1]

une contradiction.

On peut maintenant répondre & une question posée dans I'introduction :
comme H n’est pas mesurable, il existe une partie E C [0, 1] telle que

C(E)<("(ENH)+"(ENH?).

6. Axiome du Choix : si (€4)aer est une famille quelconque d’ensembles non-
vides, alors il existe une fonction de choix sur (€, )aer, ¢’est-a-dire une fonction qui
a chaque ensemble FE, fait correspondre exactement un élément =, € F,,.
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Puisqu’il existe des ensembles qui ne sont pas mesurables, on peut
ensuite se demander s’il existe des ensembles qui sont mesurables mais
qui ne sont pas des Boréliens. Il y a en fait beaucoup plus de mesurables
que de Boréliens; voir [7] page 38.
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CHAPITRE 3
Intégrer par rapport & une mesure

Sur un espace mesuré (X, F, 1) donné, on aimerait ensuite intégrer une
fonction f: X — R par rapport a la mesure p.

On l'a vu dans l'introduction, la fonction f doit respecter une condi-
tion vis-a-vis de la structure mesurable de (X,J) : puisqu’on voudra
pouvoir calculer leur mesure, les ensembles de la forme f~1(I) (I C R)
doivent appartenir a la tribu F. L’intégration sera donc restreinte a ce
type de fonctions, appelées mesurables.

On commencera par définir I'intégrale des fonctions dites étagées. Celles-
ci prennent un nombre fini de valeurs et sont I’analogue (bien que de
nature trés différente), dans I'intégration de Riemann, d’une approxi-
mation d’une fonction continue par une fonction en escalier. Leur in-
tégrale sera définie trés naturellement en termes de la mesure p. L'ex-
tension de 'intégrale aux fonctions mesurables sera immédiate puisque
celles-ci sont approximables par des suites de fonctions étagées. L’inté-
grale (au sens de Lebesgue) d’une fonction mesurable f par rapport a

la mesure j sera notée
/ fdu .

On décrira ensuite les théorémes fondamentaux pour l'intégrale au sens
de Lebesgue. En particulier, on donnera des conditions suffisantes pour
que la suite des intégrales d’une suite de fonctions mesurables f,, conver-
geant vers f, converge vers l'intégrale de f :

lim fnd,u:/ lim f,du. (3.1)
n—oo

n—o0

1. Mesurabilité

Comme dans le membre de droite de (3.1), on voudra intégrer des fonc-
tions qui sont limites de suites de fonctions. Comme ces limites peuvent
parfois étre infinies, on admettra que f prenne les valeurs +oo. Donc
on considére des fonctions f : X — R, ot R est la droite achevée (voir
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page 1).

La tribu sur R est naturellement définie par

B(R) :=o(B(R) U {F+o0}).
Donc les sous-ensembles mesurables de R sont ceux de la forme A,
AU{oo}, AU{—0c0} ou AU{+toco}, ou A est un Borélien de R. On est

donc dans un cas particulier d’application mesurable (voir Définition
2.8) :

DEFINITION 3.1. Une fonction f : X — R est mesurable si f~}(B) € F
pour tout B € B(R). On notera l’ensemble des fonctions mesurables
M=M(X,F), et MT = M"(X,TF) l’ensemble des fonctions mesurables
non-négatives *.

a. M est a ne pas confondre avec ’ensemble des ensembles mesurables associés
4 une mesure extérieure, noté M*.

Par exemple, les fonctions constantes (f = ¢) sont mesurables puisque
f7YB) = X si B 3 ¢, @ sinon. Pour montrer qu'une fonction est
mesurable, il suffit de vérifier la condition ci-dessus pour les ensembles
B qui sont des demi-droites. Pour simplifier les notations, écrivons { f <
a} au lieu de {x € X : f(z) < a}.

PROPOSITION 3.2. Soit f : X — R. Les affirmations suivantes sont
équivalentes.

(1) f est mesurable.

(2) {f < a} €F pour tout a € R
(3) {f < a} € F pour tout a € R
(4) {f > a} € F pour tout a € R
(5) {f > a} € F pour tout a € R

DEMONSTRATION. Comme {f < a} = U,s1{f < a—1/n} et
{f <a} =N,>:{f <a+1/n}, on a (2)<(3). De la méme maniére,
(4)=(5). Or (2)<(5) puisque {f < a} = {f > a}° et (3)<(4) puisque
{f < a} = {f > a}°. Donc il reste a vérifier (1)<(2). Or (1)=(2)
suit de la définition de mesurabilité (les ensembles (—oo,a] sont des
Boréliens). Supposons alors que (2) est satisfaite. Observons que les
ensembles {f = 4oo} sont mesurables puisque, par exemple, {f =
+00} = (,>1{f > n}. Par le Lemme 2.9, il suffit de vérifier que la
tribu des Boréliens B(R) peut étre générée par n’'importe quelle famille
d’intervalles du type (—o0,al, (—00,a), [a,00) ou (a,00). Ceci a déja
été prouvé dans le Lemme 2.33. U
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La mesurabilité d’une fonction est une propriété stable, comme le montre
le résultat suivant, dont la preuve est basée sur I'utilisation répétée de
la Proposition 3.2.

PROPOSITION 3.3. (1) Soit f, : X — R une suite de fonctions
mesurables. Alors sup,, f,, inf, f,, limsup,, f,, liminf, f, sont
mesurables. En particulier, si f = lim,, f, existe, alors elle est
mesurable.

(2) Soient f,g : X — R deux fonctions mesurables. Alors a - f
(a € R), f-getf+g, flg (lorsquelles sont définies par-
tout) sont mesurables, ainsi que |f|, f2, T :=sup{f,0}, [~ =

sup{—f,0} = (=f)".

DEMONSTRATION. (1) On a {sup, f, < a} = N, {fn < a}, qui

appartient a F. Comme inf,, f,, = —sup,(—f,), et comme
limsup f,, = inf sup f,,, liminf f,, = sup ir;f fm s
n nom>n n n m>n

ceci prouve les autres affirmations. (2) a - f est clairement mesurable.
Ensuite, {f < g} est mesurable, puisque {f < g} = U co{f < ¢} N
{9>qt€eF. - Donc {f+g<a}={f<a—g}eF et f+g (puis
f — g) est mesurable. Montrons ensuite que f? est mesurable. Ceci suit
de la remarque suivante : {f> > a} =X sia <0, et {f>>a}l={f >
Valu{f < —v/a}sia > 0. Ensuite, comme f-g = 1((f+9)*—(f—9)?),
ceci montre que f - g est mesurable. En particulier, f* est mesurable
puisque f* = f - 1{s>0y. Finalement, |f| est aussi mesurable puisque

{lfl <a} ={f <a}n{f = —a}. n

1.1. Fonctions égales presque partout. Considérons mainte-
nant la comparaison des fonctions, en supposant donnée une mesure p
sur (X, J).

Deux fonctions mesurables f, g sont égales p-presque partout (ou sim-
plement presque partout) si {f # g} est négligeable par rapport a p.

THEOREME 3.4. Soit f : X — R mesurable et g : X — R une fonction
quelconque. Si f = g presque partout, et si (X, F, u) est complet, alors
g est aussi mesurable.

DEMONSTRATION. Par la complétude de V'espace, {f = g} et {f #
g} sont mesurables. Pour tout a € R, on a

{g<at={9<an{f=gh)u{g<a}n{f#g}).
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Mais {g < a}N{f = g} = {f < a}N{f = g}, qui est mesurable. Aussi,
{g < a}N{f # g} est mesurable puisqu’il est contenu dans {f # ¢},
qui est négligeable. O

2. Intégrer les fonctions étagées

Dans le reste de la section, on suppose donné un espace mesuré (X, F, p).

DEFINITION 3.5. Une fonction mesurable ¢ : X — R est étagée si elle
ne prend qu’un nombre fini de valeurs. On notera I’ensemble des fonc-
tions étagées € = E(X,F), et €T = ET(X, F) l'ensemble des fonctions
étagées non-négatives.

Soit ¢ une fonction étagée dont les valeurs possibles sont {ay, ..., a,}.
On peut considérer les ensembles disjoints Ey, := {z € X : p(x) = a;}.
Puisque ¢ est mesurable, on a E, € JF. De plus, les ensembles Fj

forment toujours une partition de X : | J, Ex = X. On peut donc écrire
@ sous la forme

o= Z arle, - (3.2)
k=1

La définition suivante est alors naturelle :

DEFINITION 3.6. Soit ¢ € ET(X,F) une fonction étagée, représentée
comme en (3.2). L'intégrale de Lebesgue de @ par rapport a 1 est définie
par

/sodu = app(Ey) . (3.3)

Rappelons que 'on adopte toujours la convention suivante :
0-co=00-0=0.

Le fait que ¢ soit non-négative garantit qu’il n’apparait aucune indé-
termination de la forme oo — oo dans le terme de droite de (3.3) (méme
si I'intégrale peut étre infinie, par exemple si I'un des a; est +oo et
si pu(Ey) > 0). Par contre, comme la représentation (3.2) de ¢ en une
combinaison de fonctions indicatrices n’est pas unique, on doit véri-
fier que la définition de I'intégrale ne dépend pas de la représentation
choisie.

LEMME 3.7. Si 3"y axlp, et 3°;bjlg; sont deux représentations de la
méme fonction étagée ¢, alors

> arp(Br) = Z biu(E7) .

k
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DEMONSTRATION. Il suffit de construire la partition plus fine Ej; N
Ej. Or, puisque a, = b; sur £y N E%, on peut écrire

Zk: axp(Ey) = Zaku BN UE’
= ZZak,u EkﬂE,)
= Z zk: bip(Ex N EJI
J
= ij,u(Ejl- N UEk) = ijM(E‘;)'
F k j -

Donc [ @dp est bien définie, méme si la représentation de ¢ n’est pas
unique.

Si A € F, alors ¢ = 1,4 est mesurable, étagée, et

/ Ladp = p(A).

Considérons par exemple ([0, 1], B([0,1]), A'). On a vu dans l'introduc-
tion que la fonction lg, , n'est pas intégrable au sens de Riemann.
Mais comme Q) est un Borélien, g, est étagée et son intégrale
vaut

/1Q[071]d)\1 Q[O 1] Z )\1 {Q} _O
q€Qo, 1

Donc a l'inverse de celle de Riemann, 'intégrale de Lebesgue permet
d’intégrer 1, qui est discontinue en tout z € R.

Observons aussi que sur X = R? & la différence de I'intégrale de Rie-
mann, la définition (3.3) fait sens méme si ¢ n’est pas a support borné.

Donnons les propriétés élémentaires de l'intégrale pour les fonctions
étagées :
LEMME 3.8. Soient o, € Et. Alors o+ € €, et

(1) Sic>0, alors [ codp=c [ pdu.

(2) [(o+1)dp = [ pdu+ [ ¢dp.

(3) Si o <, alors [ pdp < [dpu.
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DEMONSTRATION. La premiére affirmation est triviale. Pour la se-
conde, supposons que ¢ = Y, aiplp,, ¥ = Zj bj1F,. Soient ¢; les valeurs

possibles distinctes de ¢ +1, c’est-a-dire des sommes ay, + b, . A chaque
¢ on associe I'ensemble Gy, union des ensembles Ej, N F; pour lesquels
ap +b; = ¢. Alors ¢ + ¢ =), ¢/lg,, et par définition

/ (o + Q)= anl(Gy)
- Z< b (BN F)
_ z::ak,u(Ek N U F) + ijM(Fj n LkJ Ex)
_ %: apt(Ey) + jz bjM(F:')

:/godu—ir/wd,u.

ou on a utilisé I'additivité de la mesure u et le fait que les ensembles
Ey, resp. F;, forment une partition de X. Pour la derniére affirmation,
il suffit d’utiliser des représentations pour ¢ et @ utilisant la méme
partition Ej N Fj. U

Le lemme suivant sera le point de départ des théorémes de convergence.

LEMME 3.9. Soit ¢ € EY(X,F). Alors la fonction d’ensemble v : F —
[0, 4+00] définie par

v(A) ::/Acpduz/lAgodu VAedF (3.4)

est une mesure sur (X, F).

DEMONSTRATION. Clairement, v(@) = 0. Soit ¢ = ), axlg, une
représentation de ¢. Si A, est une suite disjointe d’ensembles mesu-
rables, alors 1y 4, = >, 14,, et

V(UAn> :/1UnAn90dM:/ZaklEkﬁUnAndU-
n k
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Or la fonction ), aplg,ny, 4, est étagée. Donc, par la linéarité de
I'intégrale et par les propriétés fondamentales de la mesure,

/Z arlg,ny, A, dp = Z g pl <Ek N U An>
k

k n

== Z Qg Z,U,(Ek N An)
= Z Z api(Er N Ap)

:Z/lAngodu
= v(A).

L’argument ci-dessus a utilisé deux fois I’échange >, > = > >,
justifié par le fait que les termes sommeés sont non-négatifs. (l

3. Intégrer les fonctions mesurables positives

On continue avec un espace mesuré (X, F, ). Une propriété essentielle
des fonctions mesurables positives est qu’elles sont approximables par
des fonctions étagées :

PROPOSITION 3.10 (Approximation par des fonctions étagées). Soit
f € M*. Alors il existe une suite de fonctions étagées p, € ET telle

que () < pui1(x) < f(x) et po(x) 2 f(x) pour tout x € X. De
plus, si f est bornée, alors @, / f uniformément.

— N

3 3

a

FIGURE 1. Approximation d’une fonction mesurable po-
sitive f par une fonction étagée ¢, et I'intégrale de ¢ au
sens de Lebesgue.

Version: 6 janvier 2014 51 S. Friedli, Théorie de la Mesure



3. INTEGRER LES FONCTIONS MESURABLES POSITIVES

DEMONSTRATION. Fixons n > 1 et définissons, pour k =0, ..., n2"—
1, By, = f7Uk2™, (kK +1)27") € F, et Enon := f1([n, +00]). Posons
alors ¢, = Y12 k2"1g,. Six € Ey, k < n2”, alors f(z) — 2" <
on(x) < f(x). D’autre part, si f est bornée, alors E,2» = & lorsque n
est suffisamment grand. O

DEFINITION 3.11. Soit f € Mt (X, F). L'intégrale de Lebesgue de f par
rapport a . est définie par

/fdu = sup{/gpdu:gpe ENX,F), o < f}. (3.5)

EXEMPLE 3.12. Considérons un ensemble dénombrable X = {z,,}en,
avec F la tribu discréte. Alors une mesure u s’obtient toujours & partir
d’une fonction p : X — [0, +00], u(A) = > ,c4p(x), et I'intégration
d’une fonction f : X — R par rapport a u s’écrit

[ Fin =Y r@pta)

Lorsque g est une probabilité, cette expression est l’expression bien
connue de espérance mathématique de f par rapport a .

EXEMPLE 3.13. Si X est muni de la tribu discréte, et si §,, est la masse
de Dirac au point z, alors

[ #ds = @),

Les deux premiéres affirmations du prochain résultat suivent directe-
ment de la définition. La troisiéme sera prouvée plus bas.

LEMME 3.14. Soient f,g € M™.

(1) Sic>0, alors [cfdu=c [ fdpu.

(2) Si f <g, alors [ fdu < [ gdp.

(3) J(f +g)dp= [ fdu+ [ gdu.
Passons maintenant au premier résultat fondamental de la théorie de
I'intégration :

THEOREME 3.15 (Théoréme de la Convergence Monotone). Soit f,, €
M* une suite monotone non-décroissante : f,(x) < for1(x) pour tout

x. Soit f(x) = lim, o fu(x) (évent. infini). Alors f € Mt et
lim 1 [ fodu = / fdu. (3.6)
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DEMONSTRATION. Comme f, < f, on a limsup,, [ fodu < [ fdpu.
Soit ensuite @ > 1. Si X, := {z : f(z) < af.(x)}, alors X,, / X. Si
¢ < f est une fonction étagée, on peut écrire

1 1
/ fadn> [ faanz [ gap>? / iyt
Xn a Jx, aJx,

Siv(:) := [ pdu,onav(X,) *v(X)= [ pdu Doncliminf, [ f,du >
1/a [ @du. En prenant le supremum sur ¢ < f, suivi de a N\, 1, on
conclut que liminf,, [ fodu > [ fdp. U

On peut donner une définition plus naturelle de 'intégrale pour les fonc-
tions mesurables non-négatives. Soit f € M™, et ¢,, une suite croissante
de fonctions étagées convergeant vers f. Alors

[ fdn =t 1 [ udn. (3.7)

En effet, le Théoréeme de la Convergence Monotone garantit que le
nombre défini par la limite du membre de droite ne dépend pas de la
suite ¢,, choisie.

Avec cette définition, la preuve du point (3) du Lemme 3.14 est élémen-
taire : soit ¢, (resp. 1,) une approximation de f (resp. g) par une suite
croissante de fonctions étagées. Alors ¢, + 1, est une approximation
de f+g, et

[+ gdu= i [on+ van
= lim [ ¢,du+ lim /¢ndu:/fd,u+/gd,u.

n—oo
Une autre conséquence de la convergence monotone :

LEMME 3.16. Si f, € M*, alors Y f, € M, et [> fodu =

DEMONSTRATION. En effet, la suite Fiy := >, -\ fi est monotone
non-décroissante, et Y f, = limy Fi. O

Pour les suites qui ne sont pas monotones, on a un résultat plus faible,
mais tres utile :

LEMME 3.17 (Lemme de Fatou). Si f, € M™*, alors
/{liminf fo(z) dp < liminf/fn(x)du (3.8)
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DEMONSTRATION. Soit g, := inf,>,, f,. Alors g, < f, pour tout
n>m, et donc [ gndp < inf,s,, [ fudu, ce qui donne

/{liminffn@)}d,uz/ lim g, du

= lim [ gndp

m— 00

< lim inf /fnd,uzliminf/fnd,u.
n—oo

m—oo n>m

La deuxiéme égalité suit du Théoréme de la Convergence Monotone.
O

4. Propriétés vraies presque partout

On a vu que 1g est nulle presque partout (par rapport a la mesure de
Lebesgue), et que par conséquent [ 1gdA!' = 0. Plus généralement,

THEOREME 3.18. Soit f € M™T. Alors f = 0 presque partout si et
seulement si [ fdu = 0.

DEMONSTRATION. Supposons que [ fdu = 0. Soit B, := {f
1/n}. Pour tout n > 1, on a f > 1/nlp,, et donc 0 < u(B,)/n
[ fdp = 0, ce qui implique p(B,) = 0. Par conséquent, p{f > 0}
1(U,>; Brn) = 0. Supposons ensuite que f = 0 presque partout. Soit
B:={f >0}, et f, :==nlg.Ona f <lim, f, et [ fudu =nu(B) = 0.
Donc, par le Lemme de Fatou,

Og/fd,ugliminf/fnd,u:().
n—oo

VAN,

COROLLAIRE 3.19. Soient f,g € M™.
(1) Si f < g presque partout, alors [ fdu < [ gdu.
(2) Si f = g presque partout, alors [ fdu = [ gdpu.
DEMONSTRATION. Montrons la premiére affirmation (la deuxiéme
suit immédiatement de la premiere). On écrit f = flir<g + flir>q),

et comme u(f > g) = 0 par hypothése, le théoréme précédent implique
[ flif>grdp =0 et donc

/ fdp = / lr<grdp < / 9lip<gydp < / gdp .
U
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THEOREME 3.20. Si f € M™, alors
/fd,u < o0 = f < oo presque partout.

DEMONSTRATION. Supposons que € := u(f = +o00) > 0. Comme
{f >n}\A{f =40}, u(f >n) > € pour tout n. En particulier,

/fduz/{f> ez ] ) 2 e

une contradiction. 0
THEOREME 3.21. Si f € M*, alors la fonction d’ensemble

v(A) = / fdu YAeF (3.9)
est une mesure sur (X, ). De p?us, v est absolument continue par rap-

port a ju : si A € F est tel que p(A) =0, alors v(A) = 0.

DEMONSTRATION. Clairement, v(2) = 0, et la o-additivité suit du
Lemme 3.16 : si A,, € JF est une suite disjointe, alors

V(UAn> :/u ) fdu:/ZflAndp:Z/Anfdu:Zu(An).

Soit A tel que u(A) = 0. Alors f14 = 0 presque partout, et le Théoréme
3.18 implique v(A) = [ fladp = 0. O

THEOREME 3.22 (Théoréme de la Convergence Monotone, version pres-
que-partout). Soit f, € M une suite telle que f.(x) / f(x) pour
presque tout x, ou f € M*. Alors

tiw 1 [ fdu= [ . (3.10)

DEMONSTRATION. Soit E I’ensemble de complémentaire négligeable

sur lequel f, 2 f. Si fo = flg, f:= flg, alors f, = fu (et f = f)
presque partout et f,,  f partout. Donc par le Corollaire 3.19 et par
convergence monotone,

[ o= [ Fudu 7 [ Fau= [ an.
U
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5. Intégrer les fonctions mesurables

Finalement, on étend l'intégrale aux fonctions de signe quelconque me-
surables, f € M. Rappelons que f* := sup{f,0}, f~ := sup{—/,0}.
Ona f*eM* et f¥—f~=f fr+f =|f].

DEFINITION 3.23. Une fonction f € M est intégrable (par rapport a 1)
si |f| a une intégrale finie : [|f|du < co. Si f est intégrable, on pose

[ tdn= [ sedu- [ ran. (3.11)

L’ensemble des fonctions intégrables est noté L' = LY (X, F, ).

Observons que si f est intégrable, alors |f| < oo, et f est donc finie
p-presque partout. Comme f* < |f|, (3.11) est bien définie.

Parfois, on aura besoin de spécifier la variable dont la fonction dépend
(ga sera utile lorsque f dépend de plusieurs variables), et on écrira

[ tin= [ rantan).

LEMME 3.24. Si f,g € L', a € R, alors f + g € L' et af € L'. De
plus,

/(f+g)du= /fdu+/gdu, (3.12)

| [ fan] < [ 1f1an. (3.13)

DEMONSTRATION. Soit h = f+g (définie presque partout). Puisque
bl < [f|+lgl, on a h € L'. De plus, h* —h™ = f* — [~ + g7 — g7,
donc ht + f~+g~ =h™ + fT + g™, et par le point (3) du Lemme 3.14,

/h*du—l—/f_du—ir/g_d,u:/h_d,u+/f+du—|—/g+du.

En réarrangeant les termes, on obtient [ hdu = [ fdp+ [ gdu. D’autre
part,

‘/fdu\z‘/ﬁdu—/fdu( s/f+du+/fdu=/|fydu.
O

On a l'analogue du Corollaire 3.19, qui dit que 'on ne change pas
la valeur d’une intégrale en modifiant la fonction sur un ensemble de
mesure nulle :
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LEMME 3.25. Soient f,g € L'.
(1) Si f < g presque partout, alors [ fdu < [ gdu.
(2) Si f = g presque partout, alors [ fdu = [ gdpu.

Enoncons maintenant le principal théoréme de convergence pour 1'in-
tégrale de Lebesgue.

THEOREME 3.26 (Théoréme de la Convergence Dominée). Soient f,, €
LY une suite telle que | f,(z)] < |g(x)| presque partout, ot g € L'. Si
fn — f presque partout, f € M, alors f € L', et

ti [ fudn = [ fdn. (3.14)

DEMONSTRATION. Pour simplifier, on suppose d’abord que |f,| <
g et fo, — f partout. On a alors |f| < g, et donc f € £L!. De plus on a
g+ fn >0, et par le Lemme de Fatou :

/(g + fldu < liminf/(g + fa)dp = /gdu + liminf/fnd,u,
n—00 n—00

ce qui implique [ fdu < liminf, . [ fodu. De méme, g — f, > 0 et
donc
/(9 — fldp < liminf/(g — fo)dp = /gdu - limsup/fndu,
n—oo n—00

ce qui implique [ fdp > limsup,, . [ fudp.

Dans le cas général, on procéde comme dans la preuve du Théoréme
3.22; en introduisant I'ensemble E (de complémentaire négligeable) sur
lequel f, — f et | j:n| < g. On obtient le résultat en appliquant I'argu-
ment précédent a f, == f,lpet f:= flg. 0

Considérons par exemple la suite f,(x) := 2™ sur ([0, 1], B([0, 1]), A!).
Comme |f,,| < 1, qui est intégrable par rapport a A!, et comme f,,(z) —
0 pour presque tout = (en fait, pour tous les z différents de 1), on a

lim [ f,d\'=0.

n—oo

Observons qu’on a fait ce calcul sans parler de primitive de la fonction

™.

5.1. A propos de ’intégration de fonctions complexes. La
théorie de I'intégration développée jusqu’a présent s’applique également
au cas des fonctions a valeurs complexes, f : X — C. Puisque chaque
fonction de ce type peut s’écrire f = Ref + iImf, ot Re,Im : X — R
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sont réelles, I'extension est immédiate. On dit que f est intégrable si
Ref et Imf sont intégrables, et alors 'intégrale de f est définie par

/fdu ::/Refdquz’/Imfd,u.

L’ensemble des fonctions intégrables a valeurs complexes est générale-
ment noté L&(X, F, p).

6. Intégrer par rapport a la mesure de Lebesgue

Nous avons construit la mesure de Lebesgue sur R?, notée \?, dans la
Section 6 du Chapitre 2. Comme il y a deux tribus naturelles sur R,
celle des Boréliens et celle des ensembles mesurables au sens de Le-
besgue, on distinguera deux notions de mesurabilité pour une fonction
f R4 — R. f est mesurable (au sens de Borel) si f~1(B) € B(R?)
pour tout B € B(R), et mesurable au sens de Lebesgue si pour tout
B € B(R), f~1(B) est mesurable au sens de Lebesgue .

On utilisera souvent le fait suivant : si f : R? — R est continue, alors
elle est mesurable.

L’espace des fonctions f : R? — R intégrables par rapport a \¢ est
LYHRY, B(R?),\?). La mesure de Lebesgue peut aussi étre restreinte
a des sous-ensembles de R?, comme par exemple aux intervalles de la
droite, dans quel cas I’espace en question est £1([a, b], B([a, b]), A') pour
un intervalle fini, ou encore £'(R,, B(R, ), \!) pour un intervalle infini.

6.1. Lien avec I'Intégrale de Riemann. Considérons une fonc-
tion f : [a,b] — R et comparons les deux notions d’intégrale associées,
celle de Riemann et celle de Lebesgue que nous venons d’introduire.

Rappelons comment se calcule I'intégrale de Riemann de f (voir I'intro-
duction) : pour une partition 7 de [a,b], o =a < 13 < -+ < X1 <
2, = b, on considére deux approximations de f par des fonctions en
escaliers :

n—1 n—1
Or =Y Milpany: €5 = Mg, (3.15)
=0 i=0

1. Observons qu’il existe des fonctions mesurables au sens de Lebesgue mais pas
au sens de Borel [7].
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On a ¢ < f < . En définissant les sommes de Riemann 2

o) = S b)) 1(50) = Y Millfs i)

on dit que f est intégrable au sens de Riemann si

—oo < supl(p;)=infI(p}) < co.

Lorsque ce nombre existe, on le note

/abf(x)dx.

D’autre part, la mesure de Lebesgue intégre f en l'approximant par
des fonctions étagées. On notera son intégrale temporairement par

FdA .
0.t

THEOREME 3.27. Si f : [a,b] — R est bornée et intégrable au sens de
Riemann, alors elle est mesurable au sens de Lebesgue, et on a

/ tayde= [ pa (3.16)
a [a,b]

Ceci permet de calculer certaines intégrales en utilisant le Théoréme
Fondamental. Par exemple,

241 ! 2 z°
T\ d:c:/:cd:c:— .
/[071] ( ) 0 3o 3

On sait que le contraire n’est pas vrai : lgy,,, est intégrable au sens de
Lebesgue mais pas au sens de Riemann.

L1

DEMONSTRATION. Puisque f est bornée, on peut toujours suppo-
ser qu’elle est positive. Par la définition de l'intégrale de Riemann, il
existe une suite de fonctions en escalier ¢ : [a,b] — R, ¢, < f, telle
que I(p,) ~ fabf(a:)dx, ainsi qu'une suite ¢ : [a,0] = R, ¢ > f,
telle que I(p}) fab f(z)dz. Observons que comme les fonctions en
escaliers sont aussi étagées, on a [, ¢ d\" = I(py).

On peut toujours supposer que . (resp. ¢;") est monotone croissante
(resp. décroissante)®. Dans ce cas, les limites f~ := lim, 1 ¢, < f et

2. On voit ici que si f n’est pas bornée, alors au moins une de ces sommes est
infinie.
3. Par exemple, si ¢ n’est pas décroissante, on peut redéfinir gt =
Lot +
min{y],..., o}
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ft = 1lim, | ¢ > f existent, et sont mesurables. Par convergence
dominée,

/ fod\' = lim ¢ @, ANt = lim I(g,) / f(z
[a.b] e Jad)

/ frdA' = lim | ord\' = Tim 7 (oh) / f(x
[a,b] noee [a,b]

On a donc f[a7b](]”+ — f7)d\' = 0, Comme f* — f= > 0, ceci im-
plique que f* = f~ = f presque partout (Théoréme 3.18). Comme
([a, b], M*, A1) est complet, f est mesurable (par le Théoréme 3.4). Evi-
demment, (3.16) est vérifiée. O

On sait qu’il existe des fonctions réelles qui sont intégrables au sens
de Lebesgue et pas au sens de Riemann, comme l'indicatrice 1g. Mais
au-dela de simplement pouvoir intégrer plus de fonctions, 'intégrale
de Lebesgue transforme l'intégration en un outil de travail bien plus
souple que celle de Riemann. Ce sont en particulier ses théorémes de
convergence (Convegence Monotone, Lemme de Fatou, Convergence
Dominée), présentés plus haut, qui la rendent adaptée & de nombreux
problémes d’analyse, ot 'approximation d’une fonction intervient de
fagon naturelle.

A moindre cofit, on peut aussi donner la démonstration du résultat
suivant, qui donne une caractérisation compléte de l'intégrabilité au
sens de Riemann. Il fut prouvé pour la premiére fois par Lebesgue en
1904 :

THEOREME 3.28. f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann si
et seulement si elle est continue presque partout, c’est a dire si

M({z € [a,b] : f est discontinue en z}) = 0.

DEMONSTRATION. Soit
gt (z) :=limsup f(y) = lim sup f(y),

y—z e—0t yEBe(z)
~(2) == liminf I f
g~ (w) :=liminf f(y) = lim_ inf f(y),

et soient o=, f*, les fonctions introduites dans la preuve du Théoréme

3.27. On peut sans autre supposer que pour tout n, la partition 7+

associée a o est obtenue en raffinant 7 |, c’est a dire en divisant cer-
tains de ses intervalles en sous-intervalles. Soit ensuite 7 'ensemble
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des extrémités des intervalles de la partition 7%, et 9* := |, Or=. Si
x € [a,b]\0F, alors g*(x) = f*(x). Par le Théoréme 3.4, les fonctions

g* sont donc mesurables. On peut alors écrire

b
/ gidAlz/ fid/\lz/ f(z)dx .
[C"»b] [C’qb] a

Donc f[a . (gt — g7)d\' = 0, et comme g© > ¢g~, on en conclut que
g™ = g~ presque partout. Or les points ou gt et g~ coincident sont
justement ceux ot f est continue. U

Les premiers succés remportés par l'intégrale de Lebesgue furent dans
la théorie des séries trigonométriques. Plus tard, elle se développa ra-
pidement et trouva de nombreuses applications en analyse. En parti-
culier, Riesz y contribua de fagon significative, en remarquant que ses
méthodes n’étaient pas restreintes a la droite et pouvaient s’appliquer
sur des espaces plus abstraits.

A propos du niveau d’abstraction requis pour développer sa théorie,
Lebesgue commente, dans la préface de son livre [11] :

“[...] On peut se demander, il est vrai, s’il y a quelque
intérét a s’occuper de telles complications et s’il ne vaut
pas mieux se borner a I’étude des fonctions qui ne né-
cessitent que des définitions simples. Cela n’a guére que
des avantages quand il s’agit d’'un Cours élémentaire ;
mais, comme on le verra dans ces Lecgons, si I’on voulait
toujours se limiter & la considération de ces bonnes fonc-
tions, il faudrait renoncer a résoudre bien des problémes
a énoncés simples posés depuis longtemps. C’est pour la
résolution de ces problémes, et non par amour des com-
plications, que j’ai introduit dans ce livre une définition
de l'intégrale plus générale que celle de Riemann et com-
prenant celle-ci comme cas particulier.”

Par le Théoréeme 3.27, les méthodes développées pour l'intégration
de Riemann (intégration par parties, changement de variable, etc.)
peuvent étre utilisées pour calculer des intégrales de fonctions par rap-
port a la mesure de Lebesgue. Ceci est aussi vrai pour les intégrales
impropres.
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THEOREME 3.29. Soit f : R — R telle que sur tout intervalle symmé-
trique [—n,n|, f est bornéee et intégrable au sens de Riemann. Alors
[ est intégrable par rapport a la mesure de Lebesque (sur tout R) si
et seulement si la suite d’intégrales de Riemann ffn f(z)dz converge
dans la limite n — oo, et alors

/fd)\l lim nf( )dx (3.17)

n—00

DEMONSTRATION. Par le Théoréme 3.27, puisqu’elle est intégrable
au sens de Riemann, f, := f1_, ) est mesurable au sens de Lebesgue
et [ fod\' = [T f(x)dz. De plus, f, / f, donc f est mesurable. Par

convergence ITlOIlO)COIle7

/f(:c))\l(da:) = lim [ f,d\' = lim f(z)dx. (3.18)
n—00 n—oo J_,

O

Par exemple, considérons f(x) = ﬁ pour x € R. Puisqu’elle est

continue, elle est intégrable au sens de Riemann sur tout intervalle
borné. Or

n

lim dr = lim 2arctan(n) =7 < o0,

n—oo [_ 1 + $2 n—o00
ceci montre que f est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R et que son intégrale vaut .

Il faut souligner I'importance de la condition de positivité de f dans
I'énoncé ci-dessus. En effet, considérons la fonction *>%, a laquelle on
donne la valeur 1 au point = 0. Alors il est facile de voir (exercice)

que l'intégrale impropre au sens de Riemann

(oo} : n :
sin x . sinx
/ dzr = lim dz
—oo x n—oo X

—-n

existe, mais que f n’est pas intégrable au sens de Lebesgue, puisque

N (dz) = 2 /

/IR kzzo [km,(k+1)7]

i;/ | sin 2|\ (d)
(k+ D7 Jier (k1))

k=0

:%(/Oﬂ|sinx|dx>2%:

k>1

sin sin

M\ (dx)

T T

>

\)
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On a un résultat similaire pour les intégrales impropres sur un intervalle
ouvert (la preuve est laissée en exercice) :

THEOREME 3.30. Soit f : (a,b] — Ry telle que lintégrale de Riemann
impropre
b b
/ f(z)dz := lim f(z)dx
at e—0T a+e

existe (i.e. soit finie). Alors f est mesurable au sens de Lebesgue, et

b
/ fd\' = / fz)dx.
(a,b] at
Par exemple, puisque

| |
—d:l::lim/6 ﬁda::lim 2(1 —ve) =2,

o0+ xT e—0t e—0t

1
—\(dz)=2.
/(0,1]\/E (dr)

Il est important de souligner que les trois théorémes présentés dans
cette section ne mentionnent jamais l'existence d’une primitive pour la
fonction intégrée. Dans le Chapitre 8, on fera le lien avec le Théoréme
Fondamental de I’Analyse : on s’intéressera a la possibilité de définir
une primitive d’une fonction intégrable f par I’expression classique

on a

F(zx):= fd\'.

[a,x]

6.2. La formule du changement de Variable. Dans la pra-
tique, certaines intégrales (par rapport a la mesure de Lebesgue) sont
plus simples & étudier lorsqu’elles peuvent étre exprimées en fonction
de variables particuliéres. Typiquement, on voudra transformer une in-
tégrale d’une fonction f = f(z), 2 € D, oit D est un ouvert de R?, en
une intégrale d’une nouvelle fonction dont la variable v € U. On aura
besoin de supposer que le changement de variable est suffisament lisse.

DEFINITION 3.31. Soient U, D deux ouverts de R.

(1) Une application ¢ : U — D bijective, de classe C' et telle que

ot est aussi de classe O, est appelée diffeomorphisme de classe

o".
(2) Si @ est un difféomorphisme de classe C', son Jacobien est
Jp(u) == det Vip(u),

ot Ve est la matrice d x d des dérivées partielles (V);; := 2

T Ouj”
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Observons qu’étant dérivables, et donc continues, les fonctions u
(V);;(u) sont mesurables.

THEOREME 3.32. Si p : U — D est un diffé¢omorphisme de classe C*,
alors pour toute fonction f € LY(D,B(D),\),

/f )XY (dr) /f o (w) | A (du) . (3.19)

DEMONSTRATION. On commence par montrer le résultat pour les
fonctions indicatrices. Soit donc B C D un borélien. La formule (3.19)
que l'on veut montrer devient, pour f = 1p,

N(B) = Jo(w)| A% (du) . 3.20
B)= [ e (3.20)

On peut interpréter cette expression en disant que le transport de la
mesure |J,|\? par ¢ est exactement la mesure de Lebesgue. Puisque ¢
est inversible, on peut de fagon équivalente prendre un borélien A C U
et montrer que

= /A | T, (w)| A (du) . (3.21)

Montrons d’abord une version locale du résultat, en étudiant comment
la mesure d’un petit cube de U change sous le difféomorphisme. Le
résultat suivant montre qu’il existe une constante de proportionnalité
entre la mesure du cube et celle de son image, donnée par la valeur du
Jacobien au centre du cube :

LEMME 3.33. Soit K C U un compact. Pour tout € > 0, il existe 6 > 0
tel que pour tout pavé cubique Py centré en un point uy € K et dont les
cotés sont de taille inférieure a 9,

(1 = )T (o)A (Po) < X(p(Po)) < (1 + €)|Tp(uo) A (Po)  (3.22)

DEMONSTRATION. Pour tout v € U suffisamment proche de g, on
peut écrire

p(u) = p(ug) + {Ve(ug) + R(uo,u)} - (u — o),
ott? || R(up, u)|lec — 0 lorsque ||u — upl|/oo — 0. On peut donc écrire
@(u) - QD(UO) = Tuo (u - UQ) + R(u0> u) (u - UQ)
=Ty, (u — g + Ty R(ug, u)(u — uo)) ,
mutilise la norme ||z|c = max;=1, _q|zi]- Si A est une matrice,
[A]lo == maxi<; j<a|Asjl.
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ou T,, € GL(d,R) est I'application linéaire inversible v — V(ug)v.
Soit € > 0 tel que (1 + €)% =1 +¢, et soit § > 0 tel que

sup  sup  ||Tu, ' R(ug, u)]|ee < €.
w0 €K u:||lu—ug||oo <

Un tel 0 existe par continuité uniforme des fonctions Vg et Vgo’l sur
le compact K.
Soit Py un pavé cubique centré en ug, dont les cotés ont taille [ < 9.
Par ce qui précéde,

©(Py) C ¢(u) + Ty Py,

ot P est le pavé centré a l'origine donc les cotés ont taille I’ = (1+€)L.
On a donc, par I'invariance de la mesure de Lebesgue sous translations
(Théoréme 2.35) et par le Théoréme 2.37,

M(p(Py)) < A (p(uo) + Ty o)
= X(T, Fy)
= | det T, |\*(P})
= | det T, | (1 4+ &)XY (Py)
= (1+ €)|J,(uo) N (Py) -
On obtient la borne inférieure en procédant de la méme maniére, en

écrivant o(Py) D p(ug) + Ty, Py, ot Py est un cube de coté I = (1—€)l,
ot (1—8i=1—¢ O

Soit P C U un pavé fermé (donc compact), et ¢ > 0. Soit § > 0
pris comme dans le lemme. Comme u — |J,(u)| est continue, elle
est uniformément continue sur P. On peut donc supposer en plus que
lu — |l < 0 implique 1 — e < |J (uw)|/|Jo(w)] < 1+ e Soit P,
j=1,...,m une famille disjointe de pavés de cotés de taille < ¢, dont
les centres u; € P, et telle que |J" =1 P = P. En appliquant le lemme
a chaque P;,

Z )< (1+¢) Zu uy) [ AY(P))

<ty [ )

=1+ [ [Jp(u)\(du).

Py
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En procédant de méme pour la borne inférieure, ceci montre (3.21)
pour les pavés dont la fermeture est contenue dans U. Pour montrer
que (3.21) est vrai pour tout borélien, il suffit de voir que

D:={ACU:(3.21) est veérifice}

est une classe de Dynkin. Puisqu’elle contient les pavés et que ceux-ci
sont stables sous intersections, le Théoréme 2.21 montre que D coincide
avec la famille de tous les boréliens contenus dans U, ce qui termine la
preuve de (3.21) et (3.20).

Pour une fonction f : D — R intégrable, on procéde de fagon standard,
en approximant f par une suite de fonctions étagées et en utilisant de
facon répétée le Théoréme de la Convergence Dominée. O

Par exemple, on peut calculer I'intégrale

/0 " sin()\ (dx)

en introduisant le changement de variable ¢ : (0,4) — (0,2) donné par
¢(u) := y/u. Dans ce cas, J,(u) = 1/2\/u, et donc par la formule du
changement de variable,

1 — cos4

/0 i) (dr) = % /0  sin(u)\(du) 1ot

Il est tres utile de pouvoir transformer une intégrale en une autre in-
tégrale, mais il nous manque encore un outil essentiel pour pouvoir
intégrer explicitement des fonctions de plusieurs variables. On verra
dans le Chapitre 6 comment profiter de la formule de changement de
variable donnée dans le Théoréeme 3.32, et du Théoreme de Fubini, pour
calculer des intégrales dans le plan ou dans l’espace, en utilisant des
changements de variables appropriés. Décrivons certains changements
de variables souvent utilisés dans R? et R3.

6.2.1. Coordonnées polaires sur R2. Soit Uy := (0,00) x (0,27).
Les points de Uy sont souvent notés (r,0) € Uy. Soit alors U C Uy un
ouvert, et ¢ : Uy — R? le difféomorphisme défini par

o(r,0) := (rcosf,rsinf), (3.23)
dont le Jacobien est donné par :

cos sin 6

J¢(r,0): —rsin@® rcosf |
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Soit ensuite D = ¢(U). La formule du changement de variable devient,
pour f intégrable,

/D P, )N (de, dy) = / £ (o (r,0))rA2(dr, d)

6.2.2. Coordonnées cylindriques sur R3.

6.2.3. Coordonnées sphériques sur R3.

7. Intégrales dépendant d’un paramétre
Une application utile des théorémes généraux de convergence présentés
plus haut est I’étude d’intégrales dépendant d’un paramétre.

THEOREME 3.34. Soit (X,JF, u) un espace mesuré et f : I x X — R,

ou I est un intervalle® de R (pas forcément borné). Supposons que pour
tout t € I, f(t,-) € LYX,F, ). Alors p(t) := [ f(t,z)pu(dx) est bien
définie sur I. Si, de plus,

(1) pour p-presque tout x € X, f(-,x) est continue sur I,

(2) il existe une fonction g € LY (X, F, u) telle que |f(t,z)] < g(x)
pour tout (t,x) € I x X,

alors p(t) est continue sur I.

a. Ici, I peut en fait étre remplacé par n’importe quel espace métrique.

DEMONSTRATION. Soit t, € I, t,, une suite de I convergeant vers
te, et fo(z) = f(tn,x). Alors pour tout n on a f, € LYX,F, p),
|ful < g, et lim, f,(z) = f(t.,x) pour u-presque tout z. Donc, par
convergence dominée,

lim o(t,) = lim | fo()p(ds) = / f(ter2)a(dz) = (L)

n—oo n—oo

et donc ¢ est continue en t,. 0

EXEMPLE 3.35. Si f € LY(R,B(R),\!), alors le résultat précédent
montre que la transformée de Fourier de f, définie par

i) i= [ e ).
est une fonction continue.

EXEMPLE 3.36. Soit f € £'(R, B(R),\'). Comme t — 1(_q4(t)f(2)
est continue partout sauf en ¢t = z, elle est continue \!-presque partout.

Donc la fonction
F(z) = / fax!
(—OO,J,’]
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est continue partout.
THEOREME 3.37. Soit (X,JF, u) un espace mesuré et f : I x X — R,
ot I est un intervalle de R (pas forcément borné). Supposons que :
(1) Pour toutt € I, f(t,-) € LY X, F, p).
(2) Pour p-presque tout x € X, f(-,x) est dérivable en t, € I.
(3) Il existe une fonction g € LY (X, F, ) telle que |%(t,x}| < g(x)
pour tout (t,x) € I x X.
Alors o(t) = [ f(t,x)p(dzx) est bien définie et dérivable en t,. De plus,

ot = [ o).

DEMONSTRATION. Soit t,, # t, une suite de I convergeant vers t,.
Soit
tn,T) — (s, @
Do) o= L) = St7)

Alors D,, € LY(X,F, ), et lim,, D,,(x) = %—{(t*,x) pour p-presque tout
x. Par le Théoréme de la Valeur Moyenne, il existe ¢ (dépendant de
ts, tn, x) tel que Dy(x) = %(ﬂ x), et donc |D,| < g. Par convergence
dominée,

p(tn) — p(te)

lim ——————= = lim [ D,(x)u(dx)
:/ lim D, (z)u(dx) = /a—f(t* x)p(dx)
n—00 ot ’ ’
ce qui prouve l'affirmation. O

8. Parenthése : intégration et probabilités

En théorie des probabilités, 1'intégration d’une fonction s’interpréte
comme le calcul de I’espérance d’une variable aléatoure.

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité, modélisant une expérience aléa-
toire donnée, et X : 2 — R une variable aléatoire, c¢’est-a-dire une fonc-
tion mesurable (telle que X~!(B) € F pour tout B € B(R)). En termes
probabilistes, X (w) est un nombre donnant une certaine information
sur la réalisation w de ’expérience.

Souvent, on s’intéresse plus aux valeurs prises par la variable aléatoire,
X(w) € R, que par la réalisation w. Il est donc intéressant de transpor-
ter l'aléa de w (contenu dans P) sur la droite réelle, en définissant la
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loi de la variable X, qui est la mesure de probabilité px sur (R, B(R)),
px =PoX ',

On voit que px n’est autre que le transport de P par X (voir exercices).
On dit par exemple que X suit une loi normale si

1 22
B) = B :—/ e 2\ (dx).
MX( ) MN(O,l)( ) . \/ﬁ ( )

pour tout Borélien B.

Lorsque, comme dans ’exemple précédent, la loi de X peut s’écrire
comme

i (B) = / o)\ (dx),

ot p: R — R, est mesurable, [ pd\' = 1, on dit que X est une variable
aléatoire de densité p. Dans ce cas, px < A : py est absolument conti-
nue par rapport a la mesure de Lebesgue (Théoréme 3.21). On verra
au Chapitre 7 que toute variable aléatoire dont la loi est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue posséde une densité.

On a aussi vu dans le Théoréme 2.32 qu'une mesure de probabilité
sur la droite, ici px, est entiérement déterminée par sa fonction de
répartition :

Fy(x) = jix((—o0,a]).
F'x est non-décroissante, continue a droite, et posséde les limites

lim Fx(z)=0, lim Fx(z)=1.
T—00

T——00

Si X est intégrable, c’est-a~dire si [ |X|dP < oo, on définit son espé-
rance mathématique par

E[X] := /XdP.

On peut alors montrer (exercice) que si X est intégrable, son espérance
peut étre calculée a I’aide de sa loi, par

EIX] = / i (dz)
Dans le cas particulier ou X posséde une densité p (Exercice 22),

EIX] = / ep(a) N (dx)
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Par exemple, si X est discréte, c’est-a-dire si X est étagée, prenant
ses valeurs dans un ensemble fini, X(w) € {xy,z,..., 2}, alors sa
loi est entierement déterminée par la connaissance des nombres p; :=
px({xr}) = P{w : X(w) = x}), et Pespérance est donnée par (voir
exercice)

k
E[X] =) zp;,
=1

une expression bien connue du cours de probabilités.

S. Friedli, Théorie de la Mesure 70 Version: 6 janvier 2014



CHAPITRE 4
Les espaces L et L”

Nous avons défini les fonctions intégrables £'(X,F, i) comme étant
I'ensembles des fonctions mesurables f : X — R telles que [ |f|du <
0o. Dans le présent chapitre nous fixerons un nombre 1 < p < oo et
distinguerons 'ensemble des fonctions f : X — R telles que [ |f|Pdu <
00. Cet ensemble a ’avantage de pouvoir étre muni d’une structure
d’espace vectoriel et d'une topologie, ce qui en fait un des espaces de
fonctions les plus utilisés de ’analyse fonctionnelle.

1. Les espaces [P

Soit (X, F, ) un espace mesuré, que nous fixerons jusqu'a la fin du
chapitre. Si 1 < p < oo, définissons

L0 = LP(X, F, 1) = {f e M(X,T) : /|f]pdu < oo}.

Le cas p = 1 correspond bien-siir a ’espace des fonctions intégrables,

défini au chapitre précédent. Par exemple, sur [1,00) avec la mesure
—x 1 )

de Lebesgue, e € LP pour tout p > 1, alors que Toga] est dans

aucun LP. De maniére générale, sur un espace fini, toutes les fonctions

mesurables bornées sont dans £P, puisque
[ 15 < sup ()P ().
xe

EXEMPLE 4.1. Considérons X = N avec la mesure de comptage. Comme
une fonction f : N — R peut étre identifiée avec une suite a,, := f(n),
LP peut étre identifié avec 'ensemble 7 des suites (a,),>1 telles que

> lan|P < oo.

Commencgons par remarquer que si f,g € LP, alors f et g sont finies
presque partout, f + g est donc bien définie presque partout, et

[f+gl” < (IF1 + gD < (2sup{[f], [g]})”
= 27(sup{[f1", 19I"}) < 2°(| 1" + l9]")

Donc si f,g € LP, alors f + g € LP. 1l est clair que si f € LP, alors
af € LP pour tout réel a.
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Si f € LP, on définit
1/p
1= ([ 1rran) " (11)

Nous allons voir que || - ||, posséde plusieurs propriétés qui rappellent
celle d’une norme. Pourtant, on peut déja remarquer que si || f||, = 0,
alors f n’est pas nécessairement identiquement nulle, mais seulement
presque partout. On pourra faire de || - ||, une norme, en modifiant un
peu la notion de fonction, dans la Section 2.

Mais avant ca, étudions deux inégalités fondamentales satisfaites par
| - |l,- La premiére est I'Inégalité de Hélder.

LEMME 4.2. Soient f € LP, g € L9, ou 1l < p < o0 et ou q est
l’exposant conjugué de p, défini comme ['unique q > 1 satisfaisant

1 1

- +-=1.

P q
(On écrira parfois q <> p.) Alors on a l'Inégalité de Hélder :

gl < 1 fllpllglly - (4.2)
En particulier, st f € LP et g € L9, ot p et q sont conjugués, alors
fge Lt

DEMONSTRATION. Si || f]|, (resp. ||g||,) est nul, alors I’énoncé est
trivial. En effet, || f||, = 0 implique f = 0 presque partout (Corollaire
3.18), et donc le membre de gauche est nul aussi. Supposons donc que
I fll, et ||g]l, sont différents de zéro. Il est facile de vérifier que pour
toute paire de nombres positifs* a, b,

al? b
ab < — + —.
p q

Avee a = |f(@)|/[[fllp, b= lg(x)[/llgll4, on obtient

[f@)g(@)| _ [f@)"  lg(@)[*
[P P o e

On obtient (4.2) en intégrant par rapport a ju :

ol 1,1
[7Tlel = » " g

=1.

1. En effet, a b > 0 fixé, la fonction ¢ — P /p — tb + b?/q est non-négative.
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Le seul nombre p > 1 qui soit conjugué a lui-méme est p = 2, donc
le cas particulier de l'inégalité de Holder ot p = ¢ = 2 correspond a
I’Inégalité de Cauchy-Schwartz :

I£glls < W fll=llgllz -

En général, il n'y a pas de relations d’inclusion entre les espaces LP.
Par exemple, sur la droite, e ™ e Ll et L2, alors que

—z2

e

Vel

1
V1+ 22

Par contre la comparaison peut se faire sur des espaces finis :

€ L' mais ¢ L2,

et
€ £? mais ¢ L.

LEMME 4.3. Si u(X) < oo (par exemple si (X, F, ) est un espace de
probabilité), alors LP C L dés que a < f3.

DEMONSTRATION. On applique 'inégalité de Holder avec les expo-
sants conjugués o = f/a, f' = B/(f — ) :

[1s1dn= [ 1117 1y
< (/(]f|a)5/adﬂ)a/6</1ﬁ/(ﬁa)du>(ﬁ_a)/ﬁ
= (X)‘B‘“)/ﬂ(/lf\ﬁdu)a/ﬁ.

Donc
[flle < w(X)="5]flls, (4.3)

ce qui prouve 'affirmation. O

Insistons sur le fait que le résultat ci-dessus n’est pas vrai en général si
’espace n’est pas fini. Par exemple, sur la droite, on a £L! ¢ LP (Vp > 1),
que l'on comprend facilement en considérant f(z) = ﬁl{lzlﬂ}'

Passons a la deuxiéme inégalité fondamentale :

LEMME 4.4. Soit 1 < p < o0. Si f,g € LP, on a l’Inégalité de Min-
kowski :

1+ gllo < 1[fllp + llgllp - (4.4)
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DEMONSTRATION. Le cas p = 1 est trivial. Or puisque | f+g| D7 =
|f + g|P, on a aussi |f + g|P~! € L7 lorsque p et ¢ sont conjugués. Donc
en appliquant deux fois I'inégalité de Holder,

15+ apdn= 17+l 15+ g an
< [15115+ b+ [ 1ol 17 + g

< flollf + gl + gllolLf + gl
ce qui donne (4.4). O

|| - ||, permet de définir une notion de convergence sur LP :

DEFINITION 4.5. Une suite f,, € LP converge au sens de LP vers f € LP
(et on notera f, = f) sillfu— fll, = 0 lorsque n — 0.

On dit aussi, en anticipant un peu, que f,, converge vers f dans la norme
., LP
psif, = f.

Yo o . < g
La convergence = permet de définir une topologie sur £P, c’est a dire
une notion de proximité entre les points de LP. Par exemple, un sous
ensemble C C L est fermé si toute suite convergente dans € converge

vers un élément de C : si f, € C, et si f, = f,alors f € €. Aussi, un
ensemble D C LP est dense si pour tout f € LP et pour tout € > 0
il existe g € D tel que ||f — g||, < e. Un ensemble dense D permet
d’approximer f € LP par une suite g, € D telle que ||g, — f|, = 0. Par
exemple, on a vu en exercice que € est dense dans £!. Nous reviendrons
plus en détails sur I'approximation des fonctions par des ensembles
denses dans le chapitre suivant.

2. Les espaces LP

Nous I’'avons dit dans la section précédente, la fonction identiquement
nulle n’est pas la seule a satisfaire ||f||, = 0, et donc || - ||, n'est pas
une norme dans le sens habituel du terme, que nous rappelons ici :

DEFINITION 4.6. Sur un espace vectoriel réel V', une application v
||| € R est une norme si

(1) ||v|| = 0 pour tout v € V, avec égalité si et seulement si v =0,

(2) ||ew| = |al||v]| pour tout « € R, v € V,

(3) pour tout v,w € V, |[v+w| < ||v||+||wl|| (inégalité triangulaire).
La paire (V|| - ||) est un espace normé.
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Pour I'instant, 1" application f + || f||, définie en (4.1) sur les fonctions
f € LP satisfait toutes les conditions qui définissent une norme, sauf
que ||f|l, = 0 n’implique pas f = 0, mais seulement f = 0 presque
partout. Autrement dit, ||f — g||, = 0 si et seulement si f = g presque
partout. Donc, du point de vue de 'intégrale, il est inutile de distinguer
ces fonctions, et rien ne nous empéche d’identifier les fonctions qui sont
égales presque partout.

Définissons donc la relation suivante sur £P :
f ~g< f =g presque partout . (4.5)

Il est facile de voir que ~ définit une relation d'équivalence? sur £P.
Par exemple, || f||, = 0 implique que f ~ 0 (la fonction identiquement
nulle). La classe d'équivalence de f,

Sl =49l g~ [},

représente donc I’ensemble des fonctions qui lui sont égales presque par-
tout. Sur la droite, on a par exemple 1g € [0] (car [0] contient toutes
les fonctions qui sont égales a zéro presque partout), e’ 1ge € [e‘$2].

La relation d’équivalence induit donc une partition de LP en classes
d’équivalences, et il ne reste qu’a identifier ces classes comme les points
d’un nouvel ensemble. Formellement, ceci revient a considérer 1’espace
quotient
LP(X,F u) = LP(X,F,p)/ ~ .

On munit facilement LP = LP(X,F, ) d'une structure d’espace vecto-
riel, en définissant [f] + [g] := [f + ¢] (bien définie puisque f et g sont
finies presque partout), et aff] := [af]. Pour une classe d’équivalence,
on définit

LAl = 1 £l -

On a alors la structure recherchée :

THEOREME 4.7. (LP, ||-]|,) est un espace vectoriel normé, appelé espace
de Lebesgue.

CONVENTION 4.1. Dans la suite, pour alléger les notations, on omettra
la plupart du temps de spécifier que I’on travaille avec des classes d’équi-
valences, et on écrira simplement f au lieu de [f], étant sous-entendu
que f est un représentant quelconque de sa classe d’équivalence.

2. Une relation d’équivalence ~ sur un ensemble E est une relation binaire 1)
réflexive (x ~ x pour tout z € E), 2) symétrique (x ~ y implique y ~ x), et 3)
transitive (si x ~ y et y ~ z, alors z ~ 2).
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EXEMPLE 4.8. Considérons X = N avec la mesure de comptage. Comme
vu dans 'exemple 4.1, LP peut étre identifié avec les suites (a,,),>1 telles
que Y |a,|P < oo. Remarquons que dans ce cas il n’existe pas d’en-
sembles non-vides de mesure nulle, et donc LP coincide avec LP.

Avec une structure d’espace normé, on peut introduire une notion de
convergence > :

DEFINITION 4.9. Soit f,, € L.
(1) f. converge dans la norme LP si il existe f € LP telle que || f, —
fllp = 0 lorsque n — oo. Notation : f, = f-
(2) Une suite f, € LP est une suite de Cauchy si ||f, — fml|l, = 0

lorsque m,n — oo.

Observons que toute suite de Cauchy est bornée en norme : sup,, || f, ||, <
o004, et que toute suite convergente est une suite de Cauchy. Une pro-
priété fondamentale des espaces LP, comme pour les nombres réels, est
que le contraire est aussi vrai :

THEOREME 4.10. Pour tout 1 < p < oo, (L?,||-||,) est complet : toute
suite de Cauchy converge.

DEMONSTRATION. Soit f,, € LP une suite de Cauchy : || f,— finll, =
0 lorsque m,n — oo. On peut alors extraire une suite d’entiers n; <
ny < ... telle que || o, — frellp < 27%. On étudie la série >, o, (e, —
fn,)- Calculons -

K

P ) P
k>1 k=1
K p
= dm [ S s =l
k=1
K P
< lim. (; Vfuier = el
P \P
= (D s = Fuclly) = (Do27) < o0
k>1 k>1
3. On pourrait aussi introduire la métrique drr(f, ) := ||f — gllp-

4. En effet, soit f, une suite de Cauchy dans LP. Alors il existe ng tel que
| fr — fmll < 1 pour tout n,m > ng. Pour tout n > ng, on peut écrire ||fy,|, <

[frollp + I1fn = frollp < [ fnollp +1-
S. Friedli, Théorie de la Mesure 76 Version: 6 janvier 2014



2. LES ESPACES L*

(La premiére égalité suit de la convergence monotone, I'inégalité suit
de l'inégalité de Minkowski.) En particulier, Y, -, |fo,,, — fuuls et 2
fortiori » ;o (fuisy — fni ), convergent presque siirement. Puisque f,,, =

foa + Zf;ll( Jn;e1 — Jn;), on a donc existence, presque partout, de la
limite limy_, fn,. On peut alors poser

e limy o0 frn,  sila limite existe,
o sinon,

qui est mesurable. Le Lemme de Fatou permet de montrer que f € LP :
/|f|pd,u :/ lim |f,, |Pdu < liminf/ | frp [Pdp < sup/ | fulPdp < 00
k—o0 k—o0 n>1

En effet, puisque c’est une suite de Cauchy, f,, est bornée en norme.

. e ae
Finalement, pour montrer que f,, — f, on utilise & nouveau le Lemme
de Fatou :

_ p_ |y o
I£ = ol = [ Jim 1fo = fo, P
< liminf/ | frw — fu, [P
k—o00
—timin |, — fu 7

Mais on peut utiliser £ — j — 1 fois I'inégalité de Minkowski, et obtenir

k—1
p <Y 270 <)y 27 =270t
i=j

(]

k-1
ank - fnij < Z Hfm+1 o fm

=7

Donc ||f — fo,ll, < 277%!, ce qui montre que f,, converge vers f en
norme LP. Puisque || f, — fll, < |[fn — fu;llp + [fn; — fllps ceci conclut
la preuve. U

Un espace normé qui est complet pour sa norme est appelé espace de
Banach. La possibilité de construire des espaces fonctionnels LP qui
soient des espaces de Banach est un atout important de I'intégrale au
sens de Lebesgue. Ici, & nouveau, l'intégrale de Riemann ne permet pas
d’obtenir la complétude : on montre (en exercice) que C|a, b], 'espace
des fonctions continues sur [a, b] muni de la norme

b
1 le = / f(@)|dx

est bien un espace normé, mais qu’il n’est pas complet.
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3. Remarques sur le cas p =2

Le cas p = 2 correspond a l'espace des fonctions de carré sommable :
f | f|2du < oo. La particularité de cet espace est qu’il permet de définir
un produit scalaire : pour toute paire f,g € L2,

(f.9) rz/fgdu.
La norme peut alors s’exprimer par

[fll2 =/ (f, f)- (4.6)

On vérifie facilement que (-, -) a bien les propriétés d’un produit scalaire,
& Savoir :

(1) symétrique : (f,g) = (g, f)-
(2) linaire : (af,g) = a(f, g) pour tout a € R.
(3) défini positif : (f, f) > 0, avec égalité si et seulement si f = 0.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit

[(F < f2llgll2-

L’utilisation d'un produit scalaire permet d’introduire des notions géo-
métriques sur L?. Par exemple, on dit que f et g sont orthogonales si
(f,9) = 0. Remarquons que lorsque f et g sont orthogonales, alors

1f+al3="{f+g.f+9) ={fF)+{g.9=fI3+]dl3.

identité mieux connue sous le nom Théoréme de Pythagore. Le produit
scalaire permet aussi de définir la projection sur un sous-espace (exer-
cice).

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-), qui est complet
par rapport a la norme (4.6) est appelé espace de Hilbert.

L’espace de Hilbert L? est trés utilisé en analyse fonctionnelle, et de
grande importance en physique mathématique ®.

5. En mécanique quantique, L2 (R3, B(R3), \3) est 'espace de Hilbert qui décrit
une particule quantique (sans spin) dans R®. Un élément ¢ € LZ(R?, B(R?), \?) est
appelé fonction d’onde.

S. Friedli, Théorie de la Mesure 78 Version: 6 janvier 2014



4. REMARQUES SUR LE CAS P =

4. Remarques sur le cas p = oo
Bien que la norme || - ||, ne fasse sens que pour 1 < p < oo, le cas
p = oo peut étre défini naturellement : si f € M(X, F),
1l :=1nf{M >0: p(|f| = M) =0}
=inf{M > 0:|f| < M pour u-presque tout x}

avec la convention habituelle : inf @ = +o00. ||f||o est parfois appelé
supremum essentiel de f, et noté esssup,cx|f(x)|. On introduit alors

£ = £2(X, T 1) = {f € M(X, ) ¢ ||l < o0}

et L>® = L*(X,JF, u) comme précédemment, en identifiant comme en
(4.5) les fonctions égales presque partout. En prenant ¢ — oo dans
I'identité des exposants conjugués ]l? + % = 1, on aimerait affirmer que
“p =1 est conjugué a ¢ = c0”, et donner I'équivalent de I'inégalité de
Holder :

LEMME 4.11. St f,g € M,

/ Foldu < [ llollgl (4.7)

DEMONSTRATION. Si ||f||cc = o0, alors il n’y a rien a montrer. Si
M > || flloo, alors | f(z)| < M presque partout, et donc

[ 1s5ldn = [ 1folendn < a1 [ lgldn = 2ol
On obtient le résultat en prenant l'infimum sur M > || f||co- O
THEOREME 4.12.

(1) || - |l est une norme sur L

(2) || fn — flloo = 0 si et seulement si il existe un ensemble E € F,
u(E°) =0, tel que f, — [ uniformément sur E.

(8) L™ est un espace vectoriel complet pour la norme || - ||oo-

(4) Les fonctions simples bornées sont denses dans L™ (pour sa
norme).

La preuve est laissée en exercice.
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CHAPITRE 5
Suites de fonctions et approximations

Lorsqu’on étudie des suites de fonctions sur un ensemble, f, : X — R,
il y a plusieurs sens dans lesquels f,, peut converger vers une fonction
f lorsque n — oo. Chaque notion de convergence donne en particulier
un moyen d’approzimer une fonction par d’autres fonctions, en général
plus simples.

Dans tout le chapitre, lorsque I'on parle de fonctions sur les réels, il sera
sous-entendu que la mesure en question est la mesure de Lebesgue.

1. Convergence ponctuelle et uniforme

Commengons par les deux notions de convergence les plus simples, qui
n’ont pas recours a la mesurabilité :

DEFINITION 5.1. f,, converge ponctuellement vers f si f,(x) — f(x)
pour tout v € X.

DEFINITION 5.2. f,, converge uniformément vers f si sup,cx |fn(z) —
f(x)| — 0. Notation : f, - f.

Il est clair que la convergence uniforme implique la convergence ponc-
tuelle, et que le contraire n’est pas vrai. En effet, la suite f,, : [0,1] — R,
Jn(x) = 2™ converge vers 1y ponctuellement mais pas uniformé-
ment puisque sup,epqy | fn(z) — 1gy(z)| = 1 pour tout n. De méme,
fn it R =R, fo(x) := 1}, 541, converge vers f(x) := 0 ponctuellement
mais pas uniformément.

2. Convergence presque-partout et en mesure

Les notions suivantes caractérisent des modes de convergence se réfe-

rant & une mesure y.

DEFINITION 5.3. f,, converge u-presque-partout® vers f si N = {x €

X : fo(z) & f(x)} est négligeable par rapport & p. Notation : f, °5 f.
a. En probabilités, on parle plutét de convergence presque-sire.
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2. CONVERGENCE PRESQUE-PARTOUT ET EN MESURE

Bien-stir, toute suite qui converge ponctuellement converge aussi presque-
partout. Observons toutefois que pour la convergence presque-partout,
la limite n’est plus unique. En prenant par exemple f, := 1g, (Q, =
{q1,...,q,} est 'ensemble des n premiers rationnels de la droite, selon
un ordre arbitraire choisi) alors f,, converge A-presque partout vers
1p, mais aussi vers la fonction identiquement égale & zéro.

DEFINITION 5.4. Soient f,,f € M(X,F). f,. converge en mesure vers
f si pour tout € > 0, pu(|f, — f| > €) = 0. Notation : f, 5 f.

En peut vérifier (exercice) que :

LEMME 5.5.
(1) Si fo 5 f et fo B g, alors f = g presque partout.
(2) Si fo S f, gn 2 g, alors pour tout a,b € R, afn,+bgn = af+bg,
et fogn = fg.

Comparons convergence en mesure avec convergence presque partout.
Un exemple classique de suite qui converge en mesure mais pas presque
partout est le suivant : sur [0, 1], considérer la suite f; := 1, fo := 1j91/9,
f3 = Lay2), fa == 1p1/4), f5 = ljja,1/2), etc. D’autre part, on peut
considérer la suite f,, := 1, n41), qui converge presque partout mais pas
en mesure. Le lemme suivant éclaircit ces deux situations :

LEMME 5.6.

(1) Si (X)) < oo, alors f, 8 f implique f, 5 f.

(2) Si fo 5 f, alors il existe une sous-suite n; telle que fp, PRt
La premiére affirmation n’est pas vraie en général sans I’hypothése de

finitude, comme le montre f,,(z) = 1}, n41)z) (sur la droite munie de la
mesure de Lebesgue).

PREUVE DU LEMME 5.6 : On a

{fn= Y =U N {z: 1fmle) = f@)] < 1/k},

k>1n>1m>n

donc

{1y =U N ULz 1fmlz) = fa)| > 1/k}

k>1n>1m>n
Supposons que f,, “5 f, ¢’est-a-dire que u(f, 4 f) = 0. En particulier,

p(V U Lo @) = F@)] > 1/k) =0, ¥E=1,

n>1m>n
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Mais pour tout € > 0, il existe un & > 1 tel que 1/k < e. Donc,
par la propriété de continuité de la mesure (Proposition 2.15), lorsque
n — o9,

pllfo = 112 &) < p( e 1fml@) = f(@)] = 1/k})

m>n

N[ Ut s @) = £@)] = 1/k}) =0
Donc f, = f.

2 1% o« . .
Inversément, supposons que f, — f. Choisissons une suite €; ~\, 0 et
une suite 7; N\, 0 sommable. On peut donc extraire une sous-suite n;
croissante telle que

w1l fn; = f1 =€) <my, Vj.
Soit alors

N = (Y ULz (@) = f2)] = ¢}

n>1j3>n

Par continuité de la mesure et comme p(X) < oo, on a

p(N) = Tim (1o (@) = f@)] = 6})

j>n
< lim Y plfe, = f1 > ¢))
jzn
< Jim > m =0.
Jj=zn

Mais comme
Ne=J [z Ifo, (@) = f(@)] < &},
n>1j3>n
alors f,,(z) — f(z) pour tout z € N°. d

Sur L, et lorsque l'espace est fini, alors la convergence en mesure est
métrisable (la preuve est laissée en exercice) :

LEMME 5.7. Pour f,g € L', on définit

. |f =gl
10 = [ 1t g

Si la mesure est finie, 1(X) < 0o, alors pour fn, f € L*, fo 5 f si et
seulement si d(fp, f) — 0.
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3. Convergence en norme [”
On a déja rencontré la convergence au sens de la norme LP :
DEFINITION 5.8. Soient f,, f € M(X,F). f, converge vers f en norme
LP si || fn — fll, = 0. Notation : f, =y
Si u(X) < oo, alors f, = f implique f, = f, puisque
[ 182 P < 00 (o)~ £
xe

THEOREME 5.9. f, L f implique f, = f. En particulier, si f, = f,
alors il existe une sous-suite n; telle que fy, 2Rt

DEMONSTRATION.

oulfa =Sz = [ ed
{lfn—FfI=¢€}

S/ o = f1Pdp < (1 = FII"
{fa=112e)
0

Le contraire n’est pas vrai : sur [0,1] avec la mesure de Lebesgue,
prendre f, = nl/pl[m /n] s fn converge vers f = 0 en mesure, mais pas
en norme LP. En passant, pour prouver le théoréme précédent, on a
obtenu une inégalité trés utilisée en probabilités :

LEMME 5.10 (Inégalité de Chebychev). Si f € LP, alors pour tout

a >0,
(151,

aP

p(lf] > a) <

Plus p est grand, plus la convergence en norme LP est forte :
LEMME 5.11. Si (X)) < 0o (en particulier si pu est une probabilité), et
sil1 < p<q<oo, alors f, e f implique f, = f.

DEMONSTRATION. Par 'inégalité (4.3) prouvée dans le Lemme 4.3,
1 = Fllp < p(X) P2 f — £l O

Si ’espace n’est pas de mesure finie, le résultat n’est plus vrai. En effet,
fo = 1" yjzj<ny converge vers f = 0 au sens de la norme L? mais pas
au sens de la norme L!.
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Sans hypothéses supplémentaires, il n’y a pas d’implications directes
entre la convergence presque-siire et la convergence en norme. L’exemple
précédent est un exemple d'une suite qui couverge vers zéro presque
partout mais pas en norme L', et si on considére comme plus haut la
suite f1 = ]_, f2 = 1[071/2], f3 = (1/271]7 f4 = 1[071/4], etC., alors f'n
converge vers ( dans toutes les normes L”, mais ne converge nulle part
vers z€ro.

THEOREME 5.12. Si f, 25 f, et si il existe g € LP telle que |f,| < g,
alors f € LP et f, E)f

DEMONSTRATION. Comme |f,| < g, on a aussi |f| < g presque
partout, et donc f € LP. Puisque |f, — f| < 2g, par convergence

dominée lim, [ |fu— fPdp = [ Tim, | f = frdp = 0. Done f, 5 f. O

4. Théorémes de Densité et Approximations dans LP

Rappelons quun ensemble D C LP est dense si pour tout f € LP et
pour tout € > 0 il existe g € D telle que ||g — f|, < e. En d’autres
termes, D est dense si pour tout f € L? il existe une suite g, € D telle

que gy, 2; f.

THEOREME 5.13. L’espace des fonctions étagées ¢ =Y ., arlp, € €
avec i(Ey,) < oo pour tout k, est dense dans LP(RY, B(R?), \9).

DEMONSTRATION. Soit f = f*— f~ € LP. Par la Proposition 3.10,
il existe des suites de fonctions étagées = 7 f*. Alors ¢, := @ — -
est étagée et ¢, (r) — f(z) partout. De plus, |p,| < |f|. Comme f €
L?; alors ¢, € LP, et donc la mesure de chaque ensemble Fj contenu
dans ¢, est finie. Mais on a aussi |@, — f| < 2|f|, donc par convergence
dominée |¢, — fl, = 0. O

THEOREME 5.14. L’espace C,(R%) des fonctions continues & support
compact est dense dans LP(R?, B(R?), \9).

PREUVE DU THEOREME 5.14 : Soit f € LP(R? B(R?),\9), et € >
0. Par le Théoreme 5.13, il existe p € & de la forme ¢ = > a;lp,,
ou les E; sont des Boréliens de mesure finie, telle que || — f, <e. Il
reste donc & vérifier que ¢ peut étre approximée (dans la norme || - ||,)
par une fonction g continue a support compact. Comme ¢ est une
combinaison linéaire d’indicatrices, on cherche a approximer chaque
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1p; par une fonction g; continue a support compact. Remarquons que
I'on peut supposer E; borné L

LEMME 5.15. Soit B € B(R?Y) un Borélien borné, \(B) < oco. Alors
pour tout € > 0, il existe g € Co(R?) telle que ||g — 15||, < e.

DEMONSTRATION. Rappelons que la mesure de Lebesgue A% est
réguliere (Théoréme 2.38). Considérons donc un compact K C B et un
ouvert G D B tels que (K \ G) < €?, et définissons

dist(x, G%)
g(z) == = : 7
dist(z, G¢) + dist(z, K)
Comme B est borné, on peut supposer GG borné, et g est donc a support
compact. Elle est de plus continue; en effet, on montre facilement que

pour tout A C R?% z ~ d(z, A) est continue. Donc g € C,(R?). On a
aussi |g| < 1 partout, et g = 1 sur K. Ainsi,

1/p
lg —1sll, = (/ g — 1B|pd)\d> < A(G\K)YP <. O

reRe.

Appliquons le lemme & chaque indicatrice 1g; : il existe g; € C,(R%)
telle que |lg; — 15[, < €/a, ot a = 3_; |a;|. Définissons g := 3, a;g;.

Alors g € Co(RY), et |lp —gll, < 35 lajlllte;, — gill, < e On a donc
lg = fllp < llg—ellp + lle — fll, < 26 O

On peut reproduire le méme genre de résultat dans un cadre plus gé-
néral, en supposant la régularité de la mesure :

THEOREME 5.16. Soit (X, p) un espace métrique, B la tribu des en-
sembles Boréliens. Soit . une mesure sur (X, B), réguliere, c’est-a-dire
que pour tout B € B et pour tout € > 0 il existe un ouvert G O B et
un compact K C B tel que u(G\K) < €. Alors l'ensemble C(X) des
fonctions continues intégrables est dense dans LP(X, B, u).

5. Le Théoréme d’Egorov

THEOREME 5.17 (Egorov). Soit (X, T, 1), ot p est finie. Si fo °5 f,

alors pour tout 6 > 0 il existe un ensemble mesurable Es C X tel que

w(Es) > u(X) =9 et tel que sur Es, f, converge uniformément vers f :
sup | fn(z) — f(z)| = 0

zEE;

1. En effet, si E; n’est pas borné, on peut considérer Ej(n) := E; N [—n,n}d,
qui satisfait E;(n) 7 Ej, et donc [[1g; — 1g,m)lh = M(E; \ Ej(n)) = M(E;) —
M (E;(n)) — 0.
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5. LE THEOREME D’EGOROV

Si la mesure n’est pas finie on construit facilement des contre-exemples :
sur (R, B(R), '), la suite f,, = 1j,,41) converge partout vers zéro, mais
il n’existe pas d’ensemble (de mesure finie) sur lequel la convergence
soit uniforme.

DEMONSTRATION. On définit

Er o= ({lfs — fI<1/m} €T,

k>n
Clairement, E" C E, et E™ = |5, £} Puisque E* 7 E™,
on a u(EM) S pw(E™). Comme p(E™) = ( ) < oo, il existe donc

ng = no(m) tel que p(E™\EJ ) < 6/2™. Soit

E(;::ﬂE

m>1

Si € Es, alors pour tout m, |fx(x) — f(z)] < 1/m pour tout k >
no(m), donc limg_,o0 SUP,c g, | fr(z) — f(2)| = 0. Remarquons alors que

p(XAE;) = (X0 () E)?)

m>1

< Z M(X\Errzrs(m))

m>1

= Z M(Em\E'Z(l)(m))

m>1
<94.

O

5.1. Le Théoréme de Lusin. Prenons la fonction f := lgnpy,
qui est mesurable mais discontinue en tout point x € [a, b]. Si I'on mo-
difie f en posant f(x) := 0 en tout rationnel z € Q N [a,b], alors on
obtient la fonction identiquement nulle, qui est continue partout.

Une autre fagon de rendre cette fonction f continue sur la plupart de
son domaine de définition, et qui permet de faire le lien avec le théoreme
a suivre, est la suivante. Soit € > 0 un nombre arbitrairement petit,
fixé. Considérons une énumération des rationnels de [a, b], Q N [a,b] =
{q1,q2, ...}, et soit I, 'intervalle ouvert de taille €/2" centré en g,. Soit
K = [a,b\U, 5, In- Alors

(K —Alab\UI >b—a—z>\1 )>b—a—e.
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(En particulier, K est non-vide!) De plus, K compact, et ne contient
que des irrationnels. En particulier, la restriction de f & K est la fonc-
tion identiquement nulle, qui est continue.

Un phénoméne semblable est vrai, beaucoup plus généralement : toute
fonction mesurable est continue sur une grande partie de son domaine
de définition.

THEOREME 5.18 (Lusin). Soit f : [a,b] — R une fonction mesurable
au sens de Lebesque, finie. Alors pour tout € > 0 il existe un compact
K C la,b] tel que

(1) M(K) 2 A ([a,b]) —e.

(2) La restriction de f a K est continue.

DEMONSTRATION. En exercice. O
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CHAPITRE 6

Produits

Dans ce chapitre, on se donne deux espaces mesurés (X, F, u), (Y, G, v),
et on étudie I'espace produit
XxY ={(r,y):xeX,yeY}.

On associera & X x Y une structure mesurable et on construira la
mesure produit 4 ®v. On s’intéressera en particulier a 'intérgation des
fonctions f : X xY — R par rapport a la mesure produit. Le principal
résultat que 'on prouvera dans la Section 3, le Théoreme de Fubini,
donnera des conditions sous lesquelles

/fd(u®V) Z/X(/Yf(ny)V(dy))u(dw)
= [ ([ steomtan))vian.

Remarquons en passant que les résultats présentés ici s’étendent sans
complications majeures au cas d’un nombre fini de facteurs :

Xy x Xogx---xX,.

On n’abordera pas le probléme de la construction de la mesure produit
sur un produit infini :
X1 X XQ X oo,

1. Structure mesurable sur X x Y

Soient donc (X, F,u), (YV,9,v) deux espaces mesurables. Rappelons
comment on définit une structure mesurable sur le produit cartésien
X xY, comme dans I’Exemple 2.6.

On définit d’abord les rectangles
fR:z{AXB:AES",BES}.

Alors, F® G := o(R) est la tribu produit sur X x Y, et (X XY, F® 9)
est 1’espace produit.
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1. STRUCTURE MESURABLE SUR X xY

Pour définir la mesure produit, on aura besoin du

LEMME 6.1. Soit A C P(X X Y) la famille des unions finies disjointes
de rectangles. Alors A est une algébre, et o(A) =F ® 9.

DEMONSTRATION. Il est clair que A est une algébre, puisque
(Ax B)°=(A°x B)U (A x B°)U (A° x BY).

Comme A D R, on a g(A) D o(R). D’autre part, puisque o(R) est
une tribu, elle doit contenir les unions finies d’éléments de R, donc
A C o(R), et donc o(A) C o(R). O

PROPOSITION 6.2. II existe une mesure sur (X XY, F®G), notée p®@v
et appelée mesure produit de p avec v, telle que

(L®v)(Ax B)=pu(A)v(B) V rectangle Ax B € R. (6.1)

St p et v sont o-finies, alors @ v est ['unique mesure avec cette pro-
PTiEté.

DEMONSTRATION. Définissons d’abord une fonction d’ensemble sur
les rectangles par

p(A x B) == p(A)(B).
On peut ensuite étendre p aux unions finies disjointes de rectangles,
Ui, A x B; € A, en posant

p< OAi X Bi> = Xn:p(Ai x B;)
j=1 Jj=1

Il est facile de voir que p ne dépend pas de la représentation choisie
(comme dans la preuve de la Proposition 2.30, on remarque que l'on
peut toujours prendre une partition plus fine). Pour voir que p est
une pré-mesure, considérons une union disjointe (J, -, A, X B, € A.
On peut toujours supposer qu’en fait cette union est un rectangle :
U,>1 An X B, = A x B. On peut alors écrire sa fonction indicatrice

Laxp(z,y) = la(z = 14, (@)15,(y
n>1

Observons que 15(y) et chacune des fonctions 15, (y) est mesurable par
rapport a la tribu §. On peut donc maintenir x € X fixé et intégrer
les deux cotés de l'identité ci-dessus par rapport a v. Par convergence

monotone on obtient
B)=> 1a,(z)v(B

n>1
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1. STRUCTURE MESURABLE SUR X xY

En intégrant ensuite par rapport a u, on obtient

u(Aw(B) =Y u(Aa)v(By),
n>1
c’est-a-dire p(A x B) = > -, p(A, x B,), ce qui prouve que p est une
pré-mesure. Par le Théoréme d’Extension de Carathéodory, p s’étend
a une mesure sur F ® § = o(A), notée 1 @ v, et cette mesure coincide
avec p sur A. Si p et v sont o-finies, alors p est o-finie, et l'extension
est unique. 0

Nous avons donc défini le produit
(X,F, 1)@ (Y, §,v) = (X xY,F@§,uev).

Remarquons que par la construction de ’extension d’une pré-mesure
(c.f. preuve du Théoréme 2.29), on sait que pour tout £ € F® G,

(n@v)(E)= infz p(A, X B,),

ol 'infimum porte sur tous les recouvrements dénombrables de F par
des rectangles.

Pour alléger les notations, on écrira ’ensembles des fonctions inté-
grables (par rapport 4 u®v) LY(X xY) au lieu de L1 (X XY, FRG, uxv).
L’intégrale de Lebesgue d’une fonction mesurable f : X x Y — R
s’écrira

fdlp®v), ou /fd(u@u).
XxY

Nous nous intéresserons ensuite aux relations existant entre 'intégra-
tion d'une fonction f : X x Y — R par rapport a la mesure produit
i @ v et les intégrations itérées par rapport aux mesures p et v.

1.1. La mesure de Lebesgue sur R? Avant de passer a l'in-
tégration des fonctions, montrons que la mesure de Lebesgue sur R?,
d > 2, que nous avons construit dans la Section 6 a l'aide des pavés,
peut étre obtenue & partir du produit de la mesure de Lebesgue sur la
droite avec elle-méme :

THEOREME 6.3. (R?, B(RY), \) = ®(_, (R, B(R),\!).

DEMONSTRATION. On peut d’abord vérifier (exercice) que B(R?) =
B(R) ® B(R), et que B(R?) = B(R?1) @ B(R). Ceci montre bien que
B(RY) = ®Z:1 B(R). Montrons ensuite que A = N ®@--- @ A\! (d fois).
Soit M@ = A ®@ --- ® AL 1l est clair que A@ et A% coincident sur
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2. INTEGRER LES SECTIONS

les pavés. Mais comme les pavés générent B(RY) et sont stables par
intersection, ceci implique \(® = )\, O

2. Intégrer les sections

Si EC X xY, on définit les sections de £ :
Vee X, E,={yeY:(x,y) € E},
VyeY, E,={reX:(z,y)€FE}.

Par exemple, pour un rectangle Ax BER, (AXx B), =Bsiz€ A, @
sinon. De méme, (A x B), = B si y € B, @ sinon.

Y
B
y

FIGURE 1. Les sections d’un ensemble £ C X x Y.

Un premier fait non-trivial est que les sections sont mesurables :
LEMME 6.4. St E € F® G, alors
Vee X ,E, €9,
VyeY B, e5.
DEMONSTRATION. Fixons x € X, et considérons &, := {E£ € F®
G:E, € G} Puisque (X xY), =Y € G, que (E9, = (E,)", et que
pour toute suite £, € F® G, (U, En)s = U,,(En)s, €4 est une tribu.

Comme elle contient les rectangles, on a €, = 5 ® §. On définit €, de
la méme fagon. O

COROLLAIRE 6.5. Soit f: X xY — R une fonction F ® G-mesurable.
Alors

Vee X, yw f(z,y) est G-mesurable,

VyeY, zw f(z,y) est F-mesurable.
DEMONSTRATION. Fixons xz € X. Alors {y € Y : f(z,y) < a} =
{(«',y) : f(«',y) < a}s, qui est mesurable par le Lemme 6.4. O
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Le résultat suivant décrit la propriété principale de la mesure produit :
(1 ® v)(F) peut étre calculé en intégrant les mesures des sections.

PROPOSITION 6.6. Si (X, F, u) et (Y, G,v) sont o-finis, alors pour tout
EFEeF®G, ona

z+— v(E,) est F-mesurable,

y— p(E,) est G-mesurable,

wenB) = [ vBptdn) = [ pBovias). 64

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que p et v sont finies. Soit
D la classe des ensembles £ € F ® G pour lesquels (6.2)-(6.4) sont
vérifiées. On montre d’abord que D contient les rectangles : comme
(AXx B), =Bsiz € A, &sinon, z — v((A X B),) = 1la(x)v(B), qui
est F-mesurable. De plus,

(11® v)(A x B) = p(A)w(B) = / La(e)v(B)u(dz)

_ /X V(A x B),)u(dz) .

On montre de méme que y — pu((AxB),) = 15(y)u(A) est G-mesurable
et que

(14 ® v)(Ax B) = / u((A % B),)u(dy)

On a donc bien D D R. Montrons ensuite que D est une classe de
Dynkin (Définition 2.19). D’abord, puisque X XY est un rectangle, X x
Y € D. Ensuite,si E, FF € D, E C F,alors v((F\E),) = v(F,)—v(E,),
W(F\E),) = u(F,)~ p(E,) et (p@0)(F\E) = (@ v)(F) — (©v)(E)
(puisque p et v sont finies), donc (6.2)-(6.4) sont vérifiées. Finalement,
soit £, € F® 9, E, /N E. Alors v((Ey).) /' v(Ey), n((Ey)y) 7 p(Ey),
donc (6.2)-(6.3) valent pour E. On vérifie (6.4) pour E par convergence
monotone. Par exemple,

(1 ®V)(E) = lim 1 (19 v)(E,)

= lim 1 [ (B utdn) = [ o(E ().

n—oo X

Donc D est une classe de Dynkin qui contient les rectangles. Puisque
les rectangles sont stables sous intersections, le Théoréme 2.21 implique
que D=F®G.

Supposons ensuite que u et v sont o-finies : il existe X,, € F, u(X,,) <
00, X, /X, etY,eG vy, <oo, Y, "Y.SiD,:=X,xY,, alors
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D,, /' X xY, et pour tout E on peut écrire v(E,) = lim, v((END,).),
w(Ey) = hmn p((END,)y,), ce qui prouve (6.2)-(6. 3) par le paragraphe
précédent. Ensuite, (¢ ® v)(E) = lim, (¢ ® v)(E N D,), ce qui permet
de vérifier (6.4). O

3. Le Théoréme de Tonelli-Fubini

On peut alors passer a l'intégration des fonctions mesurables non-
négatives. Comme avant, pour alléger 1’écriture, on écrira M+ (X, F) =
MAHX), MY, ) =M (Y) et MT( X XY, F®RG) =M (X xY).

THEOREME 6.7 (Tonelli). Si (X,F, ) et (Y,G,v) sont o-finis et f €
MH(X xY), alors

T / fz,y)v(dy) est F-mesurable, (6.5)
Y

y»—)/ f(z,y)pu(dz) est G-mesurable, (6.6)
b

[rawen = [ ([ repman)uan. @0
- [ ([ s@pman)san. o9

DEMONSTRATION. Si f € M™(X x Y), on considére une suite de
fonctions étagées ¢,  f. Pour ¢, les propriétés (6.5)-(6.8) suivent
directement de la Proposition 6.6. En effet, [, 1g(z,y)v(dy) = v(E,),
Jx 1e(x,y)u(dr) = p(E,). On étend ensuite ces propriétés a f en uti-
lisant trois fois le Théoréme de la Convergence Monotone. D’abord sur
X xY, puis sur X et enfin sur Y :

/fd(u®V) ZJLrgo/sond(u®V
= tim [ ([ ontepwtan)u
o ([ vt
= [, (] Jim ettt
= [ (] 1. wian)utae),

ce qui montre (6.7); (6.8) se démontre de la méme fagon. O

et

p(dx)
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Le Théoréeme de Tonelli est souvent utilisé pour montrer qu'une fonc-
tion f: X xY — R est intégrable par rapport a la mesure produit.
En effet, en appliquant le résultat précédent a |f|,

[iawsn = [ ([ 1f@obian)ud).  ©9
- [ ([ v lnan)vtan. @10

Dong, si I'une quelconque des intégrales doubles du membre de droite
est finie, alors l'autre est finie aussi, a la méme valeur, et f est inté-
grable.

—x

EXEMPLE 6.8. La fonction (z,y) — =, (z,y) € [1,00)? est-clle inté-
grable par rapport a la mesure de Lebesgue A?? Par le Théoréme 6.3,
on sait que l'intégration par rapport a A2 est équivalente a l'intégration
par rapport a la mesure produit A\' ® A'. Or

/100(/100 ejy”(dw%l(das) =/loo 1\ <

[1,00).

THEOREME 6.9 (Théoréme de Fubini). Si (X,F,u) et (Y,9,v) sont
o-finis et f € LY X xY), alors

T / f(z,y)v(dy) est définie u-p.p. et F-mesurable, (6.11)
Y

Yy / f(z,y)u(dz) est définie v-p.p. et G-mesurable, (6.12)
X

[ i) / / fla.y)(dy))pldr),  (6.13)
- /Y /X fy)p(dn) ) u(dy).  (614)

DEMONSTRATION. Si f = f* — f~ est intégrable, alors f* et f~
ont des intégrales finies : [ f¥d(u ® v) < oo. Montrons (6.13). Par

(6.7),
JERLEY / / P (@ y)v(dy) ) ). (6.15)
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3. LE THEOREME DE TONELLI-FUBINI

et donc les fonctions z — ¢*(x =/, = (z,y)v(dy) sont finies p-
presque partout, et S”—mesurables par (6.5). Donc
bla) = ¢* (@) /fxy (dy)

est bien définie p-presque partout (ou elle n’est pas définie, on pose
¢ =0), F-mesurable et intégrable par rapport a p. De plus,

/X b = /X o dy - /X b dy

- / frdpev) - [ fdpewv)
XxY XxY

= fdlp®v).

XxY

Ceci prouve (6.13). On obtient (6.14) en inversant 'ordre d’intégration

dans le terme de droite de (6.15) et en procédant de la méme maniére.
O

Montrons que les deux hypothéses du Théoréme de Fubini, intégrabilité
de f et o-finitude des mesures u et v, sont essentielles. Le premier
contre-exemple montre 'importance de I'intégrabilité de f.

EXEMPLE 6.10. Soient X = Y = N munis de la tribu discréte et
i = v =mesure de comptage. Si m > 1 alors f(m,m) := 1 et f(m+
1,m) := —1. Partout ailleurs, f(m,n):= 0. Alors

/M|f|du® DR

donc f n’est pas intégrable. Or on verlﬁe facilement que

/){(Lf(x7y)v(dy))u(dx) =33 fmym) =1
[/(/Xf(:c,y)u(da:))u(dy) ~S°% fm,m) 0.

Un exemple semblable, basé sur la méme idée :

EXEMPLE 6.11. Sur X = Y = [0,1], avec la mesure de Lebesgue,
considérons la fonction
22n si (z,y) € [2%, in,l] X [2%, 2n1,1),
f(x,y) = q =22 ki (x,y) € [2n1+172ln) X [zln? 2n171>a
0 sinon.
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On vérifie facilement que

/01</01f(:c,y)dy)da::1, Al(/olf(x,y)dx)dy:().

On en déduit que f ne peut pas étre intégrable, et donc que 'on a

nécessairement
1 1
| ([ 1) s = s,
0 0

ce qui se vérifie facilement.

Le prochain contre-exemple montre que ’hypothése de o-finitude des
mesures est essentielle :

EXEMPLE 6.12. Soit X = (0,1), muni de la tribu des Boréliens et de
la mesure de Lebesgue \!, et Y = (0,1) muni de la tribu discréte et
de la mesure de comptage pi.. Soit f := 1A, ot A est la diagonale
A= {(x,x):x € (0,1)}. Alors f est mesurable (exercice), et

/X</Y1Adx>d“c7é /Y ( /X Tadpe)dA'

Ceci est bien-str di au fait que la mesure de comptage sur (0, 1) n’est
pas o-finie.

4. Changements de Variables sur R?

Méme s’il n’est pas utilisé seulement dans ce but, le Théoréeme de Fu-
bini permet souvent de calculer des intégrales de fonctions de plusieurs
variables. Nous en avons déja vu des exemples simples plus haut, et
nous passons maintenant a des exemples classiques de son utilisation.

Nous avons vu dans la Section 6.2 une formule permettant de transfor-
mer l'intégrale d’'une fonction f = f(z), z € D C R% en une intégrale
portant sur des nouvelles variables, u = ¢~ 1(z), u € ¢ ' (D). Un chan-
gement de variable utile se fait en général en fonction des symétries en
présence, et le Théoréme de Fubini permet parfois de calculer 1'inté-
grale écrite en fonction des nouvelles variables.

Par exemple, considérons 'intégrale

I= /6_5‘2)\1(@:) :/ e d .
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Comme l'intégrant est positif, le Théoréme de Tonelli permet d’écrire
I? de la facon suivante :

= ( /_ N ez ( /_ N e Vdy)

= / e~ @) dady
RQ

On peut modifier la région d’intégration sur un ensemble de mesure
nulle, sans changer la valeur de l'intégrale : si Dy := R*\{(z,0) € R?*:
x > 0}, alors

o(r,0) := (rcos,rsinb)
est un difféeomorphisme de Uy dans Dy, ou Uy := {(r,0) : r > 0,0 €
(0,2m)}, de Jacobien J,(r,8) = r. La formule du changement de va-
riable (3.23) donne

/e(“2+yz)dxdy=/ e(z%ry?)dxdy:/ e rdrdd
R2 Do Uo

Une deuxiéme utilisation du Théoréme de Tonelli et une deuxiéme uti-
lisation de la formule du changement de variable donne

/UO e rdrd = (/0% d9> (/OOO re’rzdr> =.

On a donc montré que

/ e dy = Nz

[e.o]
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CHAPITRE 7
Décomposition et dérivation

Considérons la mesure de Lebesgue sur R, A\?. On sait par le Théoréme
2.35 que A\ est invariante sous translations, et qu’elle “charge” les pavés
proportionnellement & leur volume.

Soit v une autre mesure sur R%. Supposons que 1’on veuille comparer
v avec la mesure de Lebesgue, localement. Un moyen naturel de faire
cette comparaison est d’étudier

. v(B(x))
ou Be(x) :={y : |ly—z| < €}, ||| étant la norme euclidienne. Lorsque

cette limite existe, on dira que f(x) représente la densité de v par rap-
port 3 A! au point z. Pour des raisons évidentes, f(z) sera aussi appelée
dérivée de v par rapport a Al

Pour que la densité existe, v doit satisfaire une condition de continuité
par rapport a A : v(B.(z)) doit tendre vers zéro, et au moins aussi vite
que \'(B.(x)).

Si I'existence de la densité f est établie, au moins pour A!-presque tous
les x de la droite, il est naturel d’espérer pouvoir reconstruire v a partir
de A\, en intégrant sa densité :

V(B):/de)\l, VB € B(R).

On étudiera cette question en détails dans ce chapitre, d’abord d’un
point de vue beaucoup plus général, sur des espaces ne possédant pas
forcément la structure topologique de R,

1. Le Théoréme de Radon-Nikodym

Commengons avec quelques définitions générales a propos de la com-
paraison de mesures sur un espace mesurable (X, J).
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1. LE THEOREME DE RADON-NIKODYM

DEFINITION 7.1. Soient p et v deux mesures sur (X, ).
(1) v est absolument continue par rapport a y, et on note v < p, si
u(A) =0 (A e F) implique v(A) = 0.

(2) v et u sont singuliéres (ou alors : v est singuliére par rapport a ),
et on note v, si il existe deux ensembles disjoints E, F' € T,
EUF =X, tel que v(E) =0, u(F) =0.

Donc deux mesures sont singuliéres si elles sont supportées par des
ensembles disjoints. Par définition, la mesure triviale u = 0 est absolu-
ment continue et singuliére par rapport a toute mesure.

On a déja vu (Théoréme 3.21) que si v est définie a 1’aide d’une fonction
intégrable f € M™ par

V(A)::/Afdu, VAe T,

que l'on note v = fu, alors v < p. Le résultat suivant montre que le
contraire est aussi vrai, sous une hypothése de o-finitude :

THEOREME 7.2 (Radon-Nikodym). Soient u,v deuxr mesures sur
(X, F), telles que v < p. Si les deux mesures sont o-finies, alors il

existe f € MT(X,F) telle que

V(A) = /A fdu, VAed. (7.2)

On appelle f la densité (ou dérivée) de Radon-Nikodym de v par rapport
au, et on la note f = g—z. Elle est unique a un ensemble négligeable

(par rapport a i) pres.

La démonstration de ce théoréme sera basée sur le Corollaire 7.12, dont
la preuve repose sur la notion de charge.

1.1. Charges et décomposition de Hahn. La preuve du Théo-
réme 7.2 repose sur une généralisation de la notion de mesure :
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1. LE THEOREME DE RADON-NIKODYM

DEFINITION 7.3. Une fonction d’ensemble n : F — R est une charge®
st elle satisfait aux conditions suivantes :

(1) n(@) =0,

(2) Si (An)n>1 est une famille d’ensembles mesurables deuz-a-deuz

disjoints alors
n(UJA) =04, (73)

n>1 n>1

ow il est sous-entendu que la série dans (7.3) converge.

a. Dans la littérature, on trouve aussi mesure signée, signed measure.

I est clair que toute mesure prenant des valeurs finies est une charge.
Mais contrairement aux mesures, une charge peut aussi prendre des
valeurs négatives. En particulier, une charge n’est pas nécessairement
monotone. Observons aussi qu’ici 7(+) prend des valeurs réelles, et non
dans la droite achevée (sans quoi la série dans (7.3) pourrait ne pas
étre définie).

EXEMPLE 7.4. Si p, v sont deux mesures finies sur (X, ), alors n :=
i — v est une charge. On verra qu’en général, toute charge peut étre
écrite la différence de deux mesures finies (décomposition de Hahn).

On peut facilement vérifier (exercice) que toute mesure signée est conti-
nue dans un sens un peu plus faible que celui de la Proposition 2.15 :
LEMME 7.5. Soit A, € F.

(1) Si A, /A, alors n(A,) — n(A).

(2) Si A, \( A, alors n(A,) — n(A).

DEMONSTRATION. Dans le premier cas par exemple, il suffit d’écrire
A comme l'union des ensembles B, := A,\ A,_1. O

Puisque son signe peut varier d’un ensemble a I'autre, une charge méne
a distinguer les ensembles mesurables de charge positive de ceux de
charge négative. Plus précisément, il est intéressant de distinguer les
ensembles dont tous les sous-ensembles sont ou positifs, ou négatifs :
DEFINITION 7.6. Soit n une charge. Un ensemble E € F est
(1) positif (par rapport a 1) si n(A) > 0 pour tout AC E, A€ F.
(2) négatif (par rapport a n) si n(A) <0 pour tout AC E, A€ 7.
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1. LE THEOREME DE RADON-NIKODYM

LEMME 7.7.
(1) Si E est positif, alors tout E' C E est positif.
(2) Si E, est positif pour tout n, alors E =, E, est positif.

DEMONSTRATION. La premiere affirmation est triviale. Pour la se-
conde, on pose Ey := Exy N (E1U. .. Ex_1)¢ Alors les Ej sont disjoints,
positifs, et donc pour tout A C F,

n(A) =n<UAﬂEk> => nANE) >0,
k k

puisque AN E, C E), pour tout k. O

DEFINITION 7.8. Une décomposition de Hahn de X par rapport a n
est une partition de X en une paire (H, H_) d’ensembles mesurables
disjoints, Hy UH_ = X, telle que H est positif par rapport a n et H_
négatif par rapport a n.

Une décomposition de Hahn (H,, H_) est donc telle que toute partie
mesurable de H, est chargée positivement, et toute partie mesurable
de H_ est chargée négativement.

THEOREME 7.9 (Existence d’une Décomposition de Hahn). Pour toute
charge n, il existe une décomposition de Hahn (Hy,H_) de X par
rapport a n. Cette décomposition est unique modulo des ensembles de
charge nulle : pour toute autre décomposition (H' ,H' ), n(HyAH!) =
n(H_-AH")=0.

DEMONSTRATION. Soit P, la classe des ensembles positifs!. On a
P, # @ puisque @ est positif. Soit o := sup{n(4) : A € P,}. On a
0 < a < 0o (exercice). Soit £, une suite d’ensembles positifs telle que
n(E,) /* a. On peut supposer que E, est croissante (sinon, on peut
toujours redéfinir £/ := E; U---U E,, qui est positive et croissante).
Par le Lemme 7.7, ’ensemble

H :=|JE,

est positif. Il reste a vérifier que H_ := X'\ H, est négatif.

Supposons que H_ n’est pas négatif. Il doit alors contenir un sous-
ensemble mesurable E* tel que n(E*) > 0. Si E* était positif, alors
H* = H, U E* serait positif aussi, et n(fl*) > «, une contradiction.
Donc E* contient des sous-ensembles de charge strictement négative.
En particulier, il existe un plus petit nombre entier ny > 1 et un sous

1. Dans cette preuve, la positivité/négativité sera toujours par rapport a 1.
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1. LE THEOREME DE RADON-NIKODYM

X H.JH_

FIGURE 1. Une “vue d’artiste” de la décomposition de
Hahn. Les ensembles F; sont de charge négative.

ensemble F; C E* tel que n(E;) < —1/n; < 0. Ensuite, on peut
recommencer le méme raisonnement avec ’ensemble E*\ E; : il a charge
n(E*\E,) = n(E*) —n(Ey) > n(E*) > 0, donc ne peut pas étre positif,
donc il doit exister un plus petit nombre entier ny > 1 et un Fy C
E*\E) tel que n(Ey) < —1/ny < 0. En itérant cet argument, on obtient
une suite disjointe Ej de sous ensembles de E* de charges négatives
n(Ey) < —1/ng < 0. La suite ng a la propriété suivante : si n < ny,
alors il n’existe aucun sous-ensemble G C E*\(E; U --- U Ef) tel que
n(G) < —1/n. Définissons
F=|]JE.

k>1

Puisque —oo < n(F) = >, n(Ex) < —> 4o 1/nk < 0, ceci implique
ng — 00.

Montrons maintenant que E*\ F' est positif. En effet, sl était négatif,
il existerait G C E*\F avec n(G) < 0. Mais puisque ny — 00, il existe
en particulier un k, suffisamment grand, tel que n(G) < —1/(ny — 1),
en contradiction avec la définition de ny.

Donc E*\ F est positif. Par conséquent, H, U (E*\F) est aussi positif.
Mais
n(Hy U (E\F)) = n(Hy) +n(E) = n(F) = n(Hy) +n(E7) > a,

une contradiction avec la définition de «. Ceci montre que H_ ne
peut contenir d’ensembles de charge positive. Donc H_ est négatif,
et (Hy, H_) est bien une décomposition de Hahn.

Pour montrer 'unicité, considérons une autre décomposition (H, , H ).
Alors HL\H! C Hy et HL\H! C H'.Donc H\H! est ala fois positif
et négatif. On montre ainsi que n(H.AH' ) =n(H_-AH') =0. O
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1. LE THEOREME DE RADON-NIKODYM

THEOREME 7.10. Soit n une charge, et soit (H,, H_) une décomposi-
tion de Hahn de X par rapport a n. Alors les mesures finies

ne(A) == n(ANHL), n-(A):=—n(ANH.), AeTF (14)

sont les uniques mesures sur (X, F) telles que n =ny —n_, nyLn_.

DEMONSTRATION. Les propriétés des mesures ny découlent de la
preuve précédente. Soient p, i deux autres mesures singuliéres telles
que 1 = py — p—. Soient alors E, F' € F disjoints tels que FU F = X,
pr(F) = p_(E) = 0. Alors (E, F) est une autre décomposition de
Hahn de X par rapport a n, et donc pour tout A € F,

p+(A) = p (ANF) =n(ANE) =n(ANHy) =ny (AN Hy) =04 (A4),
donc py = ny. De méme, on montre que p_ =17_. 0

DEFINITION 7.11. Les mesures n et n_ construites dans le Théoreme
7.10 sont appelées respectivement variation positive et variation négative
de n. La décomposition de n en n, — n_ s’appelle décomposition de
Jordan de n. La mesure |n| := ny + n_ est la variation totale de n.

L’usage que 'on fera des charges dans la preuve du Théoréme de Radon-
Nikodym est contenue dans le résultat suivant :

COROLLAIRE 7.12. Si v et u sont des mesures finies sur (X, F), alors
soit vy (ce qui n’exclut pas que l'une d’elles soit triviale), soit il existe
€ > 0 et un ensemble E € F tels que u(E) > 0 et v — eu est positive
sur E.

DEMONSTRATION. Soit (H,(n), H_(n)) une décomposition de Hahn
par rapport an, := V—%u, etsoit Hy =, Hy(n), H- =), H_(n) =
H¢ . Alors H_ est négatif par rapport a chaque 7, et donc 0 < v(H_) <
L(H_) pour tout n. Par conséquent, v(H_) = 0 puisque p(H_) < oo.
Si pu(Hy) =0 alors vLp. Si u(Hy) > 0, alors u(Hy(ng)) > 0 pour au
moins un ng. Aussi, H,(ng) est positif par rapport a n,, = v — nio,u.
On peut donc prendre € := nio et F:= H,(np). O

PREUVE DU THEOREME 7.2. Soit v < u. Supposons d’abord que
1 et v sont finies. Posons

J(::{gGMJF:/gd,uSV(A),VAESF},
A

qui n’est pas vide puisque la fonction identiquement nulle f = 0 satis-
fait a la condition. Soit ensuite

/ﬁ::sup{/gd,u:gefK}.
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Puisque [ gdp < v(X) < oo pour tout g € K, on a 0 < k < oo. Soit
gn € K telle que lim,, [ g,dp = k. Soit f,, = sup{g,...,gn}. Alors
fn est non-décroissante. De plus, f, € K pour tout n. En effet, pour
n=1, fi =g € X. Pour n =2,

/ Jodp = / g1dp +/ Gad
A An{g1>g2} An{g1<g2}
<v(AN{g > g2}) +v(AN{g < g2}) = v(4),

donc fo € K. Par induction, f, € K. Soit f := lim, .o T f.. Alors f,

est mesurable, et par convergence monotone,
/ fdp= lim [ f.du.
A n—oo A

Comme c’est vrai pour tout A € F on a f € K. De plus, comme
fo>gn,ona [ fdu=k.

Soit fi := v — fu, qui est une mesure (finie) puisque f € K. On va
montrer que g = 0.

Puisque v < i, on a aussi it < . Donc a moins d’étre identiquement
nulle, &t ne peut pas étre singuliére par rapport a p. Si elle n’est pas
identiquement nulle, alors par le Corollaire 7.12, il existee > Oet £ € F
tels que pu(E) > 0, et tels que i —ep est positive sur E. On peut ensuite
calculer, pour tout A € &,

/(f—i—elE)du:/fdu—l—eu(EﬂA)
A A

d n(ENA

S/Af p+a(ENA)

:/ fdp+ v(EN A)
E°nA
(puisque f € K) <v(E‘NA)+v(ENA)=v(A),

ce qui montre que f 4 elp € K. Mais comme

/(f+€1E)d,LL =k+eu(E) >k,

c’est une contradiction. Ceci montre que i = 0, et donc prouve que
v = fu. Pour voir que la densité f est unique, supposons que

/fd,u:/gd,u VAeJ.
A A

En appliquant cette identité une fois avec A = {f > g}, une fois avec
A ={f < g}, on obtient que f = g p-presque partout. Ceci montre le
théoréme lorsque les deux mesures sont finies.
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Si v et u sont o-finies, il existe X,,,Y,, € F, X,, X, Y, " X, tels que
w(X,) < oo, v(Y,) < oo. Soit Z, := X, NY,, qui satisfait Z,, ~ X,
et u(Z,) < oo, v(Z,) < oo. Considérons Wy = Z;, Wy := Zy N WY,
et pour tout n > 2, W, := Z, N (Wy U---UW,_1)¢ La suite (W,,),>1
forme une partition de X. De plus, les mesures p,(-) = u(- N W,),
vn(+) :==v(-NW,) sont finies, et v, < p,. On peut donc appliquer la
premiére partie de la preuve : il existe f,, € M* telle que v,, = fpftn-
Soit f:=>" o, fo € MT. On a alors, pour tout A € F,

VW=Z%W=ZL

n>1 n>1 7 ANWn

Fudp = /A fd.

Comme avant, on peut montrer que cette densité f est unique modulo
des ensembles de mesure nulle. Ceci termine la preuve du Théoréme de
Radon-Nikodym. 0

La densité f = j—; posséde quelques propriétés qui rappellent celles de
la dérivée usuelle. Par exemple :

LEMME 7.13. Soit v une mesure o-finie, et ju,0 deur mesures o-finies
telles quel v < p, p < 6. Alors v < 0, et

dv _ dvdp
df  dupdf’

2. La décomposition de Lebesgue
Une premiére conséquence importante du Théoréme de Radon-Nikodym :

THEOREME 7.14 (Décomposition de Lebesgue). Soit p une mesure o-
finie. Alors pour toute mesure o-finie v, il existe deux uniques mesures
v, et v,, telles que

V=VUs+ Vs, Velp, v,<<p. (7.5)

v, est la composante singuliére de v, et v, est la composante absolument
continue de v (par rapport a ).

DEMONSTRATION. Soit p := v + u, qui est o-finie. Alors v < p

et u < p. Donc par le Théoreme 7.2, il existe une densité de Radon-
Nikodym g = fl—‘; € M telle que pour tout A € F,

u(A) = /A gdp.
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Considérons les ensembles disjoints U := {g =0}, V = {g > 0}. On a
X =UUV. Soit

vs(A) :=v(ANU), v, (A):=v(ANnV).

Puisque p(U) = 0, on a vgLu. Vérifions ensuite que v, < p. En effet,
si u(A) = 0, alors [, gdp = 0, et donc g(x) = 0 pour p-presque tout
x € A. En particulier, p(ANV) =0, donc aussi v(AN V) = 0 puisque
v < p, et donc v,(A) =v(ANV)=0.

Vérifions 'unicité de la décomposition. Supposons qu’il existe deux
décompositions de v, v+, et v, +1/,. Donc il existe A tel que u(A°) =
0, vs(A) = 0, et il existe A" tel que u(A“) = 0 et v5(A’) = 0. On a donc,
d’une part, que p((ANA")°) = 0, ce qui implique v, ((ANA")¢) = V., ((AN
A")¢) = 0. D’autre part, ceci implique v;(ANA") =0et v.(ANA") = 0.
Soit alors E un mesurable tel que v(E) < co. On peut écrire

Vo(E) = vo(EN(ANA)) + va(EN (AN A))

-~

=0

=v(EN(ANA)) —v(EN(ANA) .

=0
On montre de méme que V. (E) = v(EN (AN A')), et donc v,(E) =

vl (E). Ceci implique donc v4(E) = v,(E). Si E est quelconque, il suit

a

de ce qui précede et de la o-finitude de v que v,(F) = V,(E). On a
donc montré que v, = v, et vy = V.. O

3. Parenthése : ’espérance conditionnelle

Soit (2, F, P) un espace de probabilités. Les ensembles de la tribu F
sont appelés événements plutot que ensembles mesurables.

3.1. A propos des tribus. Travailler avec une tribu F signifie
que pour chaque événement A € &F, et pour chaque réalisation w € €2
de 'expérience, on peut déterminer si oui ou non w appartient a A (en
d’autres termes, on peut calculer 14(w)). Par exemple, considérons

(2 = {piétons dans les rues de Geneve},

c’est-a-dire que 'expérience consiste a tirer au hasard un piéton dans
les rues de Genéve. Une tribu possible est

351:{®7Q7F7M}7

ou F' = {piétons de sexe féminin}, M = {piétons de sexe masculin}.
Cette tribu signifie que 'unique distinction que l'on sera capable de
faire aprés avoir tiré un piéton au hasard, est de déterminer si ¢’est une
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femme ou un homme.

Pour la méme expérience, une autre tribu possible est
3:2 = {®7Q,J7V},

ou J est I'ensemble des piétons de moins de 60 ans, et V celui des
piétons de 60 ans ou plus. On pourrait aussi considérer la tribu qui
permet de distinguer le sexe et 1’age de la personne, en utilisant une
tribu plus fine que F; et Fy :

Fy=F VT ={0,QFNJ,FAV,MNJ,MAV}.

Le choix d’une tribu reflete donc I'information révélée par la réalisation
d’une expérience aléatoire.

La tribu contenant le moins d’information est la tribu triviale {&, Q} :
le résultat de ’expérience w ne fournit aucune information. La tribu
la plus riche en information est la tribu discréte P(£2). Puisque P(2)
contient aussi les singletons {w}, chaque réalisation permet d’identifier
exactement quel élément w a été choisi. Dans I'exemple ci-dessus, cela
signifie identifier exactement quelle est la/le Genevois choisi (et non
seulement son sexe et la tranche d’age dans laquelle il se trouve).

3.2. Conditionner par rapport a des tribus finies ou dé-
nombrables. Supposons donc qu’une tribu F soit donnée. Si P est
une probabilité sur (Q, F) , alors P(A) quantifie avec quelle probabilité
I’élément w tiré appartient &4 A € F.

Soit X : 2 — R une variable aléatoire intégrable. Pour chaque réalisa-
tion w, X (w) est un nombre décrivant une certaine propriété de w, et
son espérance s’écrit

HM:/XM.

Dans un certain sens, F[X] est une prédiction raisonnable que 1'on
peut faire & propos de la valeur de X (w) si 'on ne posséde aucune
information sur w. En effet, si 'on moyenne les résultats obtenus en
répétant I'expérience de maniére indépendante, la Loi Forte des Grands
Nombres garantit que

X+ + X,
P L BIX] P—ps.

n

Se pose donc la question suivante : si l'on sait que le w tiré appartient
a un ensemble B, quelle est la meilleure prédiction possible que 'on
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peut faire sur X (w)?

Si l'on sait que w € B, alors la probabilité avec laquelle on décrit
I’expérience change. Du cours de probabilités, on sait qu’ un événement
B € F de probabilité positive permet de définir une nouvelle mesure
P(:|B) sur (€2, 5), conditionnée par rapport a |'événement B :
P(ANB)

P(A|B) = PB)

(7.6)

Donc sachant que B a eu lieu, la meilleure prédiction sur la valeur de
X est alors

Ewwpi/n@mmij%géXMz (7.7)

Reprenons 'exemple ot I'on tire un piéton au hasard dans les rues de
Genéve, muni de la tribu discréte. Soit X (w) la taille (en centimétres)
de l'individu choisi lors de 'expérience w. Suposons que ’on ait

E[X]=168cm.

Si maintenant 1'on sait en plus si 'individu est une femme ou un
homme, alors on aura peut-étre

E[X|F] = 163¢m, E[X|H] =172cm,.
On peut reconstruire E[X] a partir de E[X|F] et E[X|H], en calculant

E[X|F]P(F)+E[X]H]P(H):/XdP+/ Xdp
— E[X]

Donc la paire (E[X|F], E[X|H]) contient plus d’information, et il est
naturel de définir une nouvelle variable aléatoire

EX|F)(w) == EX[F]1p(w) + EX[H]1x(w),

appelée espérance conditionnelle de X par rapport a la tribu F.

On peut étre un peu plus général. Soit {B,},>1 une partition dénom-
brable de 2, c’est-a-dire une famille B, € F telle que |J, B, = €,
et B, N B, = 0 lorsque n # m. Une telle partition génére une sous
tribu B := o({By}n>1) C F, contenant toutes les unions d’ensembles
B,,. Soit X une variable aléatoire intégrable. Si P(B,) > 0, on dé-
finit F[X|B,] comme plus haut. Si P(B,) = 0, on définit E[X|B,]
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de fagon arbitraire, par exemple en posant E[X|B,| := 0. On définit
E[X|B]: Q — R par

E[X|B)(w) := > E[X|B,]15,(w), (7.8)

appelée version de |'espérance conditionnelle de X par rapport & B. Le
nom “version” est utilisé pour souligner le fait que 'on peut toujours
modifier F[X|B] sur des ensembles de mesure nulle.

Clairement, w — E[X|B](w) est mesurable par rapport a la tribu B.
De plus, pour tout B € B,

/ [X|B]dP = Z/B E[X|B,)d

n>1 Y BNBn
=> P(BNB,)E[X|B,]. (7.9)
n>1

Si B € B alors B est une union d’éléments By, k € S, ce qui implique
P(BNB,) = P(B,)lg(n), ou lg(n) =1sin €S, 0 sinon. En utilisant
la définition de F[X|B,], (7.9) vaut

213 XdP:/XdP.
B

n>1

Donc la variable E[X|B] satisfait

/E[X|B]dP:/XdP, VBeEB. (7.10)
B B

Bien-siir, toute version de E[X|B] satisfait (7.10). Le résultat suivant
montre que les versions de E[X|B] sont les seules ayant cette propriété.

LEMME 7.15. Soit (2, F, P) un espace de probabilité et B C F une
sous-tribu. Soient Y1, Yo deux variables mesurables par rapport a B,
intégrables par rapport a P. Alors Y1 = Y5 presque partout si et seule-
ment si

/YldP:/YgdP VB eB. (7.11)
B B

DEMONSTRATION. Suit du Théoréme 3.18. ]

3.3. Conditionner par rapport a une sous-tribu. Dans le
cas d’une tribu B générée par une partition dénombrable, I'espérance
conditionnelle est définie comme en (7.8). On a vu que ses principales
propriétés sont
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(1) E[X|B] est mesurable par rapport a B.
(2) La famille de relations (7.10) est satisfaite.

On a aussi vu dans le Lemme 7.15 que E[X|B] est unique, modulo des
modifications de mesure nulle.

Pour étendre 'espérance conditionnelle a des sous-tribus quelconques
§ C 7, le manque de dénombrabilité empéche une définition directe
comme en (7.8). En particulier se pose le probléme des ensembles B €
G de mesure nulle, pour lesquels (7.8) ne peut pas étre définie pour
définir F[X|G]. Malgré tout, on peut utiliser les deux propriétés ci-
dessus pour définir E[X|9], et ensuite essayer de montrer son existence
et son unicité. Finalement, on peut vérifier la compatibilité de cette
définition avec celle obtenue naturellement dans le cas dénombrable
(7.8).

DEFINITION 7.16. Soit G C F wune sous-tribu et X :  — R une
variable aléatoire non-négative. Toute variable aléatoire G-measurable
Y : Q — R qui satisfait

/YdP:/XdP, VB e, (7.12)
B B

est appelée version de ['espérance conditionnelle de X par rapport a G,
et généralement notée E[X|G]. Pour une variable intégrable quelconque
X, on définit I’espérance conditionnelle comme : E[X|G] := E[XT|9] —
E[X~|9].

La principale propriété de l'espérance conditionnelle est donc que
/E[X\Q]dP—/XdP, vVBeg§, (7.13)
B B

Observons que quand elle existe, E[X|G] est intégrable. En effet, en
appliquant (7.13) avec B = (),

EIE[X|9]] = /E[Xyg] P — /XdP — BlX]. (7.14)

Vérifions maintenant que ’espérance conditionnelle existe. Définissons,
pour tout B € G,

Q(B) = /BXdP.

Comme on suppose que X > 0 est intégrable, () est une mesure finie
sur (€2, 9). De plus, elle est absolument continue par rapport a P sur
G:si G e Gest tel que P(G) = 0, alors Q(G) = 0. Par le Théoréme
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3. PARENTHESE : L’ESPERANCE CONDITIONNELLE

de Radon-Nikodym, il existe une variable aléatoire non-négative G-
mesurable, Y, telle que

Q(B):/BYdP, VBEG.

Donc Y est une version de 'espérance conditionnelle £[X|G]. On voit
que E[X|G] n’est rien d’autre que la dérivée de Radon-Nikodym %, et
est unique a des ensembles de mesure nulle prés (Lemma 7.15).

EXEMPLE 7.17. Vérifions que la définition abstraite coincide avec celle
de la section précédente pour les partitions dénombrables. Soit B la
tribu générée par une partition { B, },>1, et soit £[X|B] une version de
I'espérance conditionnelle au sens de la définition 7.16. Comme E[X|B]|
est mesurable par rapport a B, elle est constante sur chaque B, c’est-
a~dire F[X|B|(w) = b, pour tout w € B,. Donc pour tout n on a

b P(B,) :bn/ dP:/ E[X|B]dP = [ XdP.
n n Bn
Donc, lorsque P(B,,) > 0,

1
b, = /XdP,
P(B,) Js,

qui coincide avec (7.8) sur les ensembles B,, de mesure positive. Comme
les autres ensembles ont mesure nulle et qu’on n’a qu’a considérer un
nombre fini d’entre eux, on a bien construit une version de (7.8).

Mentionnons les deux cas extrémes qui permettent de mieux com-
prendre la dépendance de E[X|G] en fonction de §. D’abord, si G est la
plus grande sous-tribu de F, i.e. § = F, alors clairement E[X|G] = X
presque partout. Ceci vient du fait que X est mesurable par rapport a
F, et de l'identité triviale

/XdP:/XdP, VBeJ.
B B
D’autre part, si G est la tribu triviale, § = {0, Q}, alors E[X|SG] = E[X]

presque partout. En effet, F[X|§] doit étre constante sur €2, et cette
constante est fixée par la condition (prendre B = 2 dans (7.13))

E[X|G] :/E[X|9] dP:/XdP:E[X].

Ces deux cas montrent comme E[X|§] est une approximation de X ;
plus G est fine, plus cette approximation est précise.
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4. DUALITE L* — L9

L’espérance conditionnelle est un outil de base en théorie des probabi-
lités. Il permet notamment de définir la notion de martingale adaptée
a une filtration (voir le cours de probabilité).

4. Dualité [P — [1

Une application importante du Théoréme de Radon-Nikodym en ana-
lyse fonctionnelle est a propos de la dualité entre les espaces LP et L9,
ou p et g sont conjugués.

DEFINITION 7.18. Une application T : LP — R est une fonctionnelle
linéaire continue si

(1) T(f +ag) =T(f)+ aT(g) pour tout « € R, f,g € LP.

(2) T(fn) = T(f) lorsque fo = f.
SiT:LP — R, on définit la norme

T

sup sup |[T(f)|.
rerr Ifllp  ferr
140 IFllp<1

On a toujours |T'(f)| < |IT]] - ||fll,, et on peut montrer que 7' est
continue si et seulement si ||T]| < oo

On a déja vu une construction de fonctionnelle linéaire continue dans
I"Exercice 42 : si g € L9, alors

T(f) = /fgdu

est linéaire et continue, et || T'|| = ||g||,- Le Théoréme de Dualité affirme
que toute fonctionelle linaire continue est de cette forme :

THEOREME 7.19 (Dualité de Riesz des espaces LP et L%). Soit 1 une
mesure o-finie, 1 < p < oo. Soit q 'exposant conjugué a p (avec la
convention 1 <> oo). Alors pour toute fonctionnelle linéaire continue
T:LP — R, il eriste g € LY telle que

T(f):/fgd,u Vfielr. (7.15)
De plus, [T = llgll,-

2. En effet, si T' est continue, elle est en particulier continue en 0, et donc pour
e=1,ilexisteun d > 0 tel quesi || f||, < 9, alors |T'(f)| < 1. Soit f € LP tel que f #

0. On peut écrire [T'(f)| = |T(Hﬁ\ ) HJ;H” < %. Donc | T|| < 6~'. Inversément, si

L? 5
|T|| < oo et fr, = f, alors |T(fn) = T(f)| = [T(fu — I < NN - 1fn — pr — 0,
donc T est continue.

Version: 6 janvier 2014 113 S. Friedli, Théorie de la Mesure



5. LE THEOREME DE DERIVATION DE LEBESGUE

On ne donnera pas la preuve de ce résultat, que le lecteur trouvera
dans plusieurs des références données dans I'introduction.

L’espace des fonctionnelles linéaires continues sur un espace vectoriel
est appelé le dual de I'espace. Le résultat ci-dessus affirme donc que le
dual de LP peut étre identifié & L7 (o0 ¢ <> p). Dans le cas particulier
oll p=¢q =2, on dit que L? est self-dual.

5. Le Théoréme de dérivation de Lebesgue

Le Théoréme de Radon-Nykodym est un résultat d’existence : si v
est absolument continue par rapport a u, alors il existe une densité
f= Z—Z. Dans cette section, on considére le cas particulier ou I'espace

mesurable est (RY, B(R?)), et la mesure de référence p est la mesure
de Lebesgue A\%. On considérera une mesure o-finie, v < A%, et on
montrera comment sa densité d% peut étre calculée par un processus

naturel de limite, mentionné dans l'introduction du chapitre.

5.1. Dérivabilité. Rappelons que B, (z) = {z: ||z — z|| < r}.

DEFINITION 7.20. Soit ji une mesure finie sur (R% B(R?)). On dit que
u est dérivable au point x € R? si la limite

. pi(Be())
D = lim ———% 1
ww) =l T @) (7.16)
existe. On appellera Du(x) la dérivée de p par rapport 4 A\* au point x.

EXEMPLE 7.21. Si p(B) := A(B N [—1,1]%), alors u est dérivable en
tout z € (—1,1)% et en ces points Du(x) = 1, ainsi que sur les points
de ([—1,1]%)¢, ot Du(z) = 0.

Notre objectif est de comparer Dy avec la dérivée de Radon-Nikodym

%. Dans le reste de la section, la notion de “presque partout” sera

toujours en référence a la mesure de Lebesgue A%

THEOREME 7.22. Soit i une mesure finie sur (R4, B(R?)).
(1) Si A € B(R?), u(A) = 0, alors Du(x) = 0 pour presque tout

x € A.
(2) Si p < N\, alors Du(x) eziste presque partout, et
d
Du(z) = d—)'lfd presque partout .

(8) Du(x) existe presque partout.
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5. LE THEOREME DE DERIVATION DE LEBESGUE
Pour étudier I’ensemble des points o i est dérivable, on introduit

Dute) = imeup {54

Par définition, p est dérivable en x si et seulement si E,u(:v) = Du(z) <
0. De plus,

u(B (-’E))

LEMME 7.23. z + Du(x) et v + Du(z) sont mesurables.

DEMONSTRATION. Pour montrer que  +— Dy(x) est mesurable, il
suffit de montrer que x — ¢5(x) est mesurable, ol Ps(x) 1= SUPgyes %.
Fixons a > 0 et montrons que E := {x : ¢5(z) > a} est ouvert. Soit
x € E. Alors il existe 0 < r < 0 tel que “((BT(( )))) > . Soit n > 0 suffi-

samment petit, tel que r +n < 6. Alors B,1.(y) D B,(x) Vy € B,(z),
et donc

M(Bn+r(y)) o _MB(@) _ pUBi(x)) M(B:(0))
A (B (y)) — ABpar(y))  AUB () A( By (0)
Comme \4(B,(0)) = cqr? pour une constante c¢; > 0 (exercice), on a
X(B,(0))
A(By(0))
dont la limite est 1 lorsque n — 0. On peut donc prendre n > 0
suffisamment petit tel que L4E-&) (1+ g)fd > «, et donc

=1+

Y

A4(By ()
1(Byr(y))
Ps(y) = gy > @
A ( By ()
ce qui implique y € E. Donc E est ouvert, et comme les ouverts gé-
nérent les Boréliens, ceci montre que ¢s est mesurable. 0

Rappelons (voir Proposition 2.39) qu'une mesure finie sur R est régu-
liere.

PROPOSITION 7.24. Si p est finie (et donc réguliére), alors pour tout
a > 0 et pour tout Borélien A,

(1) M({z € A: Du(z) > a}) < Lu(A).
(2) X({x € A: Du(x) > 0}) =0 si u(A) = 0.
La deuxiéme partie de la proposition dit que sur un ensemble de me-

sure nulle par rapport a p, Dy = 0 A-presque partout. L’ingrédient
principal de la preuve sera le
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5. LE THEOREME DE DERIVATION DE LEBESGUE

LEMME 7.25. Soit B une famille finie de boules (ouvertes ou fermées)
sur RY. I existe une sous-famille { By, ..., B,,} C B telle que

(1) BiNB; =0 sii # j,
(2) M(Upes B) < 3A (UL, By).
DEMONSTRATION. Soit B la boule de B de plus grand rayon. Si

By, ..., By ont déja été définies, soit By, la boule de B\{By, ..., By}
de plus grand rayon, disjointe de By, ..., By (voir Figure). Comme B

est finie, ce procédé termine aprés avoir sélectionné un nombre fini de
boules By, ..., B,,. Pour tout j = 1,...,m, soit B; la boule de méme
centre que Bj;, mais de rayon trois fois plus grand. Alors | Jpzeq B C

Uis, B, et donc

X (U B) SAd(OBj) < S N(B)

=33 N(B) = 3W( 6 Bj> .

0

PREUVE DE LA PROPOSITION 7.24 : Parle Lemme 7.23, F := {z €
A Du(x) > a} est un Borélien. Soit K un compact et G' un ouvert,
tels que K C E C G. Pour tout x € K, il existe r, > 0 tel que
B, (z) C G et tel que

M > «, et donc /\d(Brl.(x)) < lM(Bm(z))

A(B, (x)) T
La famille {B,,(z),z € K} recouvre K. Soit B C {B,,(z),z € K} un
sous-recouvrement fini. Par le Lemme 7.25, il existe {By,...,B,} C B
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5. LE THEOREME DE DERIVATION DE LEBESGUE

tel que
) < /\d< U B) < 3d2/\d
BeB
< E ZM(BJ)

(Ej 5) < L.

Comme \? et i sont réguliéres, on peut prendre le supremum sur K et
I'infimum sur G, ce qui donne \¢(E) < %M(E) < %p(A).

Pour la deuxie¢me affirmation, on décompose {z € A : Du(z) > 0} =
Urs1{z € A: Du(z) > 1/k}. Or pour tout k, par la premiere affirma-
tion, N({x € A: Du(x) > 1/k}) < 3%u(A) = 0. O

On considére ensuite les mesures qui ont une densité par rapport a A%
PROPOSITION 7.26. Soit f >0, f € L*(RY, B(RY), \?), et soit

= / fdxt, Aec BRY.
A
Alors p est une mesure finie, dérivable presque partout, et

Du(z) = f(z) presque partout.

DEMONSTRATION. Comme f est intégrable, u est finie, et donc
réguliere (Proposition 2.39). Pour montrer que Dpu(x) existe et est
presque partout égale a f(z), il suffit de vérifier que

M{z: Dp(x) > f(2)}) =0, X({z: Du(z) < f(x)}) =

Pour la premiére égalité (la deuxiéme se traite de la méme fagon), on
va montrer que

M(E,NA%) =0 pour tout a € Q, (7.17)

ott B, :={x: Du(x) > a} et A, := {x: f(x) > a}. Fixons zy € AS et
wB

N(B) ol B est une boule quelconque centrée en xy. On peut

étudions
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5. LE THEOREME DE DERIVATION DE LEBESGUE

écrire
u(B) = aX(B) + (u(B) — aX’(B))
= a)(B) + / (f — a)d\?
B
d _ d
< a (B)—i—/BmAa(f a)d\?.
Comme f —a > 0sur Ay, v(-) = [, (f - a)d)\? est une mesure.

Puisque || f||1 < oo, v est finie. En prenant B = B,(x), en divisant par
M (B.(z0)) et en prenant la lim sup,_,y+, on obtient

Dy(zg) < o+ Dv(x).

Mais par construction, v(AS) = 0. Donc, par la Proposition 7.24,
Qy(mo) = 0 pour presque tout zy € AS. On a donc montré que
Du(zo) < a pour presque tout xy € AS. Ceci montre (7.17). O

REMARQUE 7.1. Soit f une fonction intégrable et f = f* — f~ sa
décomposition en partie positive et négative. En appliquant deux fois
la Proposition 7.26, on a donc montré que pour presque tout z,

o i
i A (Be(x)) /Be(:c) fax' = f{z).

Les points x ou la limite ci-dessus existe sont parfois appelés points de
Lebesgue de f. Observons que pour que ces limites fassent sens, il suffit
de supposer que f est localement intégrable, c’est-a-dire que flx est
intégrable pour tout compact K C R%

PREUVE DU THEOREME 7.22 : Soit 4 une mesure finie. (1) Par la
Proposition 7.24, u(A) = 0 implique MX({z € A : Du(z) > 0}) =
XN ({z : Du(z) > 0}) = 0. (2) Si p < M alors par le Théoréme de
Radon-Nikodym, u(A) = [, fd\?, avec f = d‘%. Comme p est finie,
f € LY(R?, B(R?), \?). Donc par la Proposition 7.26, Dy existe et est
égale a j’ﬁ presque partout. (3) Soit p = p, + s la décomposition de
Lebesgue de p par rapport a A : p, < X%, pg L A9 11 existe donc E
tel que A\4(E) = 0, ps(E°) = 0. Donc par (1), Dus = 0 presque partout
dans E°. Par le Théoréme de Radon-Nikodym, 1,(A) = [, fadA\?, avec
fo = e Par (2), Donc Du, = f, presque partout dans E. Donc Dy

dxd-
existe presque partout, et vaut Dy = Dy, = f,. U
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5. LE THEOREME DE DERIVATION DE LEBESGUE

5.2. Points de densité des ensembles mesurables. Soit A un
Borélien de R?. Un point o € A est dit point de densité de A si

lim A(AN B(z))
e—0t A B(x))

THEOREME 7.27. Si A est un Borélien de mesure de Lebesgue positive,
alors presque tous les points de A sont des points de densité.

=1.

DEMONSTRATION. La fonction f = 14 est intégrable. On peut donc
appliquer le Théoréme 7.22 : pour presque tout = € R,

A(AN B(z)) 1 d
lim ————* = lim ———— 1 A(dz) =1 )
ok TM(B) | esot M(B(2)) /Be(gg) Aa)X(do) = Lal)
Donc ce nombre est égal a 1 pour presque tous les x € A. O
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CHAPITRE 8
Le Théoréme Fondamental de I’Analyse

Le Théoréeme Fondamental du Calcul Différentiel (1.1) décrit les rela-
tions existant entre une fonction et sa dérivée, ou entre une fonction et
ses primitives. Dans ce chapitre, on regarde de plus preés ces relations,
munis de la mesure de Lebesgue et de son intégrale. On considérera
exclusivement des fonctions définies sur un intervale [a, b] de la droite.
La notion de “presque partout” sera toujours en référence a la mesure
de Lebesgue \! sur [a, b].

Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable. On peut définir, pour tout
x € |a, b], l'intégrale indéfinie

F(J}) = / fd)\1 = / fl[a7x]d)\1.
a [a,b]

On sait par le Théoréme 3.34 que F' est continue. On sait aussi (voir
Théoréme 1.1) que si f est continue, alors F' est dérivable partout sur
(a,b), et

F'(z) = f(z), Vz € (a,b).

Lorsque 'on suppose seulement que f est intégrable, cette derniére
propriété peut ne plus étre vraie. Il suffit de prendre par exemple la
fonction

Fla) = {0 siz <c,

1 siz>c,

ou ¢ € (a,b). Cette fonction est intégrable, et son intégrale définie
F(z) =0siz <0, F(z) = x si x > 0, est dérivable partout sauf
en r = c. En particuler, F/ = f partout sauf en x = ¢. En prenant
f = lonjas), on obtient F'(z) = 0 partout, et donc F' = f presque
partout.
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THEOREME 8.1 (Le Théoréme Fondamental de I’Analyse, selon Le-
besgue). Soit f une fonction intégrable sur [a,b]. Alors

/ Fd\!

est dérivable presque partout, et F' =

Observons que par définition, F(z f fedNt = [T fodXY, ou f =
fi — [ est la décomposition de f en ses parties positives et négatives,
f+ > 0. On prouvera donc d’abord le théoréme dans le cas ot f > 0. Or
dans ce cas, F'(x) est monotone non-décroissante. On montrera donc le
résultat suivant, plus général :

THEOREME 8.2 (Lebesgue). Si F : [a,b] — R est continue et mono-
tone, alors elle est dérivable presque partout.

En fait, I'hypothése de continuité sur F' n’est pas nécessaire, mais elle
simplifiera un peu ’exposition. On supposera F' non-décroissante.

On introduit les dérivées de Dini :

"DF(z) := limsup M D*F(z) = limsup fy) — flz)

Y

Yy y—zr y—at y—
»DF(z) := liminf M , D.F(z) :=liminf fy) — f(z)
v y—x y—at Y-

Comme f est non-décroissante, tous ces nombres sont > 0. De plus, on
a évidemment que

D,F < D'F, .DF<PDF.

Pour montrer que F est dérivable en un point x, il faut montrer que
ses 4 dérivées de Dini sont égales et finies. Le Théoréme 8.2 sera donc
une conséquence des Propositions 8.3 et 8.6 ci-dessous :

PROPOSITION 8.3. Si F' est continue et non-décroissante,
Mz € [a,b] : D'F(z) = 00} = 0.
On commencera par la remarque suivante. Soit x € [a,b) tel que

DeF(z) = +o0. Alors pour tout C' > 0, DF(x) > C, et donc il
existe z > x, z € (a,b), tel que

f(z) = [(x)

zZ—XT

> (', cest-a-dire f(z) — Cx < f(2) — C=z.
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DEFINITION 8.4. Soit g : [a,b] — oo une fonction continue. Un point
x € (a,b) est dit invisible depuis +o0o (resp. —oo) pour g si il existe
z >z (resp. z < x), z € (a,b), tel que g(z) < g(z). On note I*(g)
(resp. I~ (g)) l'ensemble des points de |a, b] invisibles depuis +00 (resp.
—0o0) pour g.

I

|

I

|

I
a T b
F1GURE 1. Un point x invisible depuis +ooc.

LEMME 8.5. Si g : [a,b] — oo est continue. Alors

(1) I*(g) est un ouwvert, I (g) =, (an,bn), ot les (an,b,) C [a,b]
sont disjoints deux-a-deuz, et g(a,) < g(b,) pour tout n.

(2) I~ (g) est ouvert, I=(g) = U, (ck, dr), ot les (cg, dy) C [a,b] sont
disjoints deuz-a-deux, et g(dy) < g(ck) pour tout k.

DEMONSTRATION. Soit z invisible depuis +oo pour g : il exists un
z > x tel que g(x) < g(z). Pour ce méme z, et par la continuité de g,
on a g(y) < g(z) pour tous les y € (a,b) suffisamment proches de z.
Ceci prouve que I7(g) est ouvert, et donc qu'’il peut s’écrire comme une
union dénombrable d’intervalles ouverts disjoints (a,, b,). Supposons,
par labsurde, qu’il existe un (ay,b,) tel que g(a,) > g¢(b,). Soit h
tel que g(b,) < h < g(a,), par exemple h := w. Soit alors
Ty = sup{z € (an,b,) : g(xr) = h}. D’une part a, < x. < b,, et donc
x, € I*(g). D’autre part, g(x.) > g(z) pour tout z € (z,,b,]. Mais,
comme b, & I(g) par construction, on a aussi g(b,) > g(z) pour tout
z > b,. Donc g(x,) > g(z) pour tout z > z,, et donc x, & I (g), une
contradiction. U

PREUVE DE LA PROPOSITION 8.3 : La fonction go(x) := F(z) —
Cx est continue, et on a vu que

(DF > CY C I (ge) .
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Par le lemme précédent, on peut écrire I (gc) = U, (an,bn), avec

gc(an) < go(by), Cest-a-dire b, — a,, < &(F(b,) — F(ay)). Donc

>‘1{I+(QC)} < Z(bn - an)
< 2 (P ) - Flan)

F(b) — F(a)
—

Dans la derniére inégalité, on a utilisé la monotonicité de F'. On conclut
que

<

M{DF = oo} < inf \{D*F > C} = 0. 0
>

PROPOSITION 8.6. Si F' est continue et non-décroissante,
Mz € [a,b] : D'F(x) > ,DF(x)} =0,
Mz € [a,b] :"DF(x) > D,F(z)} =0.

DEMONSTRATION. On ne prouvera que la premiére identité (la
deuxiéme s’obtient de la premiére appliquée a F'(x) := —F(—x), définie
sur [—b, —a]). Pour commencer, on décompose

{D°F >,DF} = | E,,.

p,q€Q:
0<p<q

ou E,, = {,DF <p < q< D}. On va montrer que
Y(a, 8) C [a, 8], M{(a, ) N E, } < g(ﬁ —a).  (8.1)

On montre facilement (voir Série 1) que ceci implique A'(E,,) = 0.
Fixons donc un intervalle (o, 5) C [a, ], et écrivons

(o, B) N Epy = {(Oé,ﬁ) N{DF < p}} N{D*F > q}.

Considérons alors la restriction de F' a (a, ). Comme précédemment,
on observe que si z € («, ) est tel que ,DF(x) < p, alors il existe

z € (o, fB), z < x, tel que F(Z# < p, et donc x est invisible depuis

—oo pour la fonction g¢,(x) := F(z) — px. On a donc

(a, B) N {oDF < p} C | J(an, ba),

—

|

ot les (a,,b,) C (a, 8), avec g,(b,) < gp(a,). Ceci implique
F(b,) — F(a,) < p(b, — ay) . (8.2)
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On recommence ensuite le procédé pour chacun des intervalles (a,, b,,) :
en considérant la restriction de F' & (ay,,b,), on remarque qu'un point
x € (an,by,) tel que DF(x) > g est invisible depuis +o0o pour g,(z) =
F(z) — gz, et donc

(CLn, bn) N {DQF < p} C U(an,ka bn,k) )
k
avec (Qn g, bng) C (an,by) et

1
bk — ang < E(f(bnk) — flank)) - (8.3)
En utilisant (8.2) et (8.3), on a donc
M(e, 8) N Ey g} < [ Jbosk — an)
n,k

1
< o {200 ~ e}
< 5 (f(bn) = f(an))
<N (b —an) < gw—a).

Ceci prouve (8.1), et par conséquent la premiére affirmation de la pro-
position. O

PREUVE DU THEOREME 8.1 : Soit f = f, —f_ intégrable. Comme
F(z)= [T ftd\' = [T f~d\', et que chacun des termes est une fonc-
tion continue et monotone, F' est dérivable presque partout par le Théo-
réeme 8.2. Il reste a prouver que lorsqu’elle existe, la dérivée de F' est
égale a f presque partout : N'{F” # f} = 0. On va d’abord montrer
que AY{F" > f} = 0. D’abord, décomposons

{F,>f}: U Apg s

p,q€Q:
p<q

ou A,, ={f <p < qg< F'}. (Obs : p et ¢ sont de signes a priori
quelconques.) Prenons une paire p, ¢ comme ci-dessus. Fixons € > 0, et
considérons 0 suffisamment petit, tel que

si A'(A) < 4§, alors ‘/fd)\l <e.
A

(L’existence d'un tel § a été prouvée en exercice, dans la Série 6).
Utilisons ensuite la régularité de la mesure de Lebesgue, et considérons
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un ouvert G, (a,b) D G D A,, tel que \'(G) — 46 < A(A,,) < AY(G).
Considérons la restriction de F' & G. Un z € G qui satisfait F'(z) > ¢
est invisible depuis +oo pour F'(z) — gz. En particulier, on a

GN Ay, | Janb,) =S,

avec F(b,) — F(ay,) > q(b, — a,) pour tout n (rappelons qu’on ne sait
rien sur le signe de ¢, donc on évite de diviser par ¢). On a alors

N(S) =q 3 (b
< S (F(b) - Flan)

:Zn:/anbnfdxl /fd)\l / fdxt + /S\qufd)\l.

n

Observons que A'(S\ 4,,) < M(G\ 4,,) < ¢. Donc d’une part
|fS\qufd/\1| < ¢, de l'autre

fd>\1 < p)‘l(Ap,q) = p)\l(s) - p)\l(s \ Ap,q) < p)‘l(s) + [plé .

Apvq
On a donc montré que

A(s) < S
q—p
qui peut étre rendu arbitrairement petit en choisissant bien € et 9.
Comme A'(A,,) < M(G) = 0, ceci montre que M'{F" > f} = 0 En
répétant la méme procédure pour — f, on montre que N {F’ < f} =0,
ce qui conclut la preuve du Théoréme Fondamental. O
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