1. MARTINGAIS

Considere um espago de probabilidade (2, F, P). Um processo estocastico X é
uma familia de variaveis aleatorias = (Xi)er, I C R, definidas em (Q,F). X ¢é
LP-limitado se sup,c; E[|Xt|P] < 0o, e uniformemente integravel (abreviado UI) se

lim sup/ | X¢|dP =0.
K—=00 tel Jix,>K

Uma filtracdo é uma familia de sub-o-algebras (F;)cr, I C Ry, tal que F, C F
para todot > 0, e F, C F, se 0 < s < t. Um processo estocastico X é dito
adaptado a uma filtracdo se X, € F; para todo t € I.

Definicao 1.1. Seja (F;)e; uma filtracdo e X = (X;)ier um processo adaptado
tal que X; € L! para todo t € I. X ¢é chamado de

(1) supermartingal se para todo s,t € I, s <t, E[X{|F,] < X,.

(2) submartingal se para todo s,t € I, s < t, E[X|Fs] > X.

(3) martingal se para todo s,t € I, s <t, E[X{|F] = X.

0 mesmo jeito, podemos

Observagao 1.1. (1) As definigdes acima incluem a possibilidade de I ser
discreto, por exemplo I = {...,—2,—-1,0}, I = {0,1,2,...}, ou I =
{1/n,n > 1}.

(2) Observe que X é submartingal se e somente se —X é supermartingal, e
que um martingal é no mesmo tempo sub- e super-martingal.

Exemplo 1.1. O movimento browniano B = (B;);>¢ ¢ martingal com respeito a
sua filtragao natural &; := o(B,, s < t). De fato, B; € L' para todo t > 0, e pela
propriedade de Markov no tempo s,

E[Bt|§s] = E[Bt—s © 93|?s] = Ep, [Bt—s] = B;.

Observe que a propriedade de Markov permite também mostrar que B é martingal
com respeito a o-algebra aumentada,

:}dt-% = ﬂ g:t’ .
t'>t

Exemplo 1.2. Se B = (B;)i>0 ¢ 0 movimento browniano, entdao M; := B? —t
¢ martingal (com respeito a filtragao natural de B). De fato, M; € L' e pela
propriedade de Markov no tempo s,

E[M,|F,] = E[B|¥,] —t
= E[(B; — B,)*|F,] +2B, E[B,|F,| — B2 — t
N -~ 4 N——
ZE[B?_S]ZI‘Z*S =Bs
=B -5
= M,.

Exercicio 1.1. Se B = (B}):>0 ¢ o movimento browniano, § € R, entdo X; :=
exp(0B; — 0t?/2) ¢ martingal (com respeito a filtragao natural de B).



Lema 1.1. Seja X = (X})ier um submartingal e ¢ : R — R conveza, tal que
#(X;) € L para todo t € I. Entao ¢(X) := (¢(Xy))ier € submartingal também.

Demonstracao. Segue da desigualdade de Jensen. U
1.1. Amostragem opcional, caso finito.
1.2. Desigualdades fundamentais.

1.3. Desigualdades para o nimero de subidas/descidas. Seja X = (X;)ies
um processo. Qualquer subconjunto ' C [ finito pode ser ordenado: F =
{t1,t2,...,tn}. Sejam a < b. Considere a sequéncia si, kK > 1, definida da
seguinte maneira, b

S1 = Hlf{tz . X(tz) S (l}, S9 1= mf{tl > 81 X(tz) 2 b} .

Se s9 < 00, diremos que o par {sy, S} representa a primeira subida do processo X
através do intervalo [a,b]. Em seguida,

Sok+1 ‘= 1nf{tl > Sop - X(tl) S CL}, Sok+2 = Hlf{?fZ > S9k+1 - X(tz) 2 b},

e diremos que o par {soxy1,S2} representa a k + 1-ésima subida do processo X
através do intervalo [a, b].

Definamos entao o nimero de subidas de X ao longo de F' por
Up [a,b] := max{k : sop < tn}.
Para um conjunto qualquer 7' C I, o namero total de subidas de X é definido por
Ui[a,b] := sup{Uz [a,b] : F' C I, finito} .

De modo analogo, pode-se definir o nimero total de descidas de X, denotado
D¥Xla, b].
Proposicao 1.1. (1) Seja X = (Xy)er um supermartingal, T C I enu-

merdvel. Entao para todo a < b,

super E[(X; —a)7]

E[UF [a,b]] < . 1
U3, b]) < XPer ()
(2) Seja X = (Xi)ier um submartingal, T C I enumerdvel. Entdo para todo
a <b,

El(X,—b)*

£[Df o, b)) < MWPrer P =01 )
b—a

Observacao 1.2. (1) Observe que o conjunto 7" C I ndo precisa possuir

nenhuma estrutura particular; por exemplo, ele nao precisa possuir um
menor ou maior elemento.

'Faremos sempre a seguinte convencao: inf @ := oo.



(2) Suponha agora que T possua um maior elemento 5. Se X for submartin-
gal, entdo por ¢(x) := =T ser convexa e pelo Lema 1.1, para todo t € T,

E[(X: = b)"] < E[(Xs —b)"].
Por outro lado, se X for supermartingal, entao —X é submartingal, logo
E[(X: —a)7] = El(a — X;)"] < E[(a — X5)"] = E[(Xs —a)"].
Prova da Proposi¢ao 1.1: Seja X = (X;)er um supermartingal, F' = {tq,ts,...,txy} C
I finito, e a < b. Considere os tempos de parada s; definidos acima, e os
eventos Ay := {s; < ty}. Observe que Ay, = {Ux[a,b] > k}, o que implica

E[UFX[(Z, bH S Zk P(Agk) Como X(Sgk_l) S a em Agk_l e X(Sgk) Z b em Agk, e
como —X é submartingal,

0< /A (a — X (sok—1))dP
< /A (a — X (so1))dP

Aozp_1\ A2y

- /A%(a - X<52k))dp+/ (a — X(s2))dP

N

-

<(a—b)P(Azk)

Portanto, usando de novo o fato de —X ser submartingal,

(b—a)P(As) < /A g (a — X(ty))TdP

Somando sobre k, e como A, D Agiq,

(b— a) E[UX[a, b]] < / (a0 — X(tn))dP < B[(X,, — a)"] = sup E[(X, — a)].

A teF

Tomando o sup sobre todos os subconjuntos finitos F' C I, obtemos (1). O

As desigualdades fundamentais (1) e (2) serao usadas de varias formas, em par-
ticular para obter resultados de convergéncia para processos X; quando t — 400
ou quando t — t(jf. De modo geral, enunciaremos os resultados somente para
supermartingais, dado que um resultado parecido pode ser deduzido para sub-
martingais, via uma troca de sinal.

1.4. Convergéncia quando 7' = N. Um primeiro corolirio da Proposicao 1.1 é
o teorema basico sobre convergéncia de martingais.

Teorema 1.1. Se X = (X,,)nen € um supermartingal L'-limitado, sup,c; E[| X;|] <
00, entdo existe Xoo € L' tal que X,, — Xoo quase certamente.

Demonstragdo. Se X = (X, )nen ¢ um supermartingal L'-limitado, entao pela
desigualdade (1), existe um conjunto Qy, P(Q) = 1, no qual Ug[a,b] < oo
para qualquer a < b, a,b racionais. Logo, X, := lim, . X, existe em )
(possivelmente +00). Fora de €, basta definir X, := 0. A integrabilidade de
X segue pelo Lema de Fatou. ([l



Corolario 1.1. Se X = (X,)nen € um supermartingal tal que X, > 0, entao
eziste Xoo € L' tal que X,, — X quase certamente.

Demonstragio. Como E[|X,|] = E[X,] < E[X,], X é L'-limitado. O
1.5. Convergéncia quando 7' = —N. Um processo indexado por T' = —N :=
{...,—2,—1,0} é geralmente chamado de reverso. Assim, um super- sub-martingal

X = (Xn)ne-n = (X_p)nen € chamado de super- sub-martingal reverso. A par-
ticularidade do conjunto —N é que ele possui um maior elemento, o que implica
convergéncia sem hipdtese suplementar.

Teorema 1.2. (a) Se X = (X_,)nen for supermartingal, entdo existe X_o, tal
que X_, = X_o quase certamente. Se X é L'-limitado, entdo é UI, X_, €
L', X_, = X_o em L', e para todo n,

Xooo 2 B[X n|F o], (3)

onde F_o =), F_p.
(b) Se X = (X _,)nen for martingal, existe X o, € L' tal que X_,, — X _, quase
certamente e em L', e para todo n,

X o =FEX_,|F_o]. (4)
Demonstracao. Seja X um supermartingal reverso. Pela Observagao 1.2,
sup E[(X_, —a)" | < E[(Xg—a)7].

Usando como foi feito na prova do Teorema 1.1, obtem-se a existéncia de X_, =
lim,, X,,. Para todo n,

/ X |dP = / X_,dP + / (—X_)dP. (5)
IX_n|>K X_w>K X p<—K

Se X for submartingal, considere a decomposi¢ao

/ X_,dP + / (—X_,)dP
X_n2K X_n<-K

= E[X_,] + / (—X_,)dP + / (—=X_,)dP. (6)

X_p<-K

Como n — E[X_,| decresce ¢ X ¢ L'-limitado, entao para todo e > 0, existe ng
tal que E[X_,] < E[X_,,] + € para todo n > ng, e

/X Xy /X | Xap

g/x_ K(—X_no)dP+/ (—X_n,)dP.

X_n<-K

Logo,

/ | X_,|dP < / | X_no|dP + €.
| X _n|>K [X—n|>K



Como P(|X_,| > K) < Mfgx‘"” — 0 no limite K — oo, isso implica que X
é UL e que X_, - X_o em L'. A integrabilidade de X_., segue do Lema de
Fatou. Se A € F_,, C F_,,, entao

/X wodP = lim XdP>/X mdP .
n—oo
o que prova (3).

Quando X é submartingal, a decomposi¢ao em (6) é trocada por

/ XndP—l—/ (—X_,)dP
X_.>K X_p<—K

= —E[X_n]+/ X—ndp+/ X—”dP’
X_n>K X_n>—K

e o resto do argumento ¢ o mesmo. Quando X é martingal, a identidade X_,, =
E[Xo|F_,] implica que X & UI (Lema 1.2 abaixo), o que implica a convergéncia
de X_,, para X_, em L. O

Lema 1.2. Seja Z € L*. Entao (E[Z|S])gcy € UL

Demonstracao. Observe que

/ |E[Z\9HdP§/ EHZHS]dP:/ |Z|dP .
|E[Z[S]|>K |E[Z|9]|=K |E[Z|S]|=K

Mas como

ENEZIS]] _ ElZ]]
K - K

quando K — oo, uniformemente em G, isso implica o resultado. 0]

P(E[ZI9)| > K) < =0

Veremos agora as consequéncias das desigualdades (1)-(2) e dos teoremas acima
para martingais com parametro continuo. A idéia principal é que resultados para
martingais discretos podem ser usados para estudar um martingal em tempo
continuo, ao longo de conjunto enumeravel de pontos.

Se (F1)i>0 € uma filtragao, considere a filtragdo aumentada

g’tJ’» = ﬂ gjt/.

t'>t
1.6. Regularizagao. Nesta se¢do, [ = R, = [0, 00).
Teorema 1.3. Seja X = (X;)i>0 um supermartingal e D C Ry denso, enu-
merdvel.
(1) Eziste Qq, P(Q) = 1, tal que em Qy, 0s sequintes limites laterais existem:
Vt >0, X;_ :=limX,, Vt>0, X;, :=1limX,. (7)
st s\t
seD seD

(2) Fora de Qy, defina X;y := 0 para todo t > 0. Para todo t >0, X;, € L',
e Xy > E[X|F]. Set— E[Xy] for continua, entao X; = E[Xy|F].



(3) (Xiy)i>0 € supermartingal com respeito & filtragio (Fiy)iso- Se (Xi)iso
for martingal, entao (Xii)i>0 € martingal com respeito a (Fiy)i>o0-

Demonstragao. Para k > 0, considere o intervalo compacto [k, k + 1] C R,.
Pela Proposicao 1.1, e como [k, k + 1] possui um maior elemento, existe para
todo a < b (a,b € Q) um Qy(k,a,b), P(p) = 1, no qual Ugm[aﬂ][a,b] < o0.
Portanto, para todo ¢t € [k, k + 1], os limites X; e X, existem em Qq(k,a,b).
(De fato, tomando uma sequéncia decrescente qualquer s, € D, s, \ t, temos
existéncia do limite lim,, X, _, e esse limite nao depende da sequéncia escolhida. O
mesmo argumento vale para sequéncias crescentes.) Se g := (50,5 0(k, @, b),
a primeira afirmacdo estd provada. o

Considere agora t > 0, e uma sequéncia t, \, t, t, € D. Por um lado, em €,
X;, — Xii. Por outro lado, Y_,, := X é supermartingal reverso com respeito a
filtracao G_,, := T}, e como t < t,, < 1y,

EY_,|] = E[|Xy,|] = B[X,] +2E[X, | < E[Xi] + 2E[X, | < 00,

(Y_,) é UL Logo, Y_, converge em L' para um limite Y_ ., € L', que s6 pode
ser X;o, jA que X;, — X;.. Como X; > E[X; |F], a convergéncia em L'
implica X; > F[X;|F;]. Mas também, F[X; | — E[X:;]. Ora, se t — E[X{]
for continua, entao F[X;;] = E[X;], o que implica 0 < E[X; — E[X;|F]] =
E[X;] — F[X:4+] = 0. Logo, X = E[X;,|F:], o que prova a segunda afirmacao.
Para a terceira, observe que se s < tese s < s, <t étal que s, \, s, entao
X, — Xsy. Pela propriedade de supermartingal e pela segunda afirmacao,

X, > E[X4|F,,] > EIE[X o |F]|TF,] = E[Xey [T, ] (8)

Mas observe que Z_,, := E[X;.|F;, | é martingal reverso, UI (Lema 1.2), e con-
verge q.c. e em L' para um limite Z_,, (Teorema 1.1). Para identificar 7_,
observe que para todo A € T, =, Fs,.,

/ Z-oodP = lim [ Z_,dP = / X, dP .
A A

n—oo A

Logo, Z_ = E[X;4+|Fs1]. Tomando n — oo em (8), obtemos X, > E[ Xy |Fsy].
Como X, é obviamente F;-mensuravel, isso prova que (X, );>0 € supermartin-
gal. O

O resultado acima diz que a um supermartingal (X;);>o pode ser associado um
supermartingal (X;;):>o (com repseito a (Fyy)i>0) cujas trajetorias ¢ — Xy sdo
cadlag, isto é, continuas a direita com limites a esquerda % (X, );>o ¢ chamado
o regularizado de (X}):>o:

Teorema 1.4. Seja (X;)i>0 um supermartingal tal que t — E[X{] seja continua
(0 que acontece em particular quando X é martingal). Se a filtragao (Fy¢)i>o for
completa (com respeito a P) e continua a direita (F; = F;), entao o reqularizado
(Xi4)i>0 € uma modificacao de (Xi)i>0, com trajetdrias cadlag, e é supermartingal
com respeito a (Fy)i>o-

2Em francés: continu & droite, avec limite & gauche.



Demonstracao. Pelo teorema anterior, quase certamente e pela continuidade da
filtracao,
Xi = B[Xo(|F] = B[Xe( |Fry] = Xoy,

o que mostra que (X4 )i>0 @ modificacao de (X3)i>0. J& que a filtragao é completa,
isso implica também que X,. € F;. Para verificar que as trajetorias t — X,
sao continuas a direita, observe que em {2y (definido na prova anterior), em todo
t > 0, para qualquer ¢ > 0,
inf X, < inf X, < sup X < sup X;.
t<s<i+e t<s<t+e t<s<t+e t<s<t+e

Mas por definicao, os primeiros e tltimos termos dessa desigualdade convergem
para X;; quando € N\, 0. Portanto, em €, lims; X,y = X;; para todo t > 0.
Do mesmo jeito, pode ser mostrado que os limites a esquerda existem. 0

1.7. Martingais fechados. Considere o equivalente continuo do Teorema 1.1:

Lema 1.3. Seja X = (X,)1>0 um supermartingal L'-limitado, continuo a direita.
Entao eziste Xoo € L' tal que X; — X quase certamente.

Demonstracao. Se D C R, for denso, enumeravel, procedendo como na prova do
Teorema 1.1 leva a existéncia quase certa do limite
X = lim X, .
t—r00
teD

Pela continuidade a direita das trajetérias, esse limite coincide com lim,_, o X;.
O

Podemos aqui fazer a seguinte pergunta: sera que X; > F[X|F|? Isto é: sera
que X, pode ser visto como o “altimo elemento” do martingal?

Diremos que um supermartingal X = (X;);cs ¢ fechado se existir Z € L! tal que
X, > E[Z|F;] para todo t € I. Diz-se que Z fecha X. Por exemplo, se I =R, a
varidvel Z pode ser interpretada como um elemento no “tempo t = o0”, Z = X,
isto é como o tltimo elemento do processo, e que a propriedade de supermartingal
continua valendo para o processo (Xi)o<i<eo- De modo equivalente, define-se
martingal e submartingal fechado.

Exercicio 1.2. Ache um exemplo de supermartingal X (possivelmente discreto)
que ndo seja fechado. (O movimento Browniano!)

Proposicao 1.2. Seja X = (Xi)i>0 um martingal continuo a direita. Sao equiv-
alentes:

(1) X é fechado.

2) X, converge quando t — 0o, quase certamente e em L.
(2) ge q . q

(8) X é UL

Esse resultado implica em particular que um martingal continuo limitado, por ser
Ul, é fechado também.



Demonstragao. (1) implica (3): Se X ¢é fechado por Z, X; = E[Z|F], ¢ Ul pelo
Lema 1.2. (3) implica (2): Se X & uniformemente integravel, entao ¢ limitada em
L'. Pelo Lema 1.3, X; — X, quase certamente, logo em L' também. (2) implica
(1): Tomando t — oo em X, = FE[X;|F;] da X, = E[X|F;]. Logo, X ¢ fechado
por X. [

Observacao 1.3. Qualquer martingal limitado é Ul, portanto fechado.

1.8. Amostragem opcional, caso geral. Considere uma filtracao (F;):>o. Lem-
bra que se X for um supermartingal cujo indice é finito, e se S < F' forem dois
tempos de parada limitados, entao

Xs > E[X7|Fs].
Nessa secao generalizaremos esse resultado a um supermartingal em tempo con-
tinuo.
Teorema 1.5. [Amostragem Opcional] Seja X = (Xi)i>0 um supermartingal
continuo a direita, fechado por Xoo € Foo (Foo := 0(Uy0 T1))- Sejam S < T dois

tempos de parada. Entio Xg € L', X € L' (com a convencio de que X1 := Xo
seT =00), e

Xs > E[X7|Fs] . (9)
Se X for martingal, sob as mesmas hipdteses,
Xs = E[X7|Fs]. (10)

Para usar o resultado no caso finito, serd necessario aproximar um tempo de
parada qualquer por uma sequéncia de tempos de parada que tomam finitos
valores.

Lema 1.4. Paran > 1, seja D, == {k27", k=0,1,...,n2"} U{oo}. SeT é um
tempo de parada, defina

T,:=inf{te D, :t>T}. (11)
Entao T, é um tempo de parada, e T, \,T'.

Demonstracao. E claro que se T' = oo, entao T,, = oo. Caso contrario, T,, \, 7T
Ja que T,, pode ser escrito como

n2"—1 k + 1
T, = ; on Ligjon<r<(ks1)/2n) + 001rspany,
temos {7, <t} ={T < k(g)fl}, em que k(t) ;== max{0 <k <n2":(k+1)/2" <
t}. Assim, {T,, <t} € Frwyrr C F. Logo, T, é tempo de parada. O
277,

Prova do Teorema 1.5. Comecaremos com duas afirmacoes a respeito dos tempos
de parada T,, introduzidos em (11).

Afirmagao 1: Y_,, := Xr, € supermartingal reverso. De fato, considere para cada
n > 1, o supermartingal discreto (X;):ep,,,, isto é

Xo, Xijon+ty ooy Xpjontt, ooy X((y)2nt)—1)/2001, Xt 1, Xeo



com respeito a filtracdo (F;)iep, ,. Considere os tempos de parada T}, e T, 41.
Como T,, € D,, C D, 1, podemos aplicar o Teorema da Amostragem Opcional
Discreto para (X¢)ep com os tempos de parada T, < T:

XTn+1 Z E[XTn|9:Tn+1] :

n+1?

Afirmagio 2: Y., — Xp em L', e Xr € L'. Como E[Y,|]] = E[Y_,] +
2E[(Y_,)7], e E[Y_,] = E[Xr,] < E[Xo|, E[(Y-n)"] = E[X} ] < E[Xy], temos
que (Y_,)n>0 ¢ L'-limitado. Pelo Teorema 1.2, Y_,, converge para Y_,, € L' em
L'. ComoY_, = Xp. e T, \ T, e que as trajetorias de X sdo continuas a direita,
esse limite Y_., s6 pode ser Xp. Em particular, X € L.

Construindo do mesmo jeito a sequéncia S,, := inf{t € D,, : t > S}, S, \( S,
temos Xg, — Xg € L' em L'. Aplicando o Teorema da Amostragem Opcional
Discreto ao supermartingal (X;)ep, , essa vez com os tempos de parada S,, < T,

Xs, > E[Xr1,|Fs,] . (12)
Como S, \( S, temos Fg =, Fs, (exercicio). Assim, para todo A € Fg,

/XSdP>/XTdP

Como Xg, — Xg e X7, — Xr em L', a prova de (9) segue apos ter tomado o
limite n — oo nessa tltima desigualdade. 0

1.9. Interromper um martingal com um tempo de parada. Seja X =
(X,)i>0 um supermartingal com respeito a uma filtracao (F;);>o. E facil ver que
se a for uma constante, entao (Xt/\a)tzo também é supermartingal, com respeito a
mesma filtragado. O seguinte resultado é uma combinacao desse fato e do Teorema
da Amostragem Opcional.

Teorema 1.6. Se X = (X});>0 € supermartingal continuo a direita ¢ S <T dois
tempos de parada limitados, entdo Xg, X7 € L', e

X > E[X7|Fs]. (13)
Se X for martingal, sob as mesmas hipoteses,

Xs = E[Xr|Fs]. (14)

Demonstracao. Seja a > 0 uma constante tal que S < T < a. Como visto acima,
(Xtra)t>0 € supermartingal continuo a direita. Como s A a < a para todo s > 0,
temos Xsng > F[Xana|Fs] = E[Xu|Fs]. Logo, (Xina)i>o ¢ fechado por X,. Pelo
Teorema 1.5, Xg = Xgspo > E[X7pa|Fs| = E[X7|Fs]. O

Corolario 1.2. Um processo cadlag X = (X;)i>o0 adaptado a uma filtragao (Fi)i>o
¢ martingal se e somente se para todo tempo de parada limitado T, Xp € L' e
E[X7r] = E[X,].

Demonstracao. O “somente se” segue do Teorema 1.6. Para provar o “se”, observe
primeiro que qualquer tempo ¢ (constante) ¢ um tempo de parada. Logo, X; € L*
e F[X;] = E[X,]. Por outro lado, se fixarmos s < t e A € F, e definirmos o
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tempo de parada (exercicio) T := sl +t14c, entdo E[Xo| = E[Xr] = E[X14] +
E[X;14c]. Portanto, E[X,14] = E[X;14], 0 que implica X = E[X;|F]. O

Na pratica, um tempo de parada é raramente limitado, e essa versao da Amostragem
nao se aplica. Porém, existe um jeito de pedir limitacao, mas no proprio martin-
gal, via uma interrupcao.

Proposicao 1.3. Se X ¢é martingal cadlag com respeito a (Ft)i>0, T um tempo
de parada, entio XT := (Xiar)i>0 € martingal cadlag, chamado martingal inter-
rompido no tempo T

Demonstragio. E claro que X7 é cadlag e adaptado (exercicio). Seja S um tempo
de parada limitado. Como S A T é tempo de parada (limitado também), pelo
Teorema 1.6,

E[Xg] = E[Xsar] = E[Xo] = E[Xg] :
Pelo Corolario 1.2, XT é martingal. OJ

2. MOVIMENTO BROWNIAN EM DIMENSOES d > 1

Usaremos aqui o Teorema da Amostragem Opcional para martingais associa-
dos a0 movimento Browniano, e deduzir propriedades sobre as propriedades de
recorréncia do processo em funcao da dimensao. Comecaremos com o caso mais
simples da dimensao 1.

2.1. Caso unidimensional: “a ruina do apostador continuo”. Vimos no
Exemplo 1.1 que o movimento B = (B;);>¢ iniciado em x ¢ martingal com respeito
a sua filtracao natural. Considere um intervalo [a,b] cujo interior contém .
Considere entao os tempos de parada (exercicio)

Top :=inf{t: B, & (a,b)}. T,:=inf{t: B, =z}.

Observe que T, = T, A T;. Sabemos que quase certamente, o MB atinge qual-
quer ponto da reta em um tempo finito. Tentaremos agora determinar qual dos
pontos, a ou b, é atingido primeiro (pela continuidade das trajetorias, T, = T}, é
impossivel).

Teorema 2.1.

b—=x Tr—a
P.(T, <Ty) = —_— P.(T,>T,) = T (15)

Observe que {T, < T} = {Br,, = a}.

Primeira prova: Como T, nao é limitado, interrompemos o MB no tempo Ty ;.
Observe que agora, o martingal (Proposicao 1.3) BTt é limitado, pois BTeb €
{a,b}. Sendo limitado, ele é UI (Observacao 1.3), portanto ele é fechado (Proposi¢ao
1.2). Logo, o Teorema da Amostragem Opcional se aplica (com os tempos T, e
0). Obtemos assim
E,[Br,,) = E.lBo] =«

P(Br,, = a) + bP,(Br,, = b), e como P(Br,, = a) +
5) esta provado. O

Ora, E,[Br,,] = a
Px(BTa,b ) L, (
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Prova alternativa: Como T;p nao é limitado, o truncaremos da seguinte maneira:
Top NN, onde N > 1. Pelo Teorema 1.6,

T = EJ: [BO] = Ex[BTayb/\N] = EJ: [BTa,ba Ta,b < N] + Ex[BTa’b/\Ny Ta,b > N] . (16)

Para poder tomar o limite N — oo nessa tltima expressao, precisamos mostrar
que P,(T,p > N) — 0. Mas

Py(Top > N +1) < P(Top > N, |Byy1 — By| <b—a) (17)
= Eu[l1,,>Ny Eu[l{B, - Bo|<b—a} © On|TN]]
= Pp(Top = N)Po(|Bi| < b —a)
= 0P (Thp > N), (18)

onde § € (0,1), e onde usamos a Propriedade de Markov na segunda igualdade.
Isso mostra que 7T, < oo P,-quase certamente. Podemos entao tomar N — oo
m (16). Como |E,[Br, v, Tap > N]| < (la] 4+ b) P.(Tap > N), isso mostra que
x=FE, [BTM]. O

Observe que essa segunda prova nao usa o fato do MB ser recorrente, fato que na
verdade decorre do Teorema 2.1: com b > 0,

n

PQ(Tb<OO>2P0(Tb<T,n): btn

—1

quando n — oo.
Outras informacoes sobre o tempo de saida T, ; podem ser obtidas, via o uso de
outros martingais associados ao MB.

Teorema 2.2.
E.Tup =(x—a)(b—x). (19)

Em particular, Eo[T_, ) = a*.

Demonstragdo. Considere o martingal M, := B? —t (ver Exemplo 1.2). Proce-
dendo como acima, obtemos E,[Mr, x| = E.[M] = 22, e o limite N — oo pode
ser tomado pela mesma razao. Assim, usando as identidades do Teorema 2.1,

1/2 = Ex[MTa,b]
= E, [B%ayb] —E; [Ta,b]

b—=x T —a
N 2 _
g g )~ Bl

o que prova (19). O

2.2. Dimensoes superiores.

Definigao 2.1. Um processo B = (B;)i>0, B: = (B},...,BY), em que os B}
sao MB unidimensionais independentes, é chamado de movimento Browniano d-
dimensional (MB-d).
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E facil verificar que o MB-d é um processo Gaussiano de média zero e de funcéo
de covariancia dada por Cov(Bs, B;) = (t —s)I (quando s < t), onde I é a matriz
identidade d x d.

O MB-d pode ser construido da mesma maneira que o processo unidimensional,
definindo as distribui¢des de dimensao finita por jiq, .. +,) (11 X - - X I,), com uma
densidade com respeito a medida de Lebesgue em (R%)" dada por

Pty (xl)ptz—tl (.232 - ml) .- 'ptn—tn_l(-rn - xn—l) s

onde p;(y) é o nacleo do calor em dimensio d, dado por

1
pt(Q) = (27Tt)d/2

112
o lvl?/2e

Exercicio 2.1. Considere p;(y) definido acima.

(1) Mostre que p; é solucao da equacdo do calor:

1 dp

—Apy=—, Vt>0. 20

9 Pt ot ( )
(2) Mostre que para qualquer funcio f : RY — R, integrdavel com respeito a

pe(y)dy,

lim [ pely —2)f (y)dy = f(x).

Para estudar as propriedades de recorréncia em dimensoes superiores, usaremos
martingais formados a partir do MB-d, usando o seguinte lema.

Teorema 2.3. Seja B = (By;)>0 um MB d-dimensional iniciado em © € R?, e
(Fi)i>0 a sua filtragio natural. Seja f : RT — R de classe C?, com derivadas
parciais limitadas, e tal que E.[|f(B;)|] < oo para todo x € RY, t > 0. Entdo o
processo real X = (Xy)i>o0,

1 t
Xy = f(By) — 5/ Af(B,)du (21)
0
é martingal com respeito a (F)e>o-

Demonstracio. E claro que X, é adaptado e em L'. Sejam 0 < s < t.

BIX,~ X.J3] = BT~ (8) - 35 ] [ (B

7|

Pela propriedade de Markov no tempo s,
E[f(Bt)|g:s] = E[f o Bt—s o 93‘373] = EBS [f(Bt—s)]a

B[ [ srwonfo] = ][ armae] = [ Euai@

onde a ultima identidade segue do Teorema de Fubini. Mas por definicao, para
todo z € RY,

EAF(B,)] = / puly — 2)AS(y)dy,
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e usando a hipdtese de que as derivadas parciais de f sao limitadas, pode ser
mostrado que

/muMﬂmm:/}@mm@Mu (22)

Usaremos agora (20):

S5 / AJ(B,)du

7] = [ Bt - st

— i [ £y / %Py — Boydu by

— En (f(Bi-s)] ~ liy [ £y~ By

= Ep[f(Bi-s)| — f(Bs)
o que implica E[X; — X|F;] = 0. Portanto, X ¢ martingal. O

Exercicio 2.2. Prove (22).

Procuraremos agora martingais tteis no estudo da distancia do MB-d a origem.
Idealmente, gostariamos de poder achar funcoes f : R? — R com derivadas
parciais C? e limitadas, tais que

Af(z)=0
para todo = € R¢, e adaptar o método desenvolvido na prova do Teorema 2.1.
J& que nos estamos interessados na distancia do MB-d a origem, procuraremos

funcgoes da forma
f@) = o(|l=[?) (23)
com ¢ = ¢(r). Para ter Af =0, ¢ deve satisfazer

¢//<T) _ _i

¢'(r) 20

Logo, podemos escolher ¢ em funcao da dimensao, da seguinte forma:

d=1: ¢(r)=+r, (24)
d=2: o¢(r)=logr, (25)
d>3: ¢(r)=r"4272 (26)

Isto é,
d=1: f(z) ==,
d=2: f(z)=log|=z, (27)
d>3: fla)=|z|""?.
E claro que essas funces satisfazem a condicdo Af = 0 somente fora da origem.
Teorema 2.4. Seja B = (B;)i>0 um MB-d.

(1) d =1: B € recorrente: quase certamente, para qualquer x € R, eziste uma
sequéncia t; <ty < ..., t, / oo, tal que By, = 0 para todo n.
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(2) d=2: B € v-recorrente (“v” de vizinhan¢a): quase certamente, para qual-
quer aberto G C R?, ewiste uma sequéncia t; <ty < ..., t, / 0o, tal que
B, € G para todo n. Em outras palavras: quase certamente, a trajetoria
t — B, € densa em R?. No entanto, B ndo enzerga 0s pontos: para todo
r € R?, P(B; = x para algum t > 0) = 0.

(3) d > 3: B ¢ transiente: quase certamente, ||B;|| — oo quando t — oc.

Demonstracao. Considere 0 < r < R < 00, e a regiao aberta
Grrpi={reR*:r < |z| < R}.

Em dimensdo d, seja f a funcdo definida em (27). considere a fungao f obtida
da seguinte maneira: se ||z| > r/2, entdo f(z) := f(z). Em seguida, considere
qualquer continuacao C? de f para valores |z|| < r/2. Seja B um MB-d iniciado
em = € G, r. Pelo Teorema 2.3,

X f(B) 5 [ AFB

¢ martingal (obviamente cadlag). Considere o tempo de parada T, p = [{t :
B, € G, r}. Pela Proposicao 1.3, X™# é martingal. Como f = f fora da bola de
raio /2,
Xt/\TnR = f(Bt/\TT,R) .
Em particular, X7~% ¢ limitado. Assim, pelo Teorema da Amostragem Opcional
(Teorema 1.5),
E,[f(Br. )] = E:lf(Bo) = f(x).

Adaptando a sequéncia (17)-(18) da prova alternativa do Teorema 2.1 obtemos
que T, p < oo quase certamente. Portanto, com um ligeiro abuso de notacao,

f( z) € {f(r), f(R)} quase certamente, o que dd E.[f(Br, ;)] = f(r)P.(Br, »

Sy) + f(R)Py(Br, , € Sg). Como Py(Br, , € Sy) + Po(Br, , € Sg) = 1, obtemos
f(R) — f(x) fx) = f(r)
f(R) = f(r)’ f(R) = f(r)
Observe que no caso d = 1, essas identidades coincidem com (15) (com 0 < a <
x < b). Para d = 2, observe que

m

P,(Br,, €5,) = Py(Br, , € Sg) = (28)

log R — log || z|| B

lim P.(Br , €S,
Roae (Bz, )= R—>oo log R — logr

Defina T, := inf{t : By € S,}. Como P.(T, < c0) = limg_,+ Pp(B
mostramos que para qualquer x # 0, para qualquer r > 0, P.(7, <
pode ser reformulado da seguinte maneira:

Vz € RY Ve >0, Py(B, tocar a bola B.(z)) = 1.
Isso implica que as trajetorias de MB-2 sao densas em R2. Por outro lado,
lim P.(Br, , €5,) =

r—0t

€5S,),

Trr
oo) = 1. Isso

o que implica
Vz € R*\ {0}, Py(B, tocar z) = 0.
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Para d > 3, como ||z| >,

lm P.(Br  €5) = tim B el
A Pe(Br i € 5n) = I = o

Considere agora B iniciado na origem. Como 7T, < oo quase certamente, A, :=
{|B;| > /n para todo t > T, } é ndo-vazio.

= ([l=]l/r)** < 1.

O

Exercicio 2.3. Ja pensou em que que significa exatamente f(Biar, ) ser limi-
tada, logo UL, logo possuir limite?



