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1 Introducao

Neste texto sao encontradas as defini¢oes dos termos matematicos e as demonstra-
coes dos principais fatos usados para mostrar que o sistema dinamico definido pela
funcao f(z) = 2x — [2x] tem os trés ingredientes que caracterizam o caos.

2 Numeros Reais na Base 2

Os numeros reais podem ser racionais ou irracionais. Os racionais sdo da forma p/q
com p e ¢ inteiros. Dizemos que p/q estd na forma reduzida se p e ¢ sdo primos
entre si. Os irracionais sao aqueles ntimeros reais que nao podem ser escritos como
razao de dois inteiros.

Observemos que se x é um numero real positivo e £ é um nimero inteiro positivo
entdo f(z + k) = 2(x + k) — [2(x + k)] = 2z + 2k — [22] — 2k = 22 — [2z] = f(x).
Assim, podemos nos restringir a valores de x no intervalo [0, 1).

A seguir, apresentamos 3 proposicoes sobre a representagao de niimeros positivos,
menores do que 1, na base 2.

Proposicao 1 A representacao de uma fracdo na forma reduzida na base 2 € finita
se, e somente se o denominador € uma poténcia de 2.

Demonstragao: Seja p/q (uma fragdo na forma reduzida) com representacao finita
na base 2. Assim ela pode ser escrita como
1

1
anx2—n+an,1><2n71+...—|—a1><§+a0><@

onde os a;s sao 0 ou 1. Colocando 1/2™ em evidéncia obtemos
1 n—1 n
2—n(an—|—an_1><2—|—...—|—a1><2 + ag x 2")

Como a fracao esta na forma reduzida, a parte entre parénteses deve ser a repre-
sentacao de p na base 2, e portanto o denominador ¢ é uma poténcia de 2.

Por outro lado, suponhamos que ¢ = 2" , n € N e p inteiro. A representacao de
p na base dois é da seguinte forma

P=m X 2"+ amo1 X 2" 4+ a; X 24+ ag



comm<npois§<1.
Entao

P Ay X 2™ + Ay X 2™ V4 4 ag X 24 ag
q 2n
= A X2, X2 dag x 28 g x 27

Como m < n, temos que m —n < 0. Logo p/q tem representagao finita se ¢ for uma
poteéncia de 2. O

Proposicao 2 Um nidmero racional possui representacao infinita e periodica na
base 2 se e somente se € da forma p/q, sendo que q ndo é uma poténcia de 2.

Demonstragao: Suponhamos p/q uma fracao na forma reduzida representando um
nimero racional. Os nimeros p e ¢ sao inteiros e podem ser representados na base
2. Suponhamos que sejam da forma

P =Dop1---Pn
q = 4qoq1---qk

onde p;s € g5 valem 0 ou 1.

Usando o algoritmo da divisao de Euclides e os nimeros representados na base
2, temos que os restos possiveis da divisao de p por ¢ sao: 1,10, ..., (qoq1 - --qx) — 1.
Portanto, a medida que continuamos o processo da divisao, em algum momento os
restos comecarao a se repetir de forma periddica e infinita. Obteremos assim um
nimero com representacao periodica e infinita na base 2.

Para demonstrar a reciproca suponhamos x um niimero com representacao perio-
dica e infinita na base 2 da forma:

= 0,a00103 . ..0,0,110p42 ... Qpik - - -
onde ay¢ valem 0 ou 1 e temos
Qp41 = Ao 5, Gpiy2 = A1 ..., A2py1 = Qp
Multiplicando  por 2"*!, obtemos
2n+1

X T =apa1a02...0p,0p410n42 ... Aptfk - - -

Em seguida, fazemos a diferenca

2" xx)—2 = aaay...a,
1
(2" —1) = apaiay...a,
T apga1ay . .. Qy
2n+1 —1

Portanto, z é um racional. O denominador de x nao pode ser uma poténcia de
2, pois se assim o fosse, x teria uma representacao finita. O



Proposicao 3 Um numero € irracional se, e somente se possui representacao in-
finita e nao periodica na base 2.

Demonstracao: Os irracionais nao podem ter representacao finita, pois teriam se,
e somente se, fossem da forma p/q com o denominador sendo uma poténcia de 2 e
logo seriam racionais. E isto nao acontece pois um irracional nao pode ser escrito
na forma p/q com p e ¢ inteiros.

Também nao podem ter uma representacao infinita e periddica pois teriam se, e
somente se, fossem um nimero da forma p/q com o denominador um nimero que
nao fosse uma potencia de 2.

Logo, os irracionais possuem uma representacao infinita e nao periddica.

Por outro lado, seja  um numero com representacao infinita e nao periddica na
base 2. Suponhamos, por absurdo, que z seja um racional, digamos p/q. Podemos
considerar dois casos:
12 caso: o denominador é uma poténcia de 2. Neste caso, x teria representacao
finita, mas por hipotese, ele possui representagao infinita e nao periédica. Logo x
nao pode ser da forma p/q com o denominador uma poténcia de 2.
22 caso: o denominador nao é uma poténcia de 2 Neste caso, x teria uma repre-
sentacao infinita e nao periédica, o que contraria a hipétese. Logo x nao é da forma
p/q e com o denominador um numero diferente de uma poténcia de 2.

Assim, x nao pode ser da forma p/q com p e ¢ inteiros, sendo entdo um niimero
irracional. O

3 Tipos de Orbitas

A classificacao dos tipos de érbitas quanto a aplicacao de f a cada um destes tipos
de ntimeros escritos na base dois pode ser dada pelas 3 proposigoes seguintes.

Proposicao 4 xy é um numero com representacao finita na base 2 se, e somente
se sua orbita convergir para zero.

Demonstracao: Seja xy é um nimero com representacao finita na base 2, escrito
na forma xq = 0, agaias...a,, onde os a;s sao 0 ou 1. Ora xy também é representado
por xy = 0, apajas...a,000...

Aplicando f(z) = 2x—[2z] a y obtemos a érbita O(xg) = {p, T1, ..o, Tn, Tns 1y -}y
onde

xrg = 0,apa;...a,000...
r1 = 0,aq...a,000...

z, = 0,a,000...
Tnt1 = 0,000
Tnio = 0,000...
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Logo podemos concluir que a érbita de xy converge para zero.

Reciprocamente, suponhamos que a érbita de xy convirja para zero. Entao sua
érbita é O(xy) = {zp,x1,..., 2, 0,0, ...} onde

o = 0,a001...04,0741...

r1 = 0,a1...ap0,41...

Tn = 0,00 110042...
Tp+1 — O, Ap1Qpy2-..

Mas x,+1 = 0. Logo z( serd da forma xq = 0, aga;as...a,000... e pode ser escrito
como xg = 0, agaias...a, onde os a;s sao 0 ou 1 e logo tem uma representacao finita
na base 2. 0

Proposicao 5 xy € um nimero com representagao periodica e infinita na base 2
se, e somente se sua orbita possuir um ciclo.

Demonstragao: Suponhamos que xy é um nimero com representagao na base 2
infinita e peridédica, que comega a se repetir na n-ésima casa depois da virgula e que
tenha periodo de tamanho k. Ele pode ser escrito como:

xo = 0,a00102...0n,0n410n42- - Cpy kQnt bt 1Qnt k2. O ot -

onde os a;s sao 0 ou 1 e temos que a4 = Apipik para todo p entre 1 e k. Aplicando
f(z) = 2x — [2z] obtemos a seguinte drbita

O(20) = {T0, 1y oy Ty Tt 1y Tt 25 vy Trtkes Trk 14k ooy Lot bbby Lt 142Ky - |

onde

o = 0,a001---QpGp 1042 Qni kOnr 14k Ant 24k btk

1 = 0,010,085 110n 42 OpykQn 14k Ont2 k- Onphtke--

Ty — O, a/na/n+1...an+kan+l+kan+2+k...@n+k+k...

Tpg1 = 0, App1 - Qg kO 14k O 24 ko - O et k- -

Ttk = 0, Qg kQng14kOni24k--Ontkik---

Togi4k = 0, Gng14kOni2k - Qngktke--

ou seja Tp4p = Tpiptk Para todo p tal que 1 < p < k. Logo podemos concluir que
x possui uma érbita com ciclo de periodo k.
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Reciprocamente, suponhamos que a orbita de xy possua um ciclo de periodo k.
Entao

O(.’L’()) = {370, LiyeoesTyy Tnt1sTnt2y ooy Intkyntitky -y Intktky Tnt142k, }

{In+1a Tn+2, --~7$n+k} = {xn+1+k7 Ln42+ky -+ xn+k+k} =
= {$n+1+2k7$n+2+2k7 -~7$n+k+2k} = ...

Entao xy4p = Tpiprr para 1 < p < k e temos que
o = 0,a001...0p,0p+10n12.. Qi kOt 14k On 24k -Qptlotk---

21 =0,01...0,0,110n49...Qpi kOni1+kQpt24k--- Otk

Ty = O, a/na/n+1...an+kan+l+kan+2+k...Gn+k+k...

Tpg1 = 0, Qpp1 - Qg kO 14k O 24 ko - O et k-

Totk = 0, gk On14kOnr2tke Ay btk -

Tnti+k = 0, Qpp146Qnyoik- - Qnpkpk..-

Temos entao que apqp = Apyprr Para 1 < p < k e portanto z serd da forma

2o = 0,a00102...0p0,110p42...Qpt kOnt1+kQp+-24 k- Okt k-

onde os ays sao 0 ou 1 e obtemos uma representacao periddica e infinita de xg na
base 2, de periodo k. O

Proposicao 6 A drbita de um ponto x¢ ndo acumula em nenhum ponto nem tem
um ciclo se, e somente se, xy for um numero com representac¢do nao periodica e
infinita na base 2.

Demonstragao: Suponhamos que a 6rbita de zy nao acumula em nenhum ponto
nem tem um ciclo e que xy possua representacao finita ou representacao infinita e
periodica.

No primeiro caso, temos que a é6rbita de xy converge para zero, o que contraria
a hipétese. Logo, xg nao pode ter representacao finita.

No segundo caso, temos que a orbita de xg possui um ciclo, o que contraria a
hipdtese. Logo, xy nao pode ter representacao infinita e periddica.

Portanto, xy possui representacao infinita e nao peridédica na base 2.



Reciprocamente, seja o um ntmero com representacao infinita e nao periodica.
Suponhamos, por absurdo, que a érbita de xg por f ou converge para zero ou
converge para algum outro ponto do intervalo [0, 1) ou tenha um ciclo. Consideremos
os trés casos:

12 caso: A orbita de zy converge para zero.

Neste caso, xg teria representacao finita, mas por hipotese, ele possui representacao
infinita e nao periddica. Logo a érbita de xy nao pode convergir para zero.

22 caso: A ¢drbita de xy converge para um ponto y # 0.

Se isto acontecesse, x,, = y para todo n a partir de uma certa altura. Como iterar a
funcao significa andar com a virgula, terifamos que y, em sua representacao na base
2, teria todas casas iguais, ou seja, y = 0,00000... ou y = 0,11111... = 1. Mas se
y =1 entdao f(y) =2 —2 = 0. Logo, uma érbita, se acumular, acumula no ponto 0
e voltamos ao caso anterior.

32 caso: A ¢drbita de xg possui um ciclo.

Neste caso, xg teria uma representacao infinita e nao peridédica, o que contraria a
hipétese e assim, a orbita de xy nao possui um ciclo.

Logo, a érbita de xq fica “passeando”pelo intervalo [0, 1). O

4 Caos

Nesta secao provaremos as trés propriedades que caracterizam o caos para o sistema
dinamico associado a funcao f(x) = 2z — [2z].
4.1 Infinitas orbitas peridodicas, com qualquer periodo

Chamamos de periodo da érbita o tamanho do ciclo. Entao, o periodo sera o niimero
de casas da parte que repete na representacao do nimero na base 2. Como podemos
inventar nimeros com partes que repetem de qualquer tamanho, teremos orbitas
periodicas, com qualquer periodo.

4.2 Sensibilidade as Condicoes Iniciais

Antes de provar a sensibilidade as condigoes iniciais, provemos o seguinte lema:

Lema 7 Se dois numeros x e y, menores que 1 e escritos na base dois, tém as
k primeiras casas, depois da virgula, iguais entdo a distancia Dlx,y| entre eles é
menor do que 2%

Demonstracao: Sejam z e y dois niimeros quaisquer menores que 1 e escritos na
base dois e que possuam as k primeiras casas iguais.

xr = O, apai1a2...a4;Aj41... € Y = O, bgblbg...bibi+1...

Como a; = b;, para i < k — 1, temos:



k—1 )

Dlz,y] =) g1 T ) oitl ) STESI > 2 ok
=0 i=k i=k i=k+1

Definicao 8 Um sistema dinamico f possui sensibilidade as condigoes iniciais se

existe 3 > 0 tal que para qualquer = e qualquer € > 0 , existe y tal que | y — x |< €
e existe k tal que | f*(y) — f5(x) |> B.

O que esta definicao nos diz é que mesmo quando as orbitas de dois pontos
comecam bem perto uma da outra, elas s6 ficam perto durante um certo tempo e
depois se afastam.

Proposicao 9 Seja f o sistema dinamico definido por

f:[0,1) — [0,1)
r — 2z — 2x]

Entao f possui sensibilidade as condigoes iniciais.

Demonstragao: Sejam = 1/4 e € > (0. Existe N tal que QLN < €.
Dado z = 0, agajasas..., onde os ays = 0 ou 1, sejay = 0, apaias...any_1bNay1aN12-..
com by # ay, isto é, y tem todas as casas iguais as de x exceto a da posicao N + 1
(elogo, se ay =0, by =1ouseay =1, by =0).

Como x e y tém as N primeiras casas iguais entao

1
|y—x|<2—N<6

Tomando k£ = N temos

YW = Y@ =l —ax | 5 = 5 2

1
4

N | —

Logo, o sistema dinamico definido por f possui sensibilidade as condigoes iniciais.O

4.3 Existe uma 6rbita densa no intervalo [0, 1)

Definigao 10 Um ponto x¢ possui um drbita densa se dados qualquer y € [0,1) e
uma distincia €, eziste x,, € O(xp) tal que |y — z,| < .

Para demonstrar que temos uma orbita densa, precisaremos dos seguintes lemas:

Lema 11 Sejam k um niumero inteiro positivo e z um niumero real menor do que
1. Se 0 <z < zik entao existe uma representacao de z na base 2 tal que suas k

primeiras casas, depois da virgula, sao nulas.
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Demonstracao: Vamos analisar separadamente os dois casos: z < 2% ez = zik

Seja z = cociCo .- CpClyt - - - < 2% e suponhamos por absurdo que algum c; # 0
para j < k. Entao z > 2% > 2%, o que é absurdo. Logo, co =c¢; =c¢;_1 = 0.
Tomemos entdo 2z = =. Na base 2, z = 0,0...01 = 0,0...01111... e o
2 N—— N——
k—1 k
resultado segue. O

Lema 12 Sejam x e y dois nimeros menores que 1 tais que D[z,y] < 2% Entao x
ey tém as k primeiras casas depois da virgula iguais.

Demonstracao: Decorre imediatamente do lema anterior, tomando-se z =| z —y |.
O

Proposicao 13 Seja [ o sistema dinamico definido por

f:[0,1) — [0,1)
r — 2x— [27]

Entao f possui uma orbita densa.

Demonstracao: Vamos determinar um ponto z, e mostrar que sua orbita é densa
no intervalo [0,1), ou seja, que existe um ponto da érbita de zg que se aproxima tao
perto quanto se queira de qualquer outro ponto y dado.

Observemos primeiro que podemos construir blocos de tamanhos variados usando
0’s e 1’s. Por exemplo, com uma casa apenas temos os blocos: 0 e 1. Com duas
casas temos 4 blocos: 00, 01, 10 e 11. Com 3 casas temos 8 blocos: 000, 001, 010,
100, 011, 101, 110 e 111. Com 4 casas temos 16 blocos: 0000, 0001, 0010, 0100,
1000, 0011, 0101, 1001, 0110, 1100, 1010, 1001, 0110, 1100, 1010, 0111, 1011, 1101,
1110 e 1111. Usando andlise combinatdria, sabemos que existem 2% blocos com k
casas, usando os digitos 0 e 1 para preencheé-las.

O ponto z( é construido colocando-se 0, virgula e depois os blocos com 1 casa,
seguidos dos blocos com 2 casas, depois os com 3 casas e assim por diante, obtendo:

x0=0, 01 00 01v10 11 000 001 010 100V011 101 110 111 .......... ...

1 casa 2 casas 3 casas 4 casas

Seja y = 0,bgb1bobs... um ponto qualquer e tomemos uma distancia €. Entao
existe um inteiro k tal que 2% < ¢ e queremos achar um ponto z,, da érbita de xq de
modo que |y — x,| < 2% <e.

Mas dizer que |y — z,,| < 55 ¢ dizer que z,, e y tém as k primeiras casas iguais.
Mas para tal, basta que apliquemos a funcao f a x( até chegarmos ao bloco corres-
pondente as k primeiras casas de y.

Portanto existe uma érbita densa no intervalo [0,1). O



