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Capitulo 10

Caracterizacao Analitica e
Formulacao do Problema de
Geracao das Solucoes de Pareto

Neste capitulo sao apresentados os conceitos que conduzem a definicao do
conjunto Pareto-étimo de um problema de otimizacao vetorial. Com tal
definicao estabelecida, formulam-se a seguir condi¢oes analiticas que carac-
terizam as solugoes pertencentes a tal conjunto.

10.1 O Problema de Otimizacao Vetorial
Considere-se o problema de otimizagao vetorial (POV):
X*=g* € R |
(POV) < z* =arg min, f(x) (10.1)
sujeito a: x € F,
sendo f(-) : R™ — R™ o vetor de objetivos do problema e F, C R™ a regiao

factivel. Os vetores z € R™ sao os chamados vetores de parametros do POV,
formando o espago de parametros X. Os vetores f(x) € R™ encontram-se

223



CAPITULO 10. SOLUCOES DE PARETO 224

num espago vetorial que serd aqui denominado espaco de objetivos, sendo
denotado por Y.

Deseja-se, portanto, com o POV, realizar a determinacao de um conjunto
de pontos X* pertencentes ao espaco de parametros do problema, tais que
estes minimizem, em certo sentido, uma funcao vetorial. A primeira questao
que se coloca, portanto, é a de definir o que € essa minimizagao.

10.1.1 Notacao

Neste capitulo, um conjunto de conceitos novos sera definido. A lista de
notagoes associadas a tais conceitos é reunida aqui para facilitar a leitura
deste capitulo e dos proximos.

X : Espaco dos parametros de otimizagao. Neste trabalho, tal espacgo sera
sempre identificado com um espago R".

X* : Conjunto de solucoes eficientes, ou conjunto Pareto-dtimo, de um POV.
O conjunto X'x é um subconjunto do espaco de parametros X.

x* : Um ponto pertencente ao conjunto X*.
F. + O conjunto dos pontos factiveis, subconjunto do conjunto X'.

Y : Espaco dos “objetivos”, isto é, o espaco no qual se representa a imagem
da fungao f(-). Neste trabalho, tal espaco serd sempre identificado com
um espago R™.

Z : O conjunto imagem da fungao f(-), tendo por dominio todo o espago X.

Fy : O conjunto imagem da func@o f(-) restrita ao dominio F,. O conjunto
JF, € um subconjunto do espaco V.

Y* : O conjunto imagem da fungao f(-) com o dominio restrito ao conjunto
X*. O conjunto Y* é um subconjunto de ), e é denominado conjunto
Pareto-otimo no espago de objetivos, ou ainda fronteira Pareto-otima.

J(+) + A fronteira do conjunto-argumento.

(1)° : O interior do conjunto-argumento.



CAPITULO 10. SOLUCOES DE PARETO 225

10.2 Ordenamento de Solucoes

O problema de otimizacao vetorial (POV) se define a partir da anélise do or-
denamento das solucoes, levando em conta os diversos objetivos. As solucoes
multiobjetivo, ou solugoes de Pareto, sao as melhores solugoes entre as quais
nao existe um ordenamento (ou seja, ndo ha como definir, a partir da ava-
liagao dos funcionais objetivo, que uma solu¢ao é melhor que a outra).

Para fundamentar essa definicao, é apresentada inicialmente a definicao
de conjunto ordenado.

Definigao 10.1 (Conjuntos Ordenados) Um conjunto C' € ordenado de
acordo com a relacao de ordem “X7 se dados quaisquer dois elementos x,y €
C € sempre verdade que v =< y ou y = x e as sequintes propriedades com
relacao a “X” sao vdlidas:

i r = (reflexividade)
. ryey=<z= x =2 (transitividade)
. x<yey<r= =1y (anti-simetria)

O

A seguir, é apresentada a definicao que serd relevante no caso da oti-
mizacao vetorial, que é a de conjunto parcialmente ordenado.

Definigao 10.2 (Conjuntos Parcialmente Ordenados) Diz-se ainda que
C' ¢ parcialmente ordenado se valem as propriedades (i), (ii) e (iii) mas nem
sempre x Xy ou y =X x, isto €, nem sempre x €y SGO compardveis. 0

A relag@o usual de < (menor ou igual) atende a todos os requisitos para
estabelecer uma ordenagao no conjunto dos nimeros reais (o conjunto R).
Note-se que a relagdo de < (menor, no sentido de “estritamente menor”)
nao atende a reflexividade nem a anti-simetria, nao servindo portanto para
estabelecer um ordenamento dos reais no sentido acima definido.

No caso do conjunto R", com n > 2, é possivel estabelecer generalizagoes
das relagoes de “menor” e de “menor ou igual”, definindo-se relacoes < e <
por exemplo da seguinte maneira:
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Defini¢ao 10.3 (Comparagao de Vetores) As operagioes de comparagao
entre vetores pertencentes ao espagco R™ serao definidas da sequinte forma:

ry={r; <y ,i=1,...,n}
r<y={r; <y ,i=1,...,n}

r=y={z;,=vy;,i=1,...,n}

Os operadores = e = sao definidos analogamente. Observe-se que o operador
# ¢ definido de outra forma:

r#y={3i|z; £y}

ou seja:

rAyAH Ay Vi=1,...,n}
Dessa forma, a condigdo de desigualdade (#) permanece sendo complementar
a condig¢ao de igualdade (=). O

Pode-se verificar que a relacao < assim definida estabelece um ordena-
mento parcial do conjunto R", pois as propriedades de reflexividade, transi-
tividade e anti-simetria de < sao facilmente verificaveis, enquanto que nem
sempre sera verdade que a =< b ou b < a, no caso de vetores a e b nesse
conjunto.

EXEMPLO 10.1 Considerem-se os vetores x, y e z, todos em R3:

3 2 3
r=15 y= 1|4 z= 14
7 6 5

Usando a Defini¢do 10.3, sao verdadeiros os resultados das sequintes operagdes de
comparacao desses vetores dois a dois:

y<zr=y=3x
z<r=>2z3x

Definindo agora a relagdao A como significando “a relagdo =< ndao ocorre”, obtém-se
também:
22y

YAz

Portanto, nao hd uma ordenacao total dos vetores x, y e z. &
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E possivel definir outras relacoes diferentes desta capazes de estabelecer
ordenamentos parciais no conjunto R™. A definicao e a proposicao a seguir
estabelecem esse fato, mostrando possibilidades de construcao de ordena-
mentos parciais alternativos.

Definigao 10.4 (Ordem Parcial Linear) Considere-se o espago vetorial
R™ sobre o corpo dos reais. Uma relacao de ordenagao parcial “9” nesse
espaco € dita linear se, além de satisfazer as relagoes de transitividade, re-
flexividade e anti-simetria, também satisfaz:

. x<dy et >0 = terdty
i, <y ezdw = (x+2)<d(y+w)
para x,y,z,w € R" et € R. O

Proposicao 10.1 Seja 0 a origem do espagco R™ em um sistema de coorde-
nadas. Suponha-se que ‘97 seja uma relagao de ordem parcial linear em R™.
Entdo o conjunto Cy definido por

Co={yeR" | 0ay}

s

€ um cone convero com ponta em 0. FEquivalentemente, se C C R™ ¢ um
cone convero com ponta, entdo a relagcao < definida por

x4y & (y—x)el
€ uma ordem parcial linear em R™. 0

Essa maneira de definir uma relacao de ordem parcial “<” é uma gene-
ralizacao da relacao “=<” que se estabelece através da Definicao 10.3. Esta
ultima corresponde a situacao em que o cone C' é identificado com o cone
nao-negativo do R".

EXEMPLO 10.2 Considere-se o cone C definido da sequinte forma:
reC & x=aic+ asce

sendo os vetores c1 e co dados por:

SRS
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e 0s escalares a1 e g tais que a; > 0 e ag > 0. Considerem-se os vetores y, z, w

oot por- w=[2] w=[2] ==[2]

Pode-se verificar que
1
w—y = [ 1 ] =1xc+0xec = (wW—y)el = y<w
Por outro lado, verifica-se também que

w—z:[g]:1x01+(—1)x02 = (w—2)¢C = y Az

z—w—[ 0 }——1><c1+1><02 = (z—w)¢C = z Ay

¢

Retomando agora o problema de otimizacao vetorial conforme enunciado
na expressao (10.1):

X*=a" € R" |
(POV){ z* = arg min, f(x) (10.2)

sujeito a: x € F,

Esse problema fica bem definido quando se define a operacao de min como a
determinacao dos elementos de um conjunto que nao possuam predecessores
naquele conjunto, de acordo com uma relacao de ordenagao parcial “<”. Essa
definicao é apresentada a seguir.

Defini¢ao 10.5 (Operagao min) Seja um conjunto §) cujos elementos sao
dotados de uma ordem parcial <. A operacdo min sobre esse conjunto, deno-
tada por

=minzx
Y e

¢ definida de forma que y € ) nao possua nenhum predecessor além de si
proprio, ou seja, de forma que seja verdadeira a erpressao

ArxeQla#y exay.
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Pode-se verificar que um caso particular da operagao min definida dessa
forma corresponde a minimizacao usual quando o conjunto €2 for um sub-
conjunto dos reais e a relagao de ordem for dada pelo operador < (menor ou
igual) usual.

A nomenclatura predominantemente empregada hoje em dia faz referéncia
aum Problema de Otimizagao Vetorial quando o conjunto 2 = Imagem(f(F,))
¢ um subconjunto do espaco R"™ e a ordem parcial definida pelo operador <
¢ uma ordem parcial linear. Um caso particular deste, no qual o cone que
induz a ordem parcial é o cone nao-negativo do R" (ou seja, quando a or-
dem parcial é definida a partir do operador <), é chamado de Problema de
Otimizagao Multiobjetivo.

10.3 O Conjunto Pareto-Otimo

Considere-se o problema de otimizagao vetorial definido por (10.1). A figura
10.1 mostra o que seria o mapeamento f(-) levando de um espago X a pontos
de um espago ), num problema sem restri¢oes (ou seja, um problema em que
F. = X). A regiao Z corresponde a imagem da fungao f(-). O ponto ya € Y
corresponde ao vetor de objetivos que ocorre como imagem do ponto x4
que minimiza o funcional fi(-). O ponto ygp € Y corresponde ao vetor de
objetivos que ocorre como imagem do ponto xp que minimiza o funcional
fa ().

A figura 10.2 mostra o que seria o mapeamento f(-) levando de um espago
X a pontos de um espac¢o ), num problema agora com restri¢oes (ou seja,
um problema em que F, C X). A regiao F, C Z corresponde a imagem da
fungao f(-) restrita ao dominio F,. O ponto y4 € ) corresponde ao vetor
de objetivos que ocorre como imagem do ponto x4 que minimiza o funcional
fi(:). O ponto yp € Y corresponde ao vetor de objetivos que ocorre como
imagem do ponto zp que minimiza o funcional f5(-). Observe-se que embora
um ponto de minimo de algum funcional possa ocorrer no interior da regiao
F. (na figura 10.2, esse é o caso do ponto x4), os pontos correspondentes as
imagens de todos os minimos no espago ) necessariamente se encontrarao na
fronteira do conjunto F, (vide o ponto y4).

O objeto fundamental da otimizacao multiobjetivo consiste em um con-
junto de solucoes X'*, denominado conjunto Pareto-dtimo, que ira conter as
possiveis solucoes x* do POV acima definido. Os elementos desse conjunto
sao definidos a seguir. Preliminarmente, define-se o conceito de dominancia.
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Yy X

f2 T2

va )

YB T4

fl T

Figura 10.1: Mapeamento do espago de pardmetros X' no espaco de objetivos ) feito
pela fungdo f(-). O conjunto-imagem da fun¢do f(-) é designado por Z. O ponto de
minimo do funcional f; no espaco de parametros é designado por x4, e sua imagem
no espaco ) é designada por y4. O ponto de minimo do funcional fy no espaco de
parametros é designado por z g, e sua imagem no espaco ) é designada por yp.

Defini¢ao 10.6 (Dominéancia) Diz-se que o ponto x1 € X domina o ponto
xe € X se f(z1) < f(z2) e f(x1) # f(xa). Equivalentemente, diz-se que
f(zq1) € Y domina f(z3) € YV, nessas mesmas condigoes. d

O conceito de dominancia encontra-se ilustrado nas figuras 10.3 e 10.4.

Definigio 10.7 (Solugdo Pareto-Otima) Diz-se que z* € F, é uma solucio
Pareto-Otima do POV se ndo existe qualquer outra solucao x € F, tal que
flz) < f(z*) e f(x) # f(x¥), ou seja, se z* ndo é dominado por nenhum
outro ponto factivel. [

NotA 10.1 Na literatura é encontrada uma terminologia diversificada para fazer
referéncia ao conjunto de solucoes Pareto-dtimas:
Pareto-Otima = eficiente = nao-dominada = nao-inferior

¢

Os conjuntos de Pareto (ou seja, conjuntos das solugoes Pareto-Gtimas)
associados as figuras 10.1 e 10.2 sao mostrados respectivamente nas figuras
10.5 e 10.6. A figura 10.7 mostra um caso em que o conjunto Pareto-étimo
¢ nao-conexo, embora o conjunto Z assim como sua fronteira sejam conexos.
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y
f2

S

X2

231

T

Figura 10.2: Mapeamento do espaco de pardmetros X no espaco de objetivos )
feito pela fungdo f(-). A regido factivel no espago de pardmetros é designada por F,
sendo o conjunto-imagem da fungdo f(-) restrita a regido factivel designado por F,,.
O ponto de minimo do funcional f; no espaco de pardmetros é designado por x4, €
sua imagem no espaco ) é designada por y4. O ponto de minimo do funcional f3 no
espac¢o de pardmetros é designado por x g, e sua imagem no espaco Y é designada por

YB-

YB

S

Figura 10.3: S3o mostrados os pontos y4 e yp pertencentes ao espaco de objetivos
Y. Um cone paralelo aos eixos coordenados do espaco ) é colocado com vértice no
ponto y4. Todos os pontos no interior desse cone sdo dominados por 34, de forma

que y4 domina yp.
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A : y
f2 A @ =
e
3 Yo :o ——————————————————————————— -
yA L et R =
C Ype i
?JB6 ””””””””””””””” S _
YE

S

Figura 10.4: S3o mostrados os pontos y4 a yr pertencentes ao espaco de objetivos
Y. Cones paralelos aos eixos coordenados do espaco ) sdo colocados com vértices
em cada um desses pontos. Todos os pontos no interior de cada cone s3o dominados
pelo ponto que se localiza no seu vértice, de forma que: (i) entre y4, yp € yg ndo
hd relagdo de dominancia; (i) y4 domina y¢o e yr; (i) yp domina yo, yp e yr; (iv)
entre yo, yp e yg ndo ha relacdo de dominéncia; (v) yo e yp dominam yp; (vi) yg
e yr ndo dominam nenhum outro ponto mostrado na figura.
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fo ,

Yya

y*

S

Figura 10.5: O conjunto de Pareto Y* € ), associado ao conjunto-imagem Z da
funcdo f(-) encontra-se representado em linha continua. O restante da fronteira do
conjunto Z estd representado em linha tracejada. O conjunto Y* possui extremos nos
pontos y4 e yp, correspondentes aos minimos individuais dos funcionais f; e fo. Esta
figura corresponde a figura 10.1.
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f2

S

Figura 10.6: O conjunto de Pareto Y* € ), associado ao conjunto-imagem F, da
funcdo f(-) encontra-se representado em linha continua. O restante da fronteira do
conjunto F, estd representado em linha tracejada. O conjunto V* possui extremos
nos pontos y4 e yp, correspondentes aos minimos individuais dos funcionais f1 e fo.
Esta figura corresponde a figura 10.2.
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fo

fi
Figura 10.7: O conjunto de Pareto J* € ), associado ao conjunto-imagem F, da
funcdo f(-) encontra-se representado em linha continua. O restante da fronteira do
conjunto F, estd representado em linha tracejada. O conjunto V* possui extremos
nos pontos y4 € ypg, correspondentes aos minimos individuais dos funcionais f1 e fs.
Esta figura mostra que o conjunto Pareto-6timo pode eventualmente ser ndo-conexo.
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As seguintes relagoes podem ser facilmente estabelecidas:

XDF, D&
(10.3)
YOIDF, DY
sendo que:
I=f(x)
Fy = f(Fa) (10.4)
Y= f(X7)

A proposicao a seguir estabelece outras relagoes tteis.

Proposicao 10.2 Todas as solugoes eficientes do POV estdo contidas em
OF, ou, equivalentemente, nenhuma solugao eficiente estd contida em F,,
ou seja:
Yr CoF,
(10.5)
ynF =10
O

10.3.1 Conjunto localmente Pareto-6timo

E possivel estabelecer a definicao de conjunto Pareto-6timo num sentido local.
Assim como no caso da otimizacao escalar, a otimizacao vetorial frequente-
mente ira trabalhar com solugoes apenas locais, seja nos casos em que é dificil
estabelecer a globalidade das solugoes encontradas, seja nos casos em que nao
é necessaria essa globalidade para propopdsitos praticos.

Definicao 10.8 (Solugao Localmente Pareto—étima) Diz-se que © €
F. € uma solucao localmente Pareto-Otima do POV numa dada vizinhanga
N(x*,0) se existe 6 > 0 tal que nao existe qualquer outra solugao x €
N(z*,8) N Fp que faga f(x) < f(z*) e f(x) # f(z*), ou seja, se x* ndo

€ dominado por nenhum outro ponto naquela vizinhanca. O

O teorema a seguir conecta a propriedade de Pareto-otimalidade no sen-
tido local com tal propriedade no sentido global, para problemas convexos.
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Teorema 10.1 Sejam fi(-) : R"™ — R, i = 1,...,m fungdes convezas
definidas sobre um conjunto convero X C R™. Entao toda solugao localmente
Pareto-Otima é globalmente Pareto-Otima. U

10.3.2 Solucao utépica

Um conceito util, relacionado ao conceito de conjuto Pareto-6timo, é o de
solucao utopica.

Definigao 10.9 (Solucao Utépica) A solugdo utépica y. do POV é defi-
nida como: .

onde:

z' = arg min fi(x)

O

Note-se que se y, € Y, isto é, se existe z* € F tal que y, = f(z*) entdo
o problema estd resolvido: o ponto x* é o 6timo correspondente a todas as
funcoes-objetivo, e deve ser adotado como solucao. Entretanto, via de re-
gra, Y, nao ¢ uma solugao existente, ou seja, nao ¢ um ponto pertencente a
imagem da funcao f(-) restrita ao dominio F. Essa é a situagao que justi-
fica um estudo da otimizagao vetorial segundo técnicas diferentes daquelas
da otimizacao escalar, quando existe um niimero possivelmente ilimitado de
solucoes eficientes.

A solucao utépica y, é uma escolha bastante conveniente para ser tomada
como “origem” do espaco de objetivos ), uma vez que tal escolha deixa
todo o conjunto de Pareto incluido no primeiro quadrante, com intersecoes
com os eixos coordenados correspondentes aos minimos individuais de cada
um dos funcionais que compoem o vetor de objetivos. De fato, o conjunto
Pareto-6timo encontra-se necessariamente contido no hiper-paralelepipedo
definido no espaco de objetivos pela solucao utopica e pelas solugoes timas
individuais de cada problema escalar que compoe o vetor de objetivos. Isso
estd ilustrado na figura 10.8.



CAPITULO 10. SOLUCOES DE PARETO 238

y
f2 //

Yx L —/—’,,-
o - -

S

Figura 10.8: O conjunto de Pareto Y* € )Y (representado em linha continua)
encontra-se contido no hiper-paralelogramo definido pela solucdo utépica y, e pelas
solugdes correspondentes aos minimos individuais dos funcionais f1 e fo (respectiva-
mente os pontos Y4 € yp).

Interpretacao em termos de dominancia

Sejam os conjuntos definidos por:
Co(z®) ={z : flz) < f(z") e f(z) # f(z")}
Co(z7) ={x : f(z) = f(a7)}

Co(2*) ={z : f(x) ndo compardvel a f(z*)}
Propriedades:
i R"=C(2*)UCs(z*) UC(x*)
ii. Se F, NC.(z*) =0 e z* € F, entdo z* é eficiente.
NoTA 10.2 Considere o caso em que as fungoes fi(-) sejam lineares:

filx)=cz ; FeRY™  i=1,....m
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Seja C' o cone gerado pelos gradientes { AL } Nesse caso:

C* =C(z")

ou seja, o cone C sobre o ponto x* coincide com o conjunto C.(z*).

%

10.4 O Problema de Determinacao das Solucoes
Eficientes

A seguir é discutida a possibilidade da aplicacao dos de métodos mono-
objetivo de otimizacao nao-linear para a geracao de solugoes eficientes em
problemas de otimizacao vetorial. As estruturas basicas de formulagao dos
problemas multiobjetivo: (Py), (), (Py), (P*) e (PxrE) sao apresentadas
e desdobradas em algoritmos, segundo uma formulagao conceitual apoiada
apenas na existéncia abstrata de mecanismos de otimizagao.

Deve-se entender toda a discussao aqui apresentada tendo como objetivo a
geracao, sempre, de um subconjunto representativo do conjunto de solugoes
eficientes do Problema Multiobjetivo (PMO). Ou seja, deseja-se gerar um
grande niimero de pontos que de certa forma descreva o conjunto de solugoes
eficientes, sem ainda levar em consideracao a preferéncia do decisor quanto a
tais pontos (isso significa que a “fungao de utilidade” nao estd sendo levada
em consideracao neste capitulo). Toda a estrutura conceitual aqui apresen-
tada seria aplicavel, com adaptagoes minimas, para o problema da geracao
de um tnico ponto pertencente ao conjunto de solugoes eficientes, a partir do
qual se iniciaria um processo de interagao com o decisor para a geragao de
novos pontos. Esse tema, entretanto, serd assunto de capitulos posteriores,
que irao constituir a ultima parte deste texto.

Para efeito de definir o problema que sera referenciado ao longo do res-
tante deste capitulo, considere-se o problema de otimizacao multiobjetivo
com um vetor de objetivos f(-):

Xr={a"eF : Are | fx) < f(a%); flz) # f(2")} (10.7)

sendo que f(-) : R" +— R™ e g(-) : R" — RP. O problema a ser tratado a par-
tir de agora é o de determinar um conjunto de pontos que seja representativo
do conjunto X* de solugoes eficientes do problema. Esse problema se subdi-
vide em: (i) localizar tais pontos e (ii) estabelecer condigbes que garantam
que os mesmos de fato pertencam ao conjunto de solugoes eficientes.
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10.5 Condicoes de Kuhn-Tucker para Eficiéncia

Condigoes equivalentes as condig¢oes de Kuhn-Tucker podem ser estabelecidas
a partir do seguinte resultado:

Teorema 10.2 Se x* € eficiente entao x* resolve os m problemas

, 2R Ae)
(P,i=1,...,m) (10.8)
sugeito a f;(x) < fi(x*) V j#i
Reciprocamente, se x* resolve (P;,i =1,...,m) entao x* € eficiente. [
DEMONSTRACAO:
(=)

1. z* é eficiente

2. entao: Ar e F, : f(x) < f(z*) e f(x) # f(z¥)

3. logo x* resolve (P;,i=1,...,m)

1. x* resolve (P;,i=1,...,m)
2. se z* nao ¢ eficiente, Iz € F, e algum ¢ tal que f;(x) < fi(z*)

3. se fosse esse o caso, ™ nao resolveria, portanto, o problema P;.

Lembrando que F, = {z : g(z) <0}, as condigoes de Kuhn-Tucker de
cada problema (P;) seriam:

(N, 205 pup>0

ge(z*) <05 prge(e*) =0 , k=1,...,p
(KT)) ) (10.9)

Ve + D NV + ) mVer(a') =0
k=1

\ J#i
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Definicao 10.10 (Condicoes de Kuhn-Tucker para Eficiéncia) Uma
solugao factivel x* satisfaz as condicoes necessdrias de Kuhn-Tucker para
eficiéncia (KTE) se:

1. todos f; e g; sao diferencidveis e

1. existem vetores multiplicadores u* > 0, A\* > 0, com pelo menos uma
desigualdade estrita A} > 0, tais que:

ge(x*) <0 ;5 prge(z*) =0 ; k=1,...,p

m P (10.10)
DNV + D i Vak(rt) =0
j=1 k=1
O
NotA 10.3 Observe-se que:
(KTi,i=1,...,m) = (KTE)
(10.11)
(KTE) = (KT;,i=1,....,m) se \; >0, j=1,....m
¢

EXEMPLO 10.3 (Carater apenas necessiario das KTE) Considere o pro-
blema bi-objetivo:
min [ fi(z) fa(x) ]
(10.12)
g(@) =—-x <0

onde as funcoes fi(:) e fa(-) s@o como descritas na figura 10.9.
Tem-se que:

e fi(:) e fa(-) sdo convexas;

e KTE é sempre satisfeita no intervalo (b, c):
A>0 ;5 p>0
9(z) <0 5 pg(xr) =0

Al%fl(l') + AQ%fQ(ZU) —pu=0
Basta escolher:
AM>0 5 Ad=p=0
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a b cC T

Figura 10.9: Exemplo de situa¢do em que as condi¢des KTE s3o satisfeitas em pontos
nao-eficientes.

Entretanto, as solugoes no intervalo (b, c) nao sao eficientes. O leitor deverd notar
que as solugoes eficientes encontram-se no intervalo [a, b]. &

Condicoes suficientes

Embora as KTE sejam condigoes necessarias, mas nao suficientes para a
Pareto-otimalidade de solugoes, sob determinadas circunstancias essas condicoes
tornam-se suficientes.

Teorema 10.3 (Condigao 1) Se o POV atender as KTE em x* com todos
os multiplicadores X\ |, i = 1,...,m estritamente positivos entao * € uma
solugao eficiente. O

DEMONSTRAGAO: Esse resultado vem diretamente do fato de que agora KTE
sereduz a (KT; , i=1,...,m) e, portanto, z* ¢é eficiente. |

Teorema 10.4 (Condigao 2) Se o POV atender a KTE em x* e tiver todas

as fungoes fi(-) , i=1,....m e g(-) , k=1,...,p estritamente convexas,
entao ¥ é uma solugao eficiente. 0
DEMONSTRACAO:

1. Como por hipétese z* satisfaz KTE, existe no minimo um ¢ tal que A} > 0.
Nesse caso:
P

Vi) +> JVf] Z

J#i =1

=0

< *‘;T-*
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e portanto z* resolve (P;).

2. Como f;(-) é estritamente convexa, a solugao de (P;) é unica na regiao con-
vexa definida pelas restrigoes gi(-) <0 e f;(-) < fi(z*).

3. Portanto, x* é eficiente.

NotA 10.4 Como interpretacio geométrica das KTE, pode-se notar que, para
pontos do conjunto de Pareto, o cone no qual as funcoes fi(-) decrescem, a partir
de x*:

— DAV i)
j=1

estd estritamente fora da regido factivel, ou seja, mao contém nenhuma direcdo
factivel. As direcdes factiveis sao dadas pelo cone:

P
— > #iVai(a®)
k=1
Note-se ainda que o proprio cone
m
Y AVt
j=1

pode ser nulo.



Capitulo 11

Formulacao do Problema de
Geracao do Conjunto de
Solucoes Eficientes

Neste capitulo sao discutidas metodologias conceituais para geracao dos pon-
tos x* que pertencem ao conjunto de solugoes eficientes de um problema de
otimizagao vetorial (POV). Dessa forma, o problema de geragdo de pon-
tos pertencentes ao conjunto Pareto-6timo fica reduzido a problemas de oti-
mizac¢ao mono-objetivo.
Por fim, coloca-se a questao de caracterizar computacionalmente as solugoes

que pertencem ao conjunto de solucgoes eficientes do POV. Um novo problema
de otimizagao mono-objetivo é definido com tal propésito.

11.1 Abordagem via Problema Ponderado

Retomando a discussao sobre condi¢oes de Kuhn-Tucker, observe-se que as
condi¢oes KTE sao também condigoes necessarias (de Kuhn-Tucker mono-
objetivo) para o problema escalar:

244
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Problema P,

min Z/\ifi(a:) (11.1)

Isso sugere um método pratico para a geracao de solucoes eficientes.

Teorema 11.1 Seja z* a solugao de (Py) para X\ > 0 dado. Entdo x* é uma
solugao eficiente do PMO se:

i. % € a solugdo unica de (Py) ou

. Ny >0 5 i=1,...,m.

Note que, sem perda de generalidade, é possivel considerar

)\GA:{)\ CA>0, ZAZ:1}
i=1
e, em seguida, resolver (P).

11.1.1 Interpretacao geométrica

Uma interpretacao geométrica do problema ponderado (Py) pode ser feita
através de sua formulagao no espago dos objetivos.

min AiYi (11.2)

O problema pode ser visto como: determinar o ponto y* pertencente ao
conjunto F, que minimiza o valor do produto escalar \'y. Se a* é o valor
minimo do produto, entao:

Ny =a* (11.3)
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f2

h

Figura 11.1: Interpretacdo do problema P, no espaco de objetivos: Partindo de
um hiperplano inicial h1, cuja inclinagdo é definida pelo vetor de ponderagcdes A,
um algoritmo de otimizagdo mono-objetivo determina uma sequiéncia de hiperplanos
paralelos ao hiperplano inicial, buscando a minimizacao da distancia de cada hiperplano
em relacdo a origem do espago )V, com a restricao de que o hiperplano contenha algum
ponto de F,. O algoritmo converge para o hiperplano-suporte h*, cujo tinico ponto
de intersecdo com F, é o ponto y* pertencente ao conjunto de Pareto )*.

¢ a equacgao do hiperplano suporte a F, no ponto y*. Essa interpretacao ¢
ilustrada na figura 11.1.

Apenas pontos do conjunto Pareto-6timo Y* que admitam hiperplanos-
suporte podem ser gerados através de (Py). O raciocinio que conduz a esta
conclusao pode ser elaborado desta maneira: um dado vetor de ponderacoes
A define a inclinagao de um hiperplano. O processo de minimizagao descrito
por (11.2) faz a busca do hiperplano com tal inclina¢do que se encontra a
minima distancia da origem do espaco ). Esse hiperplano necessariamente
serd um hiperplano-suporte de algum ponto. Assim, mudando-se o vetor de
ponderagoes A, muda-se o hiperplano suporte que sera encontrado, com seu
respectivo ponto tangente, que é o ponto do conjunto de Pareto determinado
por esse procedimento. Em casos gerais, apenas pontos pertencentes a fron-
teira da casca convexa do conjunto F, poderao ser gerados. Isso ¢ ilustrado
na figura 11.2.
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Iy
fo Yy

h

Figura 11.2: O conjunto de Pareto * € Y possui trechos, representados em linha
continua, nos quais todos os pontos possuem hiperplano-suporte, e outros trechos,
representados em linha tracejada, nos quais nenhum ponto admite hiperplano-suporte.
Dois hiperplanos-suporte, hi e ho, sdo mostrados.

EXEMPLO 11.1 Considerem-se as duas func¢oes de uma inica varidvel:

fi(x) =1—exp (_(IT_ZL)Z)

falw) =1 = exp (=5527)

Ambas as funcdes sao quasi-convexas, e estdo representadas no grdfico da figura
11.8 em trago continuo. A funcdao dada por:

Fi(z) =0.7f1(z) + 0.3 f2(x)
aparece representada no mesmo grdfico em trago-traco. A funcdo:
Iy(z) = 0.4f1(z) +0.6f2(x)

aparece em ponto-ponto. Pode-se perceber que, apesar dos pontos da superficie
Pareto-dtima do vetor de funcgoes | f1  fa | serem todos aqueles para x € [—4,4],
a solucdo do problema formulado como:

m:gn afi(xz) + (1 — ) fa(x)
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Figura 11.3: Representacdo das fungdes-objetivo f1, fo e das fun¢bes ponderadas
0.7f1 +0.3f2 e 0.4f1 4+ 0.6 f5.

ird sempre produzir como resultados apenas os pontos x = 4 e x = —4. Esses sao
0s unicos pontos da superficie de Pareto que pertencem também d casca convexa
da regidgo mostrada na figura 11.4. &

EXEMPLO 11.2 Considerem-se as duas fung¢oes de uma inica varidvel:

r—5)2
fa(z) = 7( 105))
fa(x) = |z + 5|

Ambas as fungoes sao convexas. O problema ponderado (Py), correspondente a
minimizacao da funcdo mono-objetivo:

F(r) = afs(x) + (1 — a)fa(x)

€ capaz de gerar todas as solucoes eficientes deste problema, ou seja, todos os
pontos no intervalo [—5,5]. Isso pode ser visualizado na figura 11.5. No espago
de objetivos, tem-se agora uma regiao F cuja fronteira Pareto-otima € conveza,
conforme pode ser verificado na figura 11.6. Observe-se que a regiGo como um todo
nao é conveza. &
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- 1 1 I
028.5 0 0.5 1 1.5

Figura 11.4: Representa¢do da regido F (espaco de objetivos), para um vetor de
objetivos composto de duas fungdes quasi-convexas ndo convexas.

25

Figura 11.5: Representacdo das fungdes-objetivo f3, f4 e das fun¢bes ponderadas
0.7f3+0.3f4 € 0.4f34+0.6f4.
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Figura 11.6: Representacdo da regido F (espaco de objetivos), para um vetor de
objetivos composto de duas fungdes convexas.

EXEMPLO 11.3 Considerem-se as duas funcoes de uma tnica varidvel:

(z—5)
100

fe(x) =1,5 (1 — exp <_(x17—g4)2>>

A funcao fs5 € conveza, enquanto fg € nao-convera. O problema ponderado (P ),
correspondente 4 minimizacdo da fungdo mono-objetivo:

F(x) = afs(x) + (1 - a)fs(r)

€ capaz de gerar algumas solucgoes eficientes deste problema, ou seja, alguns pontos
prozimos dos minimos individuais * = —4 e x = 5. Isso pode ser visualizado na
figura 11.7. No espaco de objetivos, tem-se agora uma regido F cuja fronteira
Pareto-dtima nao é convexra, mas que possui regioes localmente convexas (perten-
centes a casca convexa de F ), conforme pode ser verificado na figura 11.8. Essas
regioes correspondem precisamente as solucoes que podem ser geradas através do
problema ponderado. &

fs(x) =

NoTA 11.1 Foi observado nesses exemplos que € possivel gerar desde todas as
solugaes eficientes (quando o problema é convexo) através do problema ponderado,
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25

0.5r

Figura 11.7: Representacdo das fungdes-objetivo f5, fs e das fun¢es ponderadas
com « variando de 0,1 a 0,9.

Figura 11.8: Representagdo da regido F (espaco de objetivos), para um vetor de
objetivos composto de uma fungdo convexa e uma n3o-convexa.
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até um caso limite em que apenas as solugoes mono-objetivo individuais sdo gera-
das via (Py). Em geral, o problema ponderado é capaz de percorrer apenas parte do
conjunto de solucdes eficientes de um problema de otimizacdo multiobjetivo, ndo
gerando todo esse comjunto.

%

11.1.2 Algoritmos P,

A estrutura do problema (Py), conforme foi visto, funciona adequadamente
caso todos os objetivos f;(-) em (10.7) sejam fungoes convexas. Caso isso nao
se verifique, qualquer método baseado nessa estrutura somente tera acesso a
parte do conjunto de solugoes eficientes, deixando de mapear parcelas desse
conjunto.

Define-se a funcao:

f(x) = Z Aifi(z) (11.4)

para A > 0 € R™. Tal funcao devera ser otimizada empregando algum
mecanismo de otimizacao, sendo o problema formulado como:

X* = {a:* eR" | z" = arg mxin f(z); glz*) < 0} (11.5)

Qualquer mecanismo de otimizacao que fosse capaz de resolver cada problema
mono-objetivo individualmente serd capaz de resolver essa formulacao. Em
particular, deve-se observar que:

e As restricoes do problema modificado correspondem as restrigoes do
problema original. Dessa forma, caso as restri¢coes originalmente fos-
sem, por exemplo, lineares, elas permaneceriam assim. Isso permitiria,
nesse caso, que fossem utilizados, por exemplo, métodos projetivos de
tratamento de restricoes. Caso as restricoes deixassem de ser lineares,
tais métodos nao se aplicariam (ao menos nao diretamente).

e Algumas propriedades dos funcionais-objetivo também se preservariam.
Por exemplo, caso fossem todos convexos, o funcional modificado também
o seria. Métodos baseados na convexidade de funcionais seriam por-
tanto transpostos diretamente.
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e Uma propriedade particularmente relevante de ser preservada, tanto
nos funcionais de restricao quanto nos de objetivos, é a diferenciabili-
dade. Tal propriedade, em particular, se preserva desde que ela esteja
inicialmente presente.

Observe-se ainda que:

e Se se admitir que o problema seja convexo, é possivel gerar dessa forma,
variando o vetor A, todo o conjunto de solucoes eficientes do problema

(10.7);

e se se adotar a desigualdade estrita \; > 0 para ¢ = 1,...,m, tem-
se ainda a garantia de que toda solugao gerada serda pertencente ao
conjunto de solugoes eficientes.

Dessa forma, para a geracao de um conjunto de pontos representativo
do conjunto de solugoes eficientes, pode-se adotar por exemplo a seguinte
heuristica:

Passo 1: Utilizando um gerador de ntmeros aleatérios, gere um conjunto
de v vetores A diferentes, com distribuicao uniforme.

Passo 2: Faca a otimizagao para cada um desses vetores.

Observe-se que esta sendo suposto que nenhum componente desses vetores A
serd menor que ou igual a zero. Essas premissas devem ser verificadas dentro
do algoritmo, caso esteja sendo utilizado um gerador de ntimeros aleatérios
que possa eventualmente falsifica-las.

NotA 11.2 A utiliza¢ao de um gerador de nimeros aleatdrios com distribui¢do
uniforme € talvez a maneira mais simples de gerar uma grande quantidade de veto-
res, todos com grande probabilidade de serem dois a dois linearmente independentes
(o que significa que nao haverd cdlculos a principio redundantes), e varrendo todo
o0 espaco de interesse de maneira aprorimadamente uniforme.

o

A seguir, sao entao sintetizadas as conclusoes sobre a geracao de solugoes
eficientes (conjunto A*) através do problema ponderado (P):
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e Computacionalmente muito simples. Equivale a solugao de problemas
mono-objetivos, um para cada ponto gerado. Cada problema mono-
objetivo possui a mesma estrutura de restrigoes do problema original.

e Desvantagens:

— Varias ponderacgoes podem estar associadas a mesma solucgao efi-
ciente;

— Nao se aplica a problemas nao convexos, nos quais talvez nao seja
possivel gerar varias solucoes eficientes;

— Nesse caso, combinagoes de pontos extremos gerarao aproximagoes

de YV*.

O problema (P,) ird herdar todas as caracteristicas de complexidade de
cada um dos problemas mono-objetivo que caracterizariam a otimizacao de
cada um dos objetivos individuais do problema. Se todos esses problemas
forem, a principio, simples, o problema (P)) resultante também o serd. Os
métodos de “direcao de busca” tendem a ser aplicaveis nestas situacoes, a
menos que haja uma particular complexidade preexistente nos problemas
individuais. As outras familias de métodos seriam provavelmente também
aplicaveis, mas teriam provavelmente menor eficiéncia na determinacao dos
pontos do conjunto de Pareto.

11.2 Abordagem via Problema c-Restrito

Uma técnica alternativa de geracao de solugoes eficientes pode ser desenvol-
vida a partir do seguinte resultado:

Teorema 11.2 Sea* € F, € eficiente entdo existem um inteiroi € {1,2,...,m}
e numeros reais €; , j =1,...,m (j # i) tais que x* resolve:

2" =argmin fi(z)
(11.6)
sugeito a: {fj(x) <e¢, j=1,....m (j #1)

O
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DEMONSTRAGAO: Defina ff = fi(z*), i = 1,2,...,m e suponha que z* nao

resolve o problema acima para nenhum ¢ € [1,2,...,m] e ntimeros reais €; , j =
1,...,m. Neste caso, para i =1e ¢; = jf", 7 =2,...,m deve existir z° € X tal
que:

fi@?) < fi@®) e f;(2°) < ff, j=2,...,m

contradizendo a hipdtese de que x* é eficiente. |

NotaA 11.3 Como implicagao prdatica do teorema 11.2 conclui-se que, variando
parametricamente €;, Vi e Vj # i, € possivel gerar completamente o conjunto X'*.

¢

Problema P.

min  fi(z)

(11.7)
sujeito a: {fj(v) <¢, j=1,...,m, j#i

NoTA 11.4 Através de (P.) é possivel gerar X* completamente, mesmo que o
problema seja nao-convexo.

o

Nas figuras 11.3 e 11.4, pode-se verificar que o problema (P.) gera efeti-
vamente todo o conjunto de solugoes eficientes do problema.

O processo de determinacao dos pontos pertencentes ao conjunto de
solugoes eficientes do problema é ilustrado na figura 11.9.

Em sintese, a geracao do conjunto X'* através de (F,) possui as seguintes
caracteristicas:

e Nao é computacionalmente simples no caso de problemas com objetivos
nao-lineares (correspondente a problemas mono-objetivo com restri¢oes
nao-lineares). Os problemas gerados passam a ter uma estrutura de
restricoes mais complexa que o problema multi-objetivo original.
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fa ; Y

€2

“ f

Figura 11.9: O conjunto Pareto-6timo )* encontra-se representado na figura pela
linha em traco continuo. Os pontos A e B pertencem ao conjunto Pareto-6timo,
sendo encontrados através do problema P, respectivamente: com a minimizacao de
f1 sujeita a fo < €9, e com a minimizagdo de fs sujeita a f1 < €;.

e Deficiencia bésica: a selecao dos reais €; que geram solugoes eficientes
nao é tarefa trivial:

— O ponto obtido pode nao ser eficiente;
— Os valores de ¢; podem tornar (F;) infactivel.
A figura 11.10 ilustra a situagao em que a formulagao P, ira gerar alguns
pontos nao pertencentes ao conjunto de solugoes eficientes de um problema.

A dificuldade da formulacao P. para gerar solugoes factiveis é ilustrada
na figura 11.11.
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2

fi

Figura 11.10: O conjunto-imagem da fun¢do f(-) possui trechos de sua fronteira ndo
pertencentes ao conjunto de Pareto: os trechos AB e C'D. O trecho BC corresponde
ao conjunto de Pareto do problema. Como o valor da fun¢3o f; em todo o trecho AB
¢ igual ao seu valor no ponto B, e corresponde ao minimo valor de f1, a minimizagdo
desta fung¢do com a restricdo fo < €3 pode gerar pontos pertencentes a AB e portanto
ndo pertencentes ao conjunto de Pareto. Simetricamente, a minimiza¢do de fo com
a restricdo f; < €1 pode gerar pontos pertencentes ao trecho C'D, também nio
pertencentes ao conjunto de solucdes eficientes.
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-----

[ T R o

“ f

Figura 11.11: A fronteira do conjunto imagem da fun¢do f(-) encontra-se represen-
tada por uma linha continua no trecho que corresponde ao conjunto Pareto-étimo do
problema, e por uma linha tracejada no trecho que n3o faz parte do conjunto Pareto-
otimo. Caso sejam estabelecidas as restricdes f1 < €1 e fo < €5 simultaneamente, n3o
havera solucdo factivel, embora cada restricdo isoladamente admita solucdes.
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11.2.1 Algoritmos P,

Considerando o mesmo problema (10.7) com um vetor de objetivos f(-),
suponha-se, desta vez, que uma ou mais fungoes f;(-) sejam nao-convexas.
Nesse caso, o método das ponderacoes nao se aplica. Deve ser empregado
entao, por exemplo, o método do problema e-restrito.

O problema ¢ entao redefinido em termos de m problemas com o seguinte
formato:

*

" = arg min f;(z)

g(z) <0 (11.8)
sujeito a:
filw) <e 5 j#i
sendo x € R, f(-) : R" — R™ e g(-) : R" — RP.
A respeito dessa formulacao, observa-se que:

e Como boa parte dos problemas mono-objetivo assim gerados deverd
ter regiao factivel pequena, ha uma grande chance de que o algoritmo
desenvolva parte de sua busca em regioes infactiveis. Isto significa que
o mecanismo de otimizacao que vier a ser empregado deve necessari-
amente ser adequado para realizar parte da busca dentro de regioes
infactiveis. Isso exclui alguns tipos de algoritmos.

e A estrutura das restrigoes do problema original (10.7) fica bastante
modificada nos problemas modificados (11.8). Em particular, algumas
propriedades que poderiam estar presentes nas restrigoes originais, tais
como a linearidade ou a convexidade, muito dificilmente serao preser-
vadas. Isso significa que os métodos de otimizacao a serem empregados
deverao fundamentalmente ser capazes de lidar com restri¢coes de tipo
geral.

e A maneira de transformar funcionais-objetivo em restricbes também
pode potencialmente definir aspectos importantes do problema mono-
objetivo resultante. Alguns métodos de implementacao dessa trans-
formagao causam, por exemplo, a perda das propriedades de diferenci-
abilidade e/ou de continuidade dos funcionais. Isso pode causar pro-
blemas em alguns tipos de métodos de otimizacao.

Feitas essas consideragoes, o algoritmo basico que implementa o problema
(P,) é:
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Método e-restrito:

1. Preliminarmente, é preciso encontrar valores adequados para iniciali-
zar o vetor €. Isso é feito resolvendo os m problemas mono-objetivo.
Obtém-se assim os valores f*, que sao os 6timos individuais de cada
objetivo (os quais, agregados, compoem o vetor f*, correspondente a
solucao utépica do problema).

2. Paralelamente, nessa mesma operacao, sao determinados os piores va-
lores atingidos por cada objetivo quando um outro objetivo estd em
seu 6timo, formando o vetor f°.

3. Cada problema (11.8) é resolvido para vetores € resultantes de um gera-
dor de niimeros aleatérios com distribuicao de probabilidade uniforme,
atendendo a restri¢ao:

fr<e<s e

NoTA 11.5 Grande parte dos problemas gerados sequndo esta metodologia serd
infactivel, para problemas com nimero de objetivos m > 3. Isso pode tornar esse
meétodo ineficiente.

¢

Ao contrario do problema (Py), o problema (P,) tende a apresentar ca-
racteristicas de complexidade que restringem a aplicabilidade dos métodos
de otimizacao. Em geral:

e A regiao factivel tende a se tornar pequena em relacao a regiao in-
factivel. Métodos do tipo “busca por populacoes” tendem a nao encon-
trar pontos factiveis.

e Pela mesma razao, a utilizacao de métodos de “direcao de busca” com
tratamento de restricao do tipo “barreira” é inviavel. Caso sejam em-
pregados métodos de “direcao de busca”, estes devem ser acoplados a
tratamento de restricao por “penalidades”.

e A quantidade de restricoes tende a aumentar. As restrigoes ficam,
evidentemente, nao-lineares, o que pode ainda significar um aumento
de complexidade da estrutura de restrigoes. Isso pode significar uma
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dificuldade para os métodos do tipo “direcoes de busca”. Outra difi-
culdade que pode surgir é a necessidade de utilizar “penalidades” que
tornem o problema nao-diferenciavel (isso pode ocorrer pela dificuldade
de se formular penalidades diferencidveis e suficientemente precisas).
Essas razoes indicariam a utilizacao de métodos de “exclusao de semi-
espacos” como formulacao em geral mais adequada para os problemas
com estrutura (P.).

11.3 Abordagem hibrida: Ponderando e Res-
tringindo

Solugoes nao-inferiores também podem ser caracterizadas em termos de solugoes
6timas do seguinte problema (P, ):

Problema P .

xE€Fx

min Z Aifi(x)
i=1 (11.9)

sujeito a: {fj(z) <e¢ ; j=1,....,m

O seguinte teorema se aplica:

Teorema 11.3 O ponto x* é uma solucao eficiente se e somente se x* for

uma solugao otima de Py, para qualquer vetor de ponderagoes A > 0 € R™ e

para algum vetor de restricoes € € R™ para o qual o problema Py . € factivel.
O

NoTA 11.6 O resultado do teorema 11.3 tem a vantagem de permitir a geragdao
de todos os pontos eficientes sem a necessidade de testar a eficiéncia dos pontos
gerados a posteriori. Combinam-se as vantagens do método (Py), que produz pon-
tos que certamente sao eficientes (quando X\ € estritamente positivo), com a do
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método (P;), que € capaz de gerar todos os pontos eficientes.

11.4 Abordagem da Programacao-Alvo

O método de programacao-alvo (ou “goal programming”) foi originalmente
formulado como:

P

min (df +d;) 7 1 <p<oo
z€F,,dt,d— (; + ) =P

file) —dj +dy =M; , j=12,....m (11.10)

sujeito a: d;L, d;y >0

+ - .
onde:
M;: meta (ou alvo) estipulada para o j-ésimo objetivo.

d;r: indica o quanto o j-ésimo objetivo excedeu a meta estipulada M;.

d;: indica o quanto o j-ésimo objetivo ficou abaixo da meta estipulada M;.

O método como definido acima pode ser interpretado como a minimizacao
de uma norma vetorial p em rela¢do ao vetor de referéncia (ou alvo), veja-se
a definicao 2.5. Essa re-interpretagao, que estd mais de acordo com a forma
de estruturar os problemas empregada na atualidade, é aqui designada como

Problema P,:

Problema P,

mingeg, ||f(x) — M”p
(11.11)

I<p<oo
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sendo z € R™, f(-) : R® — R™ e M € R™. Note-se que, pela interpretagao
de norma, é possivel adotar a norma vetorial co, sem prejuizo das proprie-
dades desejadas da formulacao!. Definem-se as solucédes, tanto no espaco de
parametros quanto no espaco de objetivos, associadas a esse problema:

(M) = axg, min||f(z) - M|, (11.12)
(M) = arg, win |y - M], (11.13)

Evidentemente, se o ponto M (a meta) for escolhido no interior do conjunto-
imagem da regido factivel, F,, a solucao do problema p2 (M) ird igualar o
ponto (ou os pontos, no caso de solugdes nao-tinicas) cuja imagem é M, e
este nao serd pertencente ao conjunto Pareto-6timo (note-se que os pontos
pertencentes ao Pareto-6timo, no espaco de objetivos, nao podem estar no
interior de F,, pois encontram-se todos em sua fronteira). Dessa forma,
para que P, forneca pontos pertencentes ao conjunto Pareto-6timo X, é ne-
cessario que M seja escolhido fora de F, ou em sua fronteira. As diferentes
situagoes possiveis encontram-se representadas na figura 11.12.

Passa-se agora a andlise do comportamento do problema P, sob o ponto
de vista das solugoes no espaco de objetivos ). As seguintes situacoes sao
previstas:

e A escolha de diferentes normas faz com que, para um mesmo ponto
M situado fora de F,, sejam determinadas diferentes solucoes, ou seja,
ph (M) # i (M) para p # q. Isso é mostrado na figura 11.13.

o I possivel que, dada uma certa meta M, dada uma certa norma vetorial
p, haja mais de uma solugao pf (M) para o problema P, (ou seja, ndo ha
unicidade garantida da solu¢ao no espago de objetivos). Essa situacao
¢é mostrada na figura 11.14.

e E possivel que para diferentes metas, M; # Ms, seja obtido como
resultado do problema P, o mesmo ponto u?(M;) = pb(My). Essa
possibilidade ¢ ilustrada na figura 11.15.

1Seria também possivel a adocdo de Q-normas, sem nenhum problema.
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Y2 P

Figura 11.12: Interpretagdo do problema P, no espaco de objetivos. A imagem
do conjunto factivel, F,, encontra-se delimitada pelas linhas representadas na figura,
sendo que as linhas tracejadas n3o constituem parte do conjunto Pareto-étimo, en-
quanto a linha em trago continuo representa o conjunto Pareto-étimo, V*. Escolhendo-
se a meta M, o resultado do problema P, é o ponto y; (o ponto mais préximo de
M dentro do conjunto F,). Nesse caso, o resultado ndo pertence a Y*. Da mesma
forma,escolhendo-se a meta M5, o resultado do problema P, é o ponto y2, agora per-
tencente ao conjunto Pareto-6timo V*. Escolhendo-se metas ja pertencentes a F,, o
resultado do problema P, € o préprio ponto-meta. Esse € o caso das metas M3 e My,
que resultam em y3 = M3 e em y4 = My. O primeiro n3o pertence a J*, enquanto
o segundo pertence. Nesta figura, foi assumido que p = 2, ou seja, que a norma é a
norma euclideana de vetores.

e E finalmente possivel que solugoes pf(M) nao pertengam ao conjunto
Pareto-6timo Y* para determinadas escolhas de M ¢ F,. Isso é ilus-
trado nas figuras 11.12 e 11.14.

NoOTA 11.7 Todos esses pontos sio inconvenientes da abordagem P,. Deve-se
notar que a abordagem P, também apresenta as trés ultimas dificuldades (a pri-
meira nao se aplica). Deve-se notar que apenas os dois dltimos pontos constituem
de fato dificuldades que afetam negativamente a implementacdo computacional de
métodos de otimizag¢ao multiobjetivo baseados em P. e em P,.

o



CAPITULO 11.

GERACAO DE SOLUCOES EFICIENTES

265

Figura 11.13: Esta figura ilustra a dependéncia do resultado do problema P, com
a norma p adotada. A imagem da regido factivel, F,, encontra-se delimitada na
figura. Com o uso de diferentes normas vetoriais, o problema P, resulta em diferentes
solugdes. A figura mostra a meta M fora de F,, que resulta na solugdo y; parap =1,

e na solugdo Y2 = Yoo, parap =2 e p = 00.
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Y1a

Figura 11.14: Esta figura mostra que o problema P, pode conduzir a miiltiplos
resultados, para uma mesma escolha da meta M, dada uma norma p fixa (no caso da
figura, p = 2). Dada a meta M, o problema P, fornece as solucdes y1, € y15, ambas
pertencentes ao conjunto Pareto-6timo do problema. Dada por sua vez a meta Mo,
o problema P, fornece as solugbes 1o, € y2, ambas ndo pertencentes ao conjunto
Pareto-étimo do problema.

Figura 11.15: Esta figura mostra que o problema P, pode conduzir ao mesmo
resultado y para metas diferentes My e Ms, para uma mesma norma p.
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Os teoremas a seguir mostram os pontos fortes da abordagem P,.

Teorema 11.4 Seja um POV com conjunto factivel (no espaco de objetivos)
F, nao vazio. Entao, para toda escolha de M € Y o problema P, serd factivel,
ou seja:

(M) #0 Y MeY,p>1 (11.14)

O

Teorema 11.5 Seja um POV cujo conjunto Pareto-étimo no espago de ob-
jetivos Y* € nao-vazio. Entao:

IMeY | py(M)D>y Vy ey, p=1 (11.15)

ou seja, existe alguma meta M que, aplicada no problema P, (com uma
escolha qualquer de norma p) resulta na solugdo y*. O

NoTA 11.8 Em comparagdo com o problema P, o problema P, apresenta como
vantagem a propriedade garantida no teorema 11.4 da factibilidade de toda execucao
realizada sobre um POV factivel. O teorema 11.5 mostra que a abordagem P,, com-
partilha com a abordagem P, a capacidade de gerar todo o conjunto Pareto-otimo.

%

11.5 Abordagem P,

Em (Gembiki & Haimes 1975) foi proposto o algoritmo de goal attainment.
Para a finalidade de se fazer uma referéncia rapida, tal formulacao sera aqui
denominada método (P,). Em (Takahashi, Peres & Ferreira 1997), tal al-
goritmo foi empregado, com uma formulagao levemente expandida, para o
tratamento de um problema de projeto de controladores. Essa é a formulacao
aqui apresentada.

Esse método contorna o problema béasico de ineficiéncia apontado nas
segoes anteriores. Essa formulagao, partindo do mesmo problema (10.7) com
um vetor de objetivos f(-), também admite que uma ou mais fungoes f;(+)
sejam nao-convexas.

Essa formulagao é assim construida:

e Seja f* € R™ o vetor de objetivos correspondente a “solucao utépica”
do problema.
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e Seja fF € R™ ; ¢ =1,...,m o vetor de objetivos associado a cada
minimo individual do problema.

e Seja C o cone gerado pelos vetores (f — f*), com origem em f*.

e Seja w € C um vetor construido segundo a férmula:
w=f"+> %ulff =) (11.16)
i=1

para y; > 0.

O problema é entao redefinido em termos de um tnico problema com o
seguinte formato:

Problema P,
min 7
1
veF, (11.17)
sujeito a:

flx) < f* 4w

Nessa expressao, x € R", f(-) : R" — R™ e g(-) : R" — RP. As corres-
pondentes solugoes no espago de parametros X' e no espago de objetivos Y
sao também definidas:

Solugoes no espago de parametros:

X(w) = arg, min 7
$777

veF, (11.18)
sujeito a:
f@) < f*+nw



CAPITULO 11. GERACAO DE SOLUCOES EFICIENTES 269

Solugoes no espago de objetivos:
Xy(w) = arg, min 7
Yy
y € F, (11.19)

sujeito a:
y < f"+nuw

A interpretagao grafica da abordagem P, ¢ fornecida na figura 11.16.

2

h

Figura 11.16: Interpretacdo do problema P, no espaco de objetivos: O conjunto
Pareto-6timo V* encontra-se contido num hiper-paralelepipedo no espaco ), com um
vértice sobre a solucao utépica y.. Tomam-se vetores, por exemplo W; e W5, com
ponto inicial y., e ponto final na fronteira do paralelepipedo. Esses vetores s3o entdo
multiplicados por um escalar 1, que é minimizado com a restricio de que pontos
dominados pelo ponto final do vetor continuem pertencendo a imagem factivel F.
Dessa forma, sdo determinados os pontos ¥ € y2 pertencentes ao conjunto J*.

Os teoremas a seguir se aplicam ao problema P, :

Teorema 11.6 Seja um POV com conjunto factivel (no espago de objetivos)
F, nao vazio. Entao, dados os vetores wy e wy linearmente independentes,
ambos pertencentes ao cone C, tem-se que:

Xy(wi) # Xy (w2) (11.20)
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O

Teorema 11.7 Seja um POV cujo conjunto Pareto-otimo no espacgo de ob-
jetivos Y* € nao-vazio, e seja o cone C conforme definido nesta se¢ao. Entao:

Jwel | xy,(w)Dy Vy ey, p>1 (11.21)

ou seja, existe algum vetor w que, aplicado no problema P, resulta na solugao
T 0

As seguintes consideragoes sao feitas em relagao a estrutura do novo pro-
blema que foi construido:

e Este método trabalha num espaco de busca com n + 1 varidveis e m +
n restrigoes. O problema P. corresponde a uma combinacao de m
problemas em n variaveis e m + n — 1 restri¢oes). Ja o problema P,
corresponde a uma busca num espago de n variaveis de otimizacao e m
restricoes.

e O teorema 11.6 afirma que o problema P, possibilita a obtencao de
respostas espacialmente organizadas a partir de uma seqiiéncia de es-
colhas de vetores w. Tal nao é possivel com o método P,, uma vez que
este nao permite a escolha prévia da orientagao espacial (no espago ))
da solucao a ser obtida.

e Emboranao haja a garantia da factibilidade do problema P, , a ocorréncia
de infactibilidade no mesmo é muito menos freqiiente que no problema
P.. Por construcao, é possivel garantir que o problema de otimizacao
seja factivel e ja inicie a busca em um ponto factivel, desde que o vetor-
suporte w esteja apontando para uma direcao na qual exista algum
ponto do conjunto de solucoes factiveis.

e O funcional-objetivo do problema modificado é linear, sendo portanto
trivial o calculo de seu gradiente e hessiana.

e A estrutura de restrigoes do problema, no entanto, passa a conter, além
das restri¢oes do problema original, toda a complexidade do conjunto
de funcoes-objetivo. Deve-se notar que propriedades que possivelmente
estariam presentes nas restricoes originais, tais como linearidade ou
convexidade, provavelmente nao irao se preservar no novo conjunto de
restricoes.
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O problema P, é capaz de gerar, assim como o problema P, e o problema
P,, todo o espaco de solugoes Pareto-6timas. Assim como eles, entretanto,
o método P, também pode eventualmente gerar pontos nao pertencentes ao
conjunto de solugoes eficientes (a situacdo, de fato, é andloga aquela que
ocorre no caso do problema P.). Essa situagao ¢ ilustrada na figura 11.17.
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h

Figura 11.17: O problema P, pode gerar pontos ndo eficientes: O conjunto
Pareto-6timo Y (representado em trago continuo) encontra-se contido num hiper-
paralelepipedo no espagco ), com um vértice sobre a solucdo utépica y.. Ha ainda
um trecho da fronteira do conjunto imagem factivel F,,, representado por uma linha
tracejada horizontal, que n3o estd contido no conjunto Pareto-6timo (observe-se que
apenas o extremo esquerdo dessa linha faz parte do conjunto Pareto-6timo). Toma-se
o vetor W com ponto inicial y,, e ponto final na fronteira do paralelepipedo. Esse
vetor é multiplicado por um escalar 7, que € minimizado com a restricdo de que pontos
dominados pelo ponto final do vetor nW/ continuem pertencendo a imagem factivel F,.
Dessa forma, é determinado o ponto yg que, nesta figura, embora pertenca a fronteira
do conjunto imagem factivel F,,, ndo pertence ao conjunto de solucdes eficientes V*.

E importante mencionar um tipo de situacao que pode ocorrer em alguns
tipos de problemas: a solucao do problema P, pode nao se encontrar na
direcao do vetor-suporte, embora ainda assim ocorra em um ponto perten-
cente a fronteira Pareto-6tima. Essa situacao € ilustrada na figura 11.18.
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Figura 11.18: O problema P, pode gerar pontos fora da direcdo do vetor-suporte
W: O conjunto Pareto-6timo YVx (representado em traco continuo) encontra-se con-
tido num hiper-paralelepipedo no espago ), com um vértice sobre a solugcdo utdpica
Y«. Ha ainda um trecho da fronteira do conjunto imagem factivel F,,, representado
por uma linha tracejada, que n3o estd contido no conjunto Pareto-6timo. Toma-se
o vetor W com ponto inicial 4, e ponto final na fronteira do paralelepipedo. Esse
vetor é multiplicado por um escalar 1, que é minimizado com a restricdo de que um
ponto dominado pelo ponto final de IV continue pertencendo a imagem factivel F,.
Dessa forma, é determinado o ponto y; que pertence ao conjunto de solucgdes efici-
entes V*, e é dominado por n*W. Observe-se que o' “lltimo” ponto pertencente ao
conjunto-imagem factivel F,, denotado por g, ainda possui pontos por ele dominados
pertencentes a F,, e portanto n3o corresponde ao ponto de término do processo de
otimizagdo (ou seja, do processo de minimizagdo de 7). Observe-se ainda que n*W
ndo pertence ao conjunto imagem F,.
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Tendo em vista essas consideragoes, a heuristica a seguir pode ser empre-
gada para gerar um conjunto representativo de pontos do espaco de solugoes
eficientes:

Passo 1: Determinar f*e f*; ¢1=1,...,m.

Passo 2: Escolher aleatoriamente um conjunto W de vetores w, utilizando a
equagao (11.16) e vetores v gerados através de um gerador de niimeros
aleatorios com distribuicao uniforme.

Passo 3: Para cada vetor w € W, escolher um numero 7, suficientemente
grande (o quao grande deve ser esse numero depende do problema em
questdo) para tornar (11.18) factivel. Note-se que, uma vez que 7;
na equagao (11.16) é um numero estritamente positivo, sempre haverd
algum valor de 1 que torna o problema factivel, desde que o conjunto
factivel X seja nao-vazio.

Passo 4: Resolver cada problema assim construido. Se se utilizar o pro-
blema irrestrito do tipo barreira, sera necessario iniciar com pontos
factiveis conhecidos a priori. Se se empregar métodos de penalidade, é
possivel inicializar o problema com condic¢oes iniciais arbitrarias.

O problema (P,), embora envolva um acréscimo da complexidade da es-
trutura de restri¢oes do problema, como no caso do problema (P.), tem a
peculiaridade de em geral conduzir a problemas nao apenas factiveis, mas
ainda em que é possivel freqiientemente partir de pontos factiveis. Esse
tipo de situacao viabiliza a utilizacao de todas as categorias de métodos de
otimizagao. Cada familia de métodos tera suas vantagens especificas, que
podem ser relevantes para problemas particulares:

e Os métodos de “direcao de busca” podem ser bastante eficientes, caso
nao se detenham em descontinuidades.

e Os métodos de “exclusao de semi-espagos” simplificam sobremaneira o
tratamento das restricoes nao-lineares que caracterizam o problema.

e Os métodos de “busca por populagoes” possivelmente permitiriam de-
terminar os pontos pertencentes ao que seria o “conjunto Pareto-6timo
global”, que talvez nao estivessem acessiveis aos outros dois grupos de
métodos.



CAPITULO 11. GERACAO DE SOLUCOES EFICIENTES 274

11.6 Teste de Eficiéncia

O 1ltimo problema a ser tratado aqui é o de testar se um dado ponto z* é
ou nao uma solucao eficiente de um problema de otimizag¢ao multi-objetivo.
Para tal finalidade, escolhe-se um vetor a > 0 € R™. Formula-se a seguir o
problema (P*):

()

Uma das trés alternativas se verifica:
1. (P*) possui solugao 6tima limitada com §* = 0;

2. (P*) possui solugao 6tima limitada com 6* > —oo um valor finito 6timo;
ou

3. (P*) possui uma solugao 6tima ilimitada, sendo que o valor 6timo ili-
mitado de §* é tal que 0* = —oco (0 maximo, no caso, se reduz a um
supremo).

O caso 1 implica na eficiéencia de x*. Por outro lado, os casos 2 e 3
implicam na nao-eficiéncia do mesmo. O caso 2 implica na existéncia de
algum ponto eficiente (diferente de z*), enquanto o caso 3 pode indicar a nao
existéncia de solugoes factiveis para o problema. Esses fatos sao sumarizados
no teorema a seguir.

Teorema 11.8 Para qualquer a > 0 € R™ e x € F,, seja 6* o valor otimo
(ou supremo) definido pelo problema (P*). Nesse caso:

i. ¥ € eficiente se e somente se 6* = 0;

ii. uma solucao dtima x de (P*) € eficiente se —oo < 0* < 0;
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iii. se (P*) possui uma solugao ilimitada com 6* = —oo e se F, é um con-
Junto convexo, sendo também convezas as funcgoes f; , j = 1,...,m,
entao o problema de otimizacao multiobjetivo nao possui solucoes efi-
cientes proprias.

11.6.1 Algoritmos P*

Finalmente, o problema de construgao de algoritmos (P*) deve ser exami-
nado, uma vez que o mesmo serve como teste para verificar a pertinéncia
de um ponto ao conjunto de solugdes eficientes, e uma vez que, exceto o
problema (P,), todos os demais podem conduzir (se nao forem tomados os
devidos cuidados) a pontos nao eficientes. Além disso, deve-se notar que o
problema (P*), caso verifique que determinado ponto z nao € eficiente, ainda
¢é capaz de gerar, sem esforco computacional adicional, um outro ponto que
€ eficiente. Basta observar a estrutura do problema:

0= max ale
- f@) + € < f(a")
sujeito a: re X
e>0
Toma-se entao:
T = arg, 0"(x,€) (11.22)

Esse ponto T possivelmente sera eficiente, o que deve entretanto ser tes-
tado pelo préprio problema (P*). Caso nao seja, é possivel procurar outro
ponto que possivelmente seja, e assim por diante.

Deve-se notar a similaridade estrutural deste problema com o problema
(Py). Desta forma, as observagoes aplicdveis ao problema (P, ), relativas a
sua complexidade e aos métodos de otimizacao recomendados, poderao ser
transpostas para o problema (P*).



Capitulo 12

Propriedades de Grupo do
Conjunto Pareto-Otimo

Problemas de projeto multiobjetivo dao origem a um objeto bem definido: o
conjunto Pareto-6timo. Existem condigoes analiticas que podem ser desdo-
bradas em testes numéricos, para verificar se um determinado ponto pertence
ao conjunto Pareto-6timo de determinado problema. Um desses possiveis
testes foi mostrado no capitulo 10, sendo denominado Problema (P*). En-
tretanto, tais condigoes se assentam na premissa de que € possivel resolver
globalmente determinados problemas de otimizagao de um tipo genérico (pos-
sivelmente nao-lineares, nao-convexos e multimodais), que se originam dessas
formulagoes analiticas.

Na pratica, problemas com tais caracteristicas sao resolvidos apenas de
maneira heuristica, isto é, nao é possivel na maioria dos casos obter pro-
vas formais de que determinada solucao seja um o6timo global. Deste fato
decorrem consideracgoes filosoficas que conduzem o problema de construcao
do conjunto Pareto-6timo a uma abordagem “refutacionista” (Popper 1974).
Neste capitulo sao desenvolvidas condigoes computacionalmente verificaveis
(com tempo de execugdo e memdria finitos), que sao aplicaveis a conjuntos
com um numero finito de elementos, para corroborar ou falsear a hipétese de
que os elementos desse conjunto constituam amostras do conjunto Pareto-
6timo de um PMO.

Essas condic¢oes levam a alguns critérios genéricos que podem ser em-
pregados na avaliacao de algoritmos enquanto mecanismos de otimizacao
multiobjetivo. Um algoritmo multiobjetivo conceitual, baseado no principio
dos algoritmos genéticos, é proposto explorando as propriedades de grupo de

276
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estimativas intermediarias do conjunto Pareto-6timo, de forma a gerar uma
estimativa final consistente de tal conjunto.

As idéias apresentadas neste capitulo foram inicialmente formuladas em
(Takahashi, Palhares, Dutra & Gongalves 2001).

12.1 Verificagao versus Falseamento

Assim como as solucoes 6timas de problemas de otimizacao mono-objetivo,
os conjuntos Pareto-6timos de problemas de otimizacao multiobjetivo cons-
tituem objetos conceituais que podem ser acessados a partir de algoritmos
numéricos adequados. Embora a existéncia desses objetos, em um sentido
analitico, possa ser provada, a determinacao analitica desses objetos em geral
nao ¢ factivel.

Dessa forma, coloca-se a questao de “saber” se determinado objeto que foi
encontrado computacionalmente corresponde ao objeto conceitual que estava
sendo procurado. Essa questao pode ser estabelecida sob o ponto de vista
de um mecanismo de “verificagao” da hipdtese de correspondéncia, ou sob
o ponto de vista de um mecanismo de “corroboracgao e falseamento” dessa
hipétese (Popper 1974).

Em principio, demonstra-se que a solucao do problema P, repetidas vezes,
conduziria deterministicamente aos pontos constituintes do conjunto Pareto-
6timo de um problema multiobjetivo (PMO), sendo possivelmente encon-
trados também alguns pontos ndo pertencentes ao conjunto de Pareto (vide
capitulo 10). Posteriormente, os pontos encontrados poderiam ser submeti-
dos a testes de verificacdo da pertinéncia ao conjunto de Pareto, por exemplo
o teste P* (vide capitulo 10). Em termos de objetos e mecanismos conceitual-
mente definidos, nao haveria problema com essa seqiiéncia de procedimentos.

Entretanto, hé alguns problemas associados com a natureza geral (possi-
velmente nao-linear, ndo convexa e multimodal) dos funcionais que definem o
PMO. Sabe-se que nao ha algoritmos de otimizagao mono-objetivo que sejam
capazes de encontrar, de maneira deterministica, o 6timo global desses pro-
blemas. Isso significa que: (i) todo ponto de 6timo que for encontrado pode
se tratar de um minimo apenas local, e (ii) mesmo que o 6timo global seja
encontrado, nao ha maneira de saber se o ponto que foi determinado é de fato
o 6timo global, ou seja, nao é possivel excluir a hipotese de que haja outro
ponto de 6timo que venha a tornar o ponto anteriormente determinado um
6timo apenas local. As condigoes de otimalidade conhecidas (vide capitulo 3)
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possuem carater apenas local para funcoes de tipo geral. Dessa forma, como
tanto o problema P, quanto o problema P* sao fundamentados na hipotese
de que haja mecanismos capazes de solucionar globalmente problemas de
otimizacao mono-objetivo, em ambos os casos é possivel que nao seja encon-
trada a solugao do problema, para funcoes de tipo geral. Além disso, mesmo
que essas solugoes sejam encontradas, nao é possivel haver certeza quanto a
esse fato. Assim:

e E possivel que regices do espaco de parametros que pertencam ao con-
junto Pareto-6timo venham a nao ser amostradas pelos algoritmos de
otimizacao utilizados para resolver o problema P.,.

o E possivel também que pontos que nao pertencam ao espaco de parametros
venham a ser fornecidos como “solucoes” do problema P, e, simulta-
neamente, sejam confirmados como solu¢des do PMO pelo problema
P

Dessa forma, a possibilidade de verificacao das solugoes de um PMO pa-
rece estar descartada, no caso geral. Resta a possibilidade de utilizacao de
um mecanismo de corroboracao e falseamento para fundamentar a crenca de
que determinado conjunto de solugoes trate-se de amostra representativa do
conjunto Pareto-6timo. A légica da corroboragao e falseamento consiste num
esquema em que se procura a construcao de dados que falsetem a hipotese
de que determinados pontos pertencam ao conjunto Pareto-6timo, ou seja,
que mostrem que tais pontos ndo podem pertencer ao Pareto-6timo. Caso
se consigam dados que falseiem dados anteriormente obtidos, os novos dados
passam a ser a melhor estimativa disponivel até o momento de pontos que
podem pertencer ao Pareto. Se tais dados nao forem obtidos apds tentativas
sistematicas, fica corroborada a hipdtese de que os dados anteriormente dis-
poniveis de fato pertencam ao Pareto. Note-se que essa corroborac¢do nao se
trata de uma verificacao, tendo o sentido de uma “hipotese provisoriamente
acatada’”.

Trivialmente, todo mecanismo de otimizagao mono-objetivo se apdia em
um sistema de corroboracao e falseamento, na medida em que o mecanismo
computacional permanece operando na busca do étimo enquanto for possivel
determinar novas solucoes melhores que as anteriores, ou seja, solucoes que
falseiem a possibilidade de que a solugao anterior seja a solucao étima. A
partir do momento em que o método passar a nao mais gerar solugoes me-
lhores apesar de tentativas sistematicamente realizadas, faz-se a parada do
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método, que ocorre portanto quando ha a corroboracao da hipotese de que a
solucao disponivel é a solucao 6tima.

No caso da otimizagao multi-objetivo, seria possivel fazer os mecanismos
de otimizacao simplesmente herdarem o sistema de corroboracdio e falsea-
mento que ja estd presente nos mecanismos mono-objetivo. Esse seria o caso,
por exemplo, da possivel implementagao computacional direta do problema
P. seguida da verificagao pelo problema P*. Entretanto, é possivel apoiar
mecanismos de otimizacao multi-objetivo em sistemas mais sutis de corro-
boracdo e falseamento, construidos a partir de propriedades de grupo que
estariam associadas a um hipotético conjunto Pareto-6timo, e que podem
ser verificadas sobre conjuntos de pontos candidatos a serem considerados
“Pareto-6timos”. Dessa forma, a hipétese de que tais pontos pertencam ao
conjunto Pareto-6timo pode ser falseada sendo que, caso isso nao ocorra, tal
hipétese fica corroborada.

Diante da argumentacgao desenvolvida, que mostra que os sistemas de “ve-
rificacao” apresentam dificuldades de construcao em situacoes gerais, restam
os sistemas de “corroboracao e falseamento”. Apesar de sua aparente fragi-
lidade, eles se mostram adequados para o tratamento dessa questao de “sa-
ber” se hd ou nao correspondéncia entre objetos empiricamente determinados
através de experimentos numéricos e objetos conceitualmente definidos, nas
situagoes gerais em que o problema de otimizac¢ao nao possui particularidades
que favoregam o emprego de metodologias analiticas de “verificacao”. Um
argumento adicional em favor dos sistemas de “corroboracao e falseamento”
¢ o fato de que estes tornam explicito um grau de “crenca” que se faz ne-
cessaria no momento em que determinada solucao é acatada. Os sistemas de
“verificacao”, ao contrario, se apéiam em conceitos nao computacionalmente
concretizaveis, o que pode obscurecer o fato de que existe incerteza associada
aos seus resultados.

12.2 Estrutura do Conjunto Pareto-Otimo

Considere-se um problema de projeto genérico:

Problema 1 [Problema de Projeto] Considere-se o vetor de parametros
de projeto x € R™, o conjunto de solugoes factiveis Xy C R", e o vetor de
objetivos de projeto f(-) : R™ +— R™. Considere-se a conotagao de que f;(a) <
fi(b) implica que a solu¢ao a é melhor que a solugdo b no objetivo f;(+).
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Encontrar um vetor solugao = = z* € Xy tal que todo funcional f;(z*) , i =
1,...,m atinja os menores valores possiveis. d

O problema de encontrar solucoes 6timas de projeto pode ser definido no
contexto dos métodos de otimizacao mono-objetivo como:

Problema 2 [Problema FP.] Dado o problema 1, encontrar z* € R™ tal

que:
r* = arg min f;(2)
r € X (12.1)
sujeito a:
f](x)gf)/] ) (J:1a>m7]7£2)

O

O problema 2 é o problema P., conforme defini¢ao apresentada no capitulo
10. Este é um dos dois esquemas para reduzir problemas com multiplos obje-
tivos a formulagoes mono-objetivo (o outro esquema bdsico é o do problema
P,). Sabe-se que uma seqiiéncia de execugoes do problema 2 é capaz de pro-
duzir todas as solucoes ditas eficientes do problema multiobjetivo, embora
sejam eventualmente produzidas também solugoes nao-eficientes. Conceitu-
almente, o conjunto de todas as solugoes eficientes do PMO é obtido pela
seguinte operacao de conjuntos:

Definigdo 12.1 ([Conjunto Pareto-Otimo (1)]) Defina-se S; como o
conjunto de todas as solugoes do problema 2 quando o objetivo f; é tomado
como referéncia e o vetor v € R™ ! assume todos os valores possiveis. O
conjunto P definido por:

P=8N8N...NSn (12.2)

¢ chamado de conjunto de solucoes eficientes, ou de conjunto Pareto-
Otimo do problema 1. O

Esta definicao é equivalente a que seria obtida com a aplicacao do pro-
blema P, sobre apenas um objetivo de referéncia, seguida da realizacao do
teste P*.
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Trabalhando-se explicitamente sob o ponto de vista da otimizagao multi-
objetivo, passa a estar definido um conjunto de solugoes que constitui o objeto
da manipulacao matematico-computacional a ser executada. Tal conjunto
surge em contraponto ao objeto com o qual lida a otimizacao mono-objetivo,
que é um unico ponto-solucao. Dessa forma, um objeto bem definido surge
da definigao do problema 1: o Conjunto Pareto- Otimo. Deve-se admitir que
este conjunto contém todas as “solugoes razoaveis” para o problema 1.

NotA 12.1 Esta forma de definir o conjunto Pareto-étimo causa alguns incon-
venientes de ordem operacional: O conjunto Pareto-otimo P estd definido como
uma interse¢ao de conjuntos continuos (que sao subconjuntos de R™). Operacio-
nalmente, estd sendo tentada a determinacdo de uma amostra de P, a partir de
conjuntos de pontos que sao solugoes de problemas com formulacdo P., sendo por-
tanto amostras do que seriam os conjuntos S; (0s quais também seriam conceitual-
mente continuos). O teste de interse¢do de conjuntos fica, portanto, mal-definido,
uma vez que oS elementos a serem testados sdo amostras, e muito dificilmente
haveria alguma intersecao entre dois conjuntos de amostras de pontos tomadas de
dois conjuntos continuos, ainda que esses dois conjuntos possuissem interse¢do. A
intersecao dos conjuntos de amostras sé ocorreria caso fosse feita a amostragem
de um mesmo ponto, pertencente ao conjunto intersecao, duas vezes. Portanto, a
definicao 12.1 nao possui valor operacional.

¢

Uma defini¢do equivalente para o conjunto Pareto-6timo pode ser estru-
turada segundo um esquema “relativo”:

Definigao 12.2 ([Conjunto Pareto-Otimo (2)]) Considerem-se X; C
R" e f:R" — R™. Entao:

PE{a* € X | Bxe Xy tal que f(z) < f(a*) e f(x) # f(z*)}  (12.3)

define o conjunto P, que é denominado conjunto Pareto-6timo, ou conjunto
de solucoes eficientes do Problema 1. Il

A equivaléncia das definigdes 12.1 e 12.2 pode ser demonstrada (Chankong
& Haimes 1983). Embora ambas as definigbes déem origem a um mesmo con-
junto solucao P, a primeira tem suporte conceitual em uma série de solugoes
independentes advindas da aplicagao de um mecanismo de otimizacao mono-
objetivo a um conjunto de problemas oriundos da formulacao P.. Esses
problemas, uma vez definidos, passam a estar desconectados um do outro.
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A segunda defini¢ao, ao contrario, liga qualquer solucao pertencente ao
conjunto P a todas as demais solucoes pertencentes ao mesmo conjunto.
As propriedades de grupo que caracterizam os conjuntos Pareto-6timos sao
enfatizadas com esta definicao. Esta definicao servird de base, portanto, para
o desenvolvimento de ferramentas de andlise e sintese no presente capitulo.
Com esta definicao, o problema de projeto se torna:

Problema 3 [Projeto Multiobjetivo] Dado o problema 1, encontrar o
conjunto P. O

12.3 Analise Multiobjetivo

X
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K- X
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. *%
.. *%*&*X*X*X**** * Kk ok ok ok
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objetivo f;

Figura 12.1: Estimativas computacionais tipicas do conjunto Pareto-6timo P,
no espago de objetivos. Na figura: o conjunto Pareto-6timo exato P (linha
continua), conjunto estimado P; (o), conjunto estimado P, (-), conjunto
estimado P3 (x), conjunto estimado Py (*), conjunto estimado Ps (+). As
linhas tracejadas denotam os valores 6timos dos objetivos fi e fs.

Para o propésito de discutir as propriedades do conjunto P, Pareto-6timo,
que sao relevantes aqui, a figura 12.1 mostra estruturas tipicas que emergem
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apos a execucao de qualquer calculo realizado com o objetivo de estimar pon-
tos pertencentes a esse conjunto. Um problema com apenas dois objetivos é
considerado, com o proposito de facilitar a visualizagao. A andlise a ser em-
preendida, no entanto, é valida para qualquer ntimero de funcionais-objetivo.

O conjunto Pareto-6timo exato, P, é a curva continua na figura 12.1. Esse
conjunto exato, entretanto, nao se encontra em principio disponivel, no caso
de funcionais genéricos f; e fs, no sentido em que mesmo que se se dispusesse
de um conjunto de pontos que pertencessem a ele, nao haveria maneira de
provar tal fato. Para caracterizar as solugoes que “provavelmente” pertencam
ao conjunto P, ou seja, as solugoes Pareto-candidatas, uma outra relacao é
definida a seguir, utilizando apenas os pontos que se encontram disponiveis:

Defini¢ao 12.3 ([Conjunto Pareto-Candidato])

Sejam f(-) um vetor de objetivos e I C Dom(f(-)) um conjunto com um
nimero finito de elementos: K = {xy,...,z,}. O conjunto V(K), definido
por:

U(K) & {x, e K| Ar; €K tal que f(x;) < f(z,) e f(a;) # f(z,)} (12.4)

¢ denominado conjunto Pareto-candidato, associado ao “conjunto amostra”
K. O

De fato, devido a indisponibilidade do conjunto P, a caracterizacao de
conjuntos de solugoes W(-) como conjuntos Pareto-candidatos deve ser re-
alizada a partir de procedimentos de falseamento, que podem mostrar que
alguns conjuntos nao sao Pareto-candidatos, mas que nao podem jamais mos-
trar que algum conjunto é de fato um subconjunto do conjunto Pareto-6timo.
Este é o papel do conceito de conjunto Pareto-candidato.

12.3.1 Consisténcia

Dado qualquer conjunto X, este pode ser considerado como um Pareto-
candidato apenas se U(X) = X. Se isto ocorre, o conjunto ¢ denominado
auto-consistente. Caso contrario, a possibilidade de X ser um subconjunto
do conjunto Pareto-6timo P fica falseada.
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12.3.2 Ordenamento e Dominancia

Dados dois conjuntos, X} e Xs, as seguintes relagoes de ordem entre esses
conjuntos sao definidas:

X <A < {\I’(Xl U XQ) DX e \I/(Xl U XQ) Zﬁ XQ}
(12.5)
X <X2 & (VU)o X)

No caso em que X; < X,, a possibilidade do conjunto X5 ser um subcon-
junto do conjunto Pareto-6timo P torna-se falseada, enquanto o conjunto X
permanece sendo um Pareto-candidato. Neste caso, diz-se que X; domina
5. Exi u ibili a0~ inancia: 0
X,. Existem duas possibilidades de nao-dominancia: se ambas as relacoes
1 = Ay 5 =X A7 na verificam, entao am njun rnam
X R Ay e Xy = A nao se verificam, entao ambos os co tos se torna
falseados enquanto Pareto-candidatos; e se ambas as relagoes X} < Ay e
Xy < A& funcionam, ambos os conjuntos seguem sendo Pareto-candidatos.
A partir desses conceitos, a figura 12.1 é analisada. O conjunto de es-
timativas Ps nao é auto-consistente, e portanto fica falseado como Pareto-
candidato. Os conjuntos P; a P, sao cada um auto-consistente e podem ser
considerados, portanto, como Pareto-candidatos se apenas um deles estiver
disponivel. Existe entretanto uma relagao de ordem entre esses conjuntos:

P <P <Py < {Ps,Ps} < Ps (12.6)

Esse ordenamento corresponde a um ordenamento de dominancia. Se todos
esses conjuntos estiverem disponiveis, o inico Pareto-candidato torna-se Py,
uma vez que:

751 = \1/(751 U 752 U 753 U 754 U 755) (127)

Os tunicos conjuntos que nao se encontram “ordenados” na figura 12.1 sao
Ps e Py. Se ambos estiverem disponiveis, ambos estariam falseados como
Pareto-candidatos, sem necessidade de informagao adicional.

12.3.3 Extensao

Um outro tipo de analise que ¢é 1til para a avaliagao de uma estimativa do
conjunto Pareto-6timo estd associado a extensao na qual essa estimativa co-
bre a superficie de Pareto. Para este propdsito, algumas defini¢coes adicionais
se fazem necessarias.
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Considere-se o espaco )Y dos vetores-objetivo. Seja € > 0 um numero
inteiro real fixo, e h € ) um ponto solucao. O conjunto §(-, -) é definido por:

d(e,h) ={g € Y tal que |g — h| < €} (12.8)
Tome-se o conjunto X = {xy,...,2,}, X C V.

Definigao 12.4 ([e-Extensao]) O conjunto ©(e, X') definido por

Ofe, X) = U 5(e, ;) (12.9)

€ a e-extensao do conjunto X. O

Para qualquer conjunto X', ©(¢, X) D X trivialmente se verifica.

Considerem-se agora dois conjuntos X e A, tais que X} < Xy e Xy <X A7,
isto é, ambos os conjuntos sao Pareto-candidatos, e seja dado um € > 0. As
seguintes relagoes ficam definidas:

@(67X1) DX & A 5 Xs
(12.10)

@(6, Xl) Z Xy & X)) z Xo
As seguintes situagoes podem ocorrer:

X1 5 Xy and X, 5 X1: Neste caso, os conjuntos X} e X, sao ditos extenso-
equivalentes.

X1 5 X, and &5 5 AXp: Neste caso, o conjunto X, é dito ser um extenso-
subconjunto do conjunto A.

€ €
X1 D Xy and A, p Aj: Neste caso, os conjuntos sao ditos extenso-incomensurduveis.

Se um conjunto é um extenso-subconjunto ou se é extenso-incomensurdvel
quando comparado com outro conjunto, entao ele se torna falseado enquanto
Pareto-candidato.
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12.3.4 Dados Extremos

Outra informacao capaz de guiar uma analise de consisténcia de conjuntos
Pareto-candidatos pode também estar disponivel a priori em determinadas
situagoes: trata-se dos 6timos individuais de algumas ou todas as fungoes-
objetivo. Tal informacgao pode ficar disponivel, por exemplo, pelo emprego de
ferramentas analiticas, ou pelo conhecimento da fisica do sistema em questao,
ou ainda pelo fato do minimo de determinadas funcoes ser trivialmente co-
nhecido (um volume ou uma massa, por exemplo, devem ser no minimo
zero). Isto significa que alguns pontos extremos do conjunto Pareto-6timo
sao conhecidos.

Na figura 12.1, se este for o caso, os conjuntos Ps e P, ficariam ambos
falseados como Pareto-candidatos. Os conjuntos P; e Py, tomados individu-
almente, permaneceriam sendo candidatos.

12.4 Decisao e Sintese Multiobjetivo

A andlise multiobjetivo que foi apresentada pode ser utilizada de duas formas
distintas:

[) Como um procedimento de validagdo para a andlise dos resultados de al-
goritmos especificos. Neste caso, qualquer algoritmo que reivindicar que “re-
solve” um certo problema multiobjetivo deve produzir resultados que, sendo
submetidos a todo o procedimento de analise, permanecam sendo Pareto-
candidatos. Sumarizando tal procedimento de analise, os seguintes critérios
devem ser empregados para a avaliagao de um algoritmo A contra um algo-
ritmo “de referéncia” B:

Critério 1: Qualquer conjunto de pontos-resultado P,, gerado por A, deve
ser auto-consistente.

Critério 2: Dado um conjunto de pontos-resultado P,, gerado pelo algo-
ritmo B, a relacao de ordem P, < P, deve prevalecer, qualquer que
seja o algoritmo B.

Critério 3: A relacao P, 5 P, deve prevalecer para todo algoritmo B.

Critétio 4: Se o problema possui étimos individuais conhecidos a priori,
entao a relagao ¥(P, U O) D P, deve prevalecer, com O denotando o
conjunto de solugoes individuais das fungoes objetivo.



CAPITULO 12. PROPRIEDADES DE GRUPO 287

IT) Como um procedimento de agregacao que tome um conjunto de pon-
tos (que podem ter sido gerados por um algoritmo tnico ou por qualquer
combinagao de algoritmos diferentes) e produza um subconjunto que seja
Pareto-candidato dada toda a informacdo disponivel. Sejam Pi,..., Py
conjuntos de pontos-solucao resultantes da execucao de N algoritmos di-
ferentes. A estimativa do conjunto Pareto-6timo, dados esses conjuntos, é:
P.=V(P,U...UPy).

Na forma (I), um conjunto de pontos-solu¢ao que sao obtidos a partir
de um certo algoritmo é tomado como representativo das possibilidades de
escrutinio desse algoritmo sobre o conjunto Pareto-6timo do problema es-
pecifico sob andlise (o qual pode ainda ser considerado como um problema
representativo de uma classe de problemas). Esse conjunto de pontos é ana-
lisado através dos critérios 1-4.

A anélise a ser realizada ird comparar algoritmos, tendo como base con-
juntos de solugoes obtidas com os mesmos. Cada conjunto de pontos, ori-
ginario de um tunico algoritmo, é visto como um unico objeto. A comparagao
entre dois desses objetos é tomada como representativa da comparacao entre
os proprios algoritmos que originaram os conjuntos de pontos.

A utilizagao (II), ao contrario, ird tomar um conjunto de pontos-soluc¢ao
que podem ter sido obtidos de qualquer forma, e ira aplicar os critérios 1 e
4 para eliminar pontos nao-consistentes. Ao serem fundidos todos os pontos
em uma unica massa de dados, os critérios 2 e 3 estarao automaticamente
atendidos.

Na proxima secao, como exemplo desse tipo de uso dos critérios, serd
proposto um algoritmo genético multiobjetivo (AGM) que ird utilizar como
condicoes iniciais os conjuntos de solugoes encontradas por outros algoritmos
multiobjetivo. Dessa forma, o AGM se tornard, por construcao, “melhor ou
igual” que qualquer desses algoritmos.

O algoritmo genético multiobjetivo proposto permite os seguintes ganhos
de qualidade nos resultados da otimizacao:

e Os resultados de diversos algoritmos sao agregados em um unico con-
junto de dados consistentes;

e Sao eventualmente produzidos mais dados melhores que os anteriores,
devido as propriedades de “otimizagao global” associadas aos operado-
res genéticos;



CAPITULO 12. PROPRIEDADES DE GRUPO 288

e (Caso o algoritmo genético nao seja capaz de gerar dados “melhores” que
os anteriores, fica corroborada a hipotese de que os dados anteriormente
disponiveis j& constituissem parte do conjunto Pareto-6timo.

12.5 Algoritmo Genético Multiobjetivo

Solucionar o problema da otimizacao de funcionais arbitrarios tem sido, desde
os primordios do desenvolvimento da teoria de otimizacao, uma meta impor-
tante. Entretanto, cada método de otimizacao diferente que ja foi cons-
truido se baseia em diversas premissas a respeito da estrutura do funcional a
ser otimizado: linearidade, convexidade, diferenciabilidade, etc. A classe de
métodos que atingiu a melhor aproximagao para o problema da otimizacao de
funcionais arbitrarios é a familia dos “métodos estocasticos de otimizagao”.
Um grupo de métodos que atingiu grande aplicabilidade, dentro de tal classe,
é a familia dos “Algoritmos Genéticos”.

Devido as propriedades de “otimizacao global” dos Algoritmos Genéticos,
eles se tornaram uma ferramenta natural para abordar problemas em que se
desconhece a estrutura da fungdo (ou fungoes) a ser otimizada. Uma outra
razao potencial para esta adequabilidade é apontada aqui: uma vez que os
algoritmos genéticos trabalham com populagoes de solugoes candidatas, ao
invés de trabalhar com uma tnica solugao candidata (como seria o caso dos
outros algoritmos usuais de otimizagao), eles sao capazes de incorporar opera-
dores que exploram as “propriedades de grupo” das estimativas do conjunto
Pareto-6timo.

12.5.1 Construgao do Algoritmo Genético Multiobje-
tivo

Um algoritmo genético multiobjetivo (AGM) pode ser construido a partir de
modificagoes introduzidas em qualquer algoritmo genético mono-objetivo.

Um “Algoritmo Genético” pode ser definido como a aplicagao sucessiva
das seguintes operagoes sobre um conjunto de solucoes-candidatas do pro-
blema (esse conjunto sendo denominado “populagao”):

cruzamento: A populacao é dividida em pares, e cada par de solugoes é
substituido por um novo par, o qual é gerado empregando informagao
obtida do par original;
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mutagao: Algumas solugoes (“individuos”) sao aleatoriamente escolhidos
para receber uma perturbacao em seus parametros, sendo substituidos
pelo individuo “perturbado”;

selecao: A populagao que surge apos a aplicagao das operagoes de cruza-
mento e mutagao ¢ modificada, com a exclusao de alguns individuos e
a replicacao de outros, sendo mantido o tamanho total da populacao.
A probabilidade de um individuo ser replicado é tao maior quanto me-
nor for o valor dos funcionais-objetivo a ele associados (considerando
problemas de minimizagao);

elitismo: Alguns individuos (os “melhores”) sdo mantidos deterministica-
mente dentro da populacao.

Apés algumas aplicagbes dessas operacoes, a “populacao” converge para
solucoes que, em algum sentido, sao “boas aproximacgoes” das solugoes globais
do problema.

Qualquer algoritmo genético mono-objetivo pode ser adaptado através
das seguintes linhas, para a obtengao de um algoritmo genético multiobjetivo:

e Selecionar, de dentro da populagao inicial Q, o grupo de individuos que
forma o mdximo subconjunto consistente Py. Esta operagao é definida
por: Py = ¥ (Qp).

e A cada iteracao, uma nova populacao Q; é gerada pela aplicacao dos
operadores genéticos. Re-calcular a estimativa do conjunto Pareto-
6timo, fazendo P; = ¥(Q;), eventualmente excluindo alguns individuos
e incluindo outros. O conjunto P; é empregado como o “conjunto-elite”
na operagao de elitismo.

e Uma técnica de “nicho” pode ser empregada, para evitar a inclusao
de pontos que estiverem muito préximos um do outro no conjunto P.
Desta forma, o conjunto-solugao 75mga sofre uma pressao para cobrir
todo o conjunto P.

e O funcional que guia o operador de selecao deve ser composto com
os funcionais individuais que compoem o vetor de objetivos. Na im-
plementagao especifica utilizada nos exemplos deste capitulo, eles sao
normalizados para a faixa de [0, 1] e entao agregados através do opera-
dor maz.
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Desta forma, ao invés de se procurar por solugoes unicas, a totalidade
do conjunto P é perseguida, como um objeto com propriedades intrinsecas
que auxiliam nessa busca. O procedimento de projeto comeca com qualquer
algoritmo ndo-consistente (ou conservativo), o qual fornece um conjunto de
solucdes iniciais P,. Esse conjunto de solucdes é a seguir refinado pelo algo-
ritmo genético multiobjetivo (AGM).

Denote-se por P; o conjunto Pareto-candidato produzido pelo AGM na
sua i-ésima iteracao. Os operadores genéticos foram formados tais que:

nicho+selegao: Produz uma pressao que leva a estimativa do conjunto de
Pareto P,,.. & aumentar sua “extensao”.
g

elitismo: Garante deterministicamente que: (i) Piyq < P; e (ii) Piyq S P

selegcao: Produz a pressao por melhorias que permite que em algum mo-
€

mento possa ocorrer P 1 < P; e P D Pyt

O algoritmo genético multiobjetivo, portanto, estende as soluc¢oes iniciais
(obtidas de outros algoritmos) nos seguintes sentidos:

e A superficie de Pareto usualmente é movida “para baixo” no espaco de
objetivos.

e Algumas “falhas” na estimativa de P podem ainda ser “reparadas” pelo
AGM. Tais falhas seriam “buracos” na superficie estimada, ou trechos
nao cobertos anteriormente.

12.5.2 Algoritmo Genético - Real Polarizado Multiob-
jetivo

Como instancia do algoritmo conceitual AGM proposto acima, é aqui apre-
sentado o chamado Algoritmo Genético Real Polarizado Multiobjetivo (AG-
RPMO), que foi proposto pelo presente autor e que serd empregado aqui
como mecanismo de otimizacao para a execucao de exemplos. Tal algoritmo
é uma variacdo do Algoritmo Genético Real Polarizado (AGRP), apresen-
tado no capitulo 8, tendo sido construido segundo as diretivas estabelecidas
na subsecao anterior.
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H4 registros na literatura de outros métodos de utilizacao de algoritmos
genéticos para otimizagao multiobjetivo, os quais utilizam metodologias bas-
tante diversas daquela aqui apresentada (Viennet, Fonteix & Marc 1996)

Algoritmo Genético Real Polarizado Multiobjetivo (AG-RPMO)

e Cada parametro de projeto é descrito por uma variavel real, sendo o
conjunto de parametros armazenado em um vetor no espago R”. Cada
individuo corresponde a um vetor nesse espaco.

e Existe uma faixa admissivel para cada um dos parametros (ou seja,
para cada coordenada do vetor de parametros), dentro da qual estarao
localizados os respectivos componentes de todos os individuos.

e O algoritmo se inicia com a geracao aleatéria de um ntmero N par, de
vetores (individuos) dentro das faixas admissiveis.

e Sao realizadas em seqiiéncia as operagoes de: cruzamento, mutacao,
avaliagao, calculo da fungao de ajuste (“fitness function”), elitizagdo
com nicho e selecao. A elitizacdo pode gerar um nimero variavel de
individuos, de forma que o total de individuos pode crescer ou diminuir
de geracao para geracao, sendo sempre maior ou igual a N e sendo
sempre par. Como subproduto da operacao de elitizacao, vai sendo
criado um conjunto que corresponde a uma estimativa do conjunto
Pareto-6timo, o qual vai sendo aperfeicoado a cada iteragao.

e O algoritmo termina seja atingindo determinada condi¢ao de término,
seja excedendo o nimero méaximo permitido de iteragoes.

As operagoes realizadas sao definidas da seguinte forma:

Cruzamento: Divide-se a populacao em duas metades. Para cada par for-
mado, verifica-se se vai ou nao ocorrer cruzamento, com probabilidade
de ocorréncia de 0,6. Caso va ocorrer cruzamento, sao gerados dois
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novos individuos segundo a lei:
Ty =ar; + (1 —a)x,
—-0,l<a<1,1

sendo x, o novo individuo gerado, x; e w2 os individuos ancestrais.
Deve-se observar neste caso a restricao de que:

B(Ig) < B(Z’l)

sendo B(-) a funcdo objetivo a ser minimizada (ver definicao dessa
fungao na equagao (12.13)). Para a geracao de «, verifica-se se o cru-
zamento serd polarizado ou nao-polarizado, sendo que a probabilidade
de ser polarizado é de 0,3. Caso nao seja polarizado, adota-se o com
distribuicao uniforme de probabilidade dentro do intervalo de valores
possiveis para ambos os novos individuos gerados. Caso seja polarizado,
para um dos novos individuos escolhe-se:

a=1,46,8, — 0,2 (12.11)

sendo (31 e B3 escolhidas aleatoriamente e independentemente, com dis-
tribuigao de probabilidade uniforme no intervalo [0,1]. O outro in-
dividuo sempre sera escolhido sem polarizacao. Sendo definida dessa
forma a operacao de cruzamento, torna-se possivel que os individuos
gerados estejam localizados fora das faixas admissiveis de parametros.
Caso isso ocorra, ainda é realizada uma operacao de reflezao do in-
dividuo para o interior da regiao admissivel. Essa operagao é definida
como:
T, =xp + v — g

para reflexdo no limite inferior, sendo x o individuo que violava a res-
tricao, x, o resultado da reflexao, e x; o vetor de limites inferiores.
Para a reflexao no limite superior, a operacao é definida por:

. =xy — vy — x|

para xy o vetor de limites superiores, e as demais varidaveis com mesmo
significado que anteriormente.
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Mutacao: Determina-se para cada individuo se o mesmo sofrerda ou nao
mutacao, com probabilidade igual a 0,02. Caso va ocorrer mutagao, é
somado ao individuo z um vetor § cujas componentes sao dadas por:

9; = 0,050;(xR);

sendo [3; um numero aleatério com distribuicao gaussiana, média zero
e variancia um, e g o vetor de diferenca entre os maximos e minimos
dos parametros:

TR = (xU - JCL)

Avaliagao: Cada individuo é avaliado em cada uma das fungoes objetivo,
sendo criado um vetor de objetivos associado a cada individuo.

Funcao de Ajuste: Cada funcao objetivo é injetada na funcdao de ajuste,
dada por (12.12), sendo obtido para cada individuo um vetor de fungdes
de ajuste. Foi adotado um valor de v = 1,8. De cada vetor é ex-
traido o minimo ou o mdzimo (o usuério define qual dos dois critérios
é empregado em cada simulagao). Considerando agora o conjunto de
valores obtidos, cada um associado a um individuo da populagao, como
sendo um valor de “funcao objetivo”, aplica-se ao conjunto novamente
a funcao de ajuste.

Elitizagao com Nicho: O conjunto de elementos que sao candidatos a Pareto-
otimos ¢ montado, na primeira iteragao, apos a avaliacao dos pontos,
através de uma simples verificacao de nao-dominancia associada a ve-
rificacao de nicho. Esse conjunto ¢é atualizado a cada iteracao, consi-
derando os pontos anteriormente incluidos e os novos pontos gerados
com suas respectivas avaliagoes, sendo que cada ponto pode ser incluido
ou nao, e pode causar ou nao a exclusao de pontos anteriormente in-
cluidos, com a verificagao de nao-dominancia e a verificagao de nicho.
Todo o conjunto de pontos resultantes dessa operagao em uma iteracao
¢ incluido na populacao da iteracao seguinte.

Selegao: E realizada uma selecao de pelo menos p individuos, sendo p <
N, de forma a garantir que o total de individuos na nova populacao
seja maior que ou igual a N. A probabilidade de um individuo ser
selecionado a cada vez é igual ao valor da fracao de sua funcao de
ajuste em relacao a soma das fungoes de ajuste de todos os individuos.
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Para completar a caracterizagao do AG-RPMO:

Funcgao de Ajuste: Seja J o vetor das avaliacoes de uma das funcoes-
objetivo para os N individuos da populacao. A equacao da fungao
de ajuste (F'T) é dada por:

J = média(J)

Jy = max(J)
Jp = min(J)
_ ('YJm—JJ\/I)
L Oy
(7 _(0=1)
&= J(JM*j)
I >0 =
_ 7(Unm—d)
\ ﬁ =J (Jm—=J)
r o 7 .
a= (Jrmr—JIm) (12 12)
I < U = K
— __JJm
\ ﬁ T (Iu—Im)
FT =aJ+f

Funcgao Objetivo: A “funcao objetivo” a ser empregada como critério de
selecao e de polarizacao é definida como:

B(x) = max(FT(f1(x)), FT(f(«)), ... FT(fu(x)))  (12.13)

para um problema com m funcgoes-objetivo.

Avaliagao de Dominéancia: Seja um ponto cujo vetor de objetivos é f(x) =
[ filx) ... fw(z) ]'. Seja ainda

filer) oo fi(xy)
)

fm(xl) . fm(.xp)
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o conjunto das avaliacbes das funcoes-objetivo do conjunto de pon-
tos previamente pertencentes a estimativa do conjunto Pareto-6timo,
(x1,...,2p). Denotando-se as colunas de F' por F*, tem-se que:

f(z) ndo é dominado em F < A F' < f(x); F'# f(x) (12.14)

f(z) dominaem F < 3 F' > f(x); F'# f(x) (12.15)

Se f(x) domina em F, o ponto = é automaticamente introduzido no
conjunto F', sendo excluidos os pontos dominados. Se f(z) ndo domina
mas também ndo é dominado em F', é feita a avaliacao de nicho.

Avaliagao de Nicho: Seja um ponto z, com vetor de objetivos f(z), e seja
um conjunto de pontos com avaliagoes previamente armazenadas na
matriz F', que constitui a estimativa corrente do conjunto Pareto-6timo.
Caso o ponto x ndao domine nem seja dominado em F', sua avaliacao
sera introduzida em F' se:

d(f(z),F")>6Vi=1,...,p (12.16)

sendo d(+, -) uma medida de distancia (por exemplo a norma euclideana)
e 0 o tamanho do nicho.

NoOTA 12.2 Deve-se observar que a escolha do critério de maximo para a de-
finicao da fungdo objetivo agregada, no cdlculo da funcdo de ajuste, significa que
serdo privilegiados os pontos que ndo tiverem desempenho Tuim em nenhum dos
funcionais objetivo. Usualmente esses pontos estao longe dos otimos individuais
de cada um dos funcionais, onde em geral as func¢oes que nao estiverem otimizadas
tém wvalores elevados. Por outro lado, a escolha do critério de minimo privilegia
a escolha dos pontos que tiverem desempenho bom em algum funcional, o que sig-
nifica que os pontos tendem a se aproximar dos extremos das funcoes objetivo.
Dessa forma, o chaveamento dos dois critérios seria uma forma de descrever em
mator extensdo e detalhe a curva Pareto-étima. Com a adogao da técnica de ni-
cho, entretanto, esse chaveamento torna-se desnecessdrio, sendo que ficam muito
semelhantes os desempenhos para ambos os critérios (mdzimo e minimo).

%
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12.6 Exemplo de Aplicacao: Projeto de Con-
troladores

Nesta secao, dois exemplos de aplicacao das técnicas desenvolvidas neste
capitulo sao apresentados. Os exemplos se referem ao projeto de controlado-
res para sistemas dinamicos lineares, com os objetivos de minimizar a norma
Hs e H, do sistema resultante em malha fechada. Este é um problema em
aberto hoje (2001) na teoria de controle, sendo que nao hé algoritmos capazes
de resolver de maneira exata o projeto multiobjetivo nesses dois objetivos.

Uma caracteristica interessante desse problema “multiobjetivo Hs/Hs”
é que o mesmo vem sendo abordado na literatura essencialmente por meio
de métodos derivados do problema (P,), vide por exemplo (Chen, Cheng &
Lee 1995, Scherer, Gahinet & Chilali 1997). Uma excecao a tal regra pode
ser encontrada em (Takahashi et al. 1997). Os algoritmos que servirao de
base de comparacao com o algoritmo genético multiobjetivo sao apresentados
em (Khargonekar & Rotea 1991) (algoritmo LMI padrao) e em (Cao, Lam
& Sun 1998, Shimomura & Fujii 2000) (algoritmos BMI), sendo todos eles
baseados em metodologias do tipo (F,).

12.6.1 Realimentacao completa de estados

Um sistema bastante simples é apresentado em primeiro lugar, para permitir
a visualizagao do problema tanto no espago de objetivos (o espago das normas
Hs e Hoo do sistema em malha fechada) quanto no espago de parametros do
controlador.

As equagoes do sistema sao:

[ —0.3868 0.0751 —0.6965 0.0591 0
v 0 —0.0352 | * 1.6961 o 17971 | Y

0.0346 0.0535 0
0 0 0.5207 | “
Este sistema é controlado com um controlador por realimentacao estatica
de estados:
u = [ K 1 K2 ] X
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Figura 12.2: Estimativas do conjunto Pareto-6timo, no espaco de objetivos,
obtidas a partir de: (linha continua)- formulagao padrao LMI; (o)- formulagao
BMI; (x)- algoritmo genético multiobjetivo inicializado com as solugoes
LMI; (*)- algoritmo genético multiobjetivo inicializado com as solu¢oes BMI.
Abaixo, é mostrado um detalhe da figura.
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Figura 12.3: Estimativas do conjunto Pareto-6timo, no espago dos
parametros do controlador, obtidas a partir de: (linha continua)- formulagao
padrao LMI; (o0)- formulagao BMI; (x)- algoritmo genético multiobjetivo ini-
cializado com as solugoes LMI; (*)- algoritmo genético multiobjetivo inicia-
lizado com as solu¢oes BMI.
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O problema de projeto desse controlador ¢é resolvido através de dois
métodos aproximados: (i) um método padrao de LMI's (Linear Matrix Ine-
qualities); (ii) um método de BMI's (Bilinear Matrix Inequalities); e (iii)
o algoritmo genético multiobjetivo inicializado com as solugoes obtidas dos
métodos anteriores. As normas de malha fechada obtidas estao representadas
na figura 12.2, e os parametros do controlador na figura 12.3.

Essas figuras mostram que, neste caso, a formulacao BMI e a formulacao
LMI sao mutuamente excludentes, isto é, Xy 2 Xur € Xpur 2 Xowr-
Por outro lado, &, <X Xpmr e Xogm =X Xpyr. Também a questao da
extensao revela a superioridade do AGM. O AGM ainda chega ao mesmo re-
sultado, independentemente do conjunto de solucoes iniciais utilizado como
populagao inicial. Isso corrobora a hipétese de que o conjunto atingido cor-
responda ao conjunto Pareto-6timo exato.

12.6.2 Realimentacao estatica de saidas

Agora é investigado o seguinte sistema instavel de ordem trés, com duas
entradas de controle e duas saidas medidas:

1.9574 —0.3398 1.1902 —0.6014 0
i = | 0.5045 0 11162 |z + | 05512 —2.0046 | uw +
1.8645 —0.2111 0.6353 —1.0998 —0.4931

0.4620 0 0
+ 0 —03210 0 w
0 0 1.2366
B 0 0.2311 0
Y= 12322 0 0
0.1372 0.4374 0.7258 0 0
0.5216 04712 0 0 0
s = | 08952 0 03584 |z + 0 0 w
0 0 0 0.6264 0.9781
0 0 0 0.2412 0.6405

Emprega-se agora a estrutura de controle de realimentacgao estatica de saidas:

u = |: kll k12 :|
k21 k22
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Figura 12.4: Estimativas do conjunto Pareto-6timo, no espaco dos objetivos,
obtida a partir de: (o) e (x) - duas formulagoes BMI; (-) algoritmo genético
multiobjetivo inicializado com o conjunto das solugoes BMI anteriores.
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Dois algoritmos baseados em BMI’s sao executados, fornecendo solugoes
que estao representadas na figura 12.4. Nesta mesma figura, também estao re-
presentadas as solugoes obtidas com o AGM, executado a partir das solugoes
anteriores.

Deve-se notar agora que as estimativas obtidas com os dois algoritmos
de BMI's nao sao sequer auto-consistentes. Por outro lado, o algoritmo
multiobjetivo genético produz uma estimativa do conjunto Pareto-6timo que
é: auto-consistente, dominante (em relacao as estimativas anteriores) e possui
maior extensao (também em relagao as anteriores).



Capitulo 13

Exercicios - Otimizacao
Vetorial

1. Mostre que, num problema convexo (ou seja, com todas as fungoes-
objetivo e restrigoes convexas) nao existe nenhuma solugao eficiente
que nao seja solugao de um problema ponderado (Py).

2. Construa um exemplo em que as condi¢oes de Kuhn-Tucker para eficiéncia
estejam satisfeitas em um ponto nao pertencente ao conjunto de solugoes
eficientes.

3. Compare a forma geométrica dos conjuntos de solugoes possiveis para
problemas lineares (isto é, problemas com fungao objetivo linear e
restrigoes lineares) mono-objetivo e problemas lineares multi-objetivo.
Faca a analise grafica para o caso de duas varidveis de otimizacgao.

4. Determine o conjunto de solugoes eficientes do problema cujos trés ob-

302
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jetivos sao fi, fo e f3 definidos abaixo:
fi(w) = 2} + a3
fa(x) = (21 = 3)* + 23
f3(x) = 2t + (22 — 2)

sendo = € R2.

5. Considerando ainda as mesmas funcoes f;, f» e f3 acima, suponha que
¢é imposta a restrigao:

fa(x) <e

Sendo agora consideradas duas fungdes objetivo, fi(z) e fa(x), deter-
mine qual é o conjunto de solugoes eficientes do problema, para e vari-
ando de € = 0.5 até € = 4.0, com intervalo de variagao de 0.5.

6. Considere ainda as mesmas fungoes. Sejam as restrigoes:
fg(l‘) <1

To < 2

Seja considerado o problema bi-objetivo com os objetivos fi(z) e fa(x).
Utilizando as condi¢oes de Kuhn-Tucker para eficiéncia, verifique se
podem ser eficientes os pontos [0 2 ]e [0 0 ].

7. Mostre que é possivel, em problemas de otimizac¢ao multi-objetivo:

(a) haver casos em que o problema ponderado (P,) nao produz todas
as solucgoes eficientes;
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(b) haver casos em que o problema e-restrito produz resultados que
nao sao solugoes eficientes;

(c) haver casos em que as condigoes de Kuhn-Tucker para eficiéncia
sao satisfeitas em pontos nao pertencentes ao conjunto de solucoes
eficientes do problema.

8. Considere as fungoes-objetivo:

fl(x) =X + X9

g3(z) =x1 — 29 <2

Determine o conjunto de solugoes eficientes desse problema.

9. Considere as fungoes-objetivo:
filz) = o] + 23
fa(x) = 2f + (22 - 2)°
f3(x) = (x1 = 2)° + (22 — 2)*

fa(x) = (21 = 2)* + 23

Escreva as equagoes:
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(a) de dois problemas ponderados cujos resultados sdo (ambos) a
solugao eficiente z =1 1 |;

(b) de dois problemas e-restritos que também apresentem como resul-
tado essa mesma solucao eficiente.

10. Considere as fungoes:
filz) = —a% — 23

fo(@) = (21 = 3)* + (22 = 3)°

(a) Determine o conjunto Pareto-6timo do problema de minimizagao
simultanea de f; e fs.

valie a adequagao dos métodos Py e P, para a determinagao dos
b) Avali d ao d Stodos Py e P, determinacao d
pontos desse conjunto de Pareto.

11. Considere as fungoes:

fi(x) = max(zq, )

fo(x) = (21 — 2)% + 22
(a) Determine o conjunto de solugoes eficientes do problema de mini-
mizagao simultanea de fi e f.

(b) Mostre que em parte do conjunto de solugoes eficientes as condigoes
de Kuhn-Tucker encontram-se satisfeitas. Explique por qué essas
condicoes nao se aplicam no restante do conjunto.

12. Considere as fungoes:

fi(z) = min(zq, x2)
fo(x) = (21 — 2)* + 23
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(a) Determine o conjunto de solugoes eficientes do problema de mini-
mizacao simultanea de f; e fs.

(b) Mostre que em parte do conjunto de solugoes eficientes as condigdes
de Kuhn-Tucker encontram-se satisfeitas. Explique por qué essas
condicoes nao se aplicam no restante do conjunto.

(c) Formule o problema (P,) que determina o conjunto de solugoes
eficientes. Discuta que tipo de algoritmo deve ser escolhido para
a resolucao numérica do problema assim formulado.

13. Sejam os vetores abaixo as avaliacoes de um conjunto de funcoes-
objetivo em alguns pontos do espaco de parametros:

[ 10 ] 8 11 ]
a= | 15 b=1 12 c= 9
| 23 | 23 | 21 |
[ 15 ] [ 9 ] 15 ]
d=| 11| e=|11| f=1] 12
|17 | 22 | 17 |

Tendo apenas estas informacoes:

(a) Quais s@o os pontos que se pode afirmar, com certeza, que perten-
cem ao conjunto de solugoes eficientes do problema de minimizacao
das trés funcoes-objetivo?

(b) Quais s@o os pontos que se pode afirmar, com certeza, que nao
pertencem ao conjunto de solucoes eficientes desse problema?

14. Construa um problema de otimizac¢ao multiobjetivo com duas variaveis
de otimizacao no qual existam pontos que satisfazem as condicoes de
Kuhn-Tucker sem pertencerem ao conjunto de solucoes eficientes do
problema. Mostre graficamente o conjunto das solucgoes eficientes do
problema e também o conjunto das solugoes de Kuhn-Tucker que nao
sao eficientes.
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Exercicios Computacionais

1. Considere as seguintes fungoes de duas variaveis:
fi(z) = 2'Qx
fo(x) = 2'Qax

Ql(x)Z[(l) 1(_)2} QQ(x):[cl) 180}

(a) Faca a minimizacdo dessas fungoes utilizando: (i) o algoritmo do
gradiente, (ii) um algoritmo quasi-Newton, (iii) o algoritmo elipsoi-
dal basico. Faca, para cada fungao e cada algoritmo, cinco testes,
comecando de pontos iniciais gerados aleatoriamente. Descreva as tra-
jetorias das solucgoes sobre um mapa de curvas de nivel das fungoes.
(b) Acrescente agora as seguintes restrigdes as mesmas fungoes:

g1(z) = (z — 20)'Qs(x — 20) < 1

g2(z) = Bz —10) <0

oo[3) ee[2) e

Faca, para cada funcao e cada algoritmo, cinco testes, comecando de
pontos iniciais gerados aleatoriamente. Descreva as trajetérias das
solucoes sobre uma figura que superponha um mapa de curvas de nivel
da funcao com o tracado da regiao factivel. Analise os dados observa-
dos.

2. Implemente o algoritmo elipsoidal basico para minimizacao de fungoes
no espaco R”. Com esse algoritmo, mais o algoritmo do gradiente
e um algoritmo quasi-Newton anteriormente implementados, realize a
minimizacao da fungao de duas variaveis:

f(x) = max {[z,], 5|}
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Faca, para cada método, cinco testes, comecando de pontos iniciais
gerados aleatoriamente. Descreva as trajetorias das solugoes sobre um
mapa de curvas de nivel das fungoes. Analise os dados observados.

3. Faga a implementacao computacional de um algoritmo da familia de
“direcao de busca”, com tratamento de restricoes. Construa problemas
de otimizacao mono-objetivo de duas variaveis de otimizacao e com
restricoes, tais que:

(a) o método implementado funcione;

(b) o método implementado nao convirja para a solucao.

Mostre graficamente a seqiiéncia de solugoes nos dois casos.

4. Faca a implementagao computacional de um algoritmo da familia de
“exclusao de semi-espaco”, com tratamento de restrigoes. Construa
problemas de otimizagao mono-objetivo de duas variaveis de otimizagao
e com restricoes, tais que:

(a) o método implementado funcione;

(b) o método implementado nao convirja para a solucao.

Mostre graficamente a seqiiéncia de solugoes nos dois casos.

5. Construa um algoritmo que realize a operacao de, dado um conjunto
de vetores, determinar qual é o maior sub-conjunto nao-dominado.

6. Faca a adaptacao de um algoritmo de “direcoes de busca” e de um algo-
ritmo de “exclusao de semi-espacos”, para a determinacao de solugoes
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eficientes de problemas de otimizacao multiobjetivo, utilizando a estru-
tura P, ou P,. Considere as funcoes-objetivo:

fl(l') =T+ X9

Considere também as restri¢oes:
g(z) =22 +22<4
go(z) =29 < 1
g3(z) = 21 — 19 < 2

Determine o conjunto de solugoes eficientes desse problema, utilizando
os algoritmos adaptados. Mostre graficamente as solugoes obtidas.

7. Considere as fungoes-objetivo:

fl(.CE) =T + i)

fo(x) = 3

e as restrigoes:
gi(x) =af+a3 <4

g3(z) = a1 — 29 <2

Determine o conjunto de solugoes eficientes desse problema, utilizando
um algoritmo de direcoes de busca e um algoritmo de exclusao de semi-
espagos. Mostre graficamente as solugoes obtidas.
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8. Construa situagoes, em problemas de otimizagao multiobjetivo com
dois objetivos e duas variaveis de otimizagao, nas quais:

(i) O método baseado em “dire¢oes de busca” convirja e o método
baseado em “exclusao de semi-espacos” nao convirja para pontos
do conjunto de Pareto, ambos sendo inicializados no mesmo ponto.

)

(ii) O método baseado em “dire¢oes de busca” nao convirja e o método
baseado em “exclusao de semi-espacgos” convirja para pontos do
conjunto de Pareto, ambos sendo inicializados no mesmo ponto.

Mostre graficamente os resultados acima.
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