EC Universidade Estadual de Campinas
Tmwigmgi ¢ FACULDADE DE ENGENHARIA ELETRICA E DE COMPUTAQAO
DEPARTAMENTO DE TELEMATICA

Controle Singular de Sistemas Incertos

Tese apresentada a Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computagao da Universidade Estadual
de Campinas, como parte dos requisitos exigidos para a obtencao do titulo de Doutoramento em
Engenharia Elétrica.

por

Ricardo Hiroshi Caldeira Takahashi
Engenheiro Eletricista — UFMG
Mestre em Engenharia Elétrica — UFMG

Maio de 1998

Orientador: Prof. Dr. Pedro Luis Dias Peres FEEC/UNICAMP

Este exemplar corresponde a redagao final da tese
defendida por Ricardo Hiroshi Caldeira Taka-
hashi e aprovada pela Comissao Julgadora em 19

de maio de 1998.

Orientador




FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA

BIBLIOTECA DA AREA DE ENGENHARIA - BAE - UNICAMP

T139¢c

Takahashi, Ricardo Hiroshi Caldeira
Controle singular de sistemas incertos / Ricardo
Hiroshi Caldeira Takahashi.-- Campinas,SP:[s.n.], 1998.

Orientador: Pedro Luis Dias Peres

Tese (doutorado) - Universidade Estadual de
Campinas, Faculdade de Engenharia Elétrica e de
Computagao.

1. Teoria de controle. 2. Sistemas lineares. 3.
Otimizacao matemdtica. I. Peres, Pedro Luis Dias. II.
Universidade Estadual de Campinas. Faculdade de
Engenharia Elétrica e de Computacdo. I1I. Titulo




Banca Examinadora

e Prof. Dr. Pedro Luis Dias Peres (Presidente)
FEEC / UNICAMP

e Prof. Dr. Liu Hsu
COPPE / UFRJ

o Prof. Dr. Marcelo Carvalho Minhoto Teixeira

FEIS / UNESP

e Prof. Dr. Basilio Ernesto de Almeida Milani
FEEC / UNICAMP

e Prof. Dr. Rafael Santos Mendes
FEEC / UNICAMP



a meus pais
a minha companheira
a minhas filhas



vi



vii

Agradecimentos

Tendo concluido este trabalho (melhor talvez seria dizer esta etapa de um trabalho que,
por principio, nao terd um fim jamais), é importante lembrar que o esforco de investigagao
cientifica ndo é redutivel a atos de criacdo individuais. Um resultado cientifico pressupoe
antes, por trds do autor que o assina, uma complexa teia de uma cultura que o engendrou.
E chegado o momento de mencionar a dimensdo das relacdes interpessoais, a coletividade,
da qual é fruto a presente tese.

O ambiente existente no Departamento de Telematica da UNICAMP, lugar em que
estiveram a todo momento no ar as perguntas certas a serem respondidas, foi para mim
de primordial importancia. Para fundamentar minhas reflexdes, freqiientei cursos e man-
tive prolongadas discussdes com diversos dos melhores pesquisadores na area de teoria de
controle, membros do corpo docente da FEEC-UNICAMP. Dentre eles, cabe destacar os
professores Paulo A. V. Ferreira e Basilio E. A. Milani. Os colegas Reinaldo M. Palhares,
Mauricio C. de Oliveira, Sérgio L. C. de Oliveira e Pedro B. Gapski também compartilharam
comigo, ora suas indagacoes, ora suas conjecturas, ora suas descobertas, com grande gene-
rosidade.

Cabe especial mencdo ao orientador deste trabalho, prof. Pedro L. D. Peres. Dele, posso
afirmar, aprendi a prazis do trabalho de artesido da ciéncia, saber que nao se transmite sendo
através do convivio diario entre mestre e aprendiz.

Nao é possivel ainda esquecer os fios de minha histéria pessoal, que permitiram que fosse
eu o autor do presente trabalho. Para me referir aos grandes mestres que engendraram toda
uma geracdo de jovens pesquisadores na engenharia elétrica da UFMG tenho de citar os
professores José Celso B. Andrade e Ronaldo T. Pena, como elos para mim visiveis de uma
corrente cujo inicio se perde no tempo.

Devo agradecimentos em particular aos demais colegas da UFMG que gentilmente se
dispuseram a suportar temporariamente uma sobrecarga de trabalho para permitir meu
afastamento na UNICAMP. Agradeco ainda a concessdo de uma bolsa de doutoramento,
através do programa PICD-CAPES, dentro da quota da UFMG.

Finalmente, é preciso reconhecer que nunca serd possivel enumerar todas as pessoas que
estiveram ao meu lado e que concorreram para que eu percorresse a trajetdria que segui. A
elas, somente posso dizer que jamais considerarei este um mero éxito individual, mas uma
obra coletiva por acaso materializada por meu intermédio. Que saibam que o prazer da
caminhada em boa companhia é para mim um objetivo maior que a conquista do troféu no

fim.



viii



Sumario

I INTRODUCAO

1 Perspectiva Histérica
1.1 Descricao Geral do Trabalho . . .. ... .. ... .. .. ... ... ... .
1.2 Perspectiva Epistemoldgica . . . . . ... ... oo 0 oo
1.3 Evoluc¢ao dos Paradigmas da Teoria de Controle. . . . .. ... .. ... ..
1.3.1 Controle Classico . . . . . . . . .. .
1.3.2 Controle Otimo . . . . . v v v v i
1.3.3 Controle Moderno . . . . . . . . . .. o
1.3.4 Teorias da Estabilizacdo . . . . . . ... ... ... ... .. ... ..
1.4 Paradigma Emergente: O Controle Robusto . . . . . ... ... .. ... ..
1.4.1 Controle H., e Métodos Correlatos . . . . . . ... ... .. .....
1.4.2 Controle por Sistemas de Estrutura Varidvel . .. ... .. ... ..
1.4.3 Controle com Perturbacoes Paramétricas Limitadas a Conjuntos . .
1.5  Quadro Epistemoldgico Geral . . . . ... ... 0 0oL
1.6 Conclusdo . . . . . . . . oL

2 Problema de Regulagao Otima
2.1 Sistema Dinamico . . . . . ... L Lo
2.1.1 Incertezas de Modelo . . . . . .. .. ... oo
2.2 Problema de Regulagao Otima . . ..o
23 ROem Norma L, . . . . . . . ... .
2.4 Regularidade/Singularidade . . . . . . .. .. . Lo oo

3 Controle Otimo Singular: Quadro Teérico Atual
3.1 Controle Otimo: Regularidade e Singularidade . . . ... ... ... ....
3.2  Controle Otimo Ho o o o e e e e e e e
3.2.1 Formulacdo do Problema Hy . . . . . . . .. ... L.
3.3 Controle Otimo H, Singular . . . .. .. L
3.3.1 Regularizagdo via processo limite . . . . ... ... ... .. ... ..
3.3.2  Andlise via matriz de dissipacao . . . . ... ... ...
3.3.3 Solu¢ao completa via abordagem geométrica . . . ... ... .. ..
3.4 Controle Heg « - v v v o i e e e e e e e e e e e
3.4.1 Formulacdo do Problema Heo + - . o o o o o o v o oo
3.5 Controle H,, y-Restrito Singular . . . . . ... ... ... ... .......
3.5.1 eregularizacdo . . . ... L. oL
3.5.2  Decomposigao regular/singular . . . .. ... ... 0L L.

X

© 0w O G

10

12
15
18
19
21
21
22
25

27
27
28
29
30
30



11

Sumadrio

3.5.3 Parametrizacdo de multiplos controladores. . . . . . . ... ... .. 45
3.5.4 Familias de equagoes de Riccati . . . . . ... ... ... ... .. 45
3.5.5 O problema com informacdo completa . . . . ... .. ... ... .. 45

3.6 Controle Ho, Otimo Singular . . .. ... L 46
3.6.1 Enfoque novalorde~y™ . ... ... ... ... ... . .. 46
3.6.2 O problema H,, na otimalidade . . . . ... ... ... .. .... 47
3.6.3 Controle Hy, minima entropia singular . . . . . .. .. ... ... .. 47

3.7 Conclusdao . . . . . ..o e 48
SOLUQAO CONCEITUAL 51
Decomposigao Regular/Singular 55
4.1 Especificacdo do Sistema . . . . . .. ... oL oo 55
4.2 Resultados Principais . . . . . . . .. oL o 55
4.3 Algoritmo de Decomposicdo e Forma Candnica . . . . .. .. ... ... .. 58
4.3.1 Forma Canénica Regular/Singular . . . ... ... ... ... .... 61
4.3.2 Demonstracdo do Teorema 4.1 . . . .. . ... .. .. ... ... .. 63

4.4 Interpretacao Geométrica . . . . . . . . . ... 66
4.5 Exemplo Numérico . . . . . . . . . . o e 68
4.6 Conclusdo . . . . . . . e 73
Rastreamento de Sinais 75
5.1 Problema de Rastreamento de Sinais . . . . .. .. ... ... ... ... .. 76
5.1.1 Decomposicdo em Niveis . . . . .. ... ... ... ... ... 78

5.2 Sistemas Conhecidos: Rastreamento Exato . . .. .. .. .. ... ... .. 80
5.3 Sistemas Conhecidos: Rastreamento Assintético. . . . .. .. ... ... .. 83
5.3.1 Rastreamento Instantdneo . . . . . . . . .. ... Lo L 85

5.4 Sistemas Incertos: Quase-Rastreamento . . .. ... ... ... .. ..... 86
5.5 Conclusdao . . . . . o Lo 89
Ganhos Elevados Estabilizantes 93
6.1 Sistemas com Estrutura Controle Completo . . . . . ... .. ... ... .. 93
6.1.1 Sistemas com Incerteza Limitada em Norma . . . . .. ... ... .. 94
6.1.2 Sistemas com Incerteza Politépica . . . . . .. .. .. ... ... .. 96

6.2 Decomposicdo Ganho Finito / Ganho Elevado . . . . . . ... ... ... .. 98
6.2.1 Sistemas IP - Decomposicdo EGE/NEGE . . ... .. ... .. ... 99
6.2.2 Sistemas ILN - Decomposi¢do EGE/NEGE . . . ... ... ..... 102

6.3 Conclusdao . . . . . . . . e 104
Decomposi¢do de Sistemas Incertos 105
7.1 Preliminares . . . . . . . . L e 106
7.1.1 Determinac¢ao dos Espacos Ganho-Finitos . . . .. .. ... ... .. 107

7.2 Algoritmo de Decomposicao R/S Generalizada . .. ... ... ... ... .. 109
7.3 Teorema de Decomposicao . . . . . . . . . ... o e 114
7.4 Forma Candnica Regular/Singular Generalizada . . . . . . . ... ... ... 116
7.5 Conclusdo . . . . . . . e 118



Sumadrio

8 Regulagao Otima do Ntcleo Regular
8.1 Preliminares . . . . . . . . L
8.1.1 Transformacao para a forma padrao generalizada . . . . .. ... ..
8.2 Problema de Regulacdo Custo-Garantido Otima. ... ............
8.2.1 Regularidade do problema de regulacdo custo-garantido 6timo . . .
8.3 Problema Misto Ho/Heo « « « « v v v e e e e e
8.3.1 Formulacdo convexa do problema misto . . . ... ... .. ... ..
8.3.2 Projeto do regulador 6timo Hy . . . . . ... Lo
8.3.3 Projeto do regulador 6timo Heo . . . . . . . . Lo L
8.4 Sistemas com Incerteza Limitada em Norma . . . . . ... ... .. .. ...
8.4.1 Regulador Hy custo-garantido 6timo . . . . . . .. ... .. ... ..
8.4.2 Regulador H,, custo-garantido 6timo . . . . ... ... .. ... ..
8.4.3 Regulador misto Hy/H, custo-garantido étimo . . . . . .. ... ..
8.5 Sistemas com Incerteza Politépica . . . . . .. ... ... 0L
8.6  Exemplos Numéricos . . . . . . . .. ..
8.7 Conclusdo . . . . . . . . e

III REALIZACAO POR MODOS DESLIZANTES

9 Modos Deslizantes: Controle Descontinuo
9.1 Controle por Modos Deslizantes . . . . . . ... ... ... ... .......
9.1.1 Solugdes de Sistemas em Modos Deslizantes . . . . . .. .. ... ..
9.1.2 Problema de Projetode MD . . . . .. ... ... ... ...
9.1.3 Equivaléncia com Controle por Ganhos Elevados . . . . .. ... ..
9.2 Preliminares dos Teoremas de Sintese . . . . . ... ... ... ... ....
9.3 Sistemas EGPD . . . . . ...
9.3.1 Cdlculodosupremodee. .. .. .. ... oL
9.3.2 Reprojetode G . . . . .. ..
9.4 Controlador Modos Deslizantes . . . . . . ... ... ... ... ......
9.4.1 Projeto dos Parametros do Controlador . . . . .. ... .. ... ..
9.5 Relagdo com Trabalhos Anteriores . . . . .. . ... ... ... .......
9.6 Conclusao . . . . . . . .

CONCLUSAO

Notas Finais
Programa de Pesquisas Complementar . . . . . . .. .. ... ... ... ... ..

APENDICE

A Defini¢oes de Referéncia
Al Espacose Normas . . . . . . . . . ot i e e
A2 Espacos Topoldgicos . . . . . . . . .
A3 Espacosde Sinais . . . . . . .. Lo
A.4 Operadores e Normas Induzidas . . . . . . . .. ... o000

xi

121
122
123
124
125
127
128
129
130
130
131
132
133
134
136
137

139

143
144
147
150
152
152
155
157
158
165
166
170
172

175

177

179

181



xii

A5

A.6

A7

Sumadrio

Sistemas Dindmicos . . . . .. ... oL 194
A.5.1 Incertezas de Modelo . . . . . ... .. ... L oL 195
A.5.2 Normas de Sistemas Dindmicos . . . . . . .. ... .. ... ... .. 196
A.5.3 Estabilidade de Sistemas Dinamicos . . . . ... ... ... ... .. 201
Entrada de Controle / Saida Controlada . . . . . .. ... .. ... ..... 203
A.6.1 Estabilizacdo de Sistemas Dindmicos . . . . . . .. .. ... ... .. 205
Métodos Numéricos e Otimizacdo . . . . . . . . . . . .. o oL 206
A7.1 Fatoracao QR . . . . ..o 206
A.7.2 Inequacoes Matriciais Lineares . . . .. .. ... ... ... ..... 207
A.7.3 Otimizacdo com Restricoes LMI . . . . .. ... ... ... ..... 209

Bibliografia 211



Notacao

A notacdo a ser empregada neste trabalho é listada nesta secdo. Procurou-se aqui utilizar
simbolos de uso corrente, preservando a notacdo padrdo para cada entidade representada.
Nos casos em que tal prdtica iria gerar ambiguidade de significado, foi necessario atribuir
novos simbolos a algumas entidades'. Além da notacio listada nesta secio, cujo significado
matematico presume-se que seja do conhecimento do leitor, ha conceitos adicionais que serao
definidos ao longo do trabalho, aos quais eventualmente serao atribuidos novos simbolos nao
listados abaixo.

N - conjunto dos nimeros naturais
. R - corpo dos nimeros reais
C - corpo dos niimeros complexos
R4 - conjunto dos nimeros reais nao negativos
C_ - semiplano esquerdo aberto de C
C_ - semiplano esquerdo fechado de C
C; - semiplano direito aberto de C
C; - semiplano direito fechado de C
C, - eixo imaginario de C
X - o fecho do conjunto X
conv X - o fecho convexo do conjunto X
X° - o interior do conjunto X’

0X - a fronteira do conjunto X

(>

é definido por
€ - pertence a

C - contém

1 , . . . .

Isso ocorre, por exemplo, com o simbolo o que, na literatura, tanto significa o espectro de uma matriz
quanto os valores singulares da mesma. Foi necessario portanto atribuir outro simbolo para representar
espectro.
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Notacao

. C - estd contido em

. N - interse¢ao

. U - unido

. 0 - conjunto vazio

. |z| - valor absoluto de z € C

. R(z) - parte real de z € C

. §(z) - parte imagindria de z € C

. sup(X’) - supremo do conjunto de nimeros reais X C R
. ess sup (X') - supremo essencial do conjunto X' C R
. inf(X) - infimo do conjunto X C R

. {2;} - seqiiéncia de nimeros reais

. max(Xx’) - maximo elemento de um conjunto de nimeros reais X C R, ou maximo

elemento de uma subseqiiéncia finita de uma seqiiéncia {z;} C X a qual converge
para sup(X)

. min(X’) - minimo elemento de um conjunto de nimeros reais X C R, ou minimo

elemento de uma subseqiiéncia finita de uma seqiiéncia {z;} C X a qual converge
para inf(X')

. dim(X’) ou dim(z) - dimensao do espago X’ ou do vetor z

. [z];- 0 i-ésimo vetor de um conjunto ordenado de vetores z

. [X]i a i-ésima matriz de um conjunto ordenado de matrizes X
. p(X) - posto da matriz X

. X' - transposta da matriz X

. X* - matriz conjugada transposta da matriz X

. X~B _inversa a direita da matriz X

. X~ - inversa i esquerda da matriz X

. 0;(X) - i-ésimo valor singular da matriz X

(X)) - i-ésimo autovalor da matriz X

i(X)

. Omaz(X) - maior valor singular da matriz X
i(X)
(

A
. Amaz(X) - 0 autovalor da matriz X com maior parte real
A

min(X) - 0 autovalor da matriz X com menor parte real
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Parte 1

INTRODUCAO






Os capitulos iniciais deste trabalho destinam-se a formular o problema a ser tratado e
a situd-lo no contexto do conhecimento ja estabelecido.

O primeiro capitulo faz a apresentacao sucinta dos resultados que serdo obtidos no corpo
desta tese. Procura-se situar tais resultados num contexto histérico, na tentativa de identi-
ficar seu possivel significado dentro do campo de conhecimento da teoria de controle. Para
isso, é feita uma breve apresentacio da evolucdo dessa teoria, nos seus aspectos relevantes
para a delimitacdo do campo de estudos aqui abrangido. E feito um esforco de sistema-
tizacdo da logica dessa evolucdo, de maneira a elucidar a necessidade de esforcos tedricos
do tipo daquele aqui empreendido.

O capitulo 2 destina-se a formulacdo do problema-protétipo que serd o substrato sobre
o qual serd construida toda a cadeia de resultados a serem obtidos nesta tese: o problema
de requlagdo otima de sistemas incertos, com critério genérico de normas L.

No capitulo 3, é feito um levantamento geral dos resultados existentes na literatura
relativos ao problema de controle 6timo singular com critério de normas de sistemas. Os
problemas em questdo sdo casos particulares do problema geral definido no capitulo 2. Sdo
identificadas algumas lacunas nas abordagens existentes. Finalmente, é detalhada a relacio
do presente trabalho de tese com os trabalhos ja publicados. Procura-se precisar em que
aspectos o presente trabalho segue alguma tradicdo anterior, e em que aspectos sdo aqui
propostas inovacdes.

Antes de iniciar a leitura do texto, o leitor é alertado para o fato de que o apéndice
A, situado ao final deste volume, é dedicado a formulagdo precisa de todas as definicoes e
teoremas pré-existentes na literatura, sobre os quais serd construido o restante do presente
trabalho. Esse apéndice tem como objetivo servir de referéncia para a leitura do texto
desta tese; assim, é feita a coletinea da maior parte do conhecimento necessario para essa
leitura. Por motivo de economia de espaco, a apresentacao é feita de forma axiomatica, sem
preocupacio didatica. Ainda com o objetivo de referéncia, é realizada a uniformizacdo de
notacdo e de conceitos, estabelecendo-se a precisa versdo dos resultados existentes que sera
utilizada no restante desta tese.






Capitulo 1

Perspectiva Historica

Este capitulo introdutério é devotado a apresentacido, em linhas gerais, do trabalho a ser
desenvolvido no restante desta tese. Aqui se procura estabelecer o significado do trabalho
desenvolvido dentro de um contexto geral, histérico, da evolucdo da teoria de controle, em
seus aspectos relevantes para a compreensao do presente trabalho.

A primeira secao deste capitulo sumariza, de maneira informal, os resultados desta tese.
E feita a tentativa de explicar de maneira conceitual (verbal) o conjunto dos resultados
obtidos, bem como seu possivel papel instrumental para auxiliar em um esforco de unificacao
de diversas dreas da teoria de controle.

A seguir é definido o panorama tedrico dentro do qual serd feita a andlise da evolugdo
da teoria de controle, nos seus aspectos que desencadeiam o quadro com que se depara
o presente trabalho. E feita a referéncia as fontes do ferramental de teoria do conheci-
mento que serd empregado, sem no entanto se empreender nenhum esforco para explicar tal
ferramental. O leitor interessado deve procurar diretamente tais fontes.

Uma vez precisadas as ferramentas para a andlise epistemoldgica, passa-se a um es-
forco de descrigdo (também verbal) dos principais pontos de inflexdo dentro da teoria de
controle (nos seus aspectos aqui relevantes). Essas ferramentas de andlise sao aplicadas na
formulacdo de algumas hipdteses, ainda preliminares, do significado da trajetéria percorrida.

Procura-se assim desenhar o quadro atual, com a identificacdo das principais con-
tradi¢oes hoje presentes na teoria, tanto no nivel mais superficial de adequacdo dos dados

1 As prescri¢cdes teéricas, quanto no nivel mais profundo de disputa entre con-

empiricos
cepcoes epistemoldgicas distintas enquanto candidatas a se tornarem a base filoséfica da

teoria de controle.

Conclui-se o capitulo com a formulacdo de algumas conjecturas a respeito da funda-
mentagao da teoria de controle, em seu (suposto) atual paradigma dominante emergente, o
controle robusto. Todo trabalho de pesquisa cientifica implica em uma série de escolhas de
caminhos e formas dentre incontaveis alternativas, durante todo o seu desenvolvimento. As
escolhas realizadas ao longo do presente trabalho de tese podem ser compreendidas quando
colocadas na perspectiva dessas conjecturas epistemoldgicas, as quais delineiam um pro-
grama de pesquisa com contornos relativamente nitidos, e conseqiiéncias em larga escala
previsiveis.

10 leitor é alertado para o fato de que nio é simples definir o que sdo dados empiricos no contexto da
teoria de controle. Tal discussao no entanto nao é aprofundada aqui.



6 Capitulo 1. Perspectiva Histérica

1.1 Descricao Geral do Trabalho

O tema do controle 6timo singular de sistemas dindmicos tem aparecido de maneira recor-
rente na literatura de controle, sob a forma de uma questio inevitivel que se segue ao
desenvolvimento de métodos de projeto de controladores 6timos que dependem de algu-
mas hipdteses de regularidade?. Fste trabalho se insere, de certa forma, nessa classe de
trabalhos, ao estudar determinadas familias de métodos de controle 6timo de sistemas
dindmicos lineares multivaridveis com parametros possivelmente incertos, quando se re-
movem as hipéteses usuais de regularidade. As hipoteses empregadas para assegurar a
propriedade de regularidade, na maioria dos tipos de controle étimo, sdo expressas sob a
forma de uma modificagdo no funcional de custo a ser minimizado, de maneira a incorporar
um termo de ponderacdo da acdo de controle. O presente trabalho lida precisamente com
a remocao, parcial ou total, desse tipo de hipdtese em uma ampla gama de métodos de
projeto de controladores 6timos.

Os métodos de sintese de controladores 6timos estudados neste trabalho terdo os critérios
de custo a serem minimizados sempre expressos em termos de normas de determinados
sinais (as “saidas” do sistema) diante de sinais de perturbagao pertencentes a determinadas
classes. Fm particular, enquadram-se nos casos aqui abordados o critério de otimizacao
da norma Hj, e todos os critérios do tipo normas induzidas £, do sistema (o que inclui,
portanto, a norma H,,). Serd aqui obtida uma sistemética para decomposicdo do problema
original em termos de um problema de ordem reduzida equivalente, no qual prevalece a
hipétese de ponderacdo positiva definida do vetor de entradas de controle (no caso de
sistemas com parametros precisamente conhecidos). Supondo que haja disponibilidade de
um ferramental adequado para obtencdo da solucdo do problema de ordem reduzida, com
suas hipéteses de regularidade satisfeitas (supondo portanto a suficiéncia da hipétese de
regularidade adotada), é determinada entdo a sistematica para sintese do controlador para
o sistema completo, com solucbes singulares cujo nicleo consiste na solucdo regular de ordem
reduzida. O autor deste trabalho ndo tem conhecimento, na literatura, de outro tratamento
do problema de controle 6timo singular em tal generalidade.

Outro aspecto central deste trabalho consiste na apresentacdo, pela primeira vez na
literatura, de uma solu¢do para controles do tipo custo garantido otimo de sistemas incertos
com a remoc¢do das hipdteses de regularidade. O controle do tipo custo garantido 6timo
para sistemas com parametros incertos ja vem sendo estudado desde o final da década de 80.
No entanto, até o momento, toda a literatura tratando do tema do controle 6timo singular,
em qualquer de suas variacbes, sempre assumiu como hip6tese o conhecimento preciso dos
parametros do sistema dinamico.

Pode-se conjecturar sobre as causas do relativo atraso no desenvolvimento da teoria
do controle singular de sistemas incertos. Essas causas poderiam estar associadas a vdrios
fatores, dentre os quais é possivel listar:

1. Existe uma noc¢do intuitiva da “fragilidade” da situacdo de singularidade de um sis-
tema dinamico, que pode levar a expectativa de que ndo ocorresse singularidade, na
pratica, em sistemas incertos.

2. E bastante difundida a pratica de se basear o projeto de controladores para sistemas
incertos ndo em métodos Gtimos, mas em métodos sub-6timos, nos quais apenas se

?Hipéteses de regularidade sio hipSteses introduzidas em um problema de otimizagio com o objetivo de
garantir que a solugdo do problema seja composta exclusivamente de valores finitos.
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impoOe uma restricdo ao funcional de custo, sem que seja feita a otimizacao desse fun-
cional. Dessa forma, tem sido possivel evitar a singularidade que estaria associada a
otimizacao do funcional, por meio do tratamento de uma pseudo-singularidade asso-
ciada ao problema restrito, baseado na busca de solucoes nao-singulares no espaco de
solucoes factiveis. Isso tem desviado a atencdo do problema legitimo de singularidade
que estd associado a otimalidade do funcional.

3. A propria estrutura da hipotese de regularidade torna-se diferente no caso de sistemas
incertos. Ndo era conhecido, até o presente momento, um critério para identificar os
problemas de controle singulares, separando-os dos problemas regulares, no caso de
sistemas com parametros incertos.

Essas trés dificuldades sao tratadas pelo presente trabalho.

O presente trabalho lida, pela primeira vez na literatura, com o problema do controle
custo-garantido étimo singular de sistemas a parametros incertos. O conceito de singu-
laridade, aplicado a essa classe de problemas de otimizacdo, leva a generalizacdo, neste
trabalho, das hipdteses de regularidade a serem empregadas nesses problemas, de forma a
restabelecer critérios capazes de separar os problemas de projeto de controladores custo-
garantido 6timo em dois conjuntos disjuntos e complementares: os problemas regulares e
os problemas (legitimamente) singulares.

Esse critério de separacdo permite um tratamento do problema de controle singular,
no caso de sistemas incertos, inteiramente analogo a solu¢do proposta para o caso de sis-
temas a parametros precisamente conhecidos. O esquema de decomposicdo do sistema até
a determinacdo de um sistema reduzido regular é entdo transposto, de maneira imediata,
para o caso dos sistemas a parametros incertos. Toda a generalidade obtida para o caso a
parametros conhecidos é portanto preservada no caso de parametros incertos.

Um aspecto da teoria de controle singular que ja foi sugerido em parte das publica¢oes
existentes, mas jamais foi enfocado de maneira sistemdtica, refere-se as propriedades de ro-
bustez intrinsecamente associadas ao controlador resultante. O sistema em malha fechada é
capaz de rejeitar, com tal controlador, perturbacoes tanto do tipo sinais exégenos arbitrdrios
quanto do tipo pardmetros incertos e dinamica ndo-linear em determinadas direcoes do
espaco de estados. Essa robustez deriva precisamente da singularidade desse controlador.
Um dos eixos do presente trabalho consiste na explicitacio dessas propriedades de robustez,
em termos de um quase-desacoplameto de distirbios por ganhos elevados (ou “almost dis-
turbance decoupling via high gains”). Tanto no caso de sistemas a pardmetros precisamente
conhecidos quanto no caso de sistemas a parametros incertos, essa robustez geoméirica se
verifica e é aqui identificada de maneira precisa. No caso de sistemas a parametros in-
certos, essa ferramenta de robustez é adicionada a ferramentas do tipo ganhos pequenos e
estabilizacdo quadrdtica, as quais vém sendo intensamente pesquisadas nos ultimos anos.
Uma discussdo preliminar a esse respeito foi desenvolvida como preparacdo para o presente
trabalho de tese e publicada em [116]. Note-se que a primeira dificuldade listada acima
fica dessa forma superada, uma vez que a singularidade torna-se naturalmente associada ao
tratamento de incertezas, deixando de ser entendida como contraditoria com tal tratamento.

H4 alguns trabalhos publicados recentemente na literatura em que é feita a associagdo
entre ferramentas de robustez dos tipos “small gain” e “high gains”. Isso porém tem sido
feito de maneira ad hoc, pela mera justaposicio de técnicas aparentemente diferentes. O
presente autor nao tem conhecimento de outros trabalhos em que tal associacido seja feita de
maneira sistemadtica, através das propriedades de singularidade do problema de otimizacdo,
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fazendo emergir todas as diferentes propriedades de robustez de uma tnica formula¢do, com
excecdo de alguns trabalhos realizados como pesquisa exploratoria para o presente trabalho
de tese publicados em [114, 113, 112].

Por fim, este trabalho ainda explora a conexdo, ja identificada por alguns trabalhos
publicados na literatura, entre os controladores do tipo “high gains” e os controladores do
tipo modos deslizantes (“sliding modes”). E indicada a possibilidade de se implementar
os controladores “high gains” resultantes do problema étimo singular, os quais sdo meras
abstractes matematicas, em termos de controladores modos deslizantes, para os quais existe
toda uma sistematica que possibilita a sintese fisica dos controladores. Um trabalho nessa
linha, realizado como preparagao para o presente trabalho de tese, foi publicado em [114].
Por uma questdo de restricio de tempo para execucdo do presente trabalho, essa conexao
nao é explorada aqui até suas tltimas conseqiiéncias, o que implicaria no estudo dos “higher
order sliding modes”, teoria hoje ainda incipiente.

Um problema particular, porém relevante, que foi possivel resolver dentro da teoria con-
vencional de modos deslizantes através do ferramental aqui desenvolvido, é o do tratamento
das incertezas na matriz de entradas de controle. A perspectiva aqui empregada permite
nao apenas agrupar todas as tentativas anteriores de atacar o problema, como também
permite identificar limites tedricos até onde serd possivel avancar com o desenvolvimento
futuro de novos métodos de sintese, limites esses ndo vislumbrados na literatura publicada
até o momento. Em particular, é apresentado um método sub-6timo que permite a apro-
ximacdo de tal limite tedrico; melhores aproximacoes dependeriam do desenvolvimento de
novas ferramentas de otimizacao.

1.2 Perspectiva Epistemolégica

Embora ainda esteja por ser formulada uma teoria do desenvolvimento cientifico nas ciéncias
da engenharia (ciéncias que investigam a possibilidade de se construir mecanismos nao
existentes na natureza), pode-se extrapolar a sistematizacao filoséfica que ja foi elaborada
para as ciéncias da natureza, em uma tentativa de caracterizar o escopo e a natureza do
presente trabalho. Para uma discussdo inicial a respeito das dificuldades dessa empresa,
ver o capitulo 13, “tecnologia e filosofia”, da obra [13]. O conjunto do presente trabalho
pode ser entendido como parte do esforco permanente da comunidade cientifica, no sentido
de produzir teorias com maior poder explanatoério, agregando cada vez um maior nimero
de teorias precedentes, articuladas em torno de um nitcleo cada vez menor de principios
fundamentais. A evolucdo das ciéncias do controle automatico parece indicar a necessidade
de um maior esfor¢o de tal natureza neste momento, tendo em vista a relativa diversidade de
técnicas que foram desenvolvidas ao longo dessas duas tltimas décadas, cujas formulacoes
sdo presentemente incomensuraveis.

A natureza do esfor¢o tedrico aqui empreendido pode ser traduzido para a formulacdo
apresentada por Mario Bunge na obra [12], capitulo 7, “simplicidade no trabalho teérico”.
Chame-se a atencdo para os conceitos de conectividade conceitual e de simplicidade da base
predicativa. Dentre os desideratos da teoria cientifica listados por Bunge, sdo particular-
mente relevantes para o enquadramento do trabalho aqui desenvolvido: (2) sistematicidade
ou unidade conceitual; (6) simplicidade semantica; (7) coeréncia externa; (8) poder ex-
planatério; (11) extensibilidade. O papel dos demais desideratos nao é facilmente avalidvel,
a0 menos num primeiro momento.
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A secdo a seguir apresenta um breve resumo da evolu¢do dos corpos tedricos que confluem
no trabalho ora apresentado. E feita aqui uma tentativa preliminar de sistematizar o de-
senvolvimento pregresso em termos histéricos, utilizando o conceito de paradigma cientifico
no sentido definido por Thomas Kuhn [65]. Deve-se relativizar neste ponto uma aparente
contradicdo existente entre a concepcido de Kuhn e a de Bunge, no que tange a formulacdo
de uma historia da ciéncia. Na concepcao de Kuhn ndo ha a necessidade, na passagem de
um paradigma ao paradigma seguinte, de qualquer aprofundamento da teoria no sentido
definido por Bunge, com seus desideratos. Neste trabalho assume-se a hipdtese de que,
embora tal mudanca de paradigma aparentemente possa ocorrer com essa auséncia de sen-
tido (sentido segundo Bunge), isso ocorre apenas em passagens tomadas isoladamente®. O
conjunto da histéria da ciéncia, segundo a hipdtese aqui adotada, efetivamente evolui num
sentido muito préximo daquele definido por Bunge, desde que se tome um periodo histérico
suficientemente longo para analise. A fundamentacdo dessa hipdtese (que necessita, evi-
dentemente, ser demonstrada) nao serd objeto do presente trabalho, estando incluida no
programa de pesquisas futuras do presente autor.

Outro ponto a ser esclarecido em relacio a formulacio de Kuhn refere-se ao préprio
conceito de paradigma cientifico. Tal conceito, como originalmente estabelecido por Kuhn,
envolveria a no¢ao de um consenso na comunidade cientifica a respeito das teorias adotadas
em dado momento. Tomado ao pé da letra tal conceito, seria impropria a referéncia a co-
existéncia de paradigmas distintos em determinados momentos. Deve-se notar, entretanto,
que tal inconsisténcia se dissolve quando se admite a coexisténcia de diferentes comunidades
cientificas relativamente separadas, seja por barreiras geogréficas e politicas, seja por bar-
reiras informais, devidas a origem distinta de linhas de pesquisa diversas em campos do
conhecimento diferentes. Mais ou menos nesse sentido é possivel falar da coexisténcia dos
paradigmas do controle cldssico e do controle otimo. Além disso, a existéncia de um consenso
ndo implica na inexisténcia de vozes dissidentes. Assim, é possivel ainda falar no confronto,
ao longo da década de 70, entre o paradigma do controle moderno (que era efetivamente
um consenso) com o paradigma do controle cldssico; seria talvez mais apropriado falar em
confronto com grupos de pesquisadores cujo referencial tedrico ainda estava assentado no
paradigma ja ultrapassado do controle cldssico. Nesse sentido, entenda-se toda referéncia
que serd feita no texto a seguir a tal confronto de paradigmas.

FEm determinados locais, sao empregados também os conceitos de refutagdo e corrobo-
ra¢do de hipdteses e de teorias, o que é feito no estrito sentido definido por Karl Popper [92].
Também no sentido definido por Popper na mesma obra, aparece o conceito de dimensdo
de uma teoria, aqui renomeado, o que envolve uma sutil reformulagdo, como a entropia
associada a tal teoria. No ambito do presente trabalho, pode-se entender os dois termos
como sindnimos; a discussdo especifica sobre tal reconceitualizacdo nao serd feita aqui.

1.3 Evolugao dos Paradigmas da Teoria de Controle

Nesta secao é esbocada uma tentativa de coordenar os dados histéricos que diretamente
antecederam o conjunto de teorias relevantes para a construcido do presente trabalho. Sdo
particularmente importantes:

%Tal auséncia de sentido pontnal talvez possa ser exemplificada em uma das passagens de paradigma
aqui relatadas, do controle cldssico para o controle moderno que, em dado momento, conforme serd descrito
a seguir, se tornam teorias incomensuraveis.
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e a passagem do paradigma do controle cldssico para o paradigma do controle moderno,

a simplificacdo do controle otimo baseado no cdlculo variacional para formulacoes
especificas, principalmente do tipo linear quadrdtico,

e a emergéncia da questdo do tratamento de incertezas de modelo (que ocorreu parale-
lamente em duas vertentes distintas da teoria de controle),

e 0 desenvolvimento das técnicas de perturbacées singulares e a0 mesmo tempo, porém
inicialmente independentemente, do controle por modos deslizantes e do controle min-
maz, os dois tltimos vindo a convergir para o chamado controle deterministico de
sistemas incertos,

¢ o surgimento do controle H, e a reformulacdo do controle linear quadrdtico em termos
da otimizacdo da norma Hy do sistema, dentro de um contexto de questionamento
do paradigma do controle moderno e simultanea retomada (parcial) de uma visdo
epistemoldgica associada ao paradigma do controle cldssico.

A articulacdo desses eventos, com a busca de uma légica subjacente aos mesmos, é o
tema desta secdo.

1.3.1 Controle Classico

A atual situacdo de instabilidade paradigmdatica da teoria de controle tem fortes conexdes
com a transicio do paradigma do controle cldssico, baseado em funcbes de transferéncia
e respostas freqiienciais (modelos entrada-saida) para o paradigma do controle moderno,
baseado em espacos de estados (modelo com varidveis internas), durante a década de 60.
Conforme sera visto, tal transicio envolveu em sua superficie um compromisso entre um
critério de abrangéncia (que indicava a principio a preponderancia do controle moderno, cuja
classe de problemas trataveis era muito mais ampla que a do controle cldssico) e um critério
de ézito (que com o passar do tempo foi reforgando o paradigma do controle cldssico, o qual
continuava a ser aplicado em muito maior escala, no ambiente industrial, que o controle
moderno). Sob a superficie dessa polémica duradoura, este trabalho ird arriscar a hipétese
da existéncia de um conflito mais basico, entre posicoes epistemoldgicas distintas.

O controle classico, desenvolvido principalmente nas décadas de 30 e 40, tratava pri-
mariamente de sistemas com uma entrada e uma saida (sistemas SISO, do inglés “single
input single output”), tendo desenvolvido ferramentas de notavel generalidade e poder ex-
planatério. O exemplo méaximo do refinamento tedrico obtido dentro do paradigma do
controle classico talvez seja o critério de Nyquist para estabilidade de sistemas, o qual é
necessario e suficiente para estabilidade de sistemas lineares com parametros precisamente
conhecidos, mas ainda se aplica (reduzindo-se a suficiéncia) a sistemas ndo-lineares e/ou com
parametros desconhecidos*. Ao lado disso, eram freqiientemente empregadas ferramentas
graficas, que serviam para guiar a sensibilidade do projetista na concepcao de sistemas, em
uma sistemdatica envolvendo regras nem sempre muito claras de projeto e objetivos nem
sempre formulados de maneira explicita. Apesar do seu titulo, a referéncia [80] traz um ex-
tenso apanhado dos métodos e técnicas associados ao paradigma do controle classico, onde
tais caracteristicas ficam evidentes.

*O autor do presente trabalho nio teve acesso ao trabalho original de Nyquist [79]. No entanto, a maioria
dos livros-texto tratando da teoria cldssica de controle faz uma apresentagao do assunto, por exemplo [80].
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As técnicas desenvolvidas dentro do controle classico foram largamente empregadas na
pratica, estando associadas a toda a evolucdo da indistria de base dos anos 30 em diante.
A necessidade de aplicacdo a problemas de complexidade muito maior que aqueles para
0s quais a teoria havia sido originalmente concebida levou a agregacdo a mesma de um
volumoso conjunto de praticas ad hoc, formuladas a partir de intui¢cbes dos aplicadores e
fundamentadas principalmente na verificacdo empirica de seu funcionamento. Dessa forma
eram tratados, em particular, os problemas de controle de sistemas com miltiplas entradas
e multiplas saidas (MIMO, do inglés “Multiple Input Multiple Output”) nos quais havia
ocorréncia de interacdo entre essas diversas varidveis. Para reduzir essa interacdo (a qual
nao se enquadrava dentro do dominio do controle cldssico) a prépria concepcao dos sistemas
a serem controlados era modificada, na tentativa de construir sistemas com variaveis ao
menos aproximadamente independentes. Isso, naturalmente, impunha limites ndo apenas a
eficiéncia dos sistemas possiveis de serem projetados, como também a prépria possibilidade
de se projetarem sistemas além de certo grau de complexidade.

Pode-se identificar, associada ao paradigma do controle cldssico, uma orientacao para
descricdo dos sistemas em termos de entradas-saidas (modelos de caiza-preta). Pode-se
portanto classificar essa teoria dentre aquelas de natureza fenomenoldgica [12]. H& uma
mais ou menos explicita tentativa de evitar as descri¢des fisicas de fendmenos internos aos
modelos, sob o pretexto de evitar a sobremodelagem. E importante notar a consisténcia
dessa orientacdo com tendéncias da época, que estavam na moda em diversos campos do
conhecimento, tais como a psicologia e a sociologia, na origem da chamada cibernética.

1.3.2 Controle Otimo

Em paralelo com o desenvolvimento do paradigma do controle cldssico (e inclusive antes do
surgimento desse paradigma), existe um fluxo constante de trabalhos dentro do que seria o
paradigma do controle dtimo, o qual se origina ainda no século XVIII e que possui, ao longo
de sua histéria, uma orientagdo pratica muito menor que o controle classico. Esse fluxo
de trabalhos tem origem na fisica e na matematica, e trata essencialmente do controle de
sistemas dinamicos com estrutura bastante simples, cujos parametros se assume conhecer
com precisdo. Os problemas tipicos associados a esse paradigma seriam a execucdo pelo
sistema de determinadas trajetorias, com a minimizacdo de determinados funcionais cujo
significado se traduziria em parametros fisicos, tais como tempo de percurso, energia gasta,
etc. Um pouco da histéria do controle 6timo é relatada no artigo [110].

Em termos praticos, era muito dificil a aplicacdo dos métodos de controle 6timo, nao
tanto pela exigéncia de um conhecimento preciso dos parametros do sistema (essa polémica
nao estava em foco aquela época), mas principalmente pela complexidade computacional
associada a matematica relativamente sofisticada do cdlculo variacional em que se baseava
o controle 6timo. Exceto para casos muito simples, era impossivel a época a determinacao
das leis 6timas de controle, de forma que nao houve uma verdadeira disputa entre o con-
trole 6timo e o controle classico: o primeiro tratava essencialmente de exercicios tedricos,
enquanto o segundo resolvia as questdes praticas’.

O paradigma do controle 6timo, no entanto, trazia embutida uma postura epistemologica
diametralmente oposta a do controle classico. O controle 6timo pressupunha o conhecimento
dos mecanismos fisicos internos que operavam dentro dos sistemas a serem controlados,

®Sussmann e Willems [110] levantam a hipétese de que a teoria de controle étimo teria tido aplicagbes
bélicas na antiga Uniao Soviética, motivo pelo qual teve ali seu maior desenvolvimento no século XX.
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ou pelo menos a possibilidade deste conhecimento. Trata-se portanto de uma teoria de
descricao dos mecanismos que explicam o comportamento do sistema. Deve-se notar que,
apesar de estar em desacordo com a teoria de maior sucesso pratico (o controle cldssico),
o controle 6timo garantia maior consisténcia e conectividade com o dominio cientifico da
fisica. As leis fisicas, j4 amplamente dominadas no nivel relevante para a construcdo de
artefatos a serem controlados, seriam naturalmente incorporadas a camada limitrofe da
teoria de controle, articulando dessa forma com maior forca essa teoria ao restante do
edificio cientifico.

1.3.3 Controle Moderno

A década de 60 assiste a um processo de mudanga de paradigma singularmente veloz, dentro
da teoria de controle. Em muito pouco tempo é substituido o tratamento dos sistemas em
termos de respostas em freqiiéncia (descri¢bes entrada-saida) por um tratamento em termos
de sistemas de equagdes diferenciais (representacdo por espaco de estados), que postulava a
descricao de todo um mecanismo interno de funcionamento. Alguns dos principais fatores
que induziram tal mudanca foram:

¢ o trabalho de Kalman [56], mostrando a possibilidade de considerar de maneira
explicita modelos de ruidos injetados no sistema, para obtencao das variaveis internas
de maneira “6tima” (filtro de Kalman);

e o trabalho de Luenberger® [73], mostrando a possibilidade de reconstruir as varidveis
internas do sistema a partir de dados de entrada-saida;

e o trabalho de Kalman [57], apresentando uma decomposicio candnica do sistema
(representado em termos de espaco de estados), evidenciando as propriedades de con-
trolabilidade e de observabilidade, assim indicando os limites tedricos dentro dos quais
é possivel a utilizacio de controladores para alterar o desempenho de sistemas”;

e o trabalho de Ackerman® [1] relacionado & alocacio de pdlos, mostrando a grande
flexibilidade para o projeto de controladores, no que se refere a escolha do desempenho
do sistema em malha fechada, quando se utilizam em tal projeto as variaveis internas
do sistema;

e a deducdo de formulas especificas que permitem o projeto de controladores 6timos do
tipo linear quadrdtico para sistemas representados na forma de espaco de estados?,
baseadas na solu¢do de equagbes de Ricatti (um problema computacionalmente sim-
ples) e nao mais no calculo variacional. A combinagao do controlador linear quadrdtico

0 trabalho de Luenberger é muito similar ao de Kalman acima citado, tendo importancia principalmente
enquanto uma consolidagdo explicita da epistemologia do mecanismo visivel, tendo provocado inicialmente
maior impacto que o préprio trabalho original de Kalman.

70 trabalho original acima citado de Kalman é de dificil acesso para o leitor ocidental; o autor do presente
trabalho nao teve de fato acesso a fonte citada. Entretanto, detalhes de seu contelido sao hoje de uso corrente,
podendo ser encontrados por exemplo em livros-texto como [19].

80 presente autor nio teve acesso a tal referéncia original. No entanto, os resultados ali descritos sio
hoje bastante conhecidos, ver por exemplo [55].

°Este resultado também est4 associado ao nome de Kalman [58], embora haja af a participagio indepen-
dente de outros grupos de pesquisadores.
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com o filtro de Kalman, através do principio da separagdo (outro resultado impor-
tante demonstrado nessa época) levou ao arquetipico controlador linear quadrdtico
gaussiano, ou LQG [5].

Diversas eram as vantagens que se tornavam evidentes da abordagem moderna (entdo
emergente) em relagdo a cldssica, sob diversos pontos de vista. Associadas a migracao do
corpo principal da teoria de controle de um cardter fenomenolégico para um cardter de
mecanismo interno, heranca do paradigma do controle 6timo, vém:

e 0 avanc¢o na compreensio das propriedades estruturais dos sistemas dindmicos, com o
conseqiiente fortalecimento da fundamentacdo matematica da teoria de controle;

e 0 fortalecimento da conexdao da teoria de controle com as demais teorias cientificas
(em particular a fisica).

A combinacdo desses dois fatores gerou uma fertilidade sem precedentes no campo da teoria
de controle. Uma ampla gama de novos problemas se colocavam dentro do novo paradigma,
em contraste com a relativa esterilidade que era percebida dentro do paradigma do controle
classico.

Considerando um critério de abrangéncia, a teoria moderna ampliava (a0 menos em
principio) de maneira considerdvel a classe dos problemas cuja solugao poderia ser obtida.
Pela primeira vez, estava disponivel uma teoria que era capaz de descrever com precisdo
os fendmenos préprios de sistemas MIMO, e ainda prescrever métodos claramente formula-
dos para o projeto de controladores para esses sistemas, levando em conta tais fenémenos
explicitamente.

O resultado dos métodos de projeto no controle moderno, em particular aqueles baseados
em otimizacao (como o método LQG), tornava-se ainda reprodutivel, no sentido de que um
mesmo problema resolvido duas vezes levaria em ambas as vezes ao mesmo resultado, neces-
sariamente. Em outras palavras, para modificar o resultado de um projeto seria necessario
modificar explicitamente suas premissas e/ou formulacdo. Isso, em contraste com a uti-
lizacdo da “sensibilidade” do projetista no processo de determinacdo de um controlador,
dentro do paradigma do controle cldssico, significava que a teoria de controle moderno se
situava em um patamar superior de sistematicidade metodolégical®.

Sob o ponto de vista pratico, a capacidade de sintese de controladores associada a teoria
de controle moderno nao era apenas conceitual, traduzindo-se em métodos computacional-
mente factiveis de projeto. Uma fonte de problemas eminentemente praticos serviu de
motivagao (e forneceu pesado financiamento) para o desenvolvimento da teoria de controle
moderno: o setor aeroespacial, trabalhando principalmente na questio da navegacdo im-
pulsionada por foguetes [95]. A “corrida espacial” que teve lugar nas décadas de 50 e 60
desempenhou papel central nessa questao.

Devido a essa conjugacdo de fatores, ainda na década de 60 os métodos de espaco
de estados, associados & teoria de controle moderno, ganharam preponderancia dentro da
comunidade dedicada ao desenvolvimento da teoria de controle, assumindo em curto espaco
de tempo o papel de paradigma dominante. Essa posicio perdurou até o inicio da década

de 80.

19Fvidentemente, nio se elimina por completo a componente subjetiva do processo de projeto, que continua
a estar presente no nivel da escolha das premissas e/ou formulagao do problema. A vantagem de se trabalhar
em niveis superiores de sistematicidade é a clarificagdo de uma maior porgao da estrutura do problema, o
que em principio aumenta os limites de desempenho que se esperam obter do controlador projetado.
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A Polémica Controle Moderno x Controle Classico

As décadas de 60 e 70 foram marcadas, no entanto, como o periodo em que se estabele-
ceu no campo da engenharia de controle o chamado “gap” entre a teoria e a pratica. Por
um lado, uma axiomatizagao rigorosa da teoria de controle no espaco de estados (a abor-
dagem geométrica [127]) chegou a repercutir de maneira profunda em um dominio conexo
da matematica (a dlgebra linear). Diversos grupos de pesquisa em matemdtica passaram
a trabalhar no dominio da teoria de controle. De outro lado, a maior parte dos sistemas
industriais em construcdo e em operacdo continuou a se basear nos métodos da teoria de
controle cldssico, com muito poucas excec¢bes, a inteira revelia de todo o desenvolvimento
tedrico efetuado no campo do controle moderno. O “gap” teoria-pratica tornou-se célebre,
e possibilitou a manutencdo de uma polémica duradoura entre os paradigmas de controle
moderno e controle cldssico, apesar da preponderancia do primeiro enquanto referencial
tedrico. A respeito dessa polémica, é interessante comparar a posicio moderada de Rosen-
brock [95], contrastando-a com a posicdo de Horowitz [51] de critica frontal ao controle
moderno e pelo retorno ao paradigma classico.

Nao seria simples e possivelmente também ndo seria frutifero tentar delinear as cir-
cunstincias exatas pelas quais a teoria de controle moderno deixou de ser aplicada em larga
escala, apesar de sua constituicio tedrica ser bastante convincente!!. Uma andlise a posteri-
ort dos fatos tende a revelar, a luz daquilo que pode ser considerado o paradigma de controle
atualmente vigente (o qual serd analisado a seguir), que os métodos de espaco de estados
encontraram dificuldades principalmente no que se refere & acomodacio de incertezas nos
modelos dos sistemas considerados. Um exame mais minucioso dos fatos, no entanto, parece
mostrar que essa explicagdo ndo é inteiramente satisfatdria pois sabe-se que, em uma grande
parcela dos casos praticos nos quais foi mantido o controlador classico, este poderia ter sido
substituido por um controlador moderno, com desempenho igual ou melhor, mesmo sem
nenhum recurso a técnicas de tratamento de incertezas de modelo.

De qualquer forma, no seio da polémica com a teoria de controle cldssico surgiram di-
versas técnicas ad hoc para tentar realizar a acomodacdo das incertezas paramétricas do
sistema. Essas técnicas ndo emergiam de maneira natural da formulacdo do controle mo-
derno, de maneira que sua introducdo forcada acabou sendo feita a custa da economia de
principios teéricos e da coesdao do corpo da teoria resultante. Note-se que a prépria teoria
de controle classico também nao dispunha de ferramental adequado, a principio, para trata-
mento de incertezas paramétricas, e a reivindicacao de sua superioridade de base conceitual
para coordenar essa classe de fendmenos é posterior ao estabelecimento do controle moderno
enquanto paradigma predominante!?.

O raciocinio implicito na defesa do controle classico e na critica ao controle moderno
pode ser sumarizado, de maneira esquematica, da seguinte forma:

e O modelo com que se trabalha deveria ser compativel com o conhecimento que efetiva-
mente se dispoe a respeito do sistema, para que se obtivesse resultados significativos.

e Na maioria dos casos de aplicacao pratica da teoria de controle existiria alguma in-
certeza quanto ao modelo do sistema a ser controlado.

1Vez por outra é esbocada uma explicacio de natureza voluntarista para o fenémeno, que oscila entre:
(i) o conservadorismo da indidstria para aplicar técnicas novas e (ii) o descomprometimento dos tedricos do
controle com as aplicagbes praticas e sua orientagao puramente académica.

12Esse detalhe fundamental para a compreensio da polémica pode ser depreendido, por exemplo, da
histéria narrada por Rosenbrock [95].
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e Os modelos do tipo entrada-saida seriam menos sujeitos a erros que os modelos que
pressupbem a existéncia de varidveis internas (em principio desconhecidas), pelo fato
de trabalharem apenas com dados em principio diretamente observaveis.

e Assim sendo, o modelo entrada-saida deveria ser o preferido.

Fica assim evidente o fundo epistemolégico dessa polémica que, superficialmente, inicia-
se em uma disputa através de um critério de eficicia e que prossegue, apds certo tempo, em
uma disputa por um critério de abrangéncia teérica.

Dados hoje estabelecidos como factuais sio:

1. Controladores obtidos pelas técnicas modernas tornam-se frigeis quando a incerteza
a respeito dos pardmetros do sistema controlado ultrapassa certos limiares. Contro-
ladores projetados segundo as técnicas classicas (recicladas durante a polémica dos
paradigmas) mantém um desempenho adequado em uma maior faixa de variagao de
parametros.

2. Por outro lado, alguns setores industriais com caracteristicas particulares, em primeiro
lugar o setor aeroespacial, puderam com base nas técnicas do paradigma do controle
moderno projetar novos sistemas que seriam impossiveis de serem sequer concebidos
com base nas técnicas classicas.

Essa incomensurabilidade de paradigmas foi (ao menos difusamente) percebida, tornando-se
uma anomalia paradigmdatica. Esta é a chave para compreensdo da mudanca de paradigma
seguinte, que leva ao que pode ser considerado o paradigma atual (ou emergente): o controle
robusto.

1.3.4 Teorias da Estabilizacao

Antes de abordar o possivel surgimento de um paradigma atual (emergente), do controle
robusto, é necessario enfocar um conjunto de teorias que trabalharam, ao longo do periodo
da polémica acima narrada, em alguns fundamentos da teoria de controle. Tais teorias
sdo aqui agrupadas sob a denominacdo genérica de teorias da estabiliza¢do, e serviram de
ponte, da situacao de crise de paradigma existente ao final da década de 70, para o possivel
estabelecimento do novo paradigma do controle robusto. A questio da filiacdo de cada
uma dessas teorias ao paradigma em crise, do controle moderno, ao paradigma anterior, do
controle cldssico, ou mesmo a comunidades cientificas isoladas por motivos geo-politicos (na
antiga Unido Soviética) é discutida durante a apresentacdo a seguir, sendo o leitor alertado
para o fato de que a resposta a tal questao nao é simples.

Nao sera feita aqui uma tentativa de citar exaustivamente todas as correntes tedricas
que se multiplicaram ao longo do periodo de existéncia do paradigma do controle moderno e
ao longo de sua crise. Sdo abordadas apenas as correntes que pesquisavam especificamente o
problema da estabilizacdo de sistemas (possivelmente incertos). Tais correntes fazem parte
do eixo dos acontecimentos relevantes para a compreensao do quadro em que se situa o
presente trabalho. O leitor no entanto é alertado para o fato de que alguns aspectos do
atual paradigma emergente, aqui nomeado controle robusto, e que nao sdao aqui discutidos,
sdo resultantes da influéncia de outras correntes tedricas desenvolvidas no decorrer da década
de 70, nomeadamente as teorias do controle adaptativo, do controle estocdstico, do controle
digital, bem como algumas dreas correlatas mas ndo incluidas na teoria de controle, tais
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como a teoria da otimizagdo ou a inteligéncia artificial (principalmente em suas vertentes
“fuzzy” e conexionista). No entanto, ainda ha um longo caminho a percorrer até a integracao
de todas essas dreas, e outras mais nao citadas acima, em uma tnica teoria abrangente.

Fundamentos da Estabilidade I: Métodos no Espacgo de Estados

Iniciou-se na década de 60 a tentativa de aplicacdo de critérios muito gerais para estabili-
dade de sistemas, enunciados ainda no final do século XIX, pelo matematico russo Lyapunov
[74]. Tais critérios foram desenvolvidos para aplicagdo a equagoes diferenciais, sendo por-
tanto imediatamente associdveis a estabilizacdo de sistemas descritos na forma de espaco
de estados. Esses critérios ndo se restringiam (como a maioria dos outros criados na teoria
de controle cldssico e herdados pela teoria de controle moderno) a sistemas lineares e nem
sequer impunham determinada estrutura as equacoes diferenciais que descreviam o sistema.

Durante a década de 70, o critério analitico de Lyapunov foi convertido em um critério
de sintese de controladores, dentro da corrente teérica denominada controle deterministico
de sistemas incertos (ver, por exemplo, [45, 69]). Essa corrente empregava controladores
nao-lineares para estabilizacdo de sistemas possivelmente ndo-lineares com parametros pos-
sivelmente incertos (dependendo no entanto de uma certa estrutura para essa incerteza).
Depois se viu que esse tipo de métodos de sintese correspondia a um trabalho iniciado an-
teriormente (ainda na década de 50, ver [120]) e desenvolvido em paralelo no leste europeu,
o controle por sistemas de estrutura varidvel, que veio a se tornar um dos ramos do atual
paradigma do controle robusto. A fusdo dessas correntes parece tornar-se definitiva a partir
do trabalho [14].

Muito mais tarde, ao final da década de 80, os métodos de Lyapunov foram nova-
mente aproveitados de forma independente para sintese de controladores'®. Foi formulada
a definigao da estabilidade quadrdtica (e posteriormente da estabilidade robusta) de sistemas
incertos, baseada em funcoes de Lyapunov. A origem dessa abordagem parece ser um artigo
publicado em lingua russa em 1978 [76]. Alguns anos depois, as mesmas idéias reaparecem
(sem referéncia ao trabalho pioneiro) em publicacées ocidentais [50, 8]. Um desenvolvimento
decisivo foi apresentado em [40], com a proposi¢ao do problema de estabilizagdo enquanto
um problema convexo de otimizacao'*. Isso gerou toda uma familia de métodos que foram
incorporados, a principio desajeitadamente, a outro ramo do atual paradigma do controle
robusto, o ramo da robustez “small gain” (o qual descende de técnicas de estabilizagao
entrada-saida). Para um exemplo de tal fusdo, ver [88].

Epistemologicamente, os métodos de Lyapunov sdo descendentes diretos da concepc¢ao
de uma natureza dotada de objetos com mecanismos internos acessiveis. E interessante ver,
no entanto, que ao permitir a acomodacdo de incertezas em sistemas, acabam induzindo
em algumas instancias a associacdo desses sistemas (em principio conhecidos) a blocos do
tipo caixa-preta. Delineia-se um modelo epistemolégico do tipo caixa-cinzenta, como uma
modificacdo da caixa com mecanismo visivel.

1% A principal diferenga em relagio 4 abordagem anteriormente descrita é o fato de, neste caso, empregar-se
a férmula da fungdo de Lyapunov restrita ao caso linear.

0 significado dessa formulagio extrapola o contexto do problema especifico de estabilizacio em que a
mesma se originou. A convexidade do problema garante a possibilidade de solugao de maneira deterministica
(com certeza de determinagao da solugao étima, caso tal solugdo exista) e eficiente. Algum tempo apés a
publicagao de tal trabalho, tornou-se um procedimento padrao dentro da teoria de controle a tentativa de
formular todos os problemas de sintese em termos de problemas convexos.
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Trabalhos independentes da metodologia de Lyapunov (porém conexos com essa meto-
dologia) foram desenvolvidos, no final da década de 50 e ao longo da década de 60, tendo
por objetivo precisamente fazer a associacio de um sistema com parametros conhecidos,
descrito no espacgo de estados, com outro sistema desconhecido, sobre o qual se conhecem
apenas algumas propriedades de entrada-saida. O problema geral abordado sob esse ponto
de vista ficou conhecido como problema Lur’e, ou problema de estabilidade absoluta.

Tém grande relevancia, enquanto fundamento para a teoria da estabilidade atualmente
estudada:

o lema de Kalman-Yacubovitch (definindo os sistemas estritamente positivos reais, ou

SPR);

o teorema da passividade, que resolve o problema Lur’e para sistemas SPR associados
a caixas-pretas de determinadas caracteristicas;

e 0 critério do circulo, que resolve problemas Lur’e para sistemas com incertezas confi-
nadas a setores;

e 0 critério de Popov, que também trata problemas Lur’e em sistemas auténomos via
métodos de multiplicadores.

Para uma explanagao sobre tais desenvolvimentos, ver [122]. Tais trabalhos pressupunham
todos, de maneira explicita, a conexao de um sistema cujo mecanismo interno é visivel com
outro sistema do tipo caixa-preta. O modelo da caiza-cinzenta torna-se, dentro dessa linha,
a natureza especifica do objeto de trabalho.

Fisses trabalhos tém importantes desdobramentos, cuja descricio nao serd no entanto
tentada aqui. Para citar alguns exemplos, a estabilidade absoluta serve de fundamento para
a teoria do controle adaptativo por modelo de referéncia, enquanto o critério da passividade
tem servido de ferramenta geral para o controle de sistemas ndo-lineares, incluindo sistemas
a parametros distribuidos.

Fundamentos da Estabilidade II: Métodos Entrada-Saida

O estudo da estabilidade sob o ponto de vista de modelos do tipo entrada-saida possui
origens bastante mais recentes que para o caso de modelos de espaco de estados. Esse
estudo é inaugurado em meados da década de 60, ji em pleno processo de transicio do
paradigma do controle classico para o paradigma do controle robusto. George Zames, autor
dos principais trabalhos dentro do campo [132, 133, 137], relata dessa forma sua motivagao
para o desenvolvimento de tais resultados:

“Then, in 1963, Roger Brockett came to MIT. He had been working on state
space stability. He described progress in that field and challenged the author to
produce analogous stability results without using the state concept.”

Essa citacdo é retirada de um trabalho recente [136], cujo tema é a histéria da teoria da
estabilidade e robustez em modelos entrada-saida.

O trabalho de Zames [132, 133, 137] em muito se aproxima dos resultados descritos
anteriormente, associados ao problema da estabilidade absoluta; no entanto, os métodos de
espaco de estados e de entrada-saida ainda hoje ndo podem ser considerados inteiramente
equivalentes [122]. Fste € um fato fundamental associado aos dois tipos de modelos de
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sistemas, segundo Zames [136]. O argumento de Zames para explicar a irredutibilidade das
duas abordagens tem conseqiiéncias profundas para a estrutura epistemolédgica da teoria de
controle, sendo central para a andlise desenvolvida no presente capitulo:

Proposig¢do 1.1 Os modelos de sistemas estabelecidos sequndo o formalismo entrada-saida
ndo sdo redutiveis a modelos dentro do formalismo espaco de estados, e vice-versa.

DEMONSTRAGAO: Essa irredutibilidade decorre do fato de que a aproximagao de uma vizinhanga
em uma descri¢do do tipo entrada-saida pode ser arbitrariamente (ou infinitamente) dificil em um

modelo espago de estados, e vice-versa.

Os resultados de Zames [132, 133, 137], por diversas razdes (ai incluidas sofisticagao
matemdtica e complexidade computacional) apenas muito recentemente vieram a dar origem
a técnicas de sintese de controladores [38]. Entretanto, tais trabalhos tiveram grande reper-
cussdo enquanto fonte de fundamentacio tedrica para a teoria de controle, inicialmente em
sua vertente baseada em modelos entrada-saida (o antigo controle classico). Esses traba-
lhos (precedidos de alguns outros do mesmo autor) introduziram a utilizacao de métodos
da teoria dos operadores (analise funcional) dentro da teoria de controle. De particular
importancia para o desenvolvimento futuro da teoria, seria o trabalho!'® [131], no qual foi
enunciado o teorema do ganho pequeno (“small gain theorem”).

E muito sutil a inflexdo que se operou, nesse ponto, no modelo epistemolégico pressu-
posto pela teoria de controle em questdo. A formulacdo acima apresentada da necessidade
do emprego tanto do modelo entrada-saida quanto do modelo espaco de estados, em uma
complementaridade estrutural na descricao dos sistemas fisicos, tem como implicacio légica
uma epistemologia da caixa-cinzenta (ou seja, da conexdo de caixas cujo mecanismo é visivel
com caixas-pretas). Tal epistemologia deixa de ser um modelo a ser empregado provisoria-
mente até que se disponha de meios para a abertura de todas as caixas-pretas; a natureza
do conhecimento que pode ser obtido a respeito de sistemas passa a ser fundamentalmente
descrita dessa forma. Ndo ha nenhuma evidéncia de que algum pesquisador estivesse con-
sciente dessas implicagOes, & época, nem mesmo Zames.

1.4 Paradigma Emergente: O Controle Robusto

A teoria de controle ingressou na década de 80 em plena crise de paradigma. J4 foi relatado
acima o surgimento de uma incomensurabilidade entre a teoria de controle moderno e a
linha tedrica que prosseguiu dentro da tradicio do controle cldssico. Fazia-se necessaria
uma teoria que, a um sé tempo, abrangesse de maneira conceitual uma ampla classe de
problemas, mas também incorporasse como parte intrinseca desses problemas a existéncia
de alguma incerteza sobre o sistema.

A progressiva consciéncia dessa anomalia no paradigma dominante, a parte tentativas
recorrentes para a restauracdo do paradigma cldssico, levou a teoria de controle moderno a
tentar incorporar os desenvolvimentos obtidos nas diversas linhas de trabalho direcionadas
para o estudo de estabilidade de sistemas. Essa tentativa era mais ou menos 6bvia, uma
vez que tais linhas de trabalho lidavam explicitamente com sistemas a parametros incertos,

120 presente autor nio teve acesso a tal trabalho.
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modelando a incerteza de diversas formas. Como ja se viu acima, as linhas de pesquisa
sobre estabilidade lancaram bases epistemolégicas cuja formula delineava a resolucio da
anomalia existente, com a incorporacdo de uma epistemologia da incerteza.

No atual estdgio da teoria de controle, ndo se pode afirmar com certeza que exista hoje
um paradigma dominante ji completamente formado, com um nicleo comum de técnicas,
métodos e um repertorio comum de problemas tipicos. Houve uma certa proliferacio de
métodos e técnicas distintos, que seguiram tradi¢oes independentes dentro da teoria de
controle, ao longo dos anos 70 e 80, no bojo da instabilidade paradigmatica que foi crescendo
naquele periodo. Podem-se no entanto hoje identificar alguns pontos focais para os quais
tém convergido essas tradicOes distintas, e que possivelmente compoéem o quadro de um
paradigma em formacdo, o controle robusto:

e a axiomatizacdo da teoria nos termos da abordagem geométrica e da andlise funcional
(espacos normados e teoria de operadores);

e a aplicagao de técnicas de otimizagao de desempenho (com a tentativa sistemdtica da
obtencao de formulaces convezas);

e a explicitacdo das incertezas a que se encontra sujeito o processo de modelagem do
sistema, associada a utilizacdo de técnicas para minimizar e/ou eliminar os efeitos
dessas incertezas.

Essas sdo caracteristicas comuns de tradicbes tedricas bastante distintas, ainda hoje nao
unificadas em termos de um conjunto de principios minimo e coerente. O “Symposium
on Robust Control Design” do IFAC (International Federation of Automatic Control) foi
realizado pela primeira vez'® em 1994, e novamente em 1997. Examinando os anais desses
simpésios, pode-se perceber a existéncia de duas vertentes principais que reivindicam a
denominacao de controle robusto: o controle H., e métodos correlatos, e o controle por
sistemas de estrutura varidvel. Além dos dois grupos, um terceiro grupo de métodos mais
difusamente delineado (no que diz respeito a pertinéncia a um nicleo comum de métodos e
técnicas) ainda se situa na familia do controle robusto: os métodos de incerteza pertencente
a conjuntos limitados (ou métodos de “bounded set”).

1.4.1 Controle H., e Métodos Correlatos

Em 1976, Zames apresenta uma conferéncia que posteriormente é publicada em forma de
artigo [134], na qual sustenta pela primeira vez a possibilidade do projeto de sistemas com
desempenho robusto descrito em termos da minimizacio de uma funcdo de sensitividade
em uma norma de operador (ponderada), tal como a norma H,,. Tal trabalho apresentava
apenas a estrutura tedrico-conceitual de mecanismos de projeto para os quais nao se possuia,
naquele momento, nenhum ferramental que viabilizasse sua execucdo computacional. O
objetivo principal de tal trabalho (ver [136]) era refutar conjecturas formuladas a época,
que enunciavam a impossibilidade mateméatica da reducdo da sensitividade dos sistemas
dindmicos em geral (a conseqiiéncia de serem vilidas tais conjecturas teria sido a necessidade
do retorno a “metodologia assistematica” do controle cldssico para se lidar com o problema
do tratamento da sensitividade de sistemas).

'Bm 1991 havia sido realizado um “Workshop on Robust Control Design”, tamberh promovido pelo IFAC.
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Em associagao com o matemédtico B. Helton, Zames partiu de resultados (entdo larga-
mente desconhecidos, tanto na engenharia de controle quanto na prépria matemadtica) obti-
dos na década de 20 pelos também matematicos Nevanlinna e Pick, dentro da teoria da
interpolacdo. Zames e Helton obtiveram uma generalizacdo da teoria de Nevanlinna e Pick
que permitiu a formulacdo do problema de minimizacdo de sensitividade, divisando-se a
existéncia de soluc¢bes explicitas e possivelmente em férmula fechada. Estava aberto o cam-
inho para uma teoria da otimizacdo da robustez, que veio a ser conhecida como a teoria do
controle H,. Essa teoria foi exposta no artigo [135], que rapidamente se tornou um dos
trabalhos de maior impacto dentro da teoria de controle em todos os tempos.

O trabalho de Zames foi todo desenvolvido no contexto de modelos entrada-saida. Nesse
contexto, ele obteve solucbes conceituais para os problemas, as quais eram no entanto de
elevada complexidade computacional. A busca por ferramentas utilizaveis para o projeto de
controladores concentrou os esfor¢os de grande nimero de pesquisadores no inicio da década
de 80. Gradualmente, foi sendo reintroduzida a formulagdo em termos de espago de estados
dentro dos trabalho desses pesquisadores. Os trabalhos [32] e [33] sdo marcados por uma
formulacao hibrida, e pelo desenvolvimento de um ferramental de projeto ja operacional, no
entanto ainda rudimentar, de dificil aplicabilidade. A continuidade do esforco de pesquisa
acabou resultando na traducdo de toda a metodologia H,, para o campo dos modelos do
tipo espaco de estados, o que é sintetizado em outro trabalho que se tornou pedra angular
da teoria a partir de entdo, publicado por Doyle et al. [26]. Esse trabalho estabelece
a conexao entre o controle Hy, e o controle LQG (rebatizado controle H;). A solucdo do
problema H, é apresentada em termos de solugoes de equacoes de Ricatti modificadas, com
uma formulacdo cuja estrutura muito se aproxima da solugdo cldssica do problema LQG.
Com isso, tornou-se disponivel o ferramental computacional necessario para o projeto de
controladores H,, agora baseado em modelos do tipo espago de estados.

No livro [140] Zhou et al. denominam, de maneira bem-humorada, o novo paradigma
emergente (no caso, o paradigma associado ao controle H,,) de “pés-moderno” e ao mesmo
tempo chamam de “monstro” o préprio tema do livro: a teoria resultante do controle H,
no espacgo de estados (esse livro fornece uma exposicdo abrangente da teoria do controle
Hs sob uma perspectiva atual).

E importante citar o desenvolvimento, durante a década de 80, da chamada sintese
i [82], que consiste em um conjunto de técnicas ad hoc (embora com rigoroso fundamento
matematico) cujo objetivo é o de reduzir a conservatividade no projeto de controladores H,
diante de sistemas dindmicos com incertezas dotadas de estrutura. A questao do tratamento
das incertezas de modelo é hoje central na teoria de controle, e sua completa sistematizacao
talvez seja um dos principais pontos programaticos do paradigma hoje emergente.

A incerteza postulada pela teoria de controle H., pode ser definida como a incerteza do
tipo limitada em norma. Tal tipo de incerteza possui como caracteristicas principais:

e aincerteza ndo esta confinada (a0 menos ndo necessariamente) a determinadas direcoes
do espaco de estados;

e a incerteza também ndo estd sequer confinada ao préprio espaco de parametros do
sistema, podendo estar presente em dimensées nao cobertas por tal espaco;

e essa incerteza pode ser compreendida como uma vizinhanca do sistema, visto como
um operador, num espaco de operadores.
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1.4.2 Controle por Sistemas de Estrutura Variavel

Na antiga Unido Soviética, ainda na década de 50, iniciou-se o desenvolvimento de uma
abordagem para a teoria de controle que ficaria desconhecida no ocidente até o final da
década de 70: o controle por sistemas de estrutura varidvel (SEV). A histéria desse desen-
volvimento é relatada no artigo [120]. A difusao dessa corrente de pensamento no ocidente
se inicia com a publicacdo do trabalho [118], em lingua inglesa, pelo pesquisador russo V.
Utkin.

Contrariamente & tradi¢ao ocidental, essa abordagem utiliza controladores ndo-lineares
como ponto de partida, e destina-se explicitamente ao tratamento de incertezas do sistema.

Inicialmente, o vinculo com a teoria classica de controle representou uma dificuldade
para a obtencao de resultados mais poderosos dentro da abordagem SEV. A necessidade de
utilizar apenas entradas e saidas e suas derivadas impunha limitagoes ao alcance da teoria.
Com a incorporacao, durante a década de 60, do formalismo da teoria de controle moderno,
foi possivel desenvolver técnicas bastante gerais que, de maneira flexivel, permitiam lidar
com sistemas multivariaveis (MIMO) sujeitos a classes bastante amplas de incertezas [119,
120].

Durante as décadas de 70 e 80, com sua difusdo no ocidente, a abordagem SEV acabou
encontrando areas fronteiricas com as quais possufa grande similaridade de métodos e de
fundamentos, o que permitiu uma maior consolida¢dao do campo. E importante citar a teoria
dos sistemas singularmente perturbados; o controle por ganhos elevados (“high gains”) [129]
e o controle min-maz (ou controle deterministico de sistemas incertos) [45, 69]. Posterior-
mente, surgiu ainda a teoria do quase-desacoplamento de perturbagoes (“almost disturbance
decoupling”), vinculada a abordagem geométrica [125], que forneceu uma base importante
para a axiomatiza¢do matematica do campo.

A teoria dos SEV sempre teve vinculacdo explicita com o problema da rejeicio de per-
turbacoes. Seu fundamento matemaético tem sido, desde a migracao para o quadro da teoria
de controle moderno, a estabilizacdo de sistemas via modelos de espaco de estados, em par-
ticular por critérios de Lyapunov. O tipo de perturbacdo particular para o qual os SEV se
adequam possui como caracteristicas:

e as perturbacbes devem estar confinadas a determinados subespacos do espaco de es-
tados (as dire¢des “matching”);

e as perturbacoes devem ser limitadas, ndo sendo necessiria nenhuma outra hipotese
sobre as mesmas;

e uma vez satisfeitas as condicbes de “matching” e de limitacdo das perturbacoes, estas
sdo quase-rejeitadas pelo controlador SEV, o qual oferece uma propriedade de quase-
invariancia que é mais forte que uma simples robustez.

1.4.3 Controle com Perturbagoes Paramétricas Limitadas a Conjuntos

Um grupo grande de resultados que ndo se enquadram em nenhuma das duas vertentes
acima pode ser classificado em um terceiro tipo de técnicas de controle robusto. Tais
resultados, embora teoricamente menos coesos que os grupos anteriores quando vistos em
conjunto, possuem a caracteristica de modelar a incerteza dos sistemas em termos de faixas
de variacdo de parametros (ou de conjuntos de parametros possiveis). Nao hd, em geral, a
necessidade de restringir a incerteza a determinados subespacos do espaco de estados; nem
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ha, porém, a possibilidade de capturar, com essa representacao, perturbacdes que caiam
fora do espaco de parametros assumido para o sistema.

Nessa classe podem ser incluidos (sem a intengao de esgotar a lista): os métodos basea-
dos na estabilidade de Kharitonov [63]; o trabalho de Bhattacharyya [18]; os métodos de
estabilidade quadrética e estabilidade robusta, baseados em fung¢des de Lyapunov (ver por
exemplo [41]); o trabalho recente de Ackermann [2].

1.5 Quadro Epistemologico Geral

No presente, apesar de se delinear o surgimento de um novo paradigma da teoria de con-
trole, o controle robusto, ainda existe um quadro de certa indefinicio. Parece definitivamente
incorporada a teoria de controle a nogdo de que as incertezas sao parte constituinte, inextrin-
cavelmente, dos sistemas a serem controlados. A questdao passa a ser a de como representar
tais incertezas, de maneira a utilizar todo o conhecimento que for possivel extrair do sistema
em dadas circunstancias, e como combinar de maneira significativa as parcelas conhecidas
do sistema com a informacao que for possivel obter das parcelas desconhecidas, de maneira
a levar o sistema em malha fechada resultante a seus limites de desempenho possiveis de
serem atingidos, gerenciando-se a0 mesmo tempo o risco associado as incertezas para que
permaneca abaixo de patamares aceitaveis.

Um conjunto de teorias ainda incomensuraveis (principalmente devido ao seu desenvolvi-
mento tedrico independente e até mesmo geograficamente disperso durante longo periodo)
procura lidar com tais questoes. Um desafio que se coloca para a teoria de controle hoje é
o de encontrar bases comuns que permitam:

e determinar os fundamentos dos quais derivam todas essas teorias, em termos de um
reduzido nimero de principios gerais;

o reformular todas essas teorias em termos desses principios gerais unificados, de maneira
que todas se tornem variacOes de uma tnica teoria-protétipo;

e a partir dessa unificacdo, desenvolver métodos sistemdticos para avaliar a adequacao
a cada caso de um controlador robusto especifico derivado daquela familia geral.

H& também ainda um esforco por fazer, para elucidacdo das bases epistemolégicas que
deveriam estar associadas ao desenvolvimento desse novo paradigma da teoria de controle.
As questoes que se colocam em uma primeira andlise seriam:

o fundamentar logicamente e matematicamente a necessidade da teoria da caixa-cinzen-
ta, a qual aparentemente encontra-se bem estabelecida “empiricamente”;

e clucidar o préprio conceito de dado empirico sobre o qual se constrdi a teoria de con-
trole, visando o estabelecimento de critérios adequados para corroboracdo e refutacdo
de hipéteses dentro da teoria de controle;

e coordenar os dados epistemoldgicos acima com a epistemologia geral, aplicada ao
conjunto do edificio cientifico (buscando a coesdo e coeréncia do conjunto do saber
humano).
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A questdo epistemoldgica nao se situa dentro do escopo que foi delimitado para o presente
trabalho, de forma que ndo haverd uma discussdo mais sistematica e rigorosa do assunto
aqui. E importante entretanto explicitar as premissas filoséficas que perpassam todo este
trabalho, e que coordenam todas as opcoes que foram tomadas de forma e conteido. Num
nivel bastante geral, o presente autor apresenta como conjecturas:

1. A maioria das chamadas ciéncias naturais possui objetos de estudo de primeira or-
dem, ou seja, mecanismos e processos com uma natureza especifica. Essas ciéncias
tém por missdao o desvendamento detalhado desses mecanismos e processos. As fron-
teiras do trabalho de detalhamento da natureza, nesses casos, podem ser dadas pelos
mecanismos de nivel hierdrquico inferior, superior ou colateral, objetos de campos
cientificos vizinhos. Podem ainda ser objetos provisoriamente desconhecidos, perten-
centes ou ao préprio campo ou a campos vizinhos, que afetam os fendémenos estudados
mas cuja natureza nao se conhece, sendo portanto modelados como caixas-pretas. Faz
parte do programa dessas ciéncias a progressiva eliminacio de tais caixas-pretas'”, ao
menos conceitualmente. O problema-protétipo nessas ciéncias poderia ser enunciado
como: “dada uma situacdo de disponibilidade de informacdo a respeito de determi-
nada classe de fendmenos, obter mais informacdo, organizando-a em estruturas de
minima entropia”.

2. A teoria de controle possui objetos de estudo de sequnda ordem, que sdo mecanismos
genéricos tomados em condi¢des de disponibilidade de informacdo genéricas. Como
em algumas outras teorias da familia da ciéncia dos sistemas, o fendmeno sob foco é
um conjunto de propriedades emergentes, que passam a existir precisamente a partir
da conexdao de partes diversas em padroes de crescente complexidade. E irrelevante,
nessa familia de teorias, a natureza das partes componentes do sistema.

3. Na teoria de controle, procura-se determinar os limites da possibilidade de intervir
em um sistema tendo em vista um objetivo especifico, sendo um dado do problema
(e ndo o alvo do problema) o padrdo de informacao disponivel. Diferentemente do
problema cientifico usualmente colocado, o problema-protétipo da teoria de controle
pode ser enunciado como: “dada uma estrutura matematicamente descrita (sem uma
natureza especifica subjacente) associada a determinado padrao de disponibilidade de
informagao, determinar um conjunto (o mais amplo possivel) de propriedades que se
pode impor ao sistema através de leis de intervengao (agbes de controle) que facam uso
apenas da informacdo disponivel, especificando ainda a lei de intervencao associada a
cada elemento do conjunto de propriedades possiveis de serem obtidas”. Em outras
palavras, os casos de minima informacao sobre o sistema (sistemas caixa-preta) ou de
maéxima informacao (sistemas com mecanismo visivel) sdo apenas dois casos extremos,
particulares, de problemas que podem ser tratados pela teoria de controle. Uma
teoria de controle mais geral (mais madura) deveria tratar de todo o espectro de
problemas situado entre esses extremos, de forma a esgotar o conjunto de objetos de
interesse. Dentro da teoria de controle, faz parte da natureza desses objetos o padrao
de disponibilidade de informacdo a seu respeito.

4. Pode-se especular a respeito de um possivel papel das ciéncias dos sistemas (que in-
cluem a teoria de controle), para a articulagdo das demais ciéncias na teia cientifica

17 . ~ ”, . . . . ~ . .~
Notar que isso nao € equivalente a eliminagao das incertezas na descrigao da natureza.
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total. Esse papel cresce na medida em que se desenvolvem ferramentas sistemdticas
para a incorporacao de incertezas no estudo de mecanismos (genéricos). Isso esta de
acordo com paradigmas cientificos emergentes num ambito geral, os quais vém refu-
tando a possibilidade de um estudo da natureza em bases inteiramente deterministicas,
reservando dessa forma um lugar permanente para a incerteza na descricdo do uni-
Verso.

Os itens acima poderiam servir de base para um manifesto programdtico do paradigma

emergente do controle robusto, sob a interpretacio dada pelo presente autor. A formalizacao
dessa discussdo nao serd feita aqui. O esforco tedrico empreendido especificamente neste
trabalho pode ser enunciado, dentro desses marcos epistemolédgicos, da seguinte forma:

Procurar uma teoria de minima dimensdo (minima entropia) capaz de incor-
porar diferentes classes de incertezas (com suas respectivas classes de robustez
resultantes) atualmente conhecidas, articulando na forma de uma tnica familia
diversas teorias atualmente empregadas de maneira disjunta no tratamento de
cada classe. Idealmente, uma tnica teoria com tais caracteristicas deveria poder
ser particularizada de maneira a resultar em cada uma das diversas teorias a-
tualmente existentes. A combinacdo dessas teorias atuais deixaria assim de ser
uma pratica ad hoc, tornando-se a mera aplicacio de uma teoria geral a uma
situacdo especifica.

Por fim, como conseqiiéncia de toda a analise acima efetivada, deve-se notar que ao lado

do problema epistemoldgico, de determinacao das metodologias adequadas para tratamento
dos problemas na teoria de controle, coloca-se um problema que, em ultima andlise, é
insepardvel do primeiro: o problema ontolégico, de anilise de uma suposta esséncia dos
objetos a serem estudados pela teoria de controle. Essa questdo ontolégica inserida dentro
da discussdo epistemoldgica é o centro de debates que estdo sendo travados no momento em
que a presente tese estd sendo escrita, dentro do campo da filosofia da ciéncia. Para uma
discussao a tal respeito no ambito da filosofia da fisica, ver [20].

O presente autor pensa que o caso especifico da teoria de controle pode enriquecer o

debate em curso, devido a algumas peculiaridades da drea:

¢ A teoria de controle (assim como outras ciéncias da engenharia) trata, em sua instancia

de interface com a natureza, do problema geral de determinar a estrutura dos artefatos
que podem vir a ser construidos.

Portanto, diferentemente da matematica, a teoria de controle ndo deve ser apenas
auto-consistente, tendo de obedecer a restricoes de correspondéncia com objetos exis-
tentes ou passiveis de serem construidos no mundo fisico.

Diferentemente também da fisica, a teoria de controle ndo tem a sua disposicio
fendmenos “reais” cuja estrutura deva examinar. Seu objeto, mais similar ao da
matematica, pode ser entendido em larga escala como de natureza conceitual, ex-
istindo a principio apenas no campo das possibilidades.

As chamadas restrigoes de engenharia, usualmente ignoradas (pelo menos enquanto
principio) nas ciéncias naturais, também definem em parte a natureza dos objetos
estudados na teoria de controle. O nimero de objetos admitidos na teoria aumenta,
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em ordens de grandeza, quando as restricbes matemadticas e fisicas se acrescentam
restricdes de operacionalidade, custo, confiabilidade, etc!®. Exatamente pela natureza
em principio conceitual da teoria de controle, ndo surgem problemas de consisténcia
para a incorporagao (ou nao incorporac¢ao) de tais restricoes.

e Assim, a teoria mais abrangente, no campo da teoria de controle, serd aquela que
admitir a possibilidade de construcao de sistemas em uma maior variedade de cir-
cunstincias. Isso implica em uma ontologia do objeto da teoria de controle essencial-
mente multiforme. Ndo hd, em suma, uma esséncia uniforme que define o formato
do conhecimento que se deve supor para os sistemas a serem controlados, em geral.
O que ha é uma variedade de objetos por principio conhecidos de maneiras distin-
tas, todos os quais se deseja controlar. O objetivo especifico da teoria de controle
é o de determinar os limites de desempenho passiveis de serem atingidos, dadas as
circunstancias que delimitam o objeto a ser controlado.

Deve-se notar que a questao da natureza do objeto da teoria de controle, aqui comentada,
passa ao largo da discussdo da doutrina do realismo cientifico nas ciéncias naturais. Em
outras palavras, o fato de um mesmo sistema fisico, conhecido de duas formas diferentes,
gerar dois objetos diferentes para a teoria de controle ndo tem nenhuma implicacdo no
que se refere a ontologia desse sistema; em particular o fato de o sistema continuar sendo
fisicamente o mesmo nos dois casos nao fica abalado. Nao ha aqui, portanto, nenhuma
intencdo de se sugerir a extrapolacdo de conclusoes a respeito da ontologia dos objetos da
teoria de controle para a ontologia dos objetos da fisica (ou outra ciéncia natural), com base
em uma analogia superficial com fendmenos de indeterminacdo ou de incerteza surgidos por
exemplo na mecanica quantica'®.

A questdo filoséfica relevante, aqui suscitada, se refere a adequagdo de uma estrutura
tedrica a natureza dos objetos de seu campo de interesse. O ponto em discussdo é a pas-
sagem de uma epistemologia de cardter normativo, que prescreve modelos gerais para teorias
cientificas, para uma epistemologia de cardter gerativo, que se aplica ao desenvolvimento de
teorias cientfficas num processo dindmico de co-geracio da realidade®® que estas pretendem
descrever.

1.6 Conclusao
O presente trabalho de tese se propde a atingir objetivos bastante modestos, diante de tal

quadro de demandas. Esses objetivos foram expostos no inicio deste capitulo. Este capitulo
foi concebido para situar esses objetivos, contextualizando-os dentro da histéria da teoria de

181 interessante apontar a aparente contradigdo dessa afirmacao: em geral, posto um problema, o
acréscimo de restrigées faz diminuir e nao aumentar o nimero de solugoes. A questao aqui é outra: dado um
conjunto cujos elementos poderiam ser denominados problemas irrestritos e outro conjunto cujos elementos
poderiam ser denominados restri¢gdes de engenharia, o conjunto dos problemas da teoria de controle pode-
ria ser definido como o conjunto formado pelas combinag¢des dos elementos dos dois primeiros conjuntos,
incluindo ainda o préprio conjunto dos problemas irrestritos. Nesse sentido, a introdugao das restrigoes
amplia combinatorialmente a classe dos problemas abordados pela teoria.

19Para uma apresentacio do debate acerca da realidade material das entidades previstas nas teorias fisicas,
em particular na mecanica quantica, ver [20].

2°Realidade entendida neste contexto como o conjunto de entidades manipuladas pela teoria.
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controle, bem como dentro de uma evolu¢do dessa teoria, segundo linhas claramente iden-
tificiveis. A andlise do significado epistemoldgico dos eventos pregressos foi o fio condutor
da deteccao de uma légica que é intrinseca a evolugdo da teoria de controle.

Deve-se notar que, ndo por coincidéncia, optou-se por abordar neste trabalho trés tipos
de incertezas:

e Serd abordado o controle robusto de sistemas com incertezas limitadas em norma.
Essas incertezas sdao o protétipo da incerteza associada aos métodos da familia “small
gains” (ou controle Ho).

e O presente trabalho também aborda os sistemas de estrutura variavel (SEV), com sua
respectiva modelagem de incertezas do tipo “matching”.

e Um protétipo da incerteza manipulada dentro dos métodos de perturbacées paramétri-
cas limitadas a conjuntos (“bounded sets”) é a incerteza do tipo politopo, a qual
também serd objeto de estudo dentro do presente trabalho.

O nicleo comum de articulacdo da teoria de controle nessas trés vertentes é aqui um pro-
blema de otimizacdo. Ao longo deste trabalho serd mostrado que, dependendo de como
for definido tal problema de otimizacdo, ird emergir a robustez “small gain”, a robustez
“matching”, a robustez “bounded set”, ou qualquer combinacao dessas trés.

Espera-se portanto que este trabalho cumpra o papel de contribuir para a consolidacao
do paradigma do controle robusto, menos enquanto uma extensio desse paradigma para
além de suas fronteiras, e mais enquanto a proposicdo de um rearranjo interno da teoria, na
busca de uma configuracio de minima entropia que coordene o conhecimento ji existente,
ressignificando-o.



Capitulo 2

Problema de Regulacao Otima de
Sistemas Dinamicos Lineares

Neste capitulo é apresentado o problema de regulacdo 6tima de sistemas dindmicos, tema
central deste trabalho. Define-se inicialmente a classe de sistemas dinamicos a serem abor-
dados e o problema de regulacdo 6tima de tais sistemas. A seguir é apresentada a questido da
possivel singularidade de problemas de regulagao 6tima, sendo discutidas as conseqiiéncias
advindas de tal situacao.

2.1 Sistema Dinamico

Nesta secdo, estabelece-se o sistema dinamico que dara origem ao problema a ser estudado
neste trabalho. Serd assumido um sistema dinamico linear, com pardmetros possivelmente
incertos, assumindo-se como objetivo de controle a regulacio da saida desse sistema de
acordo com um determinado critério de custo.

Neste trabalho serdo considerados sistemas dindmicos com entrada de controle e saida
controlada (SDECSCs), descritos por equacoes diferenciais ordinarias lineares com parame-
tros constantes. A forma geral da equacdo do sistema aqui adotado é descrita no espaco de
estados por:

#(t) = Az(t) + Bu(t) + Ew(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

2(t) = Gz(t) + Fw(t)

z(0) =z,

No sistema acima, A € R®"*" B € R"*P (' € R™*X" D ¢ R™*P F € R"™ G € R"*" ¢
F e RV,
Assume-se a respeito do sistema (2.1) que:

(H1) a matriz B possui posto completo de colunas;
(H2) o par (A, B) é estabilizavel.

27
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E importante ressaltar que nao é assumida aqui nenhuma hip6tese a respeito do posto
matrizes D ou C.

Nesse sistema, z(t) é o vetor de estados, u(t) o vetor de entradas de controle e w(t) o vetor
de perturbagbes exdgenas. O vetor z(t) representa o conjunto de informacoes disponiveis
para a sintese do controle, ou seja:

Sendo f : F™ — R uma funcao que mapeia o espaco dos sinais de m componentes na reta
real, tem-se que y(t) representa o conjunto de sinais que compdem o funcional de custo J
do problema de regulagdo 6tima (a ser definido adiante):

J=fly) ; yeF"
O sistema dindmico acima descrito serd estudado principalmente na forma particular:
¢ Realimentacao completa de estados: G =1e F = 0.
Também serd abordada, em determinado momento, a forma particular:

e Problema com informacdo completa: p(F)=¢qe G'F = 0.

2.1.1 Incertezas de Modelo

As matrizes do sistema sdo em geral incertas, sendo tal incerteza modelada por:

(A,B,C,D,E,F,G)e P (2.2)

Na equacao (2.2) acima os valores dos parametros do sistema (A, B,C, D, E, F,G) sao
desconhecidos, mas o conjunto P que contém esses valores é conhecido. Naturalmente,
havera casos particulares nos quais determinadas matrizes serdo consideradas precisamente
conhecidas, sendo as demais matrizes consideradas incertas. Deve-se notar que, na maior
parte deste trabalho, serd assumida a hipdtese de que apenas as matrizes A, B e F sao
incertas, sendo precisamente conhecidas as matrizes de ponderacdo do problema étimo, C'
e D, e as matrizes de aquisicao de informacao, I e G.

Ao longo deste trabalho, serd livremente empregada a notacio A € P para expressar
“(A,B,C,D,E,F,G) € P para alguma séxtupla (B,C, D, E, F,G)”, sempre que tal simpli-
ficacdo ndo causar ambiguidade. O mesmo se aplica a todas as matrizes do sistema.

O conjunto P ao qual pertencem os parametros do sistema dindmico ¥ ird assumir as
seguintes formas particulares ao longo deste trabalho:

e P como um unico ponto. Neste caso, o sistema é precisamente conhecido.

e P como um politopo convexo com nimero de vértices igual a v. Neste caso, os
parametros do sistema satisfazem uma relacdo do tipo:

(A,B,C,D,E,F, G) = Zai(AithCiaDiaEhF’iaGi)
=1
(2.3)

v

Z%’:l ;o oa; >0

i=1
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e P como um conjunto limitado em norma. Os pardmetros do sistema devem neste caso
satisfazer:

A=A, + WasAs My

B =B,+ WgAgpNp

E=E,+WgApQg (2.4)
F=F,+7ZrArNp

G=G,+ ZagAzMyz

sendo que os pardmetros nominais (A,, B,, Fo, F,,G,) e as matrizes Wiy, My, Ny,
Q(.) e 7 sao conhecidos, enquanto as matrizes A,), sendo desconhecidas, satisfazem:

|a0] = omantag) <1 (2.5)

2.2 Problema de Regulacao Otima

Nesta secdo é estabelecido o problema de minimizacdo de determinada norma da saida
y(t) do sistema X, dado que é conhecida a saida z(f) e que é possivel sintetizar funcoes
arbitrarias do tempo u(¢). O problema aqui definido é denominado problema de requlagdo
otima (problema RO), sendo formalizado em termos de um funcional custo de generalidade
suficiente para enquadrar toda uma familia de problemas de minimizacdo de critérios de
norma que serao abordados nos proximos capitulos. Em particular, serdo explicitamente
abordados os problemas de minimizacao das normas Hg e Ho, de sistemas.

Definigao 2.1 (Problema RO) Sejam X um sistema dindmico conforme definido em
(2.1), Q& uma classe de sinais no espago F?, e Z(X,Q, z,) o conjunto de solugées do sistema
para tal classe de sinais de entrada. Seja ainda F(y) uma norma dos sinais y(t) € F™. O
problema de regulagao otima (problema RO) € definido como o problema de determinagao
de u*(t) tal que:

u*(t) = arg min sup F(y)
u(t) w(t)

u(t) = g(2(t)) para algum g : RY — RP
w(t) € Q (2.6)

(y,u) € 2(X,Q,2,)

z(0) =z,
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2.3 Regulacao Otima em Norma L,

A familia de funcionais F(y) especificada na definicio do problema RO acima inclui as
normas L,, p > 1. Diversas classes importantes de problemas se enquadram na formulagao
do problema RO com esses funcionais, tais como:

e ) contém um tunico elemento w(t), e o funcional de custo F(y) corresponde a uma
norma £, da saida y(t) para essa entrada especifica.

e Q ¢é definido como o conjunto dos sinais w(¢) que possuem determinada norma £,
menor que 1 e o funcional F'(y) é uma norma £, de y(¢). Nesse caso, trata-se de um
problema de minimizacdo de uma norma induzida.

O problema de minimiza¢ao da norma Hs da funcao de transferéncia em malha fechada
de w para y recai no caso de minimizacao da norma L5 da saida para uma entrada especifica,
no caso a entrada impulsiva. Ja o problema de minimiza¢do da norma H,, dessa mesma
funcdo de transferéncia recai na minimizacdo de uma norma induzida de £y para £3. Uma
discussao especifica desses problemas serd tema de um capitulo posterior.

Outros problemas que vém sendo estudados recentemente e que também se enquadram
na formulacdo do problema RO sdo: minimizacdo da norma L., da saida dado um sinal
especifico de entrada (entrada impulsiva); minimizacao da norma L, da saida para sinais de
entrada cuja norma L, é menor que 1. Tais problemas ndo serdo especificamente abordados
neste trabalho, embora os resultados gerais obtidos para o problema RO genérico sejam
validos para os mesmos.

2.4 Regulacio Otima: Regularidade e Singularidade

O problema de regulacao étima do sistema X recai em duas classes de problemas com
caracteristicas bastante distintas, dependendo do posto de colunas da matriz D ser completo
ou nao. Essa diferenca estrutural entre os dois casos é devida ao fato de, no caso de posto
completo, haver um custo associado a execucao de qualquer acdo de controle, enquanto no
segundo caso ac¢bes de controle aplicadas em determinadas direcoes do espaco sdo livres de
ponderacdo na funcdo custo. Assim, no segundo caso é possivel aplicar acoes de controle em
principio ilimitadas nas direcbes “ndo ponderadas”. Para uma matriz C fixa, a norma da
safda do sistema seria minimizada, no caso singular, até patamares que niao seriam possiveis
de atingir caso as acOes de controle fossem completamente ponderadas.

Essa questao é exemplificada abaixo, para uma classe particular de problemas do tipo
controle barato (“cheap control”), com sinais de perturbacdo no espago imagem da matriz
de entradas de controle.

EXEMPLO 2.1 Considere-se o sistema:
zy | | A Ags z 0 0
=l L R e R

y:[Cl CQ][zi]—}-EDU

(2.7)

Assuma-se que B é uma matriz quadrada ndo-singular. Nesse caso, tem-se que R(F) C R(B).
Assuma-se também que a matriz D possui posto completo de colunas. A ponderagao das entradas
de controle na saida do sistema depende, portanto, do parametro e.
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Considere-se entao o problema de projeto do controlador com estrutura de realimentacao com-
pleta de estados:
u= Kz (2.8)

com um critério de otimalidade do tipo norma £, de y, dada uma classe de sinais w e uma condicao
inicial nula (z, = 0).
Impoe-se uma estrutura de controlador parametrizada por e:

U=

%[ Ky Ky | [ 2 ] (2.9)

Impoe-se ainda, como hipdtese adicional, a ortogonalidade entre a imagem de B e o espago nulo de
K:
p(BK3) = p(B) (2.10)

Nesse caso:

& | _ An Aia x 0 .
[ 3 ] B [ Aoy + 1BK;  Asy + 1BK, ] [ 2o ] + [ E ] w (2.11)

ou ainda:
21 = Az + Aazs
(2.12)
€y = (€As1 + BK1)z1 + (€422 + BK3)zs + eFw

Estudando agora o caso singular, ou seja, € — 0, observa-se que o controlador parametrizado na
forma (2.9) assume uma estrutura do tipo ganhos elevados (“high gains”). A malha fechada tende,
no limite em que € — 0, para:

1 = Anzi + Az

(2.13)
0= B[(ll‘l + BI(QIQ
Como por hipétese B e BK5 sao quadradas e nao-singulares, tem-se:
0 =Kz + Kyzy . 22 = Ky K12 (2.14)

ou seja, a relacao entre x1 e x5 torna-se algébrica. A dinamica em malha fechada passa a ser descrita
por:

i1 = (A1 + AKy K)o (2.15)

O sistema passa a apresentar, portanto, uma dinamica de ordem reduzida, em que a entrada de
perturbacao w tem seu efeito cancelado. Tal efeito de cancelamento esta diretamente relacionado a
estrutura de ganhos elevados e ndo se verificaria, em geral, para K finito (pode ocorrer, em alguns
casos, a possibilidade de desacoplamento total de perturba¢des com ganhos finitos).

Logo, a estrutura de ganhos elevados mostrada acima sempre conduz ao controlador 6timo,
qualquer que seja a norma sendo otimizada, para sistemas da classe que foi considerada.

<&

O préximo capitulo é dedicado & apresentacdo dos resultados ja publicados na literatura,
relacionados com o caso singular (ou seja, D'D # 0) de problemas de regulacdo 6tima em
norma L,.

Serd visto o quanto o problema geral definido neste capitulo difere, e 0 quanto se apro-
xima de tradi¢cbes de pesquisa existentes.
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Capitulo 3

Controle Otimo Singular: Quadro
Teorico Atual

Este capitulo faz uma apresentacdo do estigio atual do conhecimento sobre o tépico es-
pecifico do controle dtimo singular. Essa discussio é importante porque delimita exata-
mente o campo no qual serd desenvolvido o presente trabalho de tese. Conforme discutido
no capitulo 2, o eixo do presente trabalho é a formulacdo de um problema de controle 6timo
singular que, abordado de maneira conveniente, dard origem a controladores com diversas
propriedades interessantes de robustez, nisso permitindo o estabelecimento de bases tedricas
comuns para uma variedade de técnicas de controle robusto hoje vagamente conectadas.
Este capitulo apresenta um panorama do conhecimento disponivel sobre casos particulares,
ja estudados, do problema de controle 6timo singular aqui formulado e das solucoes hoje
existentes para tal problema.

E feita a apresentacdo dos resultados que sdo correlacionados com aqueles que serdo
aqui obtidos. Procura-se aqui, na medida das possibilidades deste autor, citar de maneira
completa a literatura existente, organizando-a e colocando-a em perspectiva. O objetivo
nesta etapa serd o de delimitar o estdgio atual do conhecimento no que se refere aos aspectos
especificos abordados, procurando identificar brevemente as lacunas que serdao exploradas
no presente trabalho.

Convém esclarecer que o presente capitulo, estando situado na parte introdutéria desta
tese, cumpre o papel de revisar apenas a bibliografia correlata com o problema bdsico
tratado neste trabalho, qual seja, o controle 6timo singular. Os diversos desdobramentos
desse problema ndo sdo tratados neste capitulo. Isso é feito para obter uma maior legibili-
dade do texto, sendo que as questoes relativas a alguns desdobramentos serao apresentadas
posteriormente, a medida em que sua revisao se fizer necessaria.

3.1 Controle Otimo: Regularidade e Singularidade

N3ao sera feita aqui uma tentativa de resumir todo o desenvolvimento da teoria de controle
otimo de sistemas dindmicos. O leitor interessado nos fundamentos gerais do controle 6timo,
desenvolvidos a partir do célculo variacional, é remetido as referéncias [72, 71].

A regularidade de uma lei de controle é definida como a propriedade dos sinais de controle
associados a tal lei serem estritamente limitados (ou seja, pertencentes ao espaco L) [21].

33
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De maneira genérica, considere-se entdao o sistema dindmico:
&= f(z,t,u,d) (3.1)

Considere-se ainda o seguinte funcional (chamado funcional de custo):

J= /bL(x)d.t (3.2)
A lei de controle u*(t) é dita ser étima se:
ut = min ./ (3.3)
sob a restricao da equacdo dinamica (3.1). Se:
|u*(1)] < o0 V1€ ][a,b] (3.4)

entao o controle 6timo u*(¢) é dito ser regular.

Nos métodos de projeto de controladores 6timos mais usuais, adota-se como procedi-
mento padrdo para a obtencdo de leis de controle regulares a adicdo ao funcional de custo
(o qual deve ser minimizado pela lei de controle) de um termo de penaliza¢do da agao de
controle. Nesse caso, redefine-se o funcional de custo como:

b
J:/ (L(z) + M(u))dt (3.5)

sendo vélida a hipétese (R1):

(R1) M(-) é uma funcdo convexa estritamente definida positiva para valores ndo-nulos do
argumento.

Esse tipo de procedimento na maioria dos casos conduz efetivamente a sintese de leis de
controle regulares, embora nao haja garantia de que tal efeito de regularizacio ocorra [21].

O controle de sistemas dindmicos com a otimizacdo da norma Hy ou H., do sistema
em malha fechada vem sendo largamente empregado como sistematica de sintese de contro-
ladores para sistemas lineares multivariaveis [4, 140]. Para ambas as normas, os métodos de
projeto do controlador 6timo foram originalmente desenvolvidos supondo uma regularizacao
do tipo descrito pela equacao (3.5) e uma hipétese do tipo (R1). Essa hipdtese é necessaria
para a regularidade da lei de controle 6tima resultante, em ambos os casos, embora nédo seja
suficiente no caso de otimizagdo da norma H,, [98].

No presente trabalho é suposto um sistema dinamico linear, com parametros possivel-
mente incertos, sendo que se deseja otimizar uma norma do sistema (possivelmente uma
norma H, genérica). Ndo se supbe no entanto uma hipétese como (R1), o que implica em
que o problema de controle 6timo é possivelmente singular. Nos capitulos que se seguem, é
apresentado um procedimento geral para a decomposicao do problema de otimizacdo pos-
sivelmente singular de tal maneira que sua solucdo seja dada em termos da solucdo de um
problema de ordem reduzida no qual é valida uma hipétese do tipo (R1), acrescida de leis
precisas para a passagem dessa solucao regular de ordem reduzida para uma solugdo com-
pleta possivelmente contendo sinais pertencentes ao conjunto das distribui¢ées'. A solugio
completa do problema, portanto, passa a depender apenas da disponibilidade de maquinario

adequado para resolver o problema de ordem reduzida, no qual é valida uma hipdtese do
tipo (R1).

1Ou seja, sinais que possivelmente contém a fungio impulso mais suas derivadas e integrais.
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3.2 Controle Otimo Hs

Um dos problemas tipicos abordados pela teoria de controle moderno no inicio de seu de-
senvolvimento foi o controle linear quadratico. O controle linear quadratico em sua versdo
estocdstica e com funcdo custo regular deu origem ao paradigma do controle LQG (lin-
ear quadratico gaussiano) — uma das técnicas mais populares de sintese de controladores
hoje disponiveis, que se tornou uma espécie de “padrao” para o projeto de sistemas multi-
varidveis. As referéncias [124] e [5] (respectivamente tratando do controle LQ e LQG) foram
publicadas no periodo em que estava se consolidando a teoria do controle linear quadratico,
sendo ambas apresentacoes extensas e em profundidade do assunto, tendo exercido influéncia
sobre trabalhos posteriores.

Pela primeira vez na teoria de controle foi possivel, com a metodologia L.QG, partir
do modelo do sistema e de seus sinais de perturbacdo e obter de maneira inteiramente
algoritmica um controlador (estdtico ou baseado em observador, mas sempre de ordem
menor ou igual a do sistema controlado) com propriedades de desempenho em malha fechada
de alta qualidade, sem depender em principio de procedimentos de ajuste ad-hoc. Dentre as
caracteristicas que se esperam obter do controle LQG, em condicées adequadas de projeto,
podem ser enumeradas as propriedades de margens de ganho e de fase usualmente “seguras”
(no caso de pardametros precisamente conhecidos), e ainda uma certa tolerancia a presenca
de atrasos puros de tempo. Além disso, sua interpretacdao em termos de minimizacdo de
custos de energia freqiientemente é significativa. A referéncia [4] faz uma apresentacao
didatica e detalhada, sob um ponto de vista moderno, tanto do projeto de controladores
lineares quadraticos quanto da andlise de suas propriedades.

Recentemente, tal técnica de projeto veio a ser reinterpretada, em termos da mini-
miza¢ao da norma Hy de determinada func¢do de transferéncia associada ao sistema dinamico
e a funcdo objetivo. Conceitualmente, isso implica em ndo mais considerar o problema-
protétipo no qual determinado sistema com condi¢Oes iniciais arbitrarias deveria ser con-
duzido a origem com custo quadratico minimo; o problema-protdtipo passaria a ser definido
como o de minimizar um custo quadratico (norma H3) da saida desse sistema, diante de per-
turbacoes estocasticas sendo injetadas nas equacgoes de estados de maneira persistente. Essa
questdo de interpretacdo fisica do problema de controle étimo Hy é discutida em detalhe
nas referéncias [5, 7].

3.2.1 Formulagao do Problema H,

Nesta subsecdo é apresentado um sumario da teoria de controle 6timo Hs no contexto de
sistemas lineares invariantes no tempo com realimentaciao de estados completa e horizonte
infinito de tempo.

Definigdo 3.1 (Problema LQ) Dado o sistema dindmico:

&= Az + Bu (3.6)
com estado inicial (0) = zg, determinar u : Ry — R™ tal que:
J(zo,u) 2 / [2'()Qz(t) + 2u'(¢)Sz(t) + u'(t) Ru(t)] dt (3.7)
0

seja minimo.
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Aqui tem-se A € R™" B € R"™™ x5 € R", e @, S, R sdao matrizes de dimensdes com-
pativeis tais que:

M 2 Q 5!
M_[S R] (3.8)

é simétrica ndo-negativa semidefinida. Casos especiais deste problema geral sdo o problema
nao singular, em que R > 0, e o problema-padrao (“standard problem”), em que R > 0 e
S=0.

A solucdo completa para o problema padrdo foi um dos importantes resultados obtidos
no infcio do desenvolvimento da teoria de controle no espago de estados, tendo dado origem
ao paradigma do controle LQG [5]. O problema ndo singular por sua vez pode ser reduzido
ao problema-padrdo por meio de uma transformacio do tipo v = Fz 4+ v. A solu¢do do
problema-padriao é dada pela lei de realimentacio linear com ganhos constantes:

u(t) = Ka(t)
K=-R'B'P (3.9)
sendo P a solucdo definida positiva de:
A'P+PA—-PBR'B'P+Q =0 (3.10)
A equagdo (3.10) é a forma algébrica da equagdo de Riccati.
E interessante reformular o problema em termos da seguinte decomposicao para a matriz
M [48]:

Q S
S R

:[gl,]-[c D | (3.11)

Isto é sempre possivel, uma vez que M > 0. Com isso, pode-se introduzir a “saida” artificial
y = Cz + Du e considerar o sistema:

z = Az 4+ Bu
(3.12)
y=Czx+ Du

A expressao (3.7) é reescrita:

J(z0,u) = /0 Ty () dt (3.13)

O problema nao-singular é estabelecido em termos da relagao: R = D'D > 0, o que ocorre se
e somente se D possui posto completo de colunas. Adicionalmente, se D'C' = 0, o problema
é padrdo. Se o problema ndo singular nao é padrdo, existe uma transformacao que o leva a
tal forma [48].

Naturalmente, a solucdo do problema é a mesma substituindo-se a condicdo inicial por
uma perturbacio persistente ndo-correlacionada entrando em todo o espaco de estados:

z=Az 4+ Bu+ Fw
(3.14)
y=Czx+ Du
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A otimiza¢do do sistema (3.14) segundo o critério (3.13) é equivalente ao problema de
minimizac¢do da norma Hq da fun¢do de transferéncia da entrada de perturbagoes w para a
saida y:

Definigao 3.2 (Problema H;) Seja a matriz de transferéncia:
H(s)=Cy(s1— Af)"'E (3.15)

onde Ay e Cy correspondem as matrizes em malha fechada sob a realimentagdo através da
matriz de ganhos K :

Ay = A+ BK
(3.16)
Cy=C+ DK
Determinar a matriz K que minimiza a norma Hy de H(s) assim definida:
1 [ . :
IH@IE = 5= [ T [ (=) H () s (3.17)
d

A solucdo do problema H; corresponde exatamente? & solucdo do problema LQ, sendo dada
por (3.9) convenientemente adaptada (caso do problema-padrao):

u(t) = Kz(t)
K=—-(D'D)'B'P (3.18)
A'P+ PA-PB(D'D)'B'P+C'C=0

A solucdo (3.18) nao é valida para problemas singulares, uma vez que envolve a inversdo da
matriz D'D.

3.3 Controle Otimo A, Singular

O problema do controle linear quadratico com ponderacgoes singulares nas entradas de con-
trole é mais dificil de ser tratado que o problema regular. Um fluxo continuo de publicac¢oes
vem investigando o assunto desde final da década de 60, e apenas recentemente tém surgido
solucdes razoavelmente completas para o problema [126]. No entanto, ainda ha diversas
questdes em aberto com relagdo a possibilidade de sintese dos controladores 6timos [107],
bem como em relacao a interpretacdo dos resultados obtidos.

Nesta subsecdo, faz-se uma revisao das diversas abordagens empregadas para tratamento
do problema linear quadratico singular.

2Entenda-se tal correspondéncia no sentido da igualdade do controlador K resultante nos dois casos. A
igualdade também do critério de custo dos dois casos dependeria da hipétese adicional de que z,z, = EE’.
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3.3.1 Regularizagao via processo limite

abordagem mais freqiientemente encontrada na literatura tem sido a de considerar o
A abord f t t trad literat t d d d
problema singular enquanto o limite de um problema regular com um parametro escalar €
que multiplica a matriz D'D tendendo a zero:

o0

J(z0,u) = /0 [2/(1)C"Ca(t) + u/(t)eD' Du(t)] dt (3.19)

Seguindo essa abordagem, podem ser citados: [31], [44], [66], [54] e [97]. Desses autores, [54]
e [97] desenvolvem seus trabalhos utilizando a teoria de sistemas singularmente perturbados.

Uma limitacdo desse tipo de abordagem é a dificuldade de tratar matrizes D com
deficiéncia de posto porém com posto nao nulo.

3.3.2 Anadlise via matriz de dissipagao

Uma segunda abordagem para o estudo do problema Hs singular utiliza uma anélise indireta
do problema, baseada nas solu¢bes de uma inequacdo matricial linear, que no caso regular
recai na equacdo algébrica de Riccati. Define-se a matriz de dissipagao como [102]:

AK+ KA+C'C KB+C'D
F(K)= , 2
(K) B'K + D'C D'D (3:20)
A solugao do problema singular estd relacionada com a minimizagao do posto de F(K),
sendo que a matriz K* que resolve o problema é maxima® dentre as matrizes simétricas que
satisfazem a inequacdo de dissipacdo:

F(K)>0 (3.21)

Essa linha de trabalhos comega com o artigo de Willems [124], no qual nao é feita uma
tentativa de estudo especifico do problema singular. Nesse trabalho, no entanto, sio es-
tabelecidas as questGes e ferramentas que seriam exploradas mais tarde. O problema do
controle 6timo singular Hs é estudado em [102], seguindo as sugestoes de Willems. Nessa
mesma linha aparece ainda o trabalho [117].

3.3.3 Solugao completa via abordagem geométrica

A referéncia [125] desenvolveu a teoria dos subespacos quase-controlados invariantes. A
referéncia [48] formulou e demonstrou a hipdtese de que tal teoria constituiria uma fer-
ramenta genérica para o estudo de problemas da classe linear quadrdtico singular 6timo.
Essa referéncia desenvolveu solugoes completas para o caso de sistemas de minima fase. A
abordagem empregada em [48] envolve a transformacdo de varidveis:

=1
- - (3.22)
T=z— Bu
Com essa transformacdo aplicada uma ou mais vezes, o sistema torna-se regular nas novas
varidveis.

Diz-se que uma matriz X pertencente a um conjunto de matrizes simétricas é mdzrima nesse conjunto
se X — W > 0 para toda W pertencente a tal conjunto.
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Essa abordagem para “regularizacdo” aparentemente é inaugurada no trabalho [77],
sendo posteriormente empregada ainda em [39].

Partindo das bases calcadas na abordagem geométrica para andlise do problema linear
quadrético singular, lancadas em [48], a referéncia [126] resolve o problema singular Hy de
maneira completa. Sdo preliminarmente definidos os subespacos:

V* - o subespaco de anulamento da saida (“output nulling”);

R* - o subespaco controldvel de anulamento da saida (“controllable output nulling”);
V¥ - o subespaco de £,-quase anulamento da saida;

R - o subespaco controldvel de L.,-quase anulamento da saida;

V; - o subespago de £;-quase anulamento da saida;

R} - o subespaco controldvel de £;-quase anulamento da saida.

Esses subespacos sdo entdo empregados como primitivas para a determinacdo da solugdo
do problema LQ singular. O centro dessa abordagem do problema é a determinacdo de
sub-problemas regulares que podem ser resolvidos de maneira convencional. As solucbes
para as trajetérias 6timas sdo dadas entdo em termos de composicoes de subespacos. O
sistema (3.14) é decomposto de forma a ficar com a estrutura:

;fl All 0 0 0 A15 1 B11 0
T Ay Ay O 0 Ay T3 B 0
3 | = | A1 Aszy Azz Aszq Ass w3 |+ | Bz | U1+ | Bas | uy
T4 Ay O 0 Ay Ay T4 By By
T5 As; 0 0 Asy Ass z5 Bis Bas
= ﬂl (323)
L1
L2
ya=|Ca 0 0 0 Coys T3
Lq
L5

Essa decomposicdo do espaco de estados é tal que:

X=X X35 X, A5 (3.24)
sendo que:
Xg - R*
Xop A3 =V
(3.25)
Xg EB X4 - RZ

X3 Xy X5 =R}
Na maioria dos trabalhos desenvolvidos dentro do quadro da abordagem geométrica,
uma dificuldade apontada pelos préprios autores desses trabalhos?* refere-se ao célculo dos

*Tal é o caso, por exemplo, de [125].
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subespacos supremos invariantes, como aqueles acima citados. Usualmente é apresentado
apenas um “algoritmo conceitual”, que em geral ndo conta com o atributo da estabilidade
numérica. Embora ji tenha sido mostrada a possibilidade de computo de tais subespacos
supremos com algoritmos numericamente estiveis, isso ndo é feito usualmente devido a
complexidade dos algoritmos envolvidos.

A abordagem a ser desenvolvida no presente trabalho ird obter, para o caso do problema
'H, singular com parametros precisamente conhecidos, uma decomposicao semelhante aquela
acima apresentada, partindo no entanto de uma base conceitual assentada apenas na algebra
matricial classica. Isso ird permitir a utilizacdo de algoritmos numericamente estiveis e com
estrutura bastante simples para determinacdo da decomposicio do sistema.

3.4 Controle H

Ao final da década de 70 o chamado controle H,, foi formalmente proposto em um trabalho
pioneiro de George Zames [135]. Esse trabalho aplicava a teoria de operadores (da analise
funcional) para modelar sistemas dindmicos como elementos de espacos de Banach. Com
esse ferramental, abordava-se o problema de reducdo da sensitividade do sistema em malha
fechada tanto a perturbacoes aditivas injetadas em entradas do sistema quanto a incertezas
nos préprios parametros do sistema.

Nao havia entretanto, num primeiro momento, as ferramentas computacionais capazes
de efetivar as técnicas de controle conceitualmente propostas por Zames, num quadro tedrico
de sistemas modelados por entrada-saida. A busca por tais ferramentas concentrou os
esforcos de grande niimero de pesquisadores no inicio da década de 80. Gradualmente, foi
sendo reintroduzida a formulacdo em termos de espaco de estados dentro dos trabalho desses
pesquisadores. Os trabalhos [32] e [33] sdo marcados por uma formulacdo hibrida, e pelo
desenvolvimento de um ferramental de projeto ja operacional, no entanto ainda rudimentar,
de dificil aplicabilidade. O trabalho [26], culminando uma série de desenvolvimentos tedricos
empreendidos durante os anos 80 [138, 33, 91, 60, 61, 43, 141] promove a integracao do
controle H,, ao contexto geral dos métodos no espaco de estados. Ali se estabelece a
conexdo entre o controle Ho, e o controle LQG (rebatizado controle Hy). A solugao do
problema H, é apresentada em termos de solugoes de equacoes de Ricatti modificadas, com
uma formulacdo cuja estrutura muito se aproxima da solugdo cldssica do problema LQG.
Com isso, tornou-se disponivel o ferramental computacional necessiario para o projeto de
controladores H,,, agora baseado em modelos do tipo espago de estados. O estagio atual
da teoria do controle H., é descrito, de maneira extensiva, no recente livro [140].

3.4.1 Formulacao do Problema H

Nesta secdo, os principais resultados relativos ao controle H,, para sistemas na forma de
espaco de estados, com realimentacido completa de estados e horizonte infinito de tempo sdo
sumarizados.

A norma H,, de sistemas lineares invariantes no tempo é igual a norma induzida £, da
entrada para a safda desses sistemas. Esta propriedade é explorada na definicio abaixo do
problema H .

Definigao 3.3 (Problema H.,)
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Dado o sistema dinamico:
= Az + Bu+ Fw
(3.26)
y=Czx+ Du

O problema de controle H,, v-restrito é definido como o problema de determinagdo da lei
de controle u.(t) tal que a norma Ly induzida da entrada w(t) para a saida y(t) seja menor,
em malha fechada, que determinado valor v preestabelecido:

" { Iyl 7} (3.27)

[l

O problema de controle H,, 6timo € definido como o problema de determinacdo da lei de
controle u(t) tal que a norma Ly induzida da entrada w(t) para a saida y(t) seja minima
em malha fechada:

U = arg min  max ||y, (3.28)

u(t) Jlw(t)]l,=1
d

Deve-se a Khargonekar e Poola [61] a demonstracido de que, no caso de realimentagao
completa de estados, a solucdo do problema H,, 6timo é alcancada por um controlador do
tipo realimentacdo estdtica de estados. Isso permite reescrever o problema H., da seguinte
forma:

Definigao 3.4 (Problema H., - Realimentacdo de Estados)
Seja dado o sistema dindmico:

z=Az + Bu+ Fw
(3.29)
y=Cz+ Du

no qual € possivel a realimentacdo completa de estados, ou seja, € possivel escrever:
u(t) = f(z(t)) (3.30)
Seja a matriz de transferéncia em malha fechada:
H(s)=Cy(s1— Af)"'E (3.31)

onde Ay e Cy correspondem as matrizes em malha fechada sob a realimentagdo através da
matriz de ganhos K :
Ay = A+ BK
(3.32)
Cy=C+ DK

A solugdo do problema otimo H ., nesse caso equivale a determinar a matriz K que minimiza
a norma He, de H(s) assim definida:
[H(s)||., = SUP Oz (H(S)) = sup ess opae (H(jw)) (3.33)
seCy weR
A solugdo do problema H., 7-restrito corresponde a determinar uma matriz K tal que a

norma Heo de H(s) acima definida seja menor que 7.
a
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A grande importancia representada pelos métodos de projeto de controladores baseados
em minimiza¢do de normas Hs, ndo deriva propriamente das caracteristicas de atenuacdo
de sinais de distirbios assim obtidas, mas principalmente da robustez que se assegura,
dada uma norma H,, de um sistema, diante de perturbactes de modelo introduzidas na
forma de subsistemas parasitas conectados entre a saida e a entrada em questdo. Esse
resultado, conhecido como teorema do ganho pequeno, origina-se no trabalho de Zames
ainda na década de 60 [131]. Essa robustez, em linhas gerais, pode ser expressa nos seguintes
termos: considere-se um sistema dindmico H como mostrado na figura 3.1, com vetor de
entradas de controle u(t), vetor de estados z(t), vetor de entradas de perturbacdo w(t)
e vetor de saidas controladas y(¢). Suponha-se que, controlado pelo controlador G, esse

w() y(1)
w(t) y(t) u(t) n 2(t)
u(t) | n ()
G

Figura 3.1: (a) Sistema dinamico H a ser controlado: vetor de entradas de controle u(t),
vetor de estados z(t), vetor de entradas de perturbagao w(?) e vetor de saidas controladas
y(t). (b) Sistema dindmico em malha fechada com controlador G.

sistema apresente em malha fechada uma norma H., menor que v. O teorema do ganho
pequeno afirma que se for agora considerado o mesmo sistema H, nao mais tendo w(?) como
um vetor de sinais de perturbacdo e y(t) como um vetor de sinais de saida controlada, mas
como respectivamente a saida e a entrada de um subsistema A (ver figura 3.2) que representa
as incertezas de modelo presentes, entdo o sistema em malha fechada permanecera estavel
para todo A com norma H,, menor que 1/7.

A

aty | (1)
G

Figura 3.2: Sistema dindmico H controlado pelo controlador G e com incerteza modelada
por A.
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Adotando-se a simplificagao de que determinado sistema dindmico descrito por (3.29)
se encontre na forma padrdo, ou seja, que:

e C'D=0
e D'D >0

tem-se que a equacdo de sintese do controlador de realimentacdo de estados H, y-restrito
é dada por:

K= (D'D)y"'Bw! (3.34)

sendo a matriz W = W’ > 0 a solucao simétrica definida positiva da equacao de Riccati:
AW + WA + WC'CW +~y7*EE' - B(D'D)'B' =0 (3.35)

O problema de sintese de controladores H, y-restritos com realimentagdo estatica de esta-
dos, para valores de 4 maiores que o minimo v possivel, v* (ou seja, para problemas sub-
6timos diferentes do problema étimo H, ), pode ser resolvido por infinitos controladores
diferentes. O controlador especificamente produzido por (3.34) é denominado o controlador
central Hy,. O espaco de controladores-solu¢do do problema no entanto diminui & medida
em que 7 se aproxima de 7*, sendo que ao se atingir ¥ = 7* (problema 6timo) a tnica
solugdao® ¢ dada por (3.34), para (3.35) calculada com v = ~*.

Naturalmente, a solugao (3.34) ndo se aplica a sistemas singulares, nos quais D’'D nao
é estritamente definida positiva.

3.5 Controle H, y-Restrito Singular

Como conseqiiéncia da multiplicidade de solu¢bes para o problema ~-restrito quando ~
é maior que o valor 6timo ~*, o unico caso em que a solu¢do do problema H., passa
necessariamente por (3.34) é no problema H,-6timo. Sé nesse caso entdo se caracteriza a
singularidade legitima, quando D’D nao ¢ estritamente definida positiva. Claramente, nos
casos y-restritos, apesar da matriz D’D ser possivelmente singular, se houver uma solucio
singular com v* < 7, pode-se sempre encontrar uma solucdo ndo-singular, ou seja, que nao
envolva sinais de controle fora de £..

Essa é a base para determinacdo de solucoes do chamado problema H, singular (na
realidade, o problema H, 7-restrito com ponderacoes singulares) na maior parte da litera-
tura que até o momento se dedicou ao assunto. Tal é o caso nas referéncias [22, 35, 53, 105,
109, 108]. A referéncia [103] propde a otimizagao de um critério de norma Hy (regularmente
definido) sob uma restricdo H, singular, de forma que possui subjacente a mesma légica
de tratamento da singularidade.

De maneira implicita, o mesmo ocorre nas referéncias [91, 141] que, sendo precursoras
da aplicacdo de equacoes de Riccati a solucdo do problema H,,, formulam a solucdo desse
problema em termos de familias de equacgoes de Riccati, contendo pardmetros livres que
permitiriam a busca de solugoes distintas dentro do espaco de solucbes possiveis.

A dnica excecdo a tal esquema de tratamento da singularidade através da utilizacdo
dos graus de liberdade associados ao problema restrito aparece na referéncia [23]. Nessa

®Existem outras solugbes que envolvem controladores dinidmicos; a unicidade aqui afirmada refere-se
familia dos controladores do tipo realimentagao estatica de estados.



44 Capitulo 3. Controle Otimo Singular: Quadro Tedrico Atual

referéncia, emprega-se a hipotese de disponibilidade de informacao sobre o vetor de per-
turbacgoOes injetado no sistema. Dessa forma, o controle do tipo desacoplamento de per-
turbagoes pode ser feito sem recurso a ganhos elevados. Mesmo com a restritividade da
hipétese utilizada, bastante forte, tal metodologia poderia ter sido utilizada para obtencao
do controlador H,, 6timo; isso no entanto ndo foi feito em tal referéncia.

3.5.1 e-regularizagao

O procedimento tipico dessa linha de trabalhos é adotado, por exemplo, em [22]. Agrega-se
a matriz D uma matriz qualquer ¢ multiplicada por um parametro ¢, de tal forma que a
matriz D dada por:

D=[D ] (3.36)

possua posto completo de colunas para todo € > 0. Feito isso, basta agora encontrar um
valor de € suficientemente pequeno para que o problema H,, v-restrito, com a matriz D
substituida por D, seja factivel. Encontrado o controlador que soluciona esse problema com
D, tem-se que esse controlador também soluciona o problema com a matriz D, uma vez que
a norma H,, do sistema no segundo caso deve ser necessariamente estritamente menor que
no primeiro.

3.5.2 Decomposigao regular/singular

As referéncias [108, 105] aplicam uma abordagem mais sutil. Em primeiro lugar, o sistema
é decomposto, sendo reescrito como a conexao de dois sub-sistemas, um dos quais é forte-
mente controldvel (“strongly controllable”) e isento de custo de controle, enquanto o outro
é regularmente ponderado. Essa decomposicao é realizada por meio de uma realimentacao
preliminar. Note-se que o sistema decomposto resultante é muito similar ao resultado do
algoritmo de decomposicdo regular/singular, que serd apresentado no capitulo 4 desta tese,
apesar de ndo ser exatamente equivalente. O subproblema regular é entdo resolvido da
maneira usual, através de uma equacdo de Riccati, enquanto o subproblema singular é re-
solvido por meio de uma realimentacdo de estados usual, na qual se impde que a rejeicdao
de perturbagbes em malha fechada (recordar que o sistema em questao é fortemente con-
trolavel e portanto admite a atenuacdo de perturbacoes para qualquer fator de atenuacio
€ > 0) seja menor que determinado limiar, de tal forma que o sistema completo interligado
atenda a restri¢do de norma H,, menor que . Note-se em primeiro lugar a vantagem desta
abordagem em relacido a anterior, uma vez que separa-se a parte “regular” da acdo de con-
trole (que é calculada por métodos confidveis) da parte “singular”, sendo que esta iltima
deve satisfazer uma restricdo. Isso, ao menos conceitualmente, introduz mais estrutura no
algoritmo de projeto, trazendo maior confiabilidade ao resultado. Entretanto, o calculo da
parte “singular” da acdo de controle envolve a determinacdo do supremo de seqiiéncias de
espagos (A, B)-invariantes. Ja existem métodos numericamente estaveis capazes de realizar
esses cdlculos; no entanto tais métodos ndo sdo utilizados pela maioria dos autores que
desenvolveram trabalhos dentro da abordagem de decomposicdo regular/singular. Segundo
os proprios autores dos trabalhos, isto pode gerar dificuldades numéricas para a execucao
dos algoritmos de sintese.

A referéncia [109], embora tratando de problemas mais complexos, considerando hori-
zontes finitos de tempo, sistemas variantes no tempo e realimentacdo dinamica de saida,
utiliza essencialmente a mesma abordagem bdésica.
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3.5.3 Parametrizagao de miiltiplos controladores

As referéncias [53, 35] utilizam o ferramental de LMI’s (“Linear Matrix Inequalities”) para
fornecer familias de solu¢Ges para o problema H., vy-restrito. Um caso particular de tais
solucdes, como detalhadamente explicado em [35], seria o equivalente ao controlador central,
que no caso singular ndo poderia ser aplicado. Outras solu¢bes parametrizadas nesses
trabalhos ndo se tornam singulares (isto é, continuam no espaco L.,) quando a matriz D
deixa de ter posto completo de colunas, desde que ¥ continue maior que ¥*.

A determinagao dessas solucdes (para um problema de factibilidade) pode ser feita por
meio de algoritmos convexos de otimizacdo para os quais se dispoe de um maquindrio com-
putacional de elevada eficiéncia ja desenvolvido. Essa é a grande vantagem de tal tipo
de abordagem. Por essa razdo, no presente trabalho de tese, a abordagem de formulacdo
dos problemas de sintese em termos de problemas convexos de otimizagao (com formato
de LMTI’s) também serd empregada, em um contexto no entanto diferente daquele das re-
feréncias [53, 35].

3.5.4 Familias de equagoes de Riccati

As referéncias [91] e [141] empregam basicamente o mesmo esquema, evitando a necessidade
de introduzir uma hipétese de nao-singularidade de D' D. E definida uma familia de equagoes
de Riccati com a seguinte estrutura (esta é a equacdo que aparece em [91]; na outra referéncia
a equacao é bastante similar):

1 1 1
A'P+ PA— -PBO®B'P+ —PDD'P+ —E'E+¢Q =0 (3.37)
€ v v

Nessa equagdo, os parametros ® e () sido livres, e garante-se a existéncia do controlador Ho,
desde que a equacao possua solucdo P positiva definida para algum valor suficientemente
pequeno® do escalar €. O controlador resultante é dado por:

1
F=——®B'P (3.38)
2¢

Chama-se a atencdo para a similaridade dessa solugao com aquela dada por (3.34), com ®
“substituindo” a inversa de D'D.

3.5.5 O problema com informagao completa

O recente trabalho [23] apresenta um procedimento de sintese do controlador que resolve o
problema singular «-restrito, baseando-se entretanto em uma hipétese extremamente forte,
que é a disponibilidade de informacdo completa a respeito das perturbacoes injetadas no
sistema. O procedimento desenvolvido em [23] pode ser delineado da seguinte forma:

1. Faz-se uma decomposicio do sistema, resultando em um subsistema regular e um
subsistema de dindmica zero, por meio de um procedimento recursivo. Apesar da
referéncia apontar um procedimento apenas conceitual para execucdo dessa decom-
posicdo, pode-se perceber sua similaridade com a decomposicdo que serd proposta no
capitulo 4 do presente trabalho (publicada em [114]7, apresentado no mesmo congresso
que [23]).

6Note-se que isso nio quer dizer que o valor de € deva ser necessariamente préximo de zero.
"Tal trabalho abordava o problema étimo Hs.
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2. A seguir, o conhecimento do vetor de perturbacoes permite o cancelamento exato das
perturbacoes injetadas no subsistema de dindmica zero.

3. O subsistema de dinamica zero também produz parte do vetor de entradas para o
subsistema regular. O problema H,, no subsistema regular é resolvido pelos métodos
usuais.

E importante notar que:

¢ O método desenvolvido nesse artigo seria diretamente aplicivel ao problema de otimi-
zacdo da norma H., pois, ao eliminar as perturbacdes no sistema de dinamica zero,
elimina automaticamente também a singularidade da acao de controle. Explicando
de outra forma: a acdo de controle necessiria para eliminar a perturbacido passa a
ser conhecida e limitada (como a prépria perturbagdo). Essa a¢do de controle (na
parte singular do sistema) é também evidentemente étima. FEssa possibilidade de
extrapolacao para o problema étimo nao é mencionada em [23].

e O presente trabalho (assim como [114]), apés realizar a decomposicao do sistema
nos mesmos moldes propostos em [23] e [114], elimina a hipdtese de necessidade de
informacdo a respeito da perturbacio por meio de uma abordagem do tipo gquase-
desacoplamento de perturbagoes (ou “almost disturbances decoupling”), em lugar da
abordagem de desacoplamento exato de perturbagoes utilizada em [23]. O preco desse
abrandamento de hipéteses serd a necessidade de uma agdo de controle singular, des-
crita em termos de ganhos elevados (“high gains”). Tal acdo de controle serd entre-
tanto ainda implementdvel, conforme proposto em [114] e discutido no capitulo 9 do
presente trabalho, em termos de um controlador do tipo modos deslizantes (possivel-
mente de ordem superior).

3.6 Controle H,, Otimo Singular

A questdo do controle ‘H,, 6timo singular, ou seja, o problema formulado efetivamente como
uma otimiza¢do da norma H,, do sistema em malha fechada com ponderacoes singulares
na matriz de entrada, recebeu alguma atencdo na literatura. O presente autor tem conhe-
cimento de referéncias ao assunto nos trabalhos [36, 87, 100, 106]. Entretanto, a questao do
projeto do controlador étimo singular sé é abordada, com limitacées, em [106].

Note-se que diversos trabalhos jd abordaram o tema correlato, porém diverso do aqui
tratado, do controle H,, de sistemas que sao singulares em malha aberta (ou singularmente
perturbados). Nesses casos, o controle é regularmente ponderado, e a singularidade nao estd

associada ao surgimento de ganhos elevados na lei de controle. Esse é o caso dos trabalhos
[34, 75, 81, 85, 86, 128].

3.6.1 Enfoque no valor de v~

Os trabalhos [36] e [87] trabalham especificamente a questao do valor da funcdo custo
(norma Hs, do sistema em malha fechada) atingida quando da solu¢do do problema de
controle singular.

A referéncia [36] adota a abordagem de decompor o sistema, até a determinac¢do de
um “ntdcleo regular”, para o qual seria valida a aplicacdo de técnicas regulares, o que
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permitiria o calculo preciso do valor 6timo da funcao objetivo no caso do controlador 6timo
singular. Deve-se notar que essa é a lnica referéncia na literatura pesquisada por este autor
na qual houve a preocupacio de se fazer uma decomposicio exclusivamente baseada em
transformacbes ortogonais (portanto numericamente estaveis), preocupagao essa que sera
seguida também no presente trabalho. No entanto, o cdlculo desse valor 6timo para a fungdo
objetivo tem por finalidade, aparentemente, apenas a determinacao de um limitante inferior
para v para ser usado em problemas de sintese v-restritos.

O trabalho [87], por sua vez, estuda o comportamento da norma H,, e também da
norma Ho de sistemas cujo controle recebe ponderacdes parametrizadas por um escalar e.
A questdo posta nesse trabalho é a de relacionar essas funcoes com tal escalar.

3.6.2 O problema H,, na otimalidade

A referéncia [100]® estuda as propriedades gerais do problema H,, na otimalidade. O
objetivo geral do trabalho é determinar controladores que atinjam ou aproximem arbitra-
riamente a otimalidade sem a utilizacdo de “high gains”. Note-se que o mesmo autor havia
demonstrado em outro trabalho a possibilidade de ocorréncia de “high gains” mesmo em
problemas com entradas regularmente ponderadas, no caso do problema de otimizacdo da
norma H, [98]. Dessa forma, no trabalho [100], promove-se uma decomposicao prévia que
elimina as ponderacoes singulares do sistema, e trabalha-se a partir dai com problemas
regularmente ponderados. A classe de problemas tratados nesse trabalho é, portanto, pre-
cisamente complementar & classe dos problemas que serdao objeto do presente estudo, de
forma que tais resultados nao sdo relevantes no presente contexto.

3.6.3 Controle H,, minima entropia singular

O trabalho [106] ndo aborda diretamente o controle 6timo H.,. O problema ali proposto
é o de minimizacao de uma fungdo entropia (a qual é um limitante para a norma Hy do
sistema), com uma restri¢ao na norma H., do sistema; tem-se portanto uma variante do
problema «-restrito. No entanto, a funcdo a ser minimizada possui as mesmas caracteristicas
de singularidade do problema H., 6timo (mesmo para v > 7*) e, em particular, coincide
com o problema H,, étimo para vy = v*.

O artigo faz a caracterizacdo das solu¢des do problema utilizando um par de inequagoes
matriciais quadraticas e mais um par de condi¢bes de posto. Todas essas condi¢des podem
ser sintetizadas em termos de um conjunto de equacoes de Riccati de ordem reduzida,
regulares, do mesmo tipo desenvolvido em [108, 105] (envolvendo, portanto, as mesmas
decomposigbes de sistema).

No momento de fornecer a solu¢do em termos de sintese do controlador 6timo, o trabalho
[106] apenas demonstra que, em geral, tal controlador serd ndo-préprio (deixando implicita
uma suposta impossibilidade de implementacao), e desenvolve apenas o caso particular em
que é possivel o desacoplamento completo de distirbios por realimentacdo. Para esse caso
particular, tal trabalho fornece as equacoes explicitas de sintese do controlador.

Deve-se notar que, como em [108, 105], no artigo [106] também é feito o alerta quanto
a possivel instabilidade numérica associada ao calculo das decomposicoes envolvidas na
solucdo do problema. Tal instabilidade estaria associada a necessidade de determinacao de

8Esse trabalho emprega uma curiosa terminologia, designando por “high gain” tanto os controladores
cuja norma ¢ ilimitada quanto os controladores cuja dimensao ¢ ilimitada.
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determinados subespacos invariantes supremos, envolvidos no computo das transformacoes
necessarias.

3.7 Conclusao

Para encerrar este capitulo, é apresentada agora a vinculacdo do presente trabalho de tese
com o panorama da literatura aqui descrito.

o Este trabalho aborda problemas de controle 6timo em norma £, do sinal de saida,
com formulacdo singular. Sob essa ética, ele se insere mais fortemente dentro da
tradicdo da pesquisa desenvolvida a respeito do problema Hj singular, uma vez que o
problema H,, singular mereceu até o momento escassa atencdo. Os problemas Hy e
H constituem casos particulares do problema geral tratado aqui, e que nao foi ainda
abordado sob esse ponto de vista genérico.

o A estratégia de ataque ao problema singular aqui utilizada é essencialmente aquela de
decompor o sistema em suas parcelas regular e singular, para entdo resolver um pro-
blema regular de ordem reduzida mais um problema de dindmica zero. Tal estratégia
pode ser considerada cldssica’, uma vez que as solucdes definitivas para o problema
Hy singular bem como algumas solucdes preliminares do problema H, (7-restrito)
singular sdo baseadas nesse tipo de decomposicio. Neste trabalho, é mostrado que
a mesma decomposicao se aplica genericamente aos problemas singulares em normas
L, do sinal de saida.

e A abordagem usualmente empregada para decomposicio do sistema em suas partes
regular e singular é a de formular tal decomposicdo em termos de subespacos supremos
invariantes. A determinacdo de tais subespacos é um problema computacionalmente
complexo. Embora jd haja disponibilidade de métodos numericamente estiveis para
a determinacdo desses subespacos, sua utilizacdo ainda ndo se encontra difundida
no contexto dos trabalhos publicados na literatura, desenvolvidos em conexido com o
problema aqui tratado. No presente trabalho, contrariamente a tradicio, empregam-
se técnicas de dlgebra matricial convencional numericamente estaveis, em um esquema
recursivo muito simples que conduz a decomposiciao desejada. Um tnico trabalho pu-
blicado sobre o tema do controle 6timo singular leva em consideracio tal preocupaciao
com a estabilidade numérica da decomposicio do sistema, embora utilize procedimen-
tos diferentes daqueles aqui empregados.

e Uma vez isolada a parte singular do sistema, aqui se aplica um esquema de “almost
disturbance decoupling” para sintese dos sinais a serem injetados na parte regular
do sistema. Esse esquema permite inclusive a quase-rejeicio de determinadas per-
turbacoes injetadas no sistema, tornando-o robusto diante das mesmas. Resultados
com significado exatamente equivalente a esses aqui apresentados ja foram publicados
previamente, nos trabalhos mais recentes relativos ao problema Hs singular. Alguns
passos na mesma direcdo também foram dados, sem atingir o mesmo alcance, no
ambito do problema H., singular. Neste trabalho é mostrado que tal procedimento

?Note-se que, apesar de cldssica, essa estratégia estd longe de poder ser considerada padrio, sendo que
a abordagem mais comum para o problema é a da e-regularizagdo. Isso provavelmente se deve a relativa
complexidade das decomposigdes envolvidas, usualmente feitas dentro do quadro da abordagem geométrica.
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pode ser aplicado genericamente aos problemas singulares em norma £, do sinal de
saida.

¢ lugindo inteiramente a tradicdo da pesquisa sobre o tema do controle 6timo singular
de sistemas dinamicos, é aqui estudado o tema do controle custo-garantido étimo
singular de sistemas incertos (sistemas com modelos nao precisamente conhecidos).
Nio existe na literatura nenhum exemplo de abordagem sobre tal tema. O presente
trabalho ird desenvolver os resultados concernentes a tal assunto como generalizacoes
dos resultados relativos a sistemas precisamente conhecidos. Dessa forma, toda a
sistemdtica aqui desenvolvida para tratamento dos problemas singulares em norma
L, de sistemas precisamente conhecidos torna-se apenas um caso particular de uma
sistemdtica mais geral, também tratando da singularidade em limitantes das normas
L, para sistemas incertos.

e Para tratar dos sistemas incertos, é aqui empregada a formulaciao do problema de con-
trole singular em termos de LMI’s. Ao contrario dos trabalhos existentes de aplicacao

de LMTI’s a problemas de célculo de controladores singulares'®

, a abordagem aqui de-
senvolvida envolve uma decomposicao preliminar do sistema em suas partes regular e
singular. Essa decomposicido é formulada em termos de LMI’s. A resolucido do pro-
blema regular de ordem reduzida é formulada por sua vez em termos de novas LMI’s.

Nao hé paralelo na literatura para a abordagem aqui empregada.

1% Atualmente existem trabalhos publicados sobre tal tema apenas para o caso de problemas H ., y-Testritos,
isto é, para problemas de factibilidade com uma restricao de norma H. singular. Esses trabalhos nao
envolvem decomposigoes do sistema.
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Capitulo 3. Controle Otimo Singular: Quadro Tedrico Atual



Parte 11

SOLUCAO CONCEITUAL
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Esta segunda parte do trabalho dedica-se & obtencdo de uma solug¢do conceitual do
problema de regulacdo 6tima singular, definido na parte I. O termo solugdo conceitual é aqui
utilizado em referéncia a solucbes que utilizam conceitos matematicamente significativos
porém sem correspondéncia fisica, tais como o sinal delta de Dirac e suas derivadas.

No capitulo 4 é apresentada uma decomposicao do sistema dinamico, no caso de parame-
tros precisamente conhecidos, que particiona o sistema em: (i) um subsistema com pon-
deracoes regulares (cujo controle 6timo é determinavel através de algoritmos regulares con-
vencionais), denominado nicleo regular, e (ii) um subsistema cujos sinais de controle sao
nao ponderados, denominado subsistema de saida prescritivel, o qual pode gerar com um
custo adicional nulo um sinal arbitrario a ser injetado no primeiro subsistema.

O capitulo 5 analisa a questdo da sintese de sinais arbitrarios na saida do subsistema
de saida prescritivel. Inicialmente, esse subsistema é novamente decomposto, agora numa
seqiiéncia de subsistemas com estrutura de controle completo. Tais subsistemas sdo denomi-
nados niveis do sistema. A seguir, é examinada a questdao da sintese de sinais arbitrarios na
safda de um sistema com estrutura controle completo, sob diversas condicoes de informacao.
Em um sistema com essa estrutura controle completo, é mostrado que o problema de rastrea-
mento de sinais arbitrarios implica na utilizacdo de sinais de controle envolvendo funcoes
delta de Dirac. Fica estabelecida a conveniéncia do emprego do controle do tipo ganhos
elevados, devido a sua menor necessidade de disponibilidade de informacdo. Um resultado
central obtido no capitulo 5 consiste na demonstracio de que o esquema de controle por
ganhos elevados conduz naturalmente a rejeicio de incertezas paramétricas nos sistemas
com estrutura controle completo.

No capitulo 6, sdo abordados inicialmente sistemas com estrutura controle completo com
parametros incertos (incertezas dos tipos politépica e limitada em norma). Com base em
determinadas condicOes suficientes, estabelece-se a estabilizabilidade de sistemas incertos
com essa estrutura, através de ganhos elevados. E apresentado um algoritmo de sintese
dos ganhos elevados estabilizantes para a solucdo do problema de rastreamento de sinal. A
seguir, é apresentada a extensdo dos resultados para o caso geral de sistemas controlaveis.
Com esse resultado, é mostrado que no caso geral de subsistemas de saida prescritivel
estabilizaveis por ganhos elevados, é possivel o rastreamento de saida, o que é feito por
meio de sinais de controle envolvendo funcoes delta de Dirac e suas derivadas.

No capitulo 7 as condicGes de estabilizabilidade formuladas no capitulo 6 sdo empregadas
como critérios para definicio de uma nova decomposicao do sistema dinamico. Analoga-
mente ao desenvolvimento apresentado no capitulo 4, o sistema dinamico é particionado
em (i) um subsistema no qual é possivel aplicar uma lei de controle tipo ganhos elevados;
e (ii) um subsistema no qual devem-se aplicar controles por ganhos finitos. O primeiro
subsistema serd denominado subsistema de saida prescritivel, sendo o exato andlogo do
subsistema homoénimo definido no capitulo 4, agora generalizado para o caso de sistemas
com parametros incertos. O segundo subsistema serd denominado nicleo regular generali-
zado, e ird conter tanto a parcela do sistema que ndo admite ganhos elevados em virtude
de ponderagdes em seus sinais de controle (como no capitulo 4) quanto a parcela que nao
admite ganhos elevados devido & sua nao estabilizabilidade sob os mesmos (fendémeno cuja
origem estd na presenca de incertezas).

Finalmente no capitulo 8 é abordado o problema de regulagao étima (ou requlagdo custo
garantido 6tima, no caso de sistemas incertos) do nicleo regular generalizado do sistema
dindmico (o qual se reduz ao nicleo regular no caso de sistemas com pardmetros precisa-
mente conhecidos). Serdo particularmente tratados problemas de otimiza¢ao de normas Hs
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e H., da fun¢do de transferéncia em malha fechada, bem como algumas varia¢des desses
problemas. Utilizando critérios de custo garantido que sdo precisamente complementares
aos critérios utilizados para a definicio do subsistema de saida prescritivel, estabelece-se
a lei de controle que minimiza o (um limitante do) maximo da fungao custo no conjunto
de incertezas considerado. Devido a essa complementaridade, tal lei de controle sera regu-
lar, ou seja, serd determinada por ganhos de realimentacdo finitos. Os sinais de controle
necessarios para a execucao de tal lei poderdo ser sintetizados, em parte, no subsistema de
satda prescritivel, conforme formulacdo do capitulo 6. O restante do vetor de sinais de con-
trole ¢é injetado diretamente pelas entradas de controle do sistema dinamico. Dessa forma,
se completa o problema de projeto do regulador 6timo, sob o ponto de vista conceitual.



Capitulo 4

Decomposicao Regular/Singular

Neste capitulo é estudada a estrutura de sistemas com realimentacao completa de estados
e parametros precisamente conhecidos. E desenvolvida aqui uma transformacao para um
sistema equivalente com a estrutura de dois sistemas de ordem reduzida interconectados
em malha fechada. A propriedade relevante de tal decomposicdo é o fato de o problema de
regulacdo 6tima genérico (possivelmente singular) do sistema original poder ser resolvido
em termos da solucdo de um problema RO regular em um dos sub-sistemas.

As transformacoes desenvolvidas neste capitulo servirdo de ponto de partida para decom-
posicoes similares a serem desenvolvidas nos proximos capitulos para sistemas com forma
mais geral. A forma final decomposta (forma canénica R/S) ainda sera a base para a sintese
de reguladores 6timos robustos para o sistema em questao, topico que serd abordado nos
capitulos finais deste trabalho.

4.1 Especificacao do Sistema

Seja o sistema linear invariante no tempo com parametros precisamente conhecidos:

(1) = Az(t) + Bu(t) + Ew(t)

y(t) = Ca(t) + Du(t)

z(0) = z,

As dimensoes das matrizes e os significados dos sinais sdo definidos como em (2.1). Assumem-
se as hipéteses (H1) de estabilizabilidade do par (A, B) e (H2) de posto completo de B.
4.2 Resultados Principais

O resultado principal deste capitulo consiste no seguinte teorema:

Teorema 4.1 Dado um sistema na forma (4.1) com as correspondentes hipoteses (H1) e

(H2), existem transformagoes (nao-singulares) de coordenadas z = Tyz e u = Tyu tais que
Y € equivalente a interconexdo de dois sub-sistemas X1 e X9 dados por:

55
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L - z .
T =Anz + [ Az Bni ] l ﬂf ] + Enw
El . (42)

y2611i1+[é'12 Dn]—@]

?2 _ /122 1‘123 T n 1‘121 1?21 T n 1?22 iy + E’Ql w
z3 Az Aszs T3 Az1 Bz Uy Bsy E3

(4.3)
sendo X = X1 @ Xo® X5 el =Uy & Us; com as sequintes propriedades :
i. a matriz [ Ci2 Dn ] possui posto completo de colunas;
y | Az B : :
. a matriz | 5% Z* | possui posto completo de linhas;
Asz Bsa
iii. o sub-sistema Yo € controldvel a partir da entrada ug;
. o canal de uy para To no sub-sistema Xo:
(a) € tal que dim(Uz) > dim(Xs);
(b) ndo apresenta zeros de transmissdo.
O

A prova de tal teorema serd fornecida na préxima se¢do, com base em um procedimento
construtivo para a determinacao de X e Xs.

Note-se que a saida do sistema interconectado depende apenas dos estados e das entradas
do sub-sistema (4.2). O seguinte corolario serd formulado precisamente e depois extraido
do teorema 4.1, em capitulo posterior:

Corolario 4.1 Dados ¢ > 0 e § > 0, exviste um compensador linear com sinais de en-
trada x4, T3 € xgef e com saida uy que, aplicada a entrada do sistema Yo, permite fazer

H:CQ - mgefH < € para toda tripla (uy,zq1,w) satisfazendo ||(u1, zq1,w)|| < é. O

Uma conseqiiéncia do coroldrio 4.1 é o fato de que, dada uma solugao (3, u}) do proble-
ma RO do sistema reduzido ¥;, é possivel sintetizar z3 na saida de X, a partir da entrada
u3. O sistema interconectado X teria, nesse caso, a solucao do problema RO dada por
(uf,ul), uma vez que as variaveis de ¥y sdo irrelevantes para o computo do custo.

As definicdo de nucleo reqular do sistema é cunhada a partir da decomposicao definida
no teorema 4.1:
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v Y
u1 : Y1
) T1
Uy 22
. ,’L‘2
T1

Figura 4.1: Sistema visto como uma interconexao de dois sub-sistemas. A saida y(t) depende
dos sinais do sistema X apenas, enquanto o sistema Yo é inversivel.

Definigao 4.1 (Nucleo Regular) Dado um sistema X do tipo (4.1), seu nicleo regular é
definido como o sub-sistema Y1 conforme determinado pelo teorema 4.1, com as sequintes
caracteristicas:

i. suas entradas de controle sdo ponderadas com pesos diferentes de zero na equacdo de
satda;

1. seus vetores de entradas de perturbacdo e de saida controlada sdo iguais aos corres-
pondentes vetores do sistema original;

iii. sua dinamica torna-se idéntica a dinamica do sistema original quando se restringem as
varidveis de estado do sistema ndo presentes neste subsistema a obedecerem a equacoes
puramente algébricas que as relacionam as varidveis de estado do subsistema.

d

O subsistema 35, por outro lado, pertence a uma classe especial de sistemas, definida
como sistemas de saida prescritivel:

Definigdo 4.2 (Sistema de Saida Prescritivel) Denomina-se sistema de saida pres-
critivel todo sistema com a estrutura do subsistema Yo, conforme determinado na equacdo
(4.3) € nos itens (ii) e (iv) do teorema 4.1.

d
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A diferenca fundamental entre os problemas RO de ordem completa e de ordem reduzida
(resolvido sobre o nicleo regular do sistema) reside no fato de que neste iltimo problema a
matriz de transmissdo direta das entradas para a saida possui posto de colunas completo.
Isto faz com que o problema RO possua solugoes ditas regulares, que sdao, em diversos casos,
determindveis por meio de algoritmos numéricos confidveis. Ao contrario, o problema RO
com deficiéncia de posto em tal matriz leva a soluctes ditas singulares, as quais usualmente
ndo podem ser determinadas numericamente de maneira confiivel a partir dos mesmos
algoritmos. Do corolario 4.1 decorre portanto a importancia do teorema 4.1. Tal fato sera
explorado nos préximos capitulos deste trabalho.

4.3 Algoritmo de Decomposicao e Forma Canodnica

O algoritmo apresentado nesta se¢do serd utilizado na prova do teorema 4.1. A forma final
do sistema ird corresponder a forma prescrita no teorema, por construcdo. Essa estrutura
final serd formalizada apds a apresentacao do algoritmo, passando a ser denominada forma
canodnica reqular/singular ou, abreviadamente, forma R/S.

Esse algoritmo servird também como procedimento numericamente estivel para obtencao
dessa forma canoénica. Tal forma candnica sera utilizada como base para a sintese de con-
troladores 6timos em capitulos posteriores.

Defina-se a matriz:

A|B
c|D

A matriz (4.4) ird representar o sistema (4.1) a partir deste ponto, de maneira a tornar mais

(4.4)

sintética a notacao desta secdo. A matriz F ndo é incluida nessa representacdo, uma vez
que esta ndo é relevante na decomposicdo, sofrendo transformacoes apenas induzidas pela
estrutura das demais matrizes.

O procedimento construtivo para decomposicao regular/singular é derivado a seguir. As
seguintes convencoes serdao adotadas para tornar a apresentacdo mais concisa:

As submatrizes das matrizes decompostas serdo denotadas, na equacgdo principal,
pela mesma letra que denota a matriz original, sem o emprego de sub-indices.
No texto, a referéncia a essas submatrizes serd feito através da notagdao usual
(+)i; para denotar o bloco da i-ésima linha e j-ésima coluna.

O simbolo X; denotard o ¢-ésimo subespago componente do espaco X'. O mesmo
se aplica a Y e lU.

Um quadrado circundando determinada particio de uma matriz ird indicar o
bloco sob transformacao. Assim, em cada passo havera a indicacdo de um bloco
resultante da transformacdo do passo anterior e de um bloco a ser transformado
neste passo (naturalmente, no primeiro passo nao haverd um passo anterior). A
seqiiéncia de passos deixard clara a distingdo entre essas indicacoes.

Blocos com simbolo em negrito irdo denotar blocos de posto completo. Blocos
adjacentes em negrito, na mesma matriz, denotardo um tnico bloco de posto
completo. Para as matrizes A e B tal notacdo indicard posto completo de linhas.
Para as matrizes C' e D, posto completo de colunas.



4.3. Algoritmo de Decomposicdo e Forma Canénica 59

Blocos inteiramente compostos de zeros serdo indicados por 0.

— ALGORITMO DE DECOMPOSIGAO REGULAR/SINGULAR —

{

Inicializagdo: Inicializa-se a varidvel indicadora de fim do algoritmo fazendo: P «— —1

oo

Passo 1: Tome-se o sistema original:

Se D possui posto completo de colunas

Entao P — 0 (Parada PO: o sistema é regular, e o algoritmo nao se aplica.)
Se P<0
Entao

{

Passo 2: Uma mudanca nas coordenadas de ¢ coloca a matriz D na forma:

A\B]

C‘DO

(4.6)

Passo 3: Aplica-se uma transformacdo nas coordenadas de X" tal que:

A A | B |B (4.7)
cEI d

Se (15 possui posto completo de colunas

AA‘B 0

Entao P — 1 (Parada P1: & é o nicleo regular do sistema.)

Enquanto P < 0 Faga

{

Passo 4: Procede-se a uma transformacao nas coordenadas de X; tal que:

A AlAl | B o o
A A A B B B
A A A B B B (4.8)
CCO‘DOO
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Se Ai3 possui posto completo de linhas

Entao P — 2 (Parada P2: o sistema é completamente singular.)

Se A3 é um bloco nulo

Entao P — 3 (Parada P3: &; ¢é o nicleo regular do sistema.)
Se P <0
Entao

{

Passo 5: Procede-se agora a uma transformacio nas coordenadas de A de
tal maneira que:

A A A 0 B 0 0
A A A A B 0 0
A A A A B B B (4.9)
A A A A B B B
C C 0 D o0 o0
Se (15 tem posto completo de colunas
Entao P — 1 (Parada P1: & é o niicleo regular do sistema.)
¥
Se P <0
Entao

{

Passo 6: Redefinir o sistema fazendo: X «— A; @ A%.

}
}
Se P=2

Entao

{

Passo 7: O sistema ap6s o passo 4 (com parada P = 2) esta na seguinte forma:

A AA | Bo o
A A A | BBB
A A A | BBB (4.10)
[c] ¢ o D 0 O

Procede-se entdo a uma transformacao nas coordenadas de X} de maneira a

se obter:
A A A A B 0 0
A A A A B 0 0
A A A A B B B
0o C C o D 0 0
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— Fim po ArLGgoriTMO DE DEcoMPOSIGAO R/S —

NoTA 4.1 Como a dimensao do espago X sob consideragao necessariamente diminui a cada repeti-
cao dos passos 4, 5 e 6 dentro do lago enquanto, o algoritmo termina apés um nimero finito de
execucoes desse laco. O nimero dessas execucles, no pior caso, serd ainda menor que a dimensao
do espaco de estados XX original.

&

NOTA 4.2 Todas as transformagoes matriciais envolvidas no algoritmo sao passiveis de serem e-
xecutadas por meio de transformagoes ortonormais, calculadas por exemplo a partir do algoritmo
de decomposi¢do QR (de Householder). Tsso garante que as transformacdes necessarias sejam nu-
mericamente estaveis. E possivel mesmo empregar uma versao reveladora de posto de tal familia de
algoritmos, o que aumenta a garantia de estabilidade numérica [30, 16, 17].

&

4.3.1 Forma Canoénica Regular/Singular

O algoritmo de decomposicao conduz a uma forma candnica para o sistema, que serd de-
nominada forma canénica reqular/singular ou, abreviadamente, forma R/S. Para apresentar
uma férmula representativa de tal forma candnica, define-se aqui a notacdo:

e ()" - i-ésima bloco-coluna da matriz argumento;
e (-); - i-ésima bloco-linha da matriz argumento;

e () - conjunto de bloco-colunas da matriz argumento desde a i-ésima (inclusive) até
a j-ésima (inclusive);

(+)i|j - conjunto de bloco-linhas da matriz argumento desde a i-ésima (inclusive) até
a j-ésima (inclusive).

Seja o espaco de estados particionado, na forma R/S, em h subespacos X' = X & ... B Aj.
Sem perda de generalidade, h serd considerado um ntimero par. Havera casos degenerados
em que determinados subespacos poderao possuir dimensio zero, o que permite postular
para todos os sistemas h = 2k para algum k£ € N.

A forma canénica R/S é dada por:
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Forma Candnica Regular/Singular

A{:O Vj=6:2:h; 1=1:5-4

N (A

]—3|j—2)/) —0Vj=6:2:h
N ((43)) =0

23 _
Bijp_, =0

det(Bi'_th) £0
Ci=0Vj=4:2:h
N(C?) =0 (4.12)

N({C)=0Vj=3:2:h-1

N (DY) =0
DB =0
(P1): A}=0

(P2): Cl=0; N(A}) =0

(P3): A1 =0; dim(X;) =0

Dependendo do critério de parada com que veio a terminar o algoritmo de decomposicio,
a forma canodnica acima possui uma dentre trés estruturas alternativas, veja o exemplo
a seguir. Observe-se ainda que, para garantir a consisténcia da férmula acima, é preciso
assumir, por conveng¢ao, que se M é uma matriz de dimensdo nula, entdao N (M) = 0.

EXEMPLO 4.1 Para exemplificar essa decomposi¢ao, é apresentada abaixo a menor estrutura que
possui todas as propriedades “interessantes” associadas a forma canonica geral, para os trés critérios
de parada do algoritmo:
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Critério de parada (P1):

A A A 0 A 0|B 0 O
A A A A A 0|B 0 O
A A A A A A|B 0 0
A A A A A A|B 0 0 (4.13)
A A A A A A|B B B
A A A A A A|B B B
| ¢ € C 0 C 0|D 0 0 |
Nesse sistema X consiste no nicleo regular do sistema.
Critério de parada (P2):
[A A A A A 0|B 0 0]
A A A A A 0|B 0 0
A A A A A A|B 0 0
A A A A A A|B 0 0 (4.14)
A A A A A A|B B B
A A A A A A|B B B
0 C C 0 C 0|D 0 0 |

Agora o sistema nao possui nucleo regular. Isso significa que todos os estados podem ser arbitrari-
amente deslocados pelos sinais de custo zero do sistema, existindo portanto uma solucao de custo
zero do problema de regulagao dtima.

Critério de parada (P3):

(4.15)

Qe o
(=] s s s s N
(O Nh S
SIS
Dwowmmw
oW eo oo
oW eo oo

(O] I N N S

Neste caso, dim(X3) = 0, de maneira que o espago de estados é dado por X = X1 X3D Xy D X5 D Xs.
O nicleo regular do sistema é outra vez 7.

<&

4.3.2 Demonstracao do Teorema 4.1

A demonstracdo do teorema comeca com a identificacio de ¥; e Y9 na forma candnica
regular/singular, o que pode ser feito por inspecao. Para maior clareza, tal identificacdo é
apresentada a seguir para o caso particular do exemplo 4.1, sistema (4.13), correspondente
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a uma parada (P1). O caso geral pode ser tratado de maneira similar.

All = All
[ A | Bu | =] A A A | Bu |

Ci1=0Cn

A52 A53 A55 A54 A56

- - Azg Ass A A A
[Am Ags ] - 32 Aszz Azs | Azq 36

A64 A66

0 0

— 0 0
B

[ B” ] = | Bs; Bss

32 0 0

B62 B63

As matrizes a esquerda em todas as equagdes acima referem-se as matrizes em (4.2) e (4.3),
enquanto as matrizes a direita referem-se a (4.13). A notacdo de submatrizes em negrito

para indicar blocos de posto completo (de linhas para A e B e de colunas para C' e D) foi
acima preservada. Claramente:

Xi=M1
X=X, B X3P As
Xz =X Xe

Estabelecida essa identidade (facilmente extrapolavel para o caso geral), passa-se a ve-
rificacdo das propriedades da estrutura. Essa verificacdo também serd feita, por motivo

de clareza, apenas para esse mesmo caso particular. O caso geral, no entanto, pode ser
demonstrado através dos mesmos procedimentos.

i. por construcao, a matriz [ Ci2 Dnn ] possui posto completo de colunas;

.. , - .| Az B . :
ii. também por construciao, a matriz [ 423 BZZ ] possui posto completo de linhas;
33 D3
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iii. Para provar a controlabilidade de X5, defina-se:

Az Ags

B Asy  Ass
A= | A5y Asz
Asz Ags

As2  Ags

Ass Azq Asg . 0 o0
Ass Asq Ase B=| Bsz Bss
Az Asa Asgs 0 0
Aes  Ass  Ass B2 Bes

E claramente possivel uma transformacdo nas coordenadas de Uy G Us tal que:

0 o
0 o
B=|Bs 0
0 o

Bs2 Bes

Obtém-se de B o posto completo nas bloco-linhas 3 e 5. De (%IBQ) obtém-se posto
completo de linhas nas bloco-linhas 2 e 4, devido ao posto completo de linhas nas
matrizes (AssBgs) e (A46Begs). Facam-se agora transformacoes na coluna 6 de A tais

que:

Ay Agz Ass

B Asy  Asz Ass
A= | A5y Asz Ass
Asz Asz Ass

As2  Ags  Ass

Agy 0 0 g g
Ass 0 oAz . B 0
As4 0 A5 B = 052 0
Agg 1A4 O B B
Ass 0 2Agg 1Be2  1Bes

[ 2Bs2 0 |

sendo 1A 46 quadrada nao-singular. Por construcdo, o posto de linhas de 1 Ayg é igual

ao ntimero de colunas de Ag4 e maior ou igual ao posto de linhas desse bloco, de

maneira que (Agq 1A4s 1Bg3) possui posto completo de linhas.

Tomando-se um subconjunto das linhas da matriz de controlabilidade:

[B AB?B AABS

obtém-se uma matriz que possui posto completo de linhas. Assim, a matriz de con-

trolabilidade possui posto completo de linhas, e o sistema é controlavel.

!
iv. (a) Num caso extremo, as matrizes Agy e [ AlLe Alg ] podem ter posto completo

de linhas e de colunas, isto ¢, serem quadradas. Nesse caso, dim(X;) = dim(Uz).
Em geral, é possivel que essas matrizes possuam mais colunas que linhas (o

inverso nao é possivel, pois por construcao possuem posto completo de linhas),
de maneira que, em geral, dim(&X3) < dim(y).
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(b) Para analisar o problema dos zeros de transmissdo, monta-se a matriz:

I sI — A22 —A23 —A25 —A24 0 0 0

—Azy sl — A3z —Aszs —Aszy —Aszg 0 0
—Asy —Asz sl —Ass  —Asy —Ase | Bs2 Bss

o — — Ay —Ay3 —Ays sI— Ay —Age 0 0
—Ag2 —Ag3 —Ags —Agy sl — Ags | Bez Bes

I 0 0 0 0 0 0

0 I 0 0 0 0 0

o 0 I 0 0 0 o

O posto de linhas de ® é claramente completo e invariante para todo s, pois ha
matrizes de posto completo de linhas em todas as bloco-linhas, em posi¢oes fora
da bloco-diagonal principal. Como, do sub-item anterior, o nimero de colunas
de ® é maior ou igual ao nimero de linhas, entdao o posto de ® é igual ao seu
nimero de linhas, e ndo depende de s. Assim, nao ha valores de s para os quais

® diminui seu posto, isto é, ndo hd zeros de transmissio [94].

4.4 Interpretacao Geométrica

Nesta sec¢do, os resultados anteriormente apresentados neste capitulo serdo reformulados
dentro do paradigma da abordagem geométrica. Fsse formalismo é tutil para estabelecer

com maior clareza a natureza das entidades envolvidas na decomposicdo proposta.

Sao definidos os seguintes subespacos dos espagos X e U:

espaco de entradas
singularmente ponderado:

espaco de entradas
regularmente ponderado:

subespaco singularmente

vinculado de ordem 1:

subespaco singularmente vinculado

singularmente ponderado de ordem 1¢:

subespaco singularmente vinculado
regularmente ponderado de ordem ¢:

U, = N (D)
U, = Ut
X! = BU,

X, =N (C)n &g

X, = N(C)Fn &
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subespaco singularmente vinculado
de ordem 7, 7 > 2:

Xi=AXTIn(xle...exh)t

subespaco singularmente

. Xy = B
controldvel: * s
subespaco singularmente controldvel i

. XSS = @iXss
singularmente ponderado:
subespaco singularmente controldvel i
XST = @iXST
regularmente ponderado:
subespacgo ndo singularmente pr
controldvel: rots
espaco de sinais arbitrariamente
ZT = ur S, Xsr

conformaveis regularmente ponderado:

Postas essas defini¢oes, é possivel reformular o teorema 4.1 com base nas mesmas. Antes,
é instrutivo mapear os subespacgos que aparecem nas definicbes de Y1 e Y5 nos subespacos
definidos nesta secdo. A tabela de equivaléncia é:

X = A, Xy = X, X=X, U =U, Uy = Us (4.16)
A formulacdo geométrica do teorema 4.1 fica:

Teorema 4.2 Considere-se o sistema dindmico Y definido pelos mapeamentos lineares:

(X, OV, U)] S X
D (4.17)
X)Ly

sendo o mapeamento S estabilizdvel por meio de um mapeamento X U e sendo o mapea-
mento U — X injetivo. Entdo os espagos X e U podem ser decompostos em:

X =40 X, O X
(4.18)
U= ur @us

sendo esses subespacos relacionados através dos sistemas dindmicos Y1 e Yo definidos pelos
mapeamentos lineares:

(X, (X Uy, W) 22 1,
D (4.19)
(X, Xy Uy) B Y

Yo {[(Xsra Xss)a (erurausv W)] S'_% (Xsra Xss) (420)

sendo validas as propriedades:
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(1) 71 € um mapa injetivo;
(ii) (82|u5) = Xsr S Xss;
(iii.1) dim(X,,) < dim(Us).

O

Note-se que o item (iii.2) do teorema 4.1 ndo foi acima reformulado no contexto geométri-
co, uma vez que a nova apresentacdo nao iria diferir da original.

EXEMPLO 4.2 O Exemplo 4.1 é agora reformulado, em termos dos subespagos definidos nesta
secao.

Parada (P1) - Sistema (4.13)

Us = Uz U3 Xi=2x Xy =A@ X3 Xy D A5 @ A
L{r :Lﬁ XSQT = Xg Xr = Xl

X51:X5@X6 XE:X2 Xsr:XQ@XS@XS

Xsls =X ng =0 Xes = Xy D Xs

Xl =X X3 =X, Z,=U DXy D X3 s

X: =A3p X,y

Parada (P2) - Sistema (4.14)

Us = Us D U3 X2 =X, =00 00 A=A
U, =, XL —x, A =0

X51:X5@X6 XE:X2 Xsr:XZ@XS@XS

XL =X x:=x g =X DXy O X

Xslr:X5 XE,,IXQ Zf- Iur@XQ@XS@XS

X2 = XD Xy

Parada (P3) - sistema (4.15)

Us = U D U3 X2=Xs0 Xy X =4

U, = Uy ng =4, Xp = X308 A
X51:X5@X6 XSQT.IX:«; Xss:X4@X6
Xsls:X6 XSBIQ) Z, =U X3P Xs
Xl = X, =30 X0 X5 D A

Notar que no caso (P3) tem-se dim(Xz) = 0, de maneira que X = X1 ® X3 ® Xy & X5 O Xs.
&

4.5 Exemplo Numérico

Esta secdo é inteiramente dedicada a apresentacdo de um exemplo numérico da aplicacao
do algoritmo de decomposicao R/S.

EXEMPLO 4.3 Para a criagdo de um exemplo da aplicagio do algoritmo de decomposi¢ao R/S
a ser apresentado com o objetivo de visualizacao do resultado, deve-se levar em conta que o es-
tabelecimento prévio de sistemas para teste que se sabe serem singulares nao pode ser feito de
maneira aleatéria. A estrutura do sistema a ser decomposto deve ser estabelecida de forma que a
singularidade esteja a prior: presente. A estratégia a ser aqui seguida sera entao:
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. criar matrizes A, B, C, D compostas exclusivamente de 0’s e de 1’s, as quais portanto trazem
portanto uma estrutura minima de singularidade;

. substituir os 1’s nessas matrizes por nimeros aleatérios (deve-se notar que, com essa manobra, a
singularidade anteriormente embutida continua presente e que é possivel, ao menos em principio,
dependendo dos nimeros que vierem a ser introduzidos, haver singularidades imprevistas);

. gerar de maneira aleatoria matrizes nao singulares de transformagao para os espacos de estados,
entradas e saidas, aplicando tais transformacoes ao sistema anteriormente formado.

Seguindo esses passos, obtém-se um sistema com forma aleatéria que possui assegurada, no entanto,
uma estrutura de singularidade.

Deve-se ainda notar que é necessaria uma elevada dimensao do sistema para que seja possivel
o surgimento dos fendomenos que foram discutidos neste capitulo. Assim, sera aqui apresentado um
sistema com numero de estados n = 10, niumero de entradas p = 4 e nimero de saidas m = 4.

A estrutura inicialmente estabelecida, em termos de 0’s e 1’s é:

1 111000000
1 111000000
1111110000
1111110000

4|11 11111100
1111111100
1111111111
1111111111
1111111111
|1 111 1111 11|

1 1 0 0]
1 100
1 100
1 100
1 100

B=11190 0

1 100
1 100
1 1 11

[ 11 1 1|

1 100000000

0_1100000000

~]11 100001000
1100000000

1 100
1 100
D=1110 0
1 100

Feita a substituicao dos 1’s por nimeros aleatdrios e a transformacgao dos espagos por matrizes
nao singulares também aleatdrias, obtém-se:
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18.4717
32.2309
—7.4916

—18.6423
29.1296

—12.7890
18.3147
41.9735

5.7528

| —39.0623

—-1.1

—33.6966
—50.6927
12.1664
32.4870
—59.4519
5.0369
—69.6696
—78.1212
—47.8846
23.2761

21.3094
35.5417
—16.5208
—13.8970
33.8423
—7.3203
26.6225
43.2080
14.1278
—29.8727

2.8447
5.8502
—6.2076
2.6457
3.2987
0.4415
0.5971
3.3339
—3.6479
| —2.3402

—3.7851 -2
—-1.3149 -3
26.3835 -9

.4490
.8162
7487
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2.0569 -
5.7065  —
—4.3396
3.4275
3.1522
1.2379 -
—1.4537
2.3694
—6.3120

552 —

—-17.3
—28.9

11.5678
13.4602

—29.2

6.4827

—24.2
—36.1
—14.4

3.2597
9.2669
—17.1086

—28.9385
—19.5336
—26.2344

8.3913
9.0987

3.1667

6.4184

069 —33.1978
433 —54.0099
30.4796
14.7354
250 —50.8351
4.2552
—52.5011
—67.7406
—25.0747

873
045
624

24.3033  29.0

4.9097
7.7048
0.0425
—7.4316
9.1454
—3.0895
8.5596
11.5587
8.9037
—9.0312

27.8656 —1.6579

1.8659  0.7239
1.7271  1.2535
—3.3403 4.9306
—6.5738 1.3229

3.4494
—7.2465
2.7091
—1.5706

D =

1.0133

0.3423
—7.7349
—7.5243

—5.6545
13.9467
—2.6992
—0.4293

2.7284
4.8306
—2.4733
—1.2777
4.5670
—0.5360
3.9570
5.1053
2.1551
—2.8835

—1.3470 0.1073
—1.0222 0.6417
4.2889

4.3206
6.2372 3

—0.6585
2.3218
0.2734

—1.0637

—41.0496
—64.1470
37.4762
18.6390
—65.9744

—76.1412

—84.1875

—42.7493
22.2189

—0.0626
—0.2606
—2.2930
—1.1250

—4.7642
—9.0601
1.4610
4.8223
—8.4820
3.3222
0.8514
—9.5030
2.4189
12.5711

0.0701

20.7906
31.8975
—15.5431
—10.9385
33.4986
1.1720
43.3215
45.6161
23.4207
143 —6.7580

—8.1950
—13.6287
3.3666
8.7122
—13.5486
4.5028
—9.9163
—17.3709
—8.4943
15.4760

1.3534
1.7047
1.5247
2224 —1.7675
—1.8207
—2.2910
—2.6106
2.3930

5.1546
—12.9926
2.2256
0.7966
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Apds a aplicagao do algoritmo de decomposi¢ao R/S, obteve-se o seguinte conjunto de matrizes

do sistema:

Ag =

Cq=

1.2566 0.2638 1.8682 0.0376  —0.0752
—0.4047  —0.6440  2.5655 0.4134 —-0.2323
0.9972 —0.0832  1.3773 0.1066  —0.0717
—2.8594 —1.1679  4.5303 2.2399 0.4316
0.8007 0.4869  —4.1041  0.0465 0.5134
0.3175 —2.9634 —-10.7094 -3.7716 —1.7834
3.6293 —6.9402  0.5982 1.4666 3.6359
—33.4681 51.9406 —14.3070 —1.7558 —8.7525
—100.7602 129.2163 —5.2617 34.5062 —4.9278
| —161.6317 154.7464 42.5390  25.7017 —64.9333
0.0000 0.0000 0.0000  0.0000  0.0000 ]|
0.0000 0.0000 0.0000  0.0000  0.0000
0.0000 0.0000 0.0000  0.0000  0.0000
1.2439 0.0000 0.0000  0.0000  0.0000
0.8258 0.5651  —0.1459 0.0201  0.0570
—4.0546 —2.0164  0.1070 —0.0147 —0.0418
1.4222 0.3056 0.0928  0.0120  0.0341
—28.6963 —12.4055 5.8033 —0.5519 —1.3291
—24.3680 —23.4295 9.2784 —1.8337 —1.3873
—54.2513 -20.1913 14.1718 —1.9898 —3.6468 |
[ —0.1826 —0.0793  0.0000  0.0000 ]
0.0374 0.0089  0.0000 0.0000
0.0369 0.0708  0.0000 0.0000
—1.7564 —0.7868 0.0000 0.0000
By — 0.2904 —0.1463 0.0000 0.0000
1.3422 1.3293  0.0000 0.0000
—0.6959 —1.6847 0.0000 0.0000
5.7406 5.5039  0.0000 0.0000
—19.5877 6.4278  0.0088 0.2873
| —30.5388 24.2129 —3.5676 8.2558 |
—18.9280 —-9.7672 21.4915  4.6013 —1.0775
—10.6787 1.5582  23.2873 —2.5541 0.0000
—7.0277 —=3.0901  9.4829 1.1786  0.0000
7.8542 3.4538 —10.5977 —1.3174 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
4.2643 1.2122  0.0000 0.0000
Dy = 7.1466  —2.2878 0.0000 0.0000
—20.3555 0.4185 0.0000 0.0000
—4.9651  1.0158 0.0000 0.0000
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Sao determinadas matrizes ortonormais nao singulares de transformacao X, Y e U tais que:

Ag= XAX'
B; = XBU'
Ca=YCX'
D;=YDU'

Note-se que no algoritmo R/S apresentado neste capitulo, ndo se prevé a utilizacao de transformacdes
no espaco de saidas ). Na versao desse algoritmo efetivamente implementada, no entanto, faz-se uso
de tal transformacao para simplificar certas passagens. Pode-se entretanto facilmente verificar que,
substituindo-se Y pela matriz identidade nas relacoes acima, ainda assim a decomposi¢ao resultante
da aplicacao apenas de X e U resultaria em matrizes decompostas com as mesmas propriedades que
aquelas acima obtidas.

Para estimar o erro numérico envolvido na decomposicao que foi efetivada, calculam-se os
maximos erros associados as transformacoes inversas:

ea = ||A— X'A4X||, =5.6843 x 107
ep = ||B — X'BaU||,, = 8.8818 x 10~17
ec = ||C —Y'CaX]||,, = 8.8818 x 10717
ep = ||D = Y'DgU||, = 6.2172 x 10713
Extrai-se o subsistema nicleo regular do sistema decomposto:

1.2566  0.2638 1.8682
A, = | —0.4047 —-0.6440 2.5655
0.9972 —0.0832 1.3773

0.0376 —0.0752 —0.1826 —0.0793
B, =] 04134 -0.2323 0.0374  0.0089
0.1066 —0.0717 0.0369  0.0708

—18.9280 —9.7672 21.4915

—10.6787 1.5582  23.2873
—7.0277 —=3.0901  9.4829
7.8542 3.4538 —10.5977

C, =

4.6013 —1.0775  4.2643 1.2122
—2.5541  0.0000 7.1466  —2.2878
1.1786  0.0000 —20.3555 0.4185
—1.3174 0.0000 —4.9651 1.0158

D, =

Calculando-se o posto da matriz D, obtém-se:

p(Dy) =4

o que mostra que a regularizagao realmente foi efetivada.
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Finalmente, determina-se o subsistema de saida prescritivel:

2.2399 0.4316 1.2439 0.0000 0.0000  0.0000  0.0000
0.0465 0.5134 0.8258 0.5651  —0.1459  0.0201  0.0570
—-3.7716 —-1.7834 —4.0546 —-2.0164 0.1070 —0.0147 —0.0418
Ap = 1.4666 3.6359 1.4222 0.3056 0.0928  0.0120  0.0341
—1.7558 —8.7525 —28.6963 —12.4055 5.8033 —0.5519 —1.3291
34.5062 —4.9278 —24.3680 —23.4295 9.2784 —1.8337 —1.3873
25.7017  —64.9333 —54.2513 —20.1913 14.1718 —1.9898 —3.6468

0.0000  0.0000
0.0000  0.0000
0.0000  0.0000
B, = 0.0000  0.0000

0.0000  0.0000

0.0088  0.2873
| —3.5676 8.2558

Apés a montagem da matriz de controlabilidade do par (A4,, B,), faz-se a verificacdo de que o
posto da mesma é 7. Portanto, o sistema de saida prescritivel é efetivamente controlavel.

<&

4.6 Conclusao

Neste capitulo foi desenvolvido um algoritmo numericamente estavel (baseado no algoritmo
QR) para a decomposigao de um sistema singular em dois subsistemas distintos, o sistema a
saida prescritivel e o nicleo regular. O primeiro subsistema tem a propriedade de ter todas
as entradas ponderadas com custo zero no problema de regulacdo 6tima, e de ser controlavel.
Dessa forma, tal subsistema pode gerar sinais arbitrarios para serem injetados no segundo
subsistema. O segundo subsistema, por sua vez, define um problema de regulacdo 6tima de
ordem reduzida regular.

A questdo do tratamento do problema de regulacio 6tima quando o sistema esta de-
composto nesse formato serd o tema dos proximos capitulos. O algoritmo aqui desenvolvido
serd ainda generalizado, nos préximos capitulos, para lidar também com sistemas com
parametros incertos.
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Capitulo 5

Rastreamento de Sinais

No capitulo 4, posto um problema de regulacio étima de um sistema dinamico ¥, foi
desenvolvida uma decomposi¢do do sistema em termos da interconexao de dois sub-sistemas,
Y1 e Yg, respectivamente denominados ntcleo regular e subsistema de saida prescritivel de
Y. A caracteristica principal desses sub-sistemas é que o primeiro é excitado por sinais
de controle cuja ponderacdo na funcido objetivo do problema RO é nido-singular. Todos os
sinais de controle singularmente ponderados sdo injetados apenas em Y,. Foi anunciado
(corolario 4.1) que a particular estrutura com que foi construido X3 seria conveniente para
possibilitar a sintese, a partir dos sinais de controle ndo-ponderados desse sub-sistema, de
sinais de saida arbitrdrios para serem injetados em ;. Assim, o problema RO se reduziria
a regulacdo 6tima do sub-sistema 3.

A determinacdo do sinal de entrada para X; que produz um sinal de referéncia ar-
bitrario na saida do mesmo é o problema de rastreamento de sinais no subsistema. Este
capitulo tem por objetivo analisar o problema de rastreamento de sinais em sistemas com
a estrutura do sub-sistema 35, apresentando as técnicas adequadas para sua solucdo. Sera
mostrado que, sob condigbes de informacao completa (isto é, conhecimento dos distirbios)
existe uma solucdo exata para o problema, o que equivale a um desacoplamento completo
dos distirbios. Na auséncia de informacdo completa, a solucio adquire a forma de um
quase-desacoplamento de distdrbios (“almost disturbance decoupling”), que aproxima as-
sintoticamente a solugao exata através de ganhos elevados (“high gains”).

Serd visto que a solucdo do problema de quase-desacoplamento de distirbios, através do
mesmo mecanismo que permite a quase-rejeicao de perturbacées desconhecidas, ird também
possibilitar, de maneira imediata, a rejeicio de incertezas paramétricas no modelo do sis-
tema. Serdo estudadas especificamente perturbacoes paramétricas dos tipos incerteza limi-
tada em norma e incerteza politopica. No caso de sistemas incertos, s6 haverd solucoes do
tipo quase-desacoplamento de distirbios, nao sendo possivel a sintese de controles do tipo
desacoplamento completo de distirbios nem mesmo sob condicoes de informacao completa.

Ao final do presente capitulo, serdo estabelecidas condicoes suficientes para a existéncia
de leis de controle do tipo ganhos elevados para sistemas com incertezas dos tipos conside-
rados. Atendidas essas condigoes, serdo apresentados algoritmos para o projeto de tais leis
de controle.

Tendo em vista suas propriedades de robustez diante de incertezas, tanto nos parametros
do modelo quanto nos sinais exégenos que sdo injetados no sistema, a lei de controle do
tipo ganhos elevados serd a base de toda a sistematica de controle a ser desenvolvida nos

75
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proximos capitulos deste trabalho. A apresentacdo das leis de controle baseadas em rejeicao
completa de perturbacoes neste capitulo tem apenas o objetivo de servir de etapa construtiva
para o controle por ganhos elevados.

5.1 Problema de Rastreamento de Sinais

O sistema em questdo neste capitulo é dado por:

Ty _ A Are T n B w4 By o & Fiq w
T Ay Ag P By ! Bss 2 o
Y, (5.1)

xlz[lo][gl

Inicialmente, todos os pardmetros do sistema sdo supostos precisamente conhecidos.
Sobre tal sistema impoem-se as hipdteses:

(H1) a matriz [ iz Bi

ossui posto completo de linhas;
Ay Ba ] possui p P ;

(H2) X, é controldvel a partir da entrada wus;
(H3) dim(Uy) > dim(A));
(H4) o canal de uy para z; ndo apresenta zeros de transmissao.

O sistema com essas hipdteses pertence a classe dos sistemas do tipo saida prescritivel,
ver definicdo 4.2.

O problema de sintese (rastreamento) de sinais arbitrarios na saida z; do sistema X ¢é
definido como:

Definigao 5.1 (Rastreamento de Sinal) O problema de rastreamento de sinal na saida
do sistema Y, descrito por (5.1) consiste em determinar um sinal us,; tal que:

ug(t) = usoi(t, z,w) = 21(1) = Trep(t) V w(t), ur(t) (5.2)
O

Infelizmente, a solucido exata do problema de rastreamento de sinal requer em geral o
conhecimento do sinal de perturbacdo w(t) para a determinagao do sinal de entrada uy(%).
Em situagdo de auséncia de informacdo acerca do sinal de perturbacdo, é possivel o quase-
rastreamento de sinal pela saida do sistema:

Definigdo 5.2 (Quase-Rastreamento de Sinal) Dados ¢ > 0, 61 > 0, 3 > 0 e uma
norma Ly, o problema de quase-rastreamento de sinal pela saida do sistema ¥, descrito por
(5.1) consiste em determinar um sinal us, tal que:

ug(t) = usol(t,2) = [[21() = 2res (D), <€ V [w@)l, < by [lua(®)]l, <2 (53)

O sistema € dito quase-inversivel se for possivel o quase-rastreamento de sinal para toda
tripla (€,61,02) come >0, 61 >0 e 63 > 0.
g
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NOTA 5.1 A solugao do problema de rastreamento de sinal pela saida de um sistema corresponde
a um controle com desacoplamento completo de distirbios (“disturbance decoupling”), enquanto o
quase-rastreamento corresponde a um controle com quase-desacoplamento de distirbios (“almost
disturbance decoupling”). O rastreamento exato de sinais serd implementado, em geral, através de
ganhos de controle finitos, quando o mesmo for possivel. O quase-rastreamento, por outro lado,
quando nao recair em um rastreamento exato, necessariamente ird envolver ganhos elevados (“high
gains”) para uma aproximacao assintética do desacoplamento completo de distirbios & medida em
que ¢ — 0.

&

Seja pelo mecanismo de rastreamento exato, seja pelo de quase-rastreamento, serd visto
a seguir que sempre é possivel a sintese de sinais arbitrarios na saida do sistema ;.
O teorema a seguir é a base dos métodos de rastreamento empregados neste trabalho.

Teorema 5.1 Seja um sistema Y5 conforme definido em (5.1), com as correspondentes
hipoteses H1, H2, H3 ¢ Hj. Tal sistema pode ser decomposto em uma seqiéncia de r
sub-sistemas do tipo:

éa _ [ Raa Rab [ Za Haa ) 0 )
li’b]i_ Rya Ry L_zb L—}—[Hba L[d]r}—[‘]ba L[e]l—l_

(Es)i: 1 o ]'[Q]Hr ‘ga ]'[‘U]H- l ZZ: ]"w (5.4)

Zb

[h]z = [ Uaa Uab L [ “a ]

interconectados sequndo:

U=VD...dV,
Zi = (Z2.D 2Zp)i
X=2Z219...0 2,
[z]; = [kl

[g]; = [hliga Vi<

dim([z,],) = dim([g],) =0 (5.5)
[d]; = [ul

[d];
[d]; = | [v]i-q Vi>1
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sendo que o posto de linhas de (Lq,);, de (Viy)i € de [ Usa Ugp | € completo para todo 1.
2
O

DEMONSTRAGAO: A prova deste teorema é decorréncia imediata do algoritmo de decomposi¢do
de niveis, apresentado a seguir.

A partir desse teorema sdo cunhadas as seguintes defini¢oes:

Definigao 5.3 (Nivel) O i-ésimo nivel de um sistema € definido como o i-ésimo subsis-
tema da decomposi¢ao definida por (5.4) e (5.5).
d

Definigdo 5.4 (Sistema a Controle Completo) Um sistema em que a matriz de en-
tradas de controle possui posto completo de linhas € denominado sistema a controle com-
pleto.

g

Claramente, cada nivel de um sistema possui a estrutura de controle completo.

O teorema 5.1 decompde o sistema (5.1) em sub-sistemas denominados niveis. A inter-
pretacdo relevante desse teorema é: cada nivel é possivelmente diretamente excitado pelas
entradas de perturbacdo (w, d, €) e pelas entradas de controle (v,g), sendo estas capazes de
controlar perfeitamente a saida h. Parte do vetor de controle de cada nivel (a parte equi-
valente a g) corresponde & saida do nivel subseqiiente. O dltimo nivel é controlado apenas
por entradas pertencentes ao vetor de entradas do sistema original. Assim, é possivel uma
acao de controle em cascata que ird controlar perfeitamente a saida do primeiro nivel. Essa
idéia serda demonstrada e explorada nas proximas sessoes deste capitulo.

NOTA 5.2 Deve-se notar que o nimero de niveis de um sistema X; corresponde a um mais o grau
relativo desse sistema no canal de us para zq.

&

5.1.1 Decomposi¢cao em Niveis

A seguir, é apresentado um algoritmo que decompoe o sistema 35 em niveis, ou algoritmo
DN.

Seja a matriz M (definida a seguir) do sistema escrita segundo a notacao adotada nos
algoritmos de decomposicido. Acrescente-se a tal notacdo a convencao de que um bloco da
matriz A em negrito adjacente a um bloco da matriz B também em negrito corresponde a
um tunico bloco que, em conjunto, possui posto completo de linhas.

— ALGORITMO DE DECOMPOSIGAO EM NiVEIS —

{

Inicializagdo: Inicialmente, tem-se a estrutura definida em (5.1):

a-[4 a8 (56)

A A B

Inicializar o contador de niveis fazendo £ < 0.
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Enquanto o posto de linhas de By for incompleto Faga

{

Passo 1: Incrementar o contador de niveis: ¢ «— ¢ + 1.

Passo 2: Uma transformacao nas coordenadas de A; faz surgir um bloco nulo concen-
trando a deficiéncia de posto de linhas do bloco By; acima. Como conseqiiéncia
do posto completo de linhas de M, diante desse bloco nulo surge um bloco na
matriz A com posto completo de linhas:

A A A 0
A A A B (5.7)
A A A 5

Passo 3: Tomando a estrutura assim obtida:

A A [A] o
A A A [B] (5.8)

A A A B

procede-se agora a mudancas de coordenadas em A7 e em U, com o propdsito de
revelar o posto de colunas dos blocos A3 e Boy:

A A A 0 0 0
A A A A 0 B (5‘9)
A A A A B B
A A A A B B

Como consegiiéncia do posto completo de linhas de M, tem-se que as matrizes
Asy Bz ] e [ A4y By ] possuem ambas posto de linhas completo.

Passo 4: Redefinir o sistema, fazendo:

(5.10)

Aj[ — l A33 A34 B31 ]

A43 A44 B41

— F1M po ALgoriTmM0O DN —

O i-ésimo nivel de um sistema é dado pelo subespaco X} G X, apds o passo 3 do algoritmo
de decomposicdo em niveis para £ = 72 com 7 < r. O tltimo nivel do sistema, de nimero
£ = r, é obtido apés o final do algoritmo como o subespago X} & A, resultante. Os sinais
de entrada de controle do ¢-ésimo nivel de um sistema sdao dados por g; = 3 e v; = uy
apos o passo 3 do algoritmo de decomposicao em niveis, para £ = ¢ com ¢ < r. Os sinais de
entrada de controle do nivel £ = r sdao dados por v, = uy do sistema resultante apds o fim
do algoritmo.
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NOTA 5.3 Por inspegao pode-se verificar que o algoritmo DN é valido para todo sistema da forma
(5.1). Assim, a exposi¢do do algoritmo serve como demonstra¢io do teorema 5.1.

&

NoTA 5.4 Caso o sistema X a ser decomposto em niveis seja o sub-sistema Y5 proveniente da
decomposi¢iao R/S, nao é necessaria a aplicagdo do algoritmo acima, uma vez que a decomposi¢ao
em niveis ja se encontra pronta, como subproduto da decomposi¢ao R/S.

&

EXEMPLO 5.1 Para exemplificar a estrutura obtida ao final do algoritmo de decomposicao em
niveis, é mostrado abaixo um sistema cuja decomposi¢ao terminou no terceiro nivel:

N e s Ss N SN
SN e s S e SN
S N N N - S
S S S S S 4
SN
B OO
DWwoooo
TwWo oo
TP

O nivel 1 é composto dos subespacos X7 & X3. O nivel 2, dos subespagos X3 @ X4. O nivel 3, dos
subespacos X5 @ Xs. Os sinais de entrada de controle dos niveis sao respectivamente constituidos
pelos subespacgos X5 @ Xy @ Us (nivel 1), X5 @ Us (nivel 2) e Uy (nivel 3).

&

5.2 Sistemas Conhecidos: Rastreamento Exato

A decomposicio de um sistema em niveis é feita com o objetivo de evidenciar a estrutura
de um algoritmo de controle que permita, a partir das entradas de controle, fazer com que
a safda do sistema faca o rastreamento de sinais arbitrarios (inversdo do sistema). Uma
vez decomposto, o sistema passa a ser formado por blocos que tém a mesma estrutura e
que sao conectados em cascata, de maneira que o problema de inversio do sistema pode
ser decomposto em uma seqiiéncia de problemas de inversao de sistemas menores, cada um
com a tal estrutura.

Essa estrutura comum aos blocos elementares (niveis) do sistema leva a versoes diferentes
de algoritmos de inversdo, segundo se assuma que os sinais de entrada sdo todos conhecidos
ou nao. Nesta secdo serd admitido que o vetor de distirbios w(t) é conhecido, bem como
o vetor de entradas de controle nao singulares (neste capitulo considerado um vetor de
entradas deterministicas) u1(¢). Nesta situagao, os blocos elementares de sistema (niveis)
possuem a estrutura de controle completo e informag¢do completa, definida a seguir.

Definigdo 5.5 (Sistema CCIC) O sistema com controle completo e informacgao completa,
ou sistema CCIC, € definido como o sistema descrito por:

z=Az+ Bu+ Hd
(5.11)
y=Cz

As matrizes acima possuem dimensdes compativeis. Nesse sistema:
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i. u(t) corresponde a um vetor de entradas de controle arbitrariamente sintetizdveis;
ii. d(t) corresponde a um vetor de perturbagées conhecidas;

1i. B e C possuem ambas posto completo de linhas.

d

Nesta secdo, inicialmente é resolvido o problema de inversio do sistema CCIC. Con-
siderando que o sistema Y definido por (5.1) encontra-se decomposto em niveis, cada um
com com a estrutura de um sistema CCIC, a solucido do problema de inversdo é deduzida a
seguir para cada nivel do sistema.

Teorema 5.2 Considere-se um sistema CCIC, conforme definido em (5.11). Seja B~R
uma inversa o direita arbitrariamente escolhida da matriz B. Assuma-se que exista uma
matriz C™1, inversa @ direita de C, tal que C~Ry,.;(0) = 2(0). Dado um sinal y, (1),
considere-se o sinal descrito por:

wpes(t) = BTR(C7Rp(1) = ACT Ry, os(t) — H(1)) (5.12)
Entao:

i. u(t) = uyef(t) dado por (5.12) produz o rastreamento exato do sinal y,.f(t) pelo sinal
y(t), isto é:
Y(t) — Yres(t) =0 V>0 (5.13)
com a rejeigdo completa dos disturbios d(t).

ii. Se yref(t) € d(t) sdo sinais absolutamente continuos continuamente diferencidveis (isto
€, Yres(1),d(t) € € ) entdo u,.5 € €.

d

DEMONSTRAGAO: O fato de u,.; € € é decorrente do espago € ser fechado sob as operagoes
de integracao e diferenciacao. A demonstragao da rejeicao completa de disturbios é questao de mera
substituicao da lei de controle na equagao do sistema. Observe-se que a existéncia de pelo menos
uma inversa a direita para as matrizes B e C' é garantida pela hipdtese de posto completo de linhas.

NoOTA 5.5 O rastreamento de estados corresponde ao caso particular do teorema 5.2 em que C' =1,
nao exigindo nenhuma hipdtese adicional.

&

Com base nesse teorema, os corolarios a seguir apresentam a sintese de sinais de controle
para o rastreamento de sinais de referéncia pela saida de um sistema decomposto em niveis.
O corolario 5.1 apenas transpoe o teorema para o ¢-ésimo nivel de um sistema. O coroldrio
5.2 faz a composicio dos niveis, possibilitando o rastreamento de um sinal pela saida do
sistema original.
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Coroldrio 5.1 Seja o sistema X, decomposto em seus niveis (X5);, 1 < ¢ < r, conforme
definido em (5.1), (5.4) e (5.5). Considerando o i-ésimo nivel, seja dado o sinal de re-
feréncia h:ef. Assuma-se que:

he di e, w € €F (5.14)

-R
e que { Usa U L h:ef(O) = 2z;(0). Entdo a lei de controle:

gfef Loy O f . —R ey
RGN (AN

(5.15)
d;
Rao Rap [ U Uss ]_R hj’ef _ Hy, 0 Qaa e
Rpa Ry | L% 7% L Hyo  Joa @b uZ]
faz a saida h;(t) rastrear exatamente o sinal de referéncia h:ef(t), ou seja:
hi(t) — b (1) =0 Yt >0 (5.16)
Além disso, gfef e vfef pertencem a €%,
O
Corolario 5.2 Seja o sistema ¥, decomposto em seus niveis (X5);, 1 < ¢ < r, conforme

definido em (5.1), (5.4) € (5.5). Entio, dado um sinal 2% tal que z1(0 ) Tef( 0):
. Existe um sinal u"*’ que produz o rastreamento exato de .rref( t) por x1(1), isto é:
2(t) -z (t)=0 V>0 (5.17)

Tal sinal uf corresponde a uma transformacédo de coordenadas do vetor v"¢f com-
posto dos sub-vetores v;ef, ...,v'l | dados por (5.15) e pela lei de interconexdo (5.5)

acrescida de:
h;ef — x;ef

(5.18)
hih =g
- Se (25 w(t), us (1)) € € entdo ul € €.
d

DEMONSTRAGAO: O fato adicional a ser demonstrado neste coroldrio é a preservagao de u”®/
no espaco €. Tal fato decorre imediatamente de todos os sinais injetados em cada sub-sistema
pertencerem a tal espaco e gerarem saidas no mesmo, e do fato desse espaco ser fechado sob dife-
renciagao e integragao.
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5.3 Sistemas Conhecidos: Rastreamento Assintdotico

O rastreamento exato de sinais desenvolvido na secdo anterior pressupunha sempre a igual-
dade inicial entre o vetor de referéncia e o correspondente vetor controlado. A auséncia
dessa condigao inicial, mantida uma restrigao de que o sinal de controle u(t) pertenca a €,
ird implicar na impossibilidade de rastreamento exato. Nesta secdo serdo estudadas entao
técnicas para garantir o rastreamento ao menos assintdtico, nessas condicbes, ainda para
sistemas do tipo CCIC.

Lema 5.1 Considere-se um sistema CCIC, conforme definido em (5.11). Seja dado um
sinal y,.5(t). Considere-se o sinal descrito por:

Upes(t) = BR(C7Rp(t) = AC™ Ry, op(t) — Hd(1)) (5.19)

sendo B~ e C~F inversas a direira arbitrariamente escolhidas para B e C'. Assuma-se que
y(0) # y,¢5(0), € que a matriz A possua todos os autovalores com parte real estritamente
negativa. Defina-se x,¢(t) £ C’_Ryref. Entao:

i. u(t) = uyef(t) dado por (5.19) produz o rastreamento assintético do sinal y,.¢(t) pelo
sinal y(t), isto é:

Jim (y(t) = yres(t)) = 0 (5.20)
ii. A dindmica do erro de rastreamento e;(t) £ x(t) — zref(t) € ey(t) = y(t) — Yrep(t) €
dada por:
€x(1) = Aey(t)
(5.21)
(1) = Ceat
iii. Se d(t) € € entdo u,.f(t) € €.
d

DEMONSTRAGAO: O item (ii) vem por substitui¢io direta de (5.19) na equagao do sistema. De
(ii) e da hipdtese de que A possui autovalores com parte real estritamente negativa decorre o item

. . e s A . o0 o~ . o~ . . o~
(i). O item (iii) é conseqiiéncia de € ser fechado sob as operac¢des de integracio e diferenciagio.

FEvidentemente, é possivel modificar a maneira como o erro de rastreamento converge
para zero, através de modificacoes na entrada u(?). Uma possivel maneira de se alterar
a convergéncia do sinal controlado para o sinal de referéncia seria a substituicio do sinal
de referéncia original z,.¢(t) por um outro sinal de referéncia z,,5(¢) o qual seria igual ao
vetor controlado no instante ¢ = 0 e se aproximaria do sinal de referéncia original apds
esse instante. OQutra possibilidade seria introduzir uma realimentacdo do erro, alterando a
dinamica do mesmo. Essas possibilidades sdo examinadas nos lemas a seguir.

Lema 5.2 (Rastreamento por sinal de referéncia) Considere-se um sistema CCIC,
conforme definido em (5.11). Sejam C~R e B~F inversas a direita arbitrariamente esco-
lhidas para as matrizes C e B. Seja dado um sinal y,.;(t). Defina-se z,¢(t) 2 C~Fy,.4(1).
Assuma-se que z(0) # z,.¢(0). Considere-se o sinal descrito por:

uras(t) = B_R (C_Rgras(t) - AC_RyTaS(t) - Hd(t)) (522)
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sendo y,qs(t) uma fungdo qualquer no espago € tal que:

C_Ryras(o) = mras(o) = $(0)
(5.23)
Hm (2qs(t) — 2ref(t)) =0

t—o00

Fntao:

i. u(t) = tyqs(t) dado por (5.22) produz o rastreamento assintético do sinal y,.¢(t) pelo
sinal y(1), isto é:
Jim (y(t) = yres(t)) = 0 (5.24)

ii. A fungdo erro de rastreamento e, (t) £ z(t) — z,.5(t) € dada por:

ex(t) = Tyas(t) — Tref() (5.25)

iii. d(t) € € implica em u,.f(t) € €.

O

Lema 5.3 (Rastreamento por realimenta¢do de erro) Considere-se um sistema CC-
IC, conforme definido em (5.11). Sejam C~F ¢ B=F inversas a direita arbitrariamente esco-
Ihidas para as matrizes C' e B. Seja dado um sinal y,;(t). Defina-se ,.¢(t) 2 C~Fy, ¢(t).
Assuma-se que z(0) # z,.£(0). Considere-se o sinal descrito por:

upp(t) = B~ (C7F G p(1) = ACTRyos (1) — Hd(1)) + K (2(t) = C™Pypep(t))  (5.26)
Entao:

i. Se os autovalores de (A+ BK') possuem parte real estritamente negativa, entdo o sinal
u(t) = usppi(t) dado por (5.26) produz o rastreamento assintotico do sinal y,.¢(t) pelo
sinal y(1), isto é:

lim (3(t) — grer(t)) = 0 (5.27)

t—o00

A dindamica do erro de rastreamento e,(t) = z(t) — z,.4(t) € dada por:
€x(1) = (A + BK )ey(t) (5.28)

ii. (d(t),yres(1)) € € implica em ugpp(t) € €.

O

NoTA 5.6 Claramente, o método de controle mostrado no lema 5.3 nao é mais que um caso par-
ticular do método do lema 5.2.

&

NOTA 5.7 Tanto a agao de controle prescrita no lema 5.2 quanto aquela prescrita no lema 5.3 nao

podem realizar a rejei¢ao instantanea do erro de condigao inicial, caso haja a restricao de que o sinal
(o]

de controle u(t) permaneca no espago €.

&
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5.3.1 Rastreamento Instantaneo

Tendo em vista a observagao contida na Nota 5.7, é apresentada nesta subse¢do uma maneira
de se implementar o rastreamento instantineo de sinais de referéncia, sob condicdo de erro
no estado inicial. Para tanto, é necessario admitir que o sinal de entrada u(t) esteja contido
num espago que, contendo o espaco anterior €, seja ainda completo (espaco de Banach)
sob a norma L, e fechado sob as operagdes de integracao e diferenciacao.

Esse espago, que serd denominado espaco das distribuicoes (ver [48, 126, 125]), D,
deve conter, portanto, funcoes descontinuas (as quais sao limites de seqiiéncias de funcoes
continuas e devem pertencer ao espago, por ser este completo). Por ser fechado sob a
derivagao, o espago D contém também a funcdo 6(¢) (delta de Dirac), que é a derivada de
uma funcdo descontinua, bem como suas derivadas de ordem superior. Como conseqiiéncia
de ser fechado sob integracdo, D contém ainda funcoes continuas com derivadas descontinuas.

Lema 5.4 (Rastreamento Instantineo: Controle Impulsivo) Considere-se um siste-
ma CCIC, conforme definido em (5.11). Sejam C~F e B=F inversas a direita arbitraria-
mente escolhidas para as matrizes C e B. Seja dado um sinal y,.¢(t). Defina-se z,.¢(t) =
CRy,es(t). Assuma-se que (0) # 2,.4(0). Considere-se u(t) um vetor de entradas de con-
trole arbitrariamente sintetizdveis no espago D e d(t) um vetor de perturbagoes conhecidas,
também em D. Considere-se o sinal descrito por:

Uras(t) = BT (C7Rgpas(t) — ACTRy,s(t) — Hd(t)) (5.29)
sendo Ypqs(t) € D uma fungdo tal que:

C_RyTas(O) = xras(o) = m(())
(5.30)
Tros(t) — Zref(t) =0 V>0

FEntao:

i. u(t) = uyqs(t) dado por (5.29) produz o rastreamento instantineo do sinal y,.f(t) pelo
sinal y(1), isto é:
Y(t) — Yres(t) =0 V>0 (5.31)

ii. Urqs(t) pode ser explicitamente formulada como:
Uras(t) = BR (CRypep (1) — AC™Ry,5(t) — Hd(t) — 6(1)A(a(t) = C~Py,e4(1)))
3

sendo tal expressao a unica solugdo de (5.29), (5.30).

Devido a unicidade de todos os sinais no lema 5.4, é possivel ainda inferir diretamente a
conseqiiéncia da aplicacdo da técnica apresentada no lema 5.3, no limite em que os pdlos do
sistema sdo alocados em menos infinito (um sistema que leva o erro para zero em um tempo
arbitrariamente pequeno). Como é possivel construir uma seqiiéncia de Cauchy de ganhos
K como rota para esse limite, os sinais resultantes deverdao ser necessariamente iguais aos
do lema 5.4. Esse raciocinio é formalizado no lema a seguir:
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Lema 5.5 (Rastreamento Instantdneo: Ganhos Elevados) Considere-se um sistema
CCIC, conforme definido em (5.11). Sejam C~F e B™F inversas a direita arbitraria-
mente escolhidas para as matrizes C e B. Seja dado um sinal y,.s(t). Defina-se z,.5(t) =
CRy,er(t). Assuma-se que 2(0) # 2,.4(0). Considere-se u(t) um vetor de entradas de con-
trole arbitrariamente sintetizdveis no espago D e d(t) um vetor de perturbagoes conhecidas,
também em D. Considere-se o sinal descrito por:

uppi(t,€) = B (C7Rguos(1) — ACTPy, (1) — Hd(1)) + %‘ (2(1) = C™Pypes(n))  (5.33)

sendo K qualquer matriz tal que os autovalores de BK sejam todos providos de parte real
estritamente negativa, ou seja, s (BK) C C_. Seja u}y, (1) o sinal dado por:

wpp(t) = Hm uppp(t; ) (5.34)
FEntao:
i. u(t) = u}y(t) dado por (5.33) produz o rastreamento instantdneo do sinal y.;(t) pelo
sinal y(t), isto é:

Y(t) — yres(t) =0 V>0 (5.35)

ii. A expressio de u}y,(t) € dada unicamente por:

Whe(t) = BT (C7Ripep(t) = ACTRy, s (1) = HA(t) = 8(1) A2 (t) = C~Fyes(1))
(5.36)

O

NoOTA 5.8 O resultado apresentado no lema 5.5 é consideravelmente mais forte que aquele apre-
sentado no lema 5.3, uma vez que agora a escolha da matriz K depende apenas de conhecimento
a respeito da matriz B. Além disso, qualquer escolha de K tal que BK possua autovalores com
parte real estritamente negativa conduz ao mesmo resultado, mesmo para escolhas completamente
diferentes.

&

5.4 Sistemas Incertos: Quase-Rastreamento

Até este ponto foi considerado apenas o problema do rastreamento de sinais de referéncia
para sistemas com parametros precisamente conhecidos e com entradas de perturbacdo
conhecidas. Nesta secio passam a ser abordados sistemas com entradas desconhecidas.
Como o tratamento de incerteza de sinais nao é diferente, no atual contexto, do tratamento
de incertezas de modelo, o estudo a seguir ndo ird analisar em separado essas classes de
incertezas.

A seguir é definido entdo o sistema incerto com controle completo e realimenta¢do de
estados, ou sistema [CCRE, que corresponde genericamente a estrutura de cada nivel de
um sistema Y, apds a decomposicdo em niveis, quando se admitem incertezas paramétricas
e sinais desconhecidos no sistema original.
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Definigao 5.6 (Sistema ICCRE) O sistema incerto com controle completo e realimenta-
cao de estados, ou sistema ICCRE, € definido como o sistema:

z=Az + Bu+ Hd
(5.37)
y=Cz

sendo compativeis as dimenséoes das matrizes. Nesse sistema:

i. E conhecida apenas a matriz C' do sistema.
1. C' possui posto completo de linhas.

iii. As matrizes A, B e H sdo supostas desconhecidas, porém pertencentes a um conjunto
limitado conhecido U:

(A,B,H)elU (5.38)
iv. B ndo € deficiente em posto de linhas para nenhuma instincia de B € U.

v. O sinal u(t) é um vetor de entradas de controle arbitrariamente sintetizdveis no espago
D.

vi. O vetor de estados x(t) € suposto conhecido.

vii. O vetor de perturbagoes d(t) pertence ao espagoD e € suposto desconhecido, porém
limitado em norma L., ou seja:

ld(®)lloe < (5.39)

para algum vy finito.

d

Teorema 5.3 Considere-se um sistema ICCRFE, conforme a definicdo 5.6. Seja um sinal
Yref(t) € € com norma Lo, limitada. Seja C—F uma inversa & direita arbitrariamente
escolhida para C. Defina-se z,.5(t) 2 C Ry, ;(t). Assuma-se que exista uma matriz K
tal que os autovalores de BK sejam todos providos de parte real estritamente negativa para
toda instincia de B € U, ou seja, s (BK) C C_ ¥V B € U. Considere-se o sinal descrito
por:

K _
ups(1,0) = = (2(t) = C~Fyres(1)) (5.40)
Seja uys(t) o sinal dado por:
Ups(t) = Hm u,(2,€) (5.41)

e—0
FEntao:

i. u(t) = uy(t) produz o rastreamento instantdneo do sinal y..;(t) pelo sinal y(t), isto
é:
Y(t) — Yres(t) =0 V>0 (5.42)

. . . , . .
ii. A expressdo de uwy(t) € dada unicamente por:

wp(t) = BR(CRyyep(t) = AC Ry, s (1) = Hd(t) - 8(1) A2 (t) = C~Fy,es(1))
(5.43)
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DEMONSTRAGAO: A substituicao de uy(t) na equagao do sistema conduz a:
. K K
= (A—i—B—) t— B—x,.;+ Hd
€ €

o que, por dominancia para ¢ suficientemente pequeno, leva a:

. K K
TR BLCL‘ — Bixref
€ €

que é, para todo ¢ suficientemente pequeno, um sistema dinamico estavel, devido & hipdtese de
autovalores estritamente negativos da matriz BK. No limite em que ¢ — 0T, tem-se que:

BEK(z — 2y07) =0

Como todos os sinais do sistema (em particular também z(¢)) estdo contidos em ID (espaco de
Banach), entdo o limite acima existe e é também estavel. Novamente com a hipétese de autovalores
com parte real estritamente negativa para a matriz BK, tem-se que o espac¢o nulo dessa matriz é
apenas a origem do espaco de estados, de onde:

T=12Tpep VE>0

A expressao explicita do sinal uj (t) é decorréncia da equivaléncia da solugao neste caso com a
solucao do caso CCIC.

NoTA 5.9 Uma conseqiiéncia da expressao explicita do sinal u;s(t) fornecida pelo teorema 5.3 é
que, caso haja incerteza apenas em A, ou apenas em B, ou apenas em H, ou ainda apenas em d(#),
sendo as demais trés incégnitas conhecidas, é possivel determinar também a quarta incégnita, como
subproduto da sintese da lei de controle (5.40). Observe-se que a sintese desse controle em si ndo
depende de nenhuma dessas incognitas, sendo baseada apenas no conhecimento do vetor de estados.

&
A contrapartida do teorema 5.3 pode ser estabelecida como:

Lema 5.6 Considere-se um sistema ICCRFE, conforme a defini¢do 5.6. Assuma-se que ndo
existe nenhuma matriz K tal que os autovalores de BK sejam todos providos de parte real
estritamente negativa para toda instincia de B € U, ou seja, s (BK) C C_ V¥V B € U. Nesse
caso, nao existe nenhuma lei de controle do tipo ganhos elevados que estabiliza o sistema
para toda instancia de B € U.

g

DEMONSTRAGAO: A demonstragao decorre do fato de que os autovalores do sistema em malha
fechada, para tal classe de controladores, serao iguais aos autovalores da matriz BK divididos por
uma constante pequena positiva. Como sempre havera autovalores com parte real nula ou positiva,
o sistema nao pode ser estabilizado dessa forma.

O exemplo a seguir ilustra o caso em que um sistema ndo é estabilizivel por meio de
ganhos elevados.
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EXEMPLO 5.2 Considere-se um sistema com estrutura controle completo escalar:
. =azx+ bu

Nesse sistema, 2 € R, u € R. Seja b; < b < by. Seja também a = —1. O estudo da estabilizabilidade
desse sistema via ganhos elevados corresponde ao estudo do sistema em malha fechada:

. < bk)
Lr=la+— |z
€

para € — 0. O autovalor A da “matriz” dinamica tende, para € pequeno, ao valor

bk

€

A

Assim, a malha fechada fechada sera estavel, sob ganhos elevados, para bk < 0. Se b; > 0 tem-se
que:

k<0=bk<0Vbe[by,bs]

Se by < 0, correspondentemente tem-se que:
k>0=bk<0Vbe[by,bs]
No entanto, se b1 < 0 e by > 0, tem-se que:
sign (b1k) = —sign (b2k) Y k #0

Nesse dltimo caso, o sistema nao é estabilizavel por ganhos elevados, pois necessariamente havera,
para todo k que se escolha, alguma instancia da matriz incerta b para a qual a dinamica de malha
fechada tera autovalor positivo.

Esse ultimo sistema, no entanto, é estabilizavel para realimenta¢ao por ganhos finitos. Considere-

se:
u=kz
de forma que:
= (=1+bk)x
Seja bmay = max(|b1], [b2]). Tomando-se:
1
k
| | < bm(ll‘

tem-se que (—1 + bk) serd sempre negativo, e o sistema preservara sua estabilidade qualquer que
seja a Instancia assumida por b dentro do conjunto de incertezas admissiveis.

<&

5.5 Conclusao

Neste capitulo foi estudada a questdo da geracido de sinais de controle que permitissem o
rastreamento de sinais na saida do subsistema de saida prescritivel. Para tal estudo, esse
subsistema foi inicialmente decomposto em uma seqiiéncia de sistemas interconectados (os
seus niveis), cada um com estrutura de controle completo.

Foi especificamente apresentada a decomposi¢do (5.4) para sistemas com estrutura do
tipo (5.1). Tal decomposigao (a decomposi¢ao em niveis) permite escrever o sistema como
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uma seqiiéncia de subsistemas conectados em cascata (niveis). Cada nivel é controlado pelo
nivel subsequente, e o ultimo nivel é controlado pelo vetor de entradas do sistema. Dessa
forma, o problema de controle da saida do sistema se reduz a uma seqiiéncia de problemas
de controle dos subsistemas.

Foram examinadas diversas estratégias para a realizacdo do rastreamento de sinais na
salda de sistemas com estrutura de controle completo, sob diversas condicoes de disponi-
bilidade de informacao a respeito dos pardmetros do sistema e a respeito dos sinais de
perturbacao nele injetados. Foi apresentada uma familia de solucoes para o problema de
rastreamento de sinais de referéncia arbitrarios pela saida de sistemas do tipo (5.4), ou seja,
subsistemas correspondentes aos niveis do sistema (5.1). Sob condi¢bes de informagao com-
pleta (conhecimento dos sinais de distirbios) e de modelo perfeito (auséncia de incertezas),
mostrou-se que é possivel o rastreamento exato da referéncia (solucées (5.12), (5.29) e
(5.34)). Em condicbes de incerteza de modelo e presenca de perturbaces desconhecidas,
mostrou-se que ainda é possivel o quase-rastreamento do sinal de referéncia (solucdo (5.41)).

Mostrou-se que a lei de controle do tipo ganhos elevados é adequada para a realizacdo do
rastreamento de saida nos sistemas com estrutura de controle completo em que o controlador,
para sintetizar o sinal de controle, ndo possui acesso nem aos sinais exégenos de perturbacao
nem ao modelo exato das equacdes dinamicas do préprio sistema. Essa situaciao corresponde
bem as condigoes encontradas na maioria das situacoes de controle de plantas reais. Em
contraste, as premissas de conhecimento perfeito de todos os sinais de perturbacio injetados
no sistema e do modelo exato do sistema sdo aproximadamente validas, na pratica, apenas
para uma classe bastante restrita de casos.

Dessa forma, em virtude de suas propriedades de robustez que o qualificam para contro-
lar uma ampla variedade de sistemas, o controlador do tipo ganhos elevados serd adotado
neste trabalho. Tal controlador serd a base da sintese de leis de controle que executarao
a etapa de quase-rastreamento de sinais, dentro do esquema do regulador 6timo singular
delineado no capitulo 4.

No capitulo 6, analisam-se as condicGes de existéncia dos controladores tipo ganhos
elevados, como func¢do das incertezas presentes no modelo. Estabelecida a existéncia de tais
controladores, é apresentada ainda uma metodologia para determinaciao dos mesmos.

No capitulo 7, a condicdo de existéncia de controladores tipo ganhos elevados servira
como critério para a construcao de algoritmos de decomposi¢do regular/singular para sis-
temas incertos. Essencialmente, serd feita a decomposicdo em um subsistema para o qual
existe o controle tipo ganhos elevados, e outro subsistema para o qual tal controle ndo existe.

No capitulo 8, sera feita a interligagao do subsistema de saida prescritivel (o qual sera
sujeito a um rastreamento de saida, através do controle modos deslizantes) com o subsistema
nicleo regular, sobre o qual sera aplicada uma lei de regulagao 6tima da saida (sintetizada
com a utilizacdo das saidas do outro subsistema). Dessa forma, estara resolvido o problema
de regulacdo 6tima de sistemas dinamicos incertos que este trabalho se propés a tratar.

O controlador do tipo ganhos elevados exerce portanto um papel central na abordagem
aqui delineada, sendo a base de todo o desenvolvimento a ser feito nos capitulos 6, 7 e 8, o
qual permitird resolver o problema de regulacdo otima de sistemas com parametros incertos.

Na parte III, serd abordada a questdao da implementabilidade fisica do controlador ga-
nhos elevados. Serd proposta uma estrutura de controle por modos deslizantes como alter-
nativa para realizacdo do controlador ganhos elevados.

As diversas alternativas de rastreamento exato de sinal diferentes da solucdo ganhos
elevados que foram examinadas neste capitulo ndo serdo mais abordadas, em vista de sua



5.5. Conclusao 91

provavel fragilidade diante de eventuais imperfeicbes de informacao.

O controlador tipo ganhos elevados assume entdo um papel de pedra angular no de-
senvolvimento deste trabalho. F importante no entanto salientar que haveria ainda uma
alternativa diferente para solucdo do mesmo problema aqui estudado. Seria possivel abordar
o mesmo problema sob o ponto de vista de obtencdo de uma “informacdo quase-perfeita”
através de observadores tipo ganhos elevados. Note-se que é possivel obter informacao
inclusive a respeito das incertezas de parametros do sistema, através de tais observadores.

Tal informacdo quase-perfeita poderia entdo ser utilizada para a sintese de controles do
tipo quase-rastreamento de sinais que utilizassem a mesma estrutura das leis de controle
tipo “rastreamento exato” acima descartadas para o desenvolvimento do presente trabalho,
em lugar da lei de controle tipo “ganhos elevados”. Essa abordagem pode ser considerada
dual em relacdo a aqui adotada. A pesquisa em tal direcdo, cujos primeiros passos ja foram
esbocados pelo autor e colaboradores [115, 113, 112], serd tema de trabalhos futuros.
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Capitulo 6

Ganhos Elevados Estabilizantes

No capitulo 5 foi mostrado que, devido as suas propriedades de rejeicao de distirbios e in-
certezas paramétricas, as leis de controle do tipo ganhos elevados sdo bastante convenientes
para a solucdo do problema de rastreamento de sinais. Posto isso, emergem duas questoes:

i. Quais sistemas admitem a estabilizacdo por ganhos elevados?

ii. Como calcular o controlador ganhos elevados que estabiliza determinado sistema?

Essas questoes serao o objeto de estudo do presente capitulo.

No capitulo 5 a solucao para o problema de rastreamento de sinais pela saida de sistemas
incertos, apresentada no teorema 5.3, requer por hipdtese a existéncia de uma matriz K
determinada tal que ¢ (BK) C C_ para todas as instancias admissiveis da matriz incerta
B.

Neste capitulo sao estabelecidas condicGes suficientes para a existéncia de tal matriz K,
para sistemas incertos dos tipos incerteza limitada em norma e incerteza politopica. A veri-
ficacdo dessas condicGes, bem como a determinacao de soluc¢oes particulares, é formulada em
termos de Inequagées Matriciais Lineares (LMI’s). Considerando sistemas com incertezas
dos tipos politopica e limitada em norma, serao apresentados algoritmos para determinacgao
de controladores ganhos elevados que os estabilizem. Serdo respectivamente empregados os
critérios (suficientes) de estabilidade: estabilidade quadrdtica por Lyapunov e estabilidade
pelo teorema do ganho pequeno.

Serd mostrado que, em virtude da presenca de incertezas paramétricas na matriz de
entrada de controle, alguns sistemas nao admitirdo leis de controle do tipo ganhos elevados.
Em tais sistemas, os ganhos elevados, se aplicados em todo o espaco de entradas de controle,
sempre implicardo na instabilidade para algumas instancias admissiveis dos pardmetros
incertos. No entanto, a aplicacdo de ganhos elevados apenas em determinados subespacos
do espaco de entradas de controle pode ainda preservar a estabilizabilidade do sistema,
mediante a aplicacdo de ganhos finitos no complemento ortogonal de tal subespaco.

Uma decomposicdo do sistema serd assim definida, separando a parcela do sistema
estabilizavel via ganhos elevados da parcela na qual o controle deve ser de ganhos finitos.

6.1 Sistemas com Estrutura Controle Completo

Inicialmente sdo tratados aqui os sistemas com estrutura controle completo. Tais sistemas
formam a classe para a qual foi estudada e proposta a metodologia de controle por ganhos

93
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elevados, no final do capitulo 5. Esta secdo serd entdo dedicada a determinagdo de contro-
ladores para sistemas com tal estrutura, nos casos agora especificos de incertezas dos tipos
politopica e limitada em norma. A generalizacdo dos resultados que serdo aqui estabelecidos
serd o tema da proxima secido deste capitulo.

6.1.1 Sistemas com Incerteza Limitada em Norma

Com base no teorema do ganho pequeno, sdo deduzidas a seguir condi¢Oes para a estabili-
zabilidade em ganhos elevados de sistemas tipo ICCRE cuja matriz de entradas de controle
possui incerteza limitada em norma possivelmente variante no tempo!.

Teorema 6.1 (Incerteza Limitada em Norma (1)) Considere-se que uma matriz B
incerta pertenca a um conjunto U cuja estrutura € de incerteza limitada em norma:

U:{B|B=B,+MAN; [|A] <1} (6.1)

Assuma-se que B, possua posto igual ao seu nimero de linhas. Caso a inequagdo matricial
linear (LMI) abaizo:

—(MM'+ B,Z+7'B)) Z'N'
>0 (6.2)
NZ I

seja factivel na varidvel 7, entdo todo K que faca o par (N K, B,K) observdvel, tendo a
forma:

K=7P (6.3)

para alguma matriz P = P' > 0 e Z factivel ird satisfazer:

s(BK)cC_ YBelU (6.4)

DEMONSTRAGAO: A LMI em (6.2) é equivalente, por complemento de Schur, a:
B,Z+7'B+7Z'N'NZ+MM' <0
Faca-se agora Z = KP~! = KW (o que, pela hipétese de P > 0 sempre sera possivel):
B, KW+ W'K'B, + WK'N'NKW 4+ MM' <0

Esta inequa¢do implica, juntamente com a hipdtese de observabilidade do par (NK, B,K), pelo
teorema A.9, em que o sistema:
2= B,Ke +M¢

Yv=NKzx

1E possivel até mesmo substituir a incerteza matricial por um operador dindmico com a mesma restrigio
de norma, sem prejuizo da validade dos resultados aqui apresentados. Essa discussdao, no entanto, nao sera
empreendida aqui.
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é estavel com norma H, de sua matriz de transferéncia da entrada ¢ para a saida ¢ menor que 1.
Para se aplicar agora o teorema do ganho pequeno tome-se:

¢ = Ay
Essa conexao em malha fechada ser estavel implica em que:

¢(B,K + MA}NK) C C_

o que ocorre, pelo teorema do ganho pequeno, para todo Ay tal que ||A;]|, < 1.

NoTA 6.1 No caso de se restringir a incerteza Ay no teorema 6.1 a ser do tipo estdtico, com
Ap € R tem-se que a norma Mo de Ay é igual & sua norma-2 matricial (ou seja, igual ao
maximo valor singular da matriz Ap).

&

FEsse teorema apresenta um inconveniente sério para sua aplicabilidade: a exigéncia de
que o par (N K, B,K ) seja observivel. Nao se conhece uma forma de expressar tal restrigao
em termos de LMUI’s, de forma que a mesma nao pode ser incluida no processo de otimizacdo
(via um método de pontos interiores com restrigdbes LMI’s, conforme se supde ao longo de
todo este trabalho) que ird determinar uma solugao factivel. A restri¢ao deve, portanto, ser
verificada a posteriori.

O teorema a seguir é dedicado a remocdo de tal hipotese de observabilidade, a qual é
substituida por uma hipétese de estabilidade da matriz B, K. Ao custo de alguma conser-
vatividade, essa manobra permitird a formulacdo do problema de determinacio da matriz
K factivel em termos de um problema de factibilidade com restricoes LMUI’s.

Teorema 6.2 (Incerteza Limitada em Norma (2)) Considere-se que uma matriz B
incerta pertenca a um conjunto U cuja estrutura € de incerteza limitada em norma:

U:{B|B=B,+MAN ; ||Ay]. <1} (6.5)

Assuma-se que B, possua posto igual ao seu nimero de linhas. Suponha-se que a inequagdo
matricial linear:
—(MM'+ B,Z+7Z'Bl) Z'N'
>0 (6.6)
NZ I

€ factivel na variavel Z e existem duas matrizes K e P = P' > 0 tais que

K=2P
(6.7)
s (B,K) C C_

para um 7 factivel. FEntdo a matriz K satisfazendo (6.7) para 7 satisfazendo (6.6) é tal
que

¢(BKYCC. VBelU (6.8)

d
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DEMONSTRAGAO: No teorema A.9 a hipétese de observabilidade era utilizada para assegurar a
condicao de estabilidade assintdtica do sistema. Assim, a introducao dessa condi¢ao como hipdtese

permite dispensar a hipdtese de observabilidade.

NOTA 6.2 Observe-se que a condigao de estabilidade estrita dos autovalores da matriz B, K é uma
condic¢do suficiente para a observabilidade do par (NK, B,K).

&

Esse ultimo teorema permite o estabelecimento do problema de factibilidade com re-
stricdes LMI’s que permite o cdlculo da matriz K que ird gerar os ganhos elevados estabi-
lizantes. Na formula proposta abaixo, aplica-se o critério de estabilidade de Lyapunov para
garantir a estabilidade de B, K.

Determinacdo de K Estabilizante (ILN)

—(MM'+ B,Z + 2'B’) Z'N’
>0
NZ I
B,Z+ Z'B, < 0

K=Z7ZP YP=P >0

NOTA 6.3 A conservatividade da férmula acima é devido ao fato de se utilizar a mesma matriz P
(implicita na variavel 7) para as duas LMT’s. Uma férmula ndo conservativa permitiria a aplicagao
de matrizes simétricas positivas definidas diferentes nas duas equagoes. Isso levaria a um sistema
de inequag¢bes matriciais bilineares (BMT’s), cuja resolu¢io é computacionalmente mais complexa,
estando portanto fora dos objetivos propostos neste trabalho.

&

6.1.2 Sistemas com Incerteza Politépica

Para o caso de incerteza politépica serd aplicado o teorema da estabilidade de Lyapunov
para geracdo de critérios de estabilidade sob ganhos elevados.

Teorema 6.3 (Incertezas Politépicas) Seja uma matriz incerta B pertencente a um
conjunto U dado por um politopo convezxo:

v v
U:{B| B:ZaiBi : Zaizl : aiZO} (6.10)
FEntdo, caso o sistema de inequagdes matriciais lineares:

BiZ+7Z'Bi<0 i=1,...,v (6.11)
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seja factivel, também serd verdade que:
JK| ¢(BK)cC_VBelU (6.12)

sendo que todo K com a forma:

K=2W (6.13)

para 7 solugdo de (6.11) e para todo W = W' > 0 satisfaz (6.12).
O

DEMONSTRAGAO: Faca-se 7 = KW~! = KP. Isso sempre ¢é possivel, devido a hipétese de que
W > 0. Substituindo no sistema de LMI’s obtém-se:

BiKP+PK'B/ <0 i=1,...,v

Note-se que foi utilizado o fato de que W = W', que implica em que P = P’. A linearidade da
inequacao acima implica em sua validade em todo o interior do politopo, ou seja:

BKP+ PK'B'<0 V Belp
Por Lyapunov agora, tem-se que:
s(BK)CC. VBelp

Para facilitar a leitura deste trabalho, a férmula de determinacdo da matriz K que
produz a estabilidade ganhos elevados do sistema é apresentada em destaque:

Determinacdo de /K Estabilizante (IP)

BZ+7Z'Bi<0 i=1,...,v
(6.14)
K=ZW YVW=W'>0

NoOTA 6.4 Esta férmula apresenta uma conservatividade de mesma natureza que a formula similar
para sistemas ILN. Aqui a conservatividade se expressa na utilizacdo da mesma matriz W (implicita
na varidvel Z) para todos os pontos no interior do politopo. Uma férmula ndo conservativa iria
permitir, em principio, a utilizagao de uma matriz simétrica definida positiva diferente para cada
ponto no interior do politopo, como meio de verificacao da condi¢ao de estabilidade de Lyapunov.
Tal problema, bem mais complexo, também nao sera abordado neste trabalho.

&

NoOTA 6.5 O teorema 6.3 pode ser interpretado como um procedimento de verificacao da estabili-
zabilidade quadratica do sistema:

# = Bu (6.15)

para a matriz incerta B € .

&
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Os teoremas 6.1 e 6.3 fornecem maneiras diretas de se fazer a determinac¢ao da estabili-
zabilidade, via ganhos elevados, de sistemas [CCRE cujas matrizes de entradas de controle
sdo incertas, para incertezas respectivamente do tipo limitadas em norma e politépicas. Sao
apresentadas condicOes suficientes para tal estabilizabilidade. Fssas condicGes possuem a
forma de restricoes do tipo LMI (inequacgbes matriciais lineares), sendo portanto diretamente
computaveis por meio de programas de otimizagdo convexa (por exemplo, algoritmos de
pontos interiores) com convergéncia eficiente (em tempo polinomial) e garantida para uma
solucdo, se pelo menos uma existir. Estando determinada a existéncia de soluctes, os
teoremas ainda fornecem férmulas para o calculo de pelo menos uma solugao.

6.2 Decomposicao Ganho Finito / Ganho Elevado

Na secdo precedente, foram formulados algoritmos que permitem decidir se o vetor de
entradas de sistemas do tipo controle completo admite ou ndo a aplicacdo de leis de controle
do tipo ganhos elevados. Nos casos em que admite, foram ainda estabelecidos algoritmos
para determinacdo desses ganhos.

Nesta secao sera abordado o caso em que determinadas direces do espaco de entradas
admitem a aplica¢ao de ganhos elevados, enquanto outras dire¢des ndo o admitem. Remove-
se aqui a hipdtese de que o sistema possua estrutura de controle completo, uma vez que o
objetivo desta secdo é a determinacao de um subespaco do espaco de entradas, por menor que
seja, no qual é possivel aplicar ganhos elevados sem que o sistema seja com isso instabilizado.
A estabilizacdo do sistema deverd ser completada com a utilizacdo de ganhos finitos, caso
isso ndo seja possivel apenas com ganhos elevados.

O problema aqui em questdo é portanto formulado como a determinacao de uma matriz
K tal que ¢(BK + K'B') C C_ UC, para toda instincia de B. Com isso é implicita-
mente determinado um subespaco do espaco de entradas que estabiliza quadraticamente,
através de ganhos elevados, um subespaco do espaco de estados. Serd aqui proposta uma
decomposicao dos espacos de estados e de entradas para explicitar esses subespacos, sendo
tal decomposicao denominada decomposi¢cio EGE/NEGE, em referéncia a decomposi¢dao
espago estabilizdvel por ganho elevado / espago ndo estabilizdvel por ganho elevado.

O lema a seguir estabelece uma restricdo estrutural que deverd ser obedecida pelos con-
troladores tipo “ganhos elevados” ndo-instabilizantes, tanto no caso de incertezas politépicas
quanto no caso de incertezas limitadas em norma.

Lema 6.1 Seja uma matriz B, ji decomposta em suas submatrizes de posto completo de
linhas e de posto zero:

0
B = [ B, ] (6.16)
Seja também uma matriz de ganhos K, particionada de maneira arbitrdria sequndo:
K=|K K] (6.17)
FEntao tem-se que: B B
ByKy+ KBS <0
BK +K'B' <0 & (6.18)
Ki=0
g
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DEMONSTRAGAO: Este lema é decorréncia direta do teorema A.14, mais o fato de que a inversa

de Moore-Penrose da matriz 0 é ela propria.

6.2.1 Sistemas IP - Decomposi¢cao EGE/NEGE

O teorema a seguir estabelece o resultado fundamental para a determinacao de matrizes K
admissiveis para a construcdo de ganhos elevados ndo-instabilizantes, no caso de incertezas
politépicas.

Teorema 6.4 (Incerteza Politépica) Considere-se que uma matriz B incerta pertenca
a um conjunto U cuja estrutura é a de um politopo convezo:

U:{B | B:ZaiBi : Z%’Il : aiZO} (6.19)
FEntao, caso o sistema de inequacgoes matriciais lineares:
B;Z+Z7Z'B.<0 i=1,...,v (6.20)

seja factivel, também serd verdade que:

K| ¢(BK)cC_UGC, VYVBel (6.21)
sendo que todo K com a forma:
K=7ZW (6.22)
para todo W = W' > 0, satisfaz (6.12).
a

DEMONSTRAGAO: A demonstragao é essencialmente a mesma do teorema 6.3.

NOTA 6.6 O teorema 6.4 nao depende de condigdes tais como a existéncia de uma imagem comum
entre as diversas instancias da matriz B incerta para fornecer uma matriz K que gera ganhos elevados
nao-instabilizantes. No entanto, a aplicagao a priori do lema 6.1 permitiria a reducao do espaco
de busca do algoritmo de otimizacao, e poderia aumentar a confiabilidade do resultado obtido. A
postertori, o resultado obtido devera, naturalmente, possuir a forma prescrita pelo lema 6.1.

&

Esse resultado, a um sé tempo, remove a hipotese de que o sistema possua estrutura
de controle completo e possibilita que a matriz K resultante possua eventualmente posto
incompleto de linhas.

Uma matriz K resultante com posto incompleto de linhas pode significar que, no subes-
paco do espaco de entradas correspondente a N (K'), ndo se admite ganhos elevados. Natu-
ralmente, no subespaco R (K') é possivel a aplicagdo de ganhos elevados. Essa observagao
sugere o algoritmo de decomposicao EGE/NEGE, apresentado a seguir, para determinagao
do maior subespago no qual é possivel a aplicacdo de ganhos elevados.

Inicialmente, define-se a seguir uma metodologia particular para resolucao de problemas
de factibilidade LMI’s em termos de problemas de minimizac¢io de um determinado funcional
linear com restricoes LMI’s, o qual serd denominado procedimento MinFuac.
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Definigdo 6.1 (Procedimento MinFac) Considere-se o problema de determinagdo de
uma solucgao factivel X para o conjunto de restricées LMI’s dado por:

P(X)<0 Vi=1,...,v (6.23)
A solucdo Minkac desse problema, X*, € dada por:

X*=ar min é
gx s x

)

P(X)<6T Vi=1,...,v (6.24)
sujeito a:
6> -1

O

NoTA 6.7 Caso na solugao do problema de otimizagao acima ocorra § < 0, entao o problema sera
estritamente factivel. Note-se que se as restri¢oes LMI do problema nao possuirem termo constante,
entao sempre havera a solucao marginalmente factivel X =0e 6 = 0.

&

O procedimento MinFac é importante devido ao resultado expresso no seguite lema:

Lema 6.2 Considere-se o conjunto de restricoes LMI’s na varidvel X :
A;XB;+ BIX'AL <0V (6.25)

Assuma-se que € adotado um algoritmo de pontos interiores na solu¢do do problema MinFac.
Entao:
{IX#0| AAXB +BX'A,<0Vi}=X*#0 (6.26)
sendo X™* a solucdo do problema MinFac.
g

DEMONSTRAGAO: A demonstragao desse lema decorre do fato dos algoritmos de pontos interiores
empregarem métodos de barreira, o que implica no deslocamento do ponto solugao para o interior
do conjunto factivel.

O algoritmo de decomposi¢io FGE/NEGE-IP (algoritmo EGE/NEGE para sistemas
com incertezas politépicas), apresentado a seguir, assume as mesmas hipéteses estabelecidas
no enunciado do teorema 6.4. Assuma-se também que o procedimento MinkFac é executado
por meio de um algoritmo de pontos interiores.

— ArLGoriTMO DE DEcomposigao EGE/NEGE - 1P —

{

Determinar a solu¢do MinFac K* do problema de factibilidade 6.20.

Enquanto R (K*) # 0
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{

Fazer transformacoes nas coordenadas dos espacos de estados e de entradas de con-
trole, de forma a obter:

L [ 0
K" = [ 0 0 ] (6.27)
Pelo lema 6.1, essas transformacoes colocam todos os vértices B; do politopo U

na forma:

B B
Bi_[o B], (6.28)

Redefinir cada vértice do politopo Uy, B; como:

Bio

B; = 6.29
[ By, ] . (6.29)

Determinar a nova solucdo MinFac K* do problema de factibilidade 6.20.
}

Reconstruir as matrizes B; e K, obtidas pela composicdo de todas as transformacoes de
coordenadas, obtendo:

B B
B; = [ o B ]Z (6.30)
sendo definidos:
B B
h _ 11 f — 12
B} = [ 0 ] B [ Boy ] (6.31)
e
. [ 0
K* = [ o 0] (6.32)
sendo definida:
K=Ky 0] (6.33)

— Fim po ArcoriTMO DE DEcoMPosigao EGE/NEGE - 1P —

Teorema 6.5 Sejam as matrizes Blh, Blf e K resultantes do algoritmo de decomposi¢do

EGE/NEGE-IP. Definam-se os conjuntos Uy, e Us como os menores politopos convexos que
contém respectivamente as matrizes Bl e Blf. Sdo vdlidas as propriedades:

B 1K <0 v By e Uy, (634)
€
{ByK <0V Byely} = K=0 (6.35)
O

DEMONSTRAGAO: A primeira propriedade é valida por construcao. A segunda decorre imediata-
mente do lema 6.2.



102 Capitulo 6. Ganhos Elevados Estabilizantes

6.2.2 Sistemas ILN - Decomposi¢ao EGE/NEGE

No caso de sistemas com incerteza limitada em norma, a situacdo é bastante diferente.
Examine-se uma matriz B incerta que pertence a um conjunto I/ cuja estrutura é de in-
certeza limitada em norma:

U:{B|B=B,+MAN : ||Ay]l, <1} (6.36)

O papel das matrizes M e N, que determinam a estrutura da incerteza, é elucidado nos
lemas a seguir.

Lema 6.3 Seja uma matriz B incerta conforme definida em (6.36). Entao:

JK e N(N) | BK+ K'B<0VYBelU (6.37)
Além disso, caso ocorra:
R(B,) 2 R(M) (6.38)
entao
PK|NK#0; BK+K'B<0YBel (6.39)
O

DEMONSTRAGAO: A condigao (6.37) é evidente, pelo menos para K = 0. Casos mais gerais
podem ocorrer, nos quais:

BK 4+ K'B'=B,K+K'B, <0 ; KeN(N)

A condigao (6.38) implica no fato de que MANK + K'N'A’M’ pode ser feito menor ou maior que
zero por uma escolha conveniente de A, fora do espago imagem de B, K + K'B! desde que K nao
esteja no espago nulo de V.

NoTA 6.8 O lema 6.3 diz que caso a condi¢do (6.38) se verifique, entdo o maior subespaco do
espaco de entradas no qual é possivel aplicar ganhos elevados coincide com o espaco nulo da matriz
N. Neste subespago, sempre sera possivel a aplicacao de ganhos elevados.

&

Com base no lema 6.3, é construido o algoritmo de decomposicio FGE/NEGE-ILN
(algoritmo EGE/NEGE para sistemas com incerteza limitada em norma).
— ALGoriTMO DE DEcomMposigao EGE/NEGE - ILN —

{

Determinar a imagem de B,, fazendo a decomposicido no espaco de estados:

n=[ 3]
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Aplicar a mesma transformacdo de coordenadas na matriz M, obtendo:

M
M=|"
]

103

Determinar o espaco nulo de N, fazendo a transformacio das coordenadas do espaco de

entradas tal que:
N = [ Nt 0 ]

Aplicar a mesma transformacio de coordenadas na matriz B,, obtendo:

0 0O
302[31 BZ]

Se M =0
Entao

{

Determinar 7' tal que:
—~(MM'+ BXZ' + (BLzYY) (N'z1Y
>0
Nzt I
B7Z' +(BlzY <0
seja factivel.
Escolher uma matriz P! = (P')’ > 0 qualquer, fazendo:
K' — 7'pP!
}
Sendo K' — 0

Determinar 7?2 tal que: - -
BXZ? + (B2Z*) <0

Escolher uma matriz P? = (P?) > 0 qualquer, fazendo:

K? — 7*p?

. K!
Fazer K — [ 2 ]

}
— Fiv po ArcgoriTMo EGE/NEGE - ILN —

O teorema a seguir estabelece a validade do algoritmo EGE/NEGE-ILN.

(6.40)

(6.41)



104 Capitulo 6. Ganhos Elevados Estabilizantes

Teorema 6.6 (Incerteza Limitada em Norma (3)) Considere-se que uma matriz B
incerta pertenca a um conjunto U cuja estrutura € de incerteza limitada em norma:

U:{B| B=DB,+MAN ; |A], <1} (6.42)
Seja uma matriz K determinada segundo o algoritmo FGE/NEGE-ILN. Entdo:
s(BK)CcC_UC,¥YBel (6.43)
g

DEMONSTRAGAO: Sejam B! e B? as submatrizes da matriz incerta B, correspondentes as sub-
matrizes Bl e B2 respectivamente. Sao analisadas a seguir inicialmente a particao K! e depois a
particao K2 de K.

Particdo K': Inicialmente observe-se que, dada a condicio M =0, a segunda restricao LMI em
(6.40) implica que o sistema: B B
t=BlK'z+ M¢

Y= N'Klg

é quadraticamente estdvel. Juntamente com a primeira restri¢do LMT em (6.40), isso implica
que a norma H., da entrada para a saida desse sistema é menor que 1. Pelo teorema do
ganho pequeno, fica assim demonstrada a estabilidade do sistema para todas instancias de B!
incerta. Removendo-se seja a condigao de M =0, seja a de factibilidade das LMI’s, tem-se
K'=0ec(B'K') CC,.

Partigio K%: Como K? € N (N), tem-se que ¢ (BZKQ) =g (331(2). Por outro lado, a restricao
LMI em (6.41) implica que ¢ (Bng) C C_ UGC,. A conjugacao desses dois fatos leva ao
resultado desejado.

6.3 Conclusao

Foram estabelecidas neste capitulo condi¢Ges suficientes para que sistemas incertos com
incerteza limitada em norma e com incerteza politépica admitam controladores tipo ganhos
elevados estabilizantes. A seguir, foi analisada a situacdo em que tais controladores nao
existem, e foi estabelecida uma metodologia para determinacdo dos maiores subespacos do
espaco de entradas nos quais é possivel aplicar ganhos elevados de maneira a nao levar o
sistema a instabilidade para alguma instancia das incertezas.

Em todos os casos, foram apresentadas ainda maneiras sistemdticas para determinacdo
de matrizes K que servem de geratrizes para o controlador ganhos elevados, seja ele estabi-
lizante, seja ndo-instabilizante.



Capitulo 7

Decomposicao de Sistemas
Incertos

No capitulo 4 foi abordado um problema de regulacido 6tima de sistemas cujos pardmetros
sdo precisamente conhecidos. Tal problema, quando formulado em termos de ponderacoes
singulares das entradas e estados do sistema, motivou a decomposicao do sistema em dois
subsistemas: o nicleo regular e o subsistema com saida prescritivel. O controle do primeiro
subsistema recaia em um problema de regulacio 6tima regular, enquanto o controle do
segundo recaia em um problema isento de custos. Foi assim sugerido que o problema de
regulacdo 6tima do sistema completo poderia ser resolvido em termos do controle 6timo
(regular) do primeiro subsistema, com os sinais étimos de controle sendo gerados através
de uma sintese dos mesmos na saida do segundo subsistema.

O capitulo 6 ocupou-se do problema de gerar sinais arbitrarios na saida de sistemas cuja
estrutura corresponde a estrutura dos subsistemas com saida prescritivel, os quais foram
obtidos no capitulo 4. Tais sistemas foram inicialmente mais uma vez decompostos em uma
seqiiéncia de subsistemas, denominados niveis, cada nivel possuindo a estrutura de controle
completo. A idéia seria a de que, comecando do r-ésimo nivel, cada nivel iria gerar em sua
saida os sinais que seriam utilizados como entradas no nivel imediatamente anterior. Assim,
o primeiro nivel iria sintetizar os sinais que deveriam ser a saida do sistema. O segundo
nivel geraria os sinais necessarios para controlar o primeiro nivel, e assim por diante.

A seguir, foi estudada a sintese de sinais arbitrarios pela saida de sistemas com es-
trutura controle completo (o problema de rastreamento de sinais). Foi mostrado que uma
solucdo do tipo ganhos elevados seria a mais conveniente pois, além de ndo necessitar de
informacdo a respeito de possiveis sinais de perturbacio, ainda possibilita a rejeicio de in-
certezas paramétricas. Com esse tipo de controle na realidade obtém-se ndao o rastreamento
de sinais, mas o quase-rastreamento de sinais, isto é, a diferenca entre o sinal sintetizado e
o sinal de referéncia possui norma arbitrariamente pequena.

Considerando dois modelos de incertezas paramétricas, as incertezas politopicas e as
incertezas limitadas em norma, foram propostos métodos para a sintese de controladores do
tipo ganhos elevados, em sistemas com estrutura controle completo. Foram determinadas as
condicbes nas quais tais controladores existem com caracteristica de estabilizacdao global da
malha fechada (para todo o conjunto de incertezas). Tais condigbes, que sao conceitualmente
necessarias e suficientes, tornaram-se apenas suficientes quando foram especializadas em
termos de métodos de sintese do controlador para modelos especificos de incertezas.

105
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O presente capitulo tem por objetivo generalizar a decomposicdo de sistemas obtida no
capitulo 4. Naquele capitulo, haviam sido considerados apenas sistemas com parametros
precisamente conhecidos. Aqui serd realizada a extensido dessa decomposicio para os sis-
temas incertos.

A idéia a ser aqui desenvolvida baseia-se na constatacio de que determinados conjuntos
de incertezas impedem a adogdo de controladores tipo ganhos elevados, pois levariam a
instabilizacdo da malha fechada para algumas instancias dos parametros incertos dentro dos
conjuntos de incertezas admissiveis. Dessa forma, um controle com restricao de estabilidade
garantida teria de adotar controles tipo ganhos finitos para sistemas com tais incertezas.

Isso equivale a uma regularizacdo do controle, ou seja, um possivel subsistema com tais
caracteristicas, mesmo com ponderacbes singulares nos sinais de entrada, exigiria sinais de
controle finitos em sua entrada. Haveria um custo associado a controles arbitrarios (possivel-
mente infinitos): o custo da instabilidade. Naturalmente, com entradas de controle finitas,
tal subsistema ja ndo seria capaz de realizar o quase-rastreamento de sinais. Tal subsis-
tema poderia, portanto, ser agregado ao nicleo regular, pois teria as mesmas propriedades
que este. O problema de requlagdo otima desse subsistema passa a ser formulado entdo
como um problema de regulagdo com custo garantido dtimo, o qual incorpora a restricao de
estabilidade da malha fechada.

Dessa maneira, é construido neste capitulo um algoritmo de decomposi¢ao regular/singu-
lar generalizado para sistemas incertos. O critério de decomposicdo, além da ponderacdo
regular ou singular, passa a envolver também a estabilizabilidade por ganhos elevados ou
nao. O subsistema a saida prescritivel, nesse caso de sistemas incertos, passa a ser definido
como a particio do sistema que admite controles tipo ganhos elevados. O niucleo regular
passa a ser definido como o complemento do subsistema a saida prescritivel e, por definicio,
serd o subsistema cujo controle custo garantido otimo deverd ser executado através de
ganhos finitos.

Tais definicbes sdo mais gerais que as anteriores, baseadas em ponderacdes de sinais na
funcao custo do problema de regulagdo otima. Naturalmente, quando o sistema considerado
possui parametros precisamente conhecidos, essas definicbes se reduzem as anteriores.

7.1 Preliminares

Neste capitulo serdo consideradas algumas instancias de sistemas dinamicos a pardmetros
incertos, com entradas de controle e saidas controladas. Seja o sistema:

&(t) = Az(t) + Bu(t) + Fw(t)
X: (7.1)
(1) = C(t) + Du)

com incertezas paramétricas modeladas por:

P = (A B,E)
(7.2)
PepP

O conjunto P é suposto conhecido. As dimensdes das matrizes e os significados dos sinais
sao definidos como em (2.1). Assume-se a hipdtese:
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(H1) o par (A, B) é estabilizavel

a qual deve ser vdlida para qualquer instancia dos parametros dentro do conjunto de in-
certezas considerado.

SupGe-se que parte do controle desse sistema sera feito por controladores de reali-
mentacao de estados do tipo ganhos elevados:

u(t) = ]%r(t) + u,(t)
(7.3)

c— 0t

sendo u,(f) uma acao de controle regular. A matriz K é, portanto, a matriz geratriz do
controlador ganhos elevados.

7.1.1 Determinacgao dos Espagos Ganho-Finitos

O algoritmo de decomposicao a ser desenvolvido neste capitulo tem por objetivo iden-
tificar o subsistema de determinado sistema a parametros incertos no qual ndo se pode
aplicar ganhos elevados (o nicleo reqular generalizado do sistema). Sobre tal subsistema,
serd possivel aplicar algoritmos convencionais (regulares) de projeto de controladores custo-
garantido 6timos. Os sinais necessarios para a efetivacido de tal controle 6timo, por sua
vez, deverdo ser gerados, via ganhos elevados, no subsistema complementar (o subsistema
de saida prescritivel do sistema).

No capitulo 6 foram estabelecidos os algoritmos para célculo da matriz K (geratriz de
ganhos elevados ndo-instabilizantes) para os casos em que o conjunto de incertezas P é do
tipo limitado em norma ou do tipo politopo. Dadas outras estruturas de incertezas, seria
possivel desenvolver outros algoritmos especificos para o projeto das matrizes geratrizes de
ganhos elevados ndo-instabilizantes em cada caso.

A matriz K, geratriz de ganhos elevados ndo-instabilizantes, contém a informacao a
respeito do subespaco K do espaco de entradas ¢ no qual € possivel aplicar ganhos elevados
sem instabilizar o sistema:

K =R(K) (7.4)

Suponha-se que K seja a matriz geratriz de ganhos elevados de mdximo posto, ou seja, que
K compreenda a totalidade do subespaco do espaco de entradas no qual é possivel aplicar
ganhos elevados sem incorrer em instabilizacdo do sistema. Nesse caso, o subespaco G no
qual ndo € possivel aplicar ganhos elevados sem instabilizar o sistema pode ser determinado
como o complemento de K, ou seja:

G=K"* (7.5)

Em termos matriciais, isto é equivalente a:
{G'K=0; p(G)+p(K)=dimU)} & G =R(G) (7.6)

Dessa forma, os algoritmos para determinacdo de matrizes K geratrizes de ganhos ele-
vados nao-instabilizantes anteriormente desenvolvidos serdo aqui utilizados com o propdsito
de revelar os subespacos G ganhos-elevados instabilizantes. Essa informacao, por sua vez,
serd utilizada na separacdo do sistema em seus subsistemas cujas entradas podem ou nao
receber ganhos elevados, em virtude da possibilidade de instabilizacdo da malha fechada.
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Tal informacdo serd combinada com a informacio relativa a ponderacdo dos sinais do sis-
tema dinamico em uma func¢ao custo do problema de regulacido étima, para a sintese de um
algoritmo de decomposicao do sistema em seu nicleo reqular generalizado e seu subsistema
de saida prescritivel.

Defina-se entdo o procedimento de determinacdo da matriz geratriz de ganhos elevados
ndo-instabilizantes, o qual serd aqui denominado procedimento MGNI:

Definigdo 7.1 (Procedimento MGNI) Define-se o procedimento de determinagiao da
matriz geratriz de ganhos elevados nio instabilizantes, ou procedimento MGNI, como
o algoritmo que, tendo por entradas um sistema com a forma (7.1) € o modelo de in-
certezas paramétricas associado (7.2), retorna a matriz K geratriz de ganhos elevados nao-
instabilizantes conforme (7.3):

K — MGNI(B,P) (7.7)
tal que c(BK) C C_ V B € P.
d

NoOTA 7.1 Observe-se que o procedimento MGNT sempre terd, como entradas relevantes, apenas a
matriz B e a incerteza associada em P. Os demais parametros do sistema sao irrelevantes.

&

Os algoritmos EGE/NEGE-IP e EGE/NEGE-ILN, desenvolvidos no capitulo 6, sio
duas instincias possiveis do procedimento MGNI. Agora, com base nesse procedimento,
definem-se os espacos ganho-finitos e os mdzrimos espagos ganho-finitos.

Definigao 7.2 (Espagos Ganho-Finitos) Dado um sistema incerto definido por (7.1) e
(7.2), sejam os subespagos F do espago de entradas desse sistema tais que:

F=R(F" (7.8)
sendo a matriz F' € R™*™ qualquer matriz que satisfaca:
FK=0 VYK /| {K< MGNIB,P)} (7.9)

Os subespagos F assim definidos sdo denominados espacos de entradas ganho-finitas do
sistema.
g

Definigdo 7.3 (Maximos Espagos Ganho-Finitos) Seja ® o conjunto de todos os
espacos F de entradas ganho-finitas de determinado sistema. Define-se o maximo espaco
das entradas ganho-finitas F* desse sistema como o espago F de maior dimensdo, isto é:

F*ed
F* & (7.10)
F*NF=F VFecd

O

Agora se define o procedimento computacional para determinacdo do subespaco F*, que
serd empregado no algoritmo de decomposicio desenvolvido a seguir.
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Definigdo 7.4 (Procedimento DGEI) Seja dado um sistema com pardametros incertos,
conforme definido nas equagoes (7.1) e (7.2). Seja ainda F* o mdzimo espago das entradas
ganho-finitas do sistema. Define-se o procedimento de determinacdo das direcoes ganho-
elevado-instabilizantes ou procedimento DGEI como o procedimento que, tendo por entradas
a matriz B € R™*™ do sistema e a incerteza associada no conjunto P, retorna a matriz F
tal que:

F* =R (F) (7.11)

Por conveniéncia, adota-se a notacdo:
F — DGEIB,P,p) (7.12)

para indicar a utilizagdo do procedimento DGFEI em um algoritmo, retornando uma matriz
F € RP*™ sendo p > m.
a

NoOTA 7.2 Nao foi apresentada uma prova formal de que as tunicas instancias do procedimento
MGNTI apresentadas neste trabalho, os algoritmos EGE/NEGE, devam conduzir necessariamente a
uma matriz K geratriz de ganhos elevados nao-instabilizantes de maximo posto. Em principio, seria
possivel a producao de matrizes K com posto inferior & dimensao do maximo espaco ganhos-elevados
estabilizavel (o complemento do méaximo espaco das entradas ganho-finitas). No entanto, deve-se
notar que:

A busca de solucoes estritamente no interior da regiao factivel, por meio de procedimentos MinFac
(conforme descrito no capitulo 6), ird em geral produzir solu¢des de maximo posto. Espera-se que
seja relativamente rara a ocorréncia de solugdes com posto menor que o maximo permitido pela
estrutura do problema.

Ocorrendo um caso de surgimento de uma solugao K com posto menor que o maximo, o erro que vier
a ser causado no algoritmo de decomposicao devido a esse fato serd detectado no momento em que
for realizada a sintese do controlador custo-garantido étimo para o subsistema tomado como nicleo
regular do sistema. O problema de sintese, pretensamente regular, levara a uma solugao ilimitada
(similar a uma soluc¢do ganhos elevados, porém numericamente ndo confiavel).

Uma vez detectado o erro, sempre sera possivel perturbar a “solu¢ao” K inicialmente encontrada,
uma vez que trata-se de um problema simplesmente de factibilidade, de maneira a que seja deter-
minada uma nova solugao, de posto maior.

Em vista dessa argumentagao, passa-se a admitir a partir deste ponto que sejam disponiveis imple-
mentacoes do procedimento DGEI conforme especificado na definigao 7.4.

&

7.2 Algoritmo de Decomposicao R/S Generalizada

A seguir é apresentado o algoritmo que realiza a decomposicao do sistema em um nucleo
reqular generalizado e em um subsistema com saida prescritivel. Tal algoritmo consiste em
uma simples modificacdo do algoritmo de decomposicio R/S apresentado no capitulo 4,
a qual leva em conta, juntamente com as ponderacoes originais do problema de regulagio
6tima (as quais proibem ganhos elevados nas diregbes de sua imagem), também as proibicoes
de aplicacao de ganhos elevados advindos da presenca de incertezas em matrizes de entrada
de sinais. Esse algoritmo serd denominado algoritmo de decomposi¢io R/S generalizado, ou

algoritmo R/S-G.
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O algoritmo apresentado nesta se¢do serd utilizado na prova do teorema 7.1. A forma
final do sistema ird corresponder a forma prescrita no teorema, por construcio. Essa estru-
tura final serd formalizada apds a apresentacio do algoritmo, passando a ser denominada
forma canénica regular/singular generalizada ou, abreviadamente, forma R/S-G.

Esse algoritmo servird também como procedimento para obtencdo dessa forma canénica.
Tal forma candnica serd utilizada como base para a sintese de controladores 6timos no
préximo capitulo.

Como no capitulo 4, define-se a matriz:

A|B

(7.13)
C\|D

A matriz (7.13) ird representar o sistema (7.1) a partir deste ponto, de maneira a tornar
mais sintética a notacdo desta secdo. A matriz F ndo é incluida nessa representacio, uma
vez que esta nao é relevante na decomposicao, sofrendo transformacoes apenas induzidas
pela estrutura das demais matrizes.

As incertezas do sistema, representadas no conjunto P, tém papel importante na decom-
posicdo que serd desenvolvida a seguir. Apesar de nao constar explicitamente da notacdo
adotada, deve ficar entendido que o conjunto P deve ser submetido a todas as transformacdoes
de coordenadas aplicadas ao sistema. A cada vez que P for evocado durante o algoritmo,
estara implicito que se trata de tal conjunto nas coordenadas correntes no ponto de chamada
em questao.

O procedimento construtivo para decomposicao regular/singular é derivado a seguir. As
mesmas convenc¢oes empregadas no capitulo 4 serdo adotadas, para tornar a apresentacio
mais concisa, sendo abaixo repetidas para facilitar a leitura deste trabalho:

As submatrizes das matrizes decompostas serdo denotadas, na equacdo principal,
pela mesma letra que denota a matriz original, sem o emprego de sub-indices.
No texto, a referéncia a essas submatrizes serd feito através da notagdao usual
(+)i; para denotar o bloco da i-ésima linha e j-ésima coluna.

O simbolo X; denotard o ¢-ésimo subespago componente do espaco X'. O mesmo
se aplica a Y e l.

Um quadrado circundando determinada particio de uma matriz ird indicar o
bloco sob transformacao. Assim, em cada passo havera a indicacdo de um bloco
resultante da transformacdo do passo anterior e de um bloco a ser transformado
nesse passo (naturalmente, no primeiro passo ndo haverda uma transformagao
anterior). A seqiiéncia de passos deixara clara a distingao entre essas indicagoes.

Blocos com simbolo em negrito irdo denotar blocos de posto completo. Blocos
adjacentes em negrito, na mesma matriz, denotardo um tnico bloco de posto
completo. Para as matrizes A e B tal notacdo indicard posto completo de linhas.
Para as matrizes C' e D, posto completo de colunas.

Blocos inteiramente compostos de zeros serdo indicados por 0.
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Para deixar clara a relacdo do algoritmo R/S-G com o algoritmo R/S (apresentado no
capitulo 4), a numeracdo dos passos serd mantida. Alguns dos passos do algoritmo R/S
serdo desdobrados em mais de um passo no algoritmo R/S-G, sendo esse desdobramento
denotado por uma numeracdo em termos de sub-seqiiéncias (por exemplo, os passos 3.1, 3.2
e 3.3 do algoritmo R/S-G correspondem ao passo 3 do algoritmo R/S).

Esses desdobramentos de passos sempre ocorrem no momento de se verificar se determi-
nado sinal é regularmente ponderado ou ndo. No algoritmo R/S bastava verificar o posto das
matrizes D ou C' nas posi¢oes correspondentes. J& no caso do algoritmo R/S-G é necessério,
além disso, verificar se tal sinal encontra-se em uma direcdo ganho-elevado instabilizante ou
nao, o que é feito estendendo-se as matrizes D ou C' com matrizes indicadoras das direcoes
instabilizantes. A unica diferenca entre os algoritmos R/S e R/S-G consiste, entdo, do fato
de que no segundo é necessario providenciar tal extensdo das matrizes de ponderacdo, sendo
criadas as matrizes estendidas ¥ e I' respectivamente correspondentes a C' e D. Em todo o
restante, o algoritmo R/S-G é idéntico ao algoritmo R/S.

— ALGORITMO DE DECOMPOSIGAO REGULAR/SINGULAR GENERALIZADA —

{

Inicializagdo: Inicializa-se a varidvel indicadora de fim do algoritmo fazendo: P «— —1

Passo 1.1: Calculam-se as direcoes de entradas ganho-elevado instabilizantes, pela aplica-
¢ao do algoritmo DGEI:
F — DGEI(B,P,m) (7.14)

Passo 1.2: Definem-se as matrizes aumentadas:

C|D
[W‘F]&[O‘F] (7.15)
Tome-se o sistema modificado:

A B (7.16)

v '
Se I possui posto completo de colunas
Entao P <0 (Parada PO: o sistema é regular, e o algoritmo nao se aplica.)
Se P<0
Entao

{

Passo 2: Uma mudanga nas coordenadas de ¢/ coloca a matriz I' na forma:

Al B [B]
v

r o

(7.17)
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Passo 3.1: Aplica-se uma transformacdo nas coordenadas de X" tal que:

A A B | o
A A B | B (7.18)

v jv]| T o

Passo 3.2: Aplica-se o algoritmo DGEI considerando como matriz de entrada a ma-

triz Aqg:
F — DGEI(A13,P,m) (7.19)
Passo 3.3: Redefine-se a matriz aumentada V:
c C

U — [ 0 F] (7.20)
de maneira que:

C C

\Im:[gl] wlzzlﬁl

obtendo-se dessa forma o sistema aumentado modificado:

A A B |0
A A B | B (7.21)

v || I o

Se Wi, possui posto completo de colunas

Entao P — 1 (Parada P1: & é o niicleo regular do sistema.)

Enquanto P <0

{

Passo 4: Procede-se a uma transformacio nas coordenadas de X; tal que:

A A B 0 0
A A A B B B
A A4 A | B BB (7.22)
v [ o[ T oo
Se Ap3 possui posto completo de linhas
Entao P — 2 (Parada P2: o sistema é completamente singular.)
Se A;3 é um bloco nulo
Entao P — 3 (Parada P3: &; ¢é o nicleo regular do sistema.)

Se P<O0

Entao
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{

Passo 5.1: Procede-se agora a uma transformacio nas coordenadas de X}
de tal maneira que:

A A A 0 B 0 0
A A A |A|| B 0 o0
A A A 1 B B B (7.23)
A A A A B B B
v v 0 r o o

Passo 5.2: Aplica-se o algoritmo DGEI considerando como matriz de en-
trada a matriz Ayz (observe-se que os indices se referem a parti¢ao cor-

rente):
Passo 5.3: Redefine-se a matriz aumentada ¥ de maneira que:
C C
wllzlgll \1112:[;]

(note-se que V13 e U4 permanecem inalterados), obtendo-se dessa forma
o sistema aumentado modificado:

A A A 0 B 0 0
A A A A B 0 0
A A A A B B B (7.25)
A A A A B B B
v v 0 r o o
Se Vi, tem posto completo de colunas
Entao P — 1 (Parada P1: & é o nicleo regular do sistema.)
}
Se P<0
Entao

{

Passo 6: Redefine-se o sistema fazendo: X' — AX; @ A%.

}

}
Se P=2

Entao

{

Passo 7: O sistema ap6s o passo 4 (com parada P = 2) esta na seguinte forma:

A AA | Bo o
A A A | BBB
A A A | BBB (7.26)
v] ¥ o r oo
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Procede-se entdo a uma transformacao nas coordenadas de X} de maneira a

se obter:
A A A A B 0 0
A A A A B 0 0
A A A A B B B
0o v T 0 I' 00

— FIm po ALGORITMO DE DEcoMPosi¢Ao R/S-G —

7.3 Teorema de Decomposicao
O resultado principal deste capitulo é agora sintetizado em termos do seguinte teorema:

Teorema 7.1 Seja dado um sistema ¥ na forma (7.1) com incertezas paramétricas des-
critas por (7.2), sendo vdlida a hipotese (H1). Aplique-se o algoritmo R/S-G acima definido
nesse sistema, assim obtendo as matrizes ¥ e I'. FEntao existem transformagées (ndo-
singulares) de coordenadas z = Tyx e u = Tyu tais que ¥ € equivalente a interconexdo de
dois sub-sistemas ¥ e Yo dados por:

1 = Ay + [ A1z Bn ] l ;f ] + Fjw
INE (7.28)

?J:‘i’nfl-l-[q’u Fn]lzj]

(7.29)
sendo X =Xy @ Xo® X5 el =Uy & Usy; com as sequintes propriedades :

i. a matriz [ Uy, I'y ] possui posto completo de colunas;

.. . A23 B22
1. a matriz = —

o0ssui posto completo de linhas;
Aus Bay ] possui p p j

iii. 0 sub-sistema Yo € controldvel a partir da entrada us;

iv. o canal de uy para To no subsistema Yo:
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(a) € tal que dim(Uy) > dim(Xy);

(b) ndo apresenta zeros de transmissdo.

d

DEMONSTRAGAO: O resultado deste teorema é obtido por uma aplicagao direta do teorema 4.1,
com as matrizes aumentadas ¥ e I' substituindo as matrizes C' e D.

Como no caso do teorema 4.1, a saida do sistema interconectado depende apenas dos
estados e das entradas do sub-sistema (7.28). O corolario 4.1 pode ser extraido, sem al-
teracoes, também do teorema 7.1:

Corolario 7.1 Dados ¢ > 0 e § > 0, exviste um compensador linear com sinais de en-
trada x4, T3 € mgef e com saida uy que, aplicada a entrada do sistema g, permite fazer
ng - $§efH < € para toda tripla (uy,z1,w) satisfazendo ||(u1,z1,w)]| < é.

d

A definicdo de nicleo reqular generalizado do sistema é cunhada a partir da decom-
posicao definida no teorema 7.1:

Definigao 7.5 (Nucleo Regular Generalizado) Dado um sistema ¥ do tipo (7.1), seu
nicleo regular generalizado € definido como o sub-sistema X1 conforme determinado pelo
teorema 7.1, com as sequintes caracteristicas:

i. suas entradas de controle devem possuir pelo menos uma das caracteristicas:

(a) ser ponderadas com pesos diferentes de zero na equagdo de saida;

(b) ser acionadas por linhas completamente nulas de uma matriz de ganhos K para
toda K que seja geratriz de ganhos elevados ndo-instabilizantes.

1. seus vetores de entradas de perturbacdo e de saida controlada sdo iguais aos corres-
pondentes vetores do sistema original;

iii. sua dinamica torna-se idéntica a dinamica do sistema original quando se restringem as
varidveis de estado do sistema ndo presentes neste subsistema a obedecerem a equacoes
puramente algébricas que as relacionam as varidveis de estado do subsistema.

d

O subsistema Y5 pertence a classe dos sistemas de saida prescritivel, definida da mesma
forma que no capitulo 4:

Definigdo 7.6 (Sistema de Saida Prescritivel) Denomina-se sistema de saida pres-
critivel todo sistema com a estrutura do subsistema Yo, conforme determinado na equacdo
(7.29) € nos itens (ii) e (iv) do teorema 7.1.

d
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Da mesma forma que no capitulo 4, a decomposicao aqui desenvolvida implica (via
coroldrio 7.1) que o problema geral de regulagao étima de um sistema dinamico, agora pos-
sivelmente incerto, pode ser resolvido por meio de algoritmos convencionais aplicados sobre
o subsistema ¥; (agora o niucleo regular generalizado). Nao mais se tem, no caso incerto,
um problema regular convencional, mas um problema com regularidade generalizada. Sera
mostrado no capitulo 8 que tal classe de problemas ndo ird acrescentar nenhuma dificuldade
a resolucio de algoritmos do tipo custo garantido étimo.

7.4 Forma Candnica Regular/Singular Generalizada

O algoritmo de decomposicio mais uma vez conduz a uma forma candnica para o sistema,
que serd agora denominada forma canénica regular/singular generalizada ou, abreviada-
mente, forma R/S-G. Para apresentar uma férmula representativa de tal forma canoénica,
emprega-se aqui a mesma notagao utilizada na defini¢ao da forma canénica R/S (capitulo
4):

e ()" - i-ésima bloco-coluna da matriz argumento;

e (-); - i-ésima bloco-linha da matriz argumento;

e () - conjunto de bloco-colunas da matriz argumento desde a i-ésima (inclusive) até
a j-ésima (inclusive);

(+)i|j - conjunto de bloco-linhas da matriz argumento desde a i-ésima (inclusive) até
a j-ésima (inclusive).

Seja o espaco de estados particionado, na forma R/S-G, em h subespacos X = X1 P...HA}.
Sem perda de generalidade, h serd considerado um nimero par. Havera casos degenerados
em que determinados subespacos poderdo possuir dimensio zero, o que permite postular
para todos os sistemas h = 2k para algum k£ € N.

A forma canénica R/S-G é dada por:
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Forma Candnica Regular/Singular Generalizada
A?:O Vji=6:2:h; 1=1:5—-4

N (A7

]_SU_Q)’) —0Vj=6:2:h
N((A3)) =0
2|3

B1|h—2 =0
det(B2P 0

Bicap) # (7.30)
Cl=0Vj=4:2:h
D=0
(P1): A}=0
(P2): Cl=0; N(A) =0

(P3): A1 =0; dim(X;) =0

Da mesma forma que no capitulo 4, dependendo do critério de parada com que veio a
terminar o algoritmo de decomposicdo, a forma candnica acima possui uma dentre trés
estruturas alternativas. Observe-se ainda que, para garantir a consisténcia da férmula
acima, é preciso assumir, por convenc¢ao, que se M é uma matriz de dimensdo nula, entdo
N (M) =o.

A diferenca entre a forma canoénica R/S-G e a forma canénica R/S se apresenta apenas
no fato de que a primeira ndo necessariamente conduz a submatrizes das matrizes C' e D
com posto de colunas completo.

EXEMPLO 7.1 Para exemplificar a decomposigao R/S-G, é apresentada abaixo a menor estrutura
p posi¢ , € ap

que possui todas as propriedades “interessantes” associadas a forma canonica, para os trés critérios

de parada do algoritmo:

Critério de parada (P1):

(7.31)

(O] [Ia s Nte e e S
(][I Se s Ns Nia e N
(O] [I-e e Nte s e S
O ko PO
(O] [Ia e Nte e e S
Olxip P oo
wliiesiiveiiveliveiivive!
W@ eoocoo
W@ eoocoo
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Nesse sistema X' consiste no niucleo regular do sistema. Apesar de as ponderagoes sobre Xy, X3, X5
e U1 nao necessariamente serem regulares, sabe-se que um problema de custo garantido 6timo que
tomar a matriz [ A;2  A13 Az Bii ] como matriz de entrada conduzira a uma soluc¢ao do tipo
ganhos finitos, em virtude das incertezas do sistema.

Critério de parada (P2):

(7.32)

(=] s S s Ss N
(9] s s e e Sa e N
(9] s s e e Sla N N
O o PP
(9] s s e e Sa e N
SN
wilieslivsiivelivelivelive!

oo ocoo o
o oocoo

Agora o sistema nao possui nucleo regular. Isso significa que todos os estados podem ser arbitrari-
amente deslocados pelos sinais de custo zero do sistema, existindo portanto uma solucao de custo
zero do problema de regulagao 6tima.

Critério de parada (P3):

(7.33)

(0] Jss s Na Sa N
(] s s Ns e N
(=] s N N N
(0] JIs~s e e Sa N
Ol s P P O
wwmmw
oo oo
oo oo

Neste caso, dim(X3) = 0, de maneira que o espaco de estados é dado por X = X1 D X5 D Xy D X5 D As.
O nicleo regular do sistema é outra vez X;. Mais uma vez, um problema de custo garantido étimo
considerando a matriz de entradas [ A;3 A5  Bjp ] teria solucao regular.

<&

7.5 Conclusao

Um dos objetivos do presente trabalho é o de formular uma metodologia para, dado um
sistema dinamico com parametros incertos, realizar o projeto de um controlador étimo em
determinada norma, com critério de otimalidade possivelmente singular. A abordagem aqui
adotada consiste em decompor o sistema em um subsistema cujos sinais sdo regulares (isto
é, sao impedidos de assumir valores arbitrariamente grandes), e em outro subsistema cujos
sinais, podendo ser arbitrariamente designados, sao algebricamente vinculados aos sinais do
primeiro subsistema para garantir a otimalidade do funcional de custo. No caso de sistemas
a parametros precisamente conhecidos, o primeiro subsistema foi definido como o nicleo
reqular do sistema, enquanto o segundo foi definido como o subsistema de saida prescritivel.

Foi mostrado em capitulos anteriores que, em sistemas incertos, determinados sinais sdo
proibidos de assumir valores arbitrariamente grandes, nao apenas em virtude da ponderacao
dos mesmos no funcional de custo a ser otimizado, mas também devido ao fato de que,
ante as incertezas presentes no sistema, a aplicacio de ganhos arbitrariamente grandes
nesses sinais implicaria na possibilidade de instabilizacdo do sistema em malha fechada.
Assim, generaliza-se o conceito de sinal regular que passa a compreender, no caso incerto,
os sinais regularmente ponderados e também os sinais possivelmente instabilizantes sob
ganhos elevados.
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Ainda em capitulos anteriores, foi desenvolvida uma metodologia para a determinagdo
de matrizes geratrizes de ganhos elevados ndo-instabilizantes para sistemas incertos.

Neste capitulo essas matrizes geratrizes foram empregadas para a determinacdo das
direcGes nos espacos de entradas e de estados que ndo admitem ganhos elevados. Foram
entdo definidas matrizes generalizadas de ponderacdo dos sinais do sistema incerto, for-
madas pelas matrizes de ponderacdo do funcional de custo aumentadas com as matrizes
indicadoras das direcoes ganhos-elevados instabilizantes. Assim foi definido um sistema
com parametros precisamente conhecidos que é equivalente, sob o ponto de vista de regu-
laridade/singularidade dos sinais, ao sistema com parametros incertos original.

O sistema equivalente, com matrizes generalizadas de ponderacdo de sinais, péde entdao
ser decomposto da mesma maneira que os sistemas com pardmetros precisamente conheci-
dos. Foi assim definida a separagdo (denominada decomposi¢ao regular/singular general-
izada) do sistema em um nucleo reqular generalizado e em um sistema de saida prescritivel.

Serd mostrada, no préoximo capitulo, uma metodologia para o projeto de reguladores
do tipo custo garantido dtimo para o primeiro subsistema. As propriedades por construgdo
asseguradas desse nicleo regular generalizado irdo garantir a regularidade do projeto.
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Capitulo 8

Regulacao Otima do Nicleo
Regular Generalizado

Nos capitulos precedentes, um sistema dinadmico submetido a um problema de regulagio
otima possivelmente singular deu origem a dois subsistemas interconectados: o nicleo regu-
lar (ou nicleo reqular generalizado) e o subsistema de saida prescritivel. Foi mostrado que
é possivel sintetizar, a custo zero, qualquer sinal na saida do segundo subsistema. Dessa
forma, todo o custo associado ao problema de regulacido 6tima estd vinculado aos sinais do
primeiro subsistema. Os sinais de saida do segundo subsistema podem assim ser considera-
dos como entradas arbitrariamente sintetizaveis a serem aplicadas no primeiro subsistema.

O problema de regulacio do sistema completo se reduz, portanto a um problema de
regulacdo apenas do primeiro subsistema. Os sinais determinados por uma lei 6tima de
controle serdo entdao gerados seja diretamente das entradas de controle do sistema completo,
seja a partir das saidas do segundo subsistema.

Neste capitulo, serd mostrado que o subsistema nicleo reqular (ou nicleo regular gene-
ralizado, no caso de sistemas incertos) obtido nos capitulos 4 e 7 d4 origem a problemas
regulares de sintese de reguladores étimos (ou reguladores custo-garantido étimos, no caso
incerto). Isto significa que o problema de regulacao 6tima, aplicado a sistemas com tal
estrutura, levard a ganhos de realimentacdo finitos e bem determinados.

O presente trabalho ird estudar em maior detalhe os casos de reguladores 6timos em
norma Hy e em norma H., para sistemas incertos com incertezas dos tipos politdpica e
limitada em norma. Serd mostrado aqui que algoritmos ji apresentados na literatura para
projeto de reguladores custo-garantido 6timos nessas normas, para sistemas incertos com
incertezas desses tipos sdo imediatamente aplicdveis a sistemas com estrutura de nicleo
regular generalizado. Dessa forma, estende-se a aplicabilidade de tais algoritmos, que vém
sendo até o presente empregados mediante a hipétese de regularidade estrita (ndo genera-

lizada).

De acordo com a proposta deste trabalho, serdo aqui utilizados apenas algoritmos de
sintese baseados em inequagées matriciais lineares (LMI’s). A formulagao dos problemas em
termos de custos garantidos 6timos, incorporando incertezas paramétricas, segue as linhas
desenvolvidas nas referéncias [41] e [88]. A adaptacdo dos problemas para a forma de LMTI’s
utiliza parametrizacoes similares as apresentadas em [83] e [62].
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8.1 Preliminares

Considere-se o sistema dindmico Y, com estrutura de nucleo reqular generalizado, obtido
como saida do algoritmo de decomposicao regular/singular generalizada (algoritmo R/S-G):

i(t) = Az(t) + Bu(t) + Fw(t)
Y < y(t) = Ca(t)+ Du(t) (8.1)

z(t) = Ya(t) 4+ Du(t)
com incertezas paramétricas modeladas por:

P = (A B,E)
(8.2)
PeP

O conjunto P é suposto conhecido. As matrizes ¥ e I' correspondem as matrizes de pon-
deragao generalizada, sintetizadas durante a execucdo do algoritmo de decomposicao R/S-G.
O sinal z(¢) ndo tem significado relevante no presente contexto. As dimensoes e significados
das demais matrizes e sinais sao definidos como em (2.1).

Sendo os espacos W e Y respectivamente associados aos sinais w(t) e y(t), definem-se
ainda os espacos Wy, Wy, Vi e ), tais que:

W =Wr + W,
(8.3)
Y=+

com os sinais w1 (%), we(?), y1(t) e y2(t) respectivamente associados.

NoTA 8.1 Observe-se que Wi N W5 e Y1 N Vs nao sao necessariamente iguais a origem. Também
nao se excluem as possibilidades de que, por exemplo, W seja vazio ou de que seja igual a W.

&
O sistema fica particionado:
z(t) = Az(t) + Bu(t) + Frwi(t) + Eoaws(t)
y1(t) = Crz(t) + Dyu(t)

yg(t) = ng(t) —|— Dg‘u(t)

z(t) = Va(t) + Tu(t)

Faca-se H,,y,, denotar a fun¢do de transferéncia em malha fechada da entrada w; para a
saida y;:

Hyy(s) = (Cj+ D;K)(sI— A— BK)™'E; (8.5)
A respeito do sistema Y, assumem-se as hipdteses:

(H1) o par (A, B) é estabilizavel V P € P
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(H2) I'T > 0

(H3) D'C =0

Definigao 8.1 (Regularidade Generalizada e Regularidade Estrita) Define-se a
propriedade de regularidade generalizada de um sistema a pardametros incertos como a va-
lidade da hipotese (H2) para o mesmo.

No caso particular em que for vdlida a propriedade D'D > 0 serd dito que o sistema

possui a propriedade de regularidade estrita.
g

NOTA 8.2 Observe-se que os sistemas com estrutura de nicleo regular possuem, por construgao, a
propriedade de regularidade generalizada.

&

Definigdo 8.2 (Forma Padrao, F.P. Estrita e F.P. Generalizada) Quando as hipdte-
ses (H2) e (H3) sao verificadas em sistemas a parametros precisamente conhecidos (nessa
situagdo (H2) se reduz a D'D > 0), diz-se usualmente que o sistema se apresenta na forma
padrao [48].

No caso de sistemas a parametros incertos, serd dito que o mesmo se encontra na forma
padrao generalizada se as hipoteses (H1) e (H2) forem verificadas. Caso adicionalmente se
verifique D'D > 0, serd dito que o sistema se encontra na forma padrio estrita.

g

A hipétese (H3) é assumida por convengao, pois permite simplificar a apresentacdo
dos algoritmos de projeto dos reguladores étimos. Caso a hipétese (H3) nao se verifique
inicialmente, sempre sera possivel transformar um sistema que esteja em uma forma nao
padrdo em um sistema na forma padrdo generalizada por meio de simples mudancas de
coordenadas. Essa transformacdo, bastante conhecida no caso de sistemas estritamente
regulares [48], serd desenvolvida na préxima subsecdo para o caso de sistemas singulares.
Dessa forma, assume-se (H3) sem perda de generalidade.

8.1.1 Transformagao para a forma padrao generalizada

Seja um sistema descrito por (8.1) e (8.2). Considere-se esse sistema em um conjunto de
coordenadas do espaco de entradas tais que:

D=] Dy 0] (8.6)

sendo D1 tal que:
D11D11 >0 (87)

Defina-se um novo vetor de entradas v(t) tal que:

u(t) = — l (‘Dhg”)_l g ] D'Ca(t) + (1) (8.8)



124 Capitulo 8. Regulacao Otima do Nicleo Regular

Com esse novo vetor de entradas, o sistema fica:

o L @uD) 0],
T = (A B 0 0 D'C

z + Bv

o
~—

z+ Dv (8.9)

y = (c ) (Dillgﬂ)_l D'

o o
~—

' -1
z = (\IJ—F[ (D11 Dn) 0]D’C)$—|—F’U

0 0
Definindo:
i (D}Di)™ 0|,
= (- a0 e
B ’ -1
C = (c -D l (Dﬂlg”) g ] D’C) (8.10)

U= (xp—r l (D5; D)™ 0 ] D’C)

0 0

obtém-se o sistema:

i = Az + Bv
y=Cxz+ Dv (8.11)
z2=VUz+Twv
Por inspecdo, pode-se observar que:
D'C=0 (8.12)

ou seja, esse sistema estd na forma padrdo generalizada.

Para simplificar a notacao neste capitulo, serd assumido que o sistema descrito por
(8.1) e (8.2) ja foi submetido a tal transformagdo. Notar que essa transformacdo implica
em mudancas apenas nas matrizes A e ' e em suas respectivas incertezas paramétricas.
A transformacdo em si nao é afetada pelas incertezas, determinada a partir das matrizes
(precisamente conhecidas) C' e D.

8.2 Problema de Regulacio Custo-Garantido Otima

No capitulo 2 foi definido genericamente o problema de requlagdo otima de sistemas dinami-
cos. Tal problema é a seguir formulado em termos de custos garantidos, assim se tornando
aplicaveis, de forma significativa, a sistemas com incertezas paramétricas.

Definigdo 8.3 (Fungdo Custo Garantido) Sejam X um sistema dindmico conforme
definido em (8.1) e (8.2), Q uma classe de sinais no espago F?, e =(X,P,Q,z,) o con-
junto das possiveis solucées do sistema para tal classe de sinais de entrada e para todas
as instancias dos parametros incertos consideradas. Seja F'(y) uma norma dos sinais
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y(t) € F™. Seja agora ®(F,=) uma funcao que limita superiormente F(y) no conjunto
2(X,P,Q,z,), de forma que:

O(F,Z) > Fly) Y y(t) e =(8,P,Q,z,) (8.13)

A fungao ®(F,E) é denominada uma fungao custo garantido do sistema em relagdo a norma
F.
g

Definigao 8.4 (Problema RCGO) Sejam X um sistema dindmico conforme definido
em (8.1) e (8.2), Q uma classe de sinais no espago F?, e =(X,P,Q,z,) o conjunto das
possiveis solucoes do sistema para tal classe de sinais de entrada e para todas as instancias
dos pardmetros incertos consideradas. Sejam F(y) uma norma dos sinais y(t) € F™ e
g(z) : {R" — RP} uma fungdo, e seja ®(F,E) uma fun¢do custo garantido. O problema de
regulacdo custo-garantido étima (problema RCGO) € definido como o problema de deter-
minagdo de u*(t) tal que:

u*(t) = arg min sup &
u(t) w(t),P

w(t) € Q (8.14)

(y,u) € 2(X, P, 0, z,)

z(0) =z,

sendo que o sistema dinamico em malha fechada com a lei de controle custo-garantido dtima
deve ser necessariamente estdvel.
O

NoTA 8.3 O problema RCGO se enquadrara dentro da defini¢ao de problema RO sempre que a
fung¢ao ® for uma norma. Nem sempre este sera o caso, nos problemas especificos estudados a
seguir. No entanto, sempre que a incerteza for anulada em um problema RCGO, isto é, sempre que
os sistemas considerados tiverem parametros precisamente conhecidos, recuperar-se-a a estrutura do
problema RO.

&

Nas secOes que se seguem, o problema de regulagdo custo-garantido otimo serd formu-
lado especificamente para os casos de funcionais de custo dos tipos norma Hy e norma H,
de funcoes de transferéncia. Tais normas serdo aplicadas isoladamente ou em alguma com-
binacdo (critério misto Hy/Heo). Serdo estudados sistemas com incertezas paramétricas dos
tipos limitada em norma e politdpica.

8.2.1 Regularidade do problema de regulagao custo-garantido 6timo

Define-se a regularidade de problemas de projeto de controladores:
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Definigdo 8.5 (Regularidade de Problemas de Projeto) Seja um problema de projeto
de regulador otimo ou de requlador custo-garantido otimo para determinado sistema. Diz-
se que o mesmo é um problema regular se para toda condi¢do inicial finita do sistema o
controle resultante u*(t) assume apenas valores finitos para todo instante de tempo a partir
do inicio:

lz,| <00 = |Ju* ()], < oo (8.15)

O

NoOTA 8.4 No caso de projeto de controladores do tipo realimentagao estatica de estados, aqui
considerado em detalhe, a regularidade do problema de projeto equivale a matriz K de ganhos de
realimentagao resultante do projeto ser estabilizante e composta apenas de elementos finitos.

&

O aspecto central de inovagdao em relacdo ao conhecimento atualmente registrado na
literatura a ser apresentado neste capitulo é sintetizado no teorema a seguir.

Teorema 8.1 Considere-se o sistema (8.1) (sistema com estrutura de nicleo reqular gene-
ralizado) com pardmetros incertos conforme (8.2). Considere-se o problema de projeto de
ganhos estdticos de realimentacdo de estados. Se para toda instancia dos parametros incertos
no conjunto P um problema de regulagdo otima formulado em termos de uma norma F do
sinal z(t) for regular entdo o correspondente problema de regulagao custo-garantido otima
no conjunto P formulado em termos dessa mesma norma aplicada ao sinal y(t) também
serd regular. O

DEMONSTRAGAO: Sem perda de generalidade, escreva-se:
|y |_|C D
=L ]=[6 ][R ]
Colocando o vetor de entradas de controle em coordenadas convenientes:
Y _ c D 9 U1
HE R

Por construcao do sistema tipo ntcleo regular generalizado, tem-se que D e D possuem posto
completo de colunas e a dltima é uma matriz quadrada. Entao a lei de controle resultante tera a

BRE

Por inspecao, observa-se que a matriz de ganhos K; tem elementos limitados pelo crescimento da

estrutura:

norma do sinal y(¢), o que vale tanto no projeto dos reguladores Stimos para a norma de z()
quanto no projeto dos reguladores custo-garantido étimos para a norma de y(¢). Por outro lado,
a aplicacao de ganhos infinitos em qualquer direcao dentro do subespago que contém us leva o
sistema & instabilidade (por construcdo, essas sdo as dire¢des ganho-infinito instabilizantes). Como
o projeto custo-garantido de reguladores tem implicita a restricao de garantia de estabilidade para
toda instancia dos parametros incertos, a matriz de ganhos K5 é necessariamente também do tipo

ganhos-finitos.
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8.3 Problema Misto Hy/H

O primeiro tipo de critério a ser especificamente otimizado neste trabalho se denomina
critério misto Hy/H. Na formulacdo desse critério, define-se inicialmente um funcional 6
que é um limitante da norma Hy da funcdo de transferéncia de wq para y; no sistema (8.4):

0> ([ Hunl, (8.16)

O problema misto Hy/Hoo é formulado como a minimizagao desse funcional com a restrigao
adicional de que a norma H., da funcdo de transferéncia de wy para y; seja menor que
um valor estabelecido . Busca-se uma lei de controle do tipo realimentacdo estatica de
estados:

u(t) = Kz(t) (8.17)
No caso de parametros precisamente conhecidos ter-se-ia:
K,, = min 6(K)
K

(8.18)
sujeito a: { W Howyy |l <7

No caso incerto a formulacdo do problema de regulacio custo-garantido 6tima com um
critério misto Hy/H, ficaria:

K,, = mi oK, P
{op = min max (K, P)

[ Huwny lloo <7 (8.19)
sujeito a:

Pep

O projeto de controladores com tal tipo de critério tem sido objeto de intensa pesquisa
[42, 47, 59, 62, 78, 89, 90, 101, 111]. A motivacio para tais estudos é a possibilidade de
combinar as propriedades convencionais de minimizacao da energia da perturbacdo (critério
Hjy) com a robustez diante de perturbagbes de modelo ndo-estruturadas (caracteristica do
critério Hs, ). Para uma discussdo mais aprofundada sobre o tema, o leitor é remetido as
referéncias citadas.

Neste trabalho, em adi¢do a toda a motivacdo intrinseca ao critério misto Ho/Hoo,
acrescenta-se um motivo para sua apresentacdao em destaque: o fato de tal critério conduzir
diretamente aos critérios Hy e H., puros mediante operacoes simples. Isso torna mais
sintética a apresentacdo dos problemas de regulacdo étima nessas normas, reforcando-se a
unidade no tratamento dos diversos problemas ao longo do texto.

Na subsecdo a seguir é apresentada uma formulacido em termos de LMI’s de um caso par-
ticular do problema misto Hy/Hs que admite enquadramento em tal forma. Os resultados
apresentados seguem a referéncia [62]. O problema tratado envolve apenas sistemas com
parametros precisamente conhecidos. As mesmas funcdo custo e restricoes serdo adaptadas
nas secOes seguintes para sistemas com incertezas politépicas e limitadas em norma.
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8.3.1 Formulagao convexa do problema misto

Considere-se um caso particular do sistema (8.4) no qual W = Wy = W, sendo portanto
Fy = Fy = E. Assumam-se parametros precisamente conhecidos (ou seja, P possui um
unico elemento). Em tal sistema, se a inequacdo de Riccati

W(A+ BK)Y 4 (A+ BE)W + EE' +y7>°W(Cy + D1K)(Cy + DyK)W <0 (8.20)

tiver solucdo definida positiva W > 0 entdo

[ Huwys lloo < (8.21)
A norma H;y do sistema é dada por:
| Huy, |3 = tr((Co + D2K)Lo(Co + D2 K)) (8.22)
sendo L. a solucdo simétrica positiva definida da equacao de Lyapunov:
(A+ BK)L.+ L.(A+ BK) + EE'=0 (8.23)
Tem-se no entanto que:
tr((Ce+ D2 K)W(Cy + DaK)') > tr((Ce + D2 K)L(Cy + D2K)') (8.24)
para W solucdo de (8.20). Tomando-se entdo uma matriz O tal que:
(Co+ DeKYW(Cy+ D2 K)Y <0 (8.25)
tem-se que:
1 H el < t0(©) (8.26)
Define-se agora uma nova varidvel Z como:
Z =KW (8.27)

o que permite reescrever (8.20) da seguinte forma:
WA + AW + Z'B'+ BZ + EE' + 772 [(CiW + D1 Z)(C1W + D1Z)] <0 (8.28)

e (8.25) da forma:
(CoW + Dy ZYW™HCoW 4+ Dy Z) < 0 (8.29)

Aplicando-se agora a férmula complementar de Schur obtém-se o seguinte problema de
otimizacdo de um funcional linear com restricoes LMI’s:

Regulador Misto Hy/Ho

(6*)> = min tr(0)

1

sujeito a:

(CoW + Dy Z) W
[ (WA + AW 4+ Z'B'+ BZ + EE") (C/W + D1 Z)'
>0

C1W + D1 Z ~1



8.3. Problema Misto Hy/Heo 129

[[Howgs [l < 67

[ Hus |l <7

Koy = ZopyW!

A validade da férmula de projeto acima é demonstrada na referéncia [62], seguindo
0s mesmos passos acima delineados. As préximas subsec¢bes sdo dedicadas a obtencdo de
férmulas de projeto para os reguladores 6timos Hy e H, a partir do regulador misto Hy /H -

NoTA 8.5 Nao se conhece até o presente nenhuma formulagao convexa para o problema misto
Ha/Hoo genérico. A convexidade da férmula (8.30) é obtida ao custo de se considerar um tnico vetor
de entradas de perturbacao no sistema. Mesmo assim, a solugao obtida ainda é uma aproximacao,
pois impoe-se a mesma matriz W para as expressoes associadas a norma Hs € a norma Hs .

&

8.3.2 Projeto do regulador étimo H;

O regulador 6timo Hy é obtido simplesmente fazendo-se v — o0o. Tal expediente transforma
a equacao de Riccati (8.20) em uma Riccati convencional do tipo associado a problemas
lineares quadraticos:

W(A+ BK) +(A+ BK)W + EE'<0 (8.31)
O problema (8.30) se reduz a:

Regulador Otimo H,

(6*)* = min tr(0)

)

sujeito a:

(8.32)
0 CoW + DyZ >0

(CQW + DQZ)/ W -
—(WA'+ AW + Z'B'"+ BZ + EE') > 0

[ Huws ||, = 67

Kop = ZoyW3!

Observe-se que nesse caso o valor de 6* coincide com o valor étimo da norma Hs.
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8.3.3 Projeto do regulador étimo H.,

O regulador étimo H, por sua vez é obtido pela minimizacdo de um funcional ¢ definido
como:

§=792 (8.33)
em substituicdo ao funcional §. Assim, elimina-se também a restricdo envolvendo @ que
deixa de ter significado neste contexto:

Regulador Otimo Hoo

§* = min ¢
ZW

sujeito a:
(8.34)
—(WA'"+ AW+ Z'B'"+ BZ+ EE") (CiW + D7)
>0
CiW + Dy Z 61
[ Huwy |l < V&

Kop = ZoyW!

8.4 Sistemas com Incerteza Limitada em Norma

Seja um sistema (8.1) com incerteza limitada em norma:

A=A+ MAN
P L AL < 1 (8.35)
B =By+ MAR

sendo os demais parametros do sistema precisamente conhecidos. Escrevem-se os sinais
relativos a incerteza:

p=Aw®( (8.36)

de maneira que o sistema fica representado por:

(1) = Aox(t) + Bou(t) + Ew(t) + Mo(t)

yl(t) = Clib(t) —|— Dlu(t)
Y (8.37)
yg(t) = Cgib(t) + Dgu(t)

C(t) = Nz(t) + Ru(t)z(t) = Vz(t) + T'u(t)
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Levar em consideracdo a incerteza no sistema (8.37) equivale a introduzir no projeto do
regulador a restricdo de que a funcdo de transferéncia de malha fechada de ¢ para ( possua
norma H,, menor que um:

1Hocll,, <1 (8.38)

Isso garante, pelo teorema do ganho pequeno, a estabilidade do sistema para toda instincia
dos parametros dentro do conjunto de incertezas. O regulador custo-garantido étimo é
obtido simplesmente acrescentando-se tal restricao ao respectivo problema de projeto 6timo,
para cada norma em questio.

Para que o problema seja enquadrado dentro da classe abordada na subsecao 8.3.1, com
formulagdo convexa, é preciso agrupar as entradas de perturbacdo (paramétrica e de sinais
exégenos) do sistema em uma tnica nova entrada #:

w
- 8.39
n [ & ] (8.39)
0 que permite reescrever o sistema como:

(1) = Aox(t) + Bou(t) + Gn(?)

yl(t) = Cl.ﬁ(t) —|— Dlu(t)
D (8.40)
yg(t) = ng(t) —|— Dgu(t)

C(t) = Nz(t) + Ru(t)z(t) = Vz(t) + L'u(t)

sendo G definida como:

G=[E M| (8.41)

NoTA 8.6 O procedimento de agrupar as diferentes entradas de perturbagao em um tnico vetor
tera como conseqiiéncia, naturalmente, a introdugao de certo conservatismo nos resultados de projeto
custo-garantido étimo que serao obtidos a seguir.

&

8.4.1 Regulador H; custo-garantido 6timo

No caso de um critério Hy puro, a saida y; nao é relevante. O problema de projeto,
tomado como o problema (8.32) mais a restricdo (8.38) (de estabilidade do sistema para toda
instancia dos parametros incertos) recai em uma formulagdo com uma estrutura idéntica a
do problema misto Hy/Ho, (problema (8.30)):
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Regulador H; Custo Garantido (ILN)

*\2 _ .
(07)" = min tr(©)
sujeito a:

0 / CoW + D27 | (8.42)
(CoW + Dy Z7) W
[ - (WA + AW + Z'B' + BZ + GG') (NW + RZ)'
>0

NW + RZ 1

[ Huws lly < 1 Hpy, [l < 67
[Hpclloo < MHnell o <1

Kop = ZoyWi,

8.4.2 Regulador H., custo-garantido étimo

Toma-se agora o problema (8.32) mais a restri¢ao (8.38). Com isso obtém-se o procedimento
de projeto do regulador H,, custo-garantido 6timo para sistemas com incerteza limitada
em norma:

Regulador H,, Custo Garantido (ILN)

$* = min 6

zZW

sujeito a:

[ —(WA'+ AW + Z'B' + BZ + GG") (C1W + D, Z)

>0 (8.43)
I CiW + D1 Z 61
[ - (WA + AW + Z'B' + BZ + GG') (NW + RZ)
>0
i NW + RZ I
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[ Hugy oo < [Hiyy [l oo < V6
IHopcll oo < 1Hnell <1

Kop = ZopyW5!

8.4.3 Regulador misto Hy/H., custo-garantido étimo

Para obter-se o procedimento de projeto do regulador custo-garantido 6timo com critério
misto Hy/Heo basta incorporar a restrigdo (8.38) a formulacdo (8.30):

Regulador Misto Hz/H (ILN)

(6*)* = min tr(0)

’

sujeito a:

¢ CoW + Dy Z

>
(CQW-|—D2Z)/ w >0

[ (WA + AW + Z'B' + BZ + GG")
01W + D17

[ —(WA'+ AW + Z'B' + BZ + GG')

NW + RZ

(8.44)
(CLW + D Z)
>0
721
(NW + RZ)Y
>0

I

| Huyy |1y < ([ Hpy,ll, <67
[ Huwyi |l oo < NHpy Il <
1 Hpelloy < [[Hiello, <1

Kop = ZopWi!
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8.5 Sistemas com Incerteza Politopica

Considere-se agora o sistema (8.4) com incertezas paramétricas do tipo politépico:

Zaizl , o, >0Vi=1,...,0

Os demais pardmetros do sistema sdo assumidos como precisamente conhecidos.

No caso de incertezas politépicas como acima descritas, as formulacbes baseadas em
LMI’s deduzidas para o caso de parametros precisamente conhecidos sdao adaptadas de
maneira direta. Em virtude da linearidade das restricoes, basta acrescentar um conjunto
de restricbes para cada vértice do politopo de incertezas. A verificacdo simultanea das
restricbes em todos os vértices implicard na sua verificacio também em todo o interior do
politopo de incertezas. Os procedimentos de projeto entdo ficam:

Regulador H; Custo Garantido (IP)

(6*)* = min tr(0)

ZW
sujeito a:
(8.46)
0 CoW + Doz >0
(CQW + DQZ)/ 4% -

—(WAL+ AW+ Z'Bl+ B[ Z+ EE)>0 Vi=1,...,v

([ Howys ||, = 67

Ko, = Zop VVO_p1
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Regulador H., Custo Garantido (IP)

6* = min ¢

ZW
sujeito a:
—(WAL+ AW + Z'B. + BiZ + EE') (C1W + D1 Z) (8.47)
>0
CiW + Dz o1
YVi=1,...,v
| Hull,. < V&
Kop = ZopyW!
Regulador Misto Hz/H (IP)
(6*)* = min tr(0)
sujeito a:
0 CoW + Dy Z >0
| (C2W + D22 w B (8.48)
[ (WAL + AW + Z'B! + B;Z + EE') (C1W + D, Z)
>0
L ClW + D1Z ’)’21
Vi=1,...,v
[H s ||y < 07
[y |l <7

Koy = ZopyW!
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8.6 Exemplos Numeéricos

Esta secdo se destina a apresentacdo de exemplos para ilustrar as técnicas de projeto dis-
cutidas neste capitulo. Para abreviar a discussdo dos resultados, serd empregado em todos
os casos o algoritmo de projeto Hy, custo-garantido étimo; os outros algoritmos teriam no
entanto comportamento semelhante se aplicados aos mesmos sistemas.

Inicialmente, apresenta-se um exemplo de projeto do controlador para um sistema com
parametros incertos, porém regularmente ponderado no sentido convencional.

EXEMPLO 8.1 Seja o sistema dinamico:
z = Az + Bu+ Fw
y=Cz+ Du

As matrizes A e B desse sistema sao incertas, sendo tais que:

[ 0.0269  1.0287 ] ) _[ 0.0537  1.0154 ]
, =

A=1 _09585 —1.9822 —0.9532 —2.0428

0 0
B = [ 1.0000 ] B2 = [ 1.5000 ]

tendo-se:

B=pB+(1-p8)By ; 0<3<1

As demais matrizes do sistema sao dadas por:

1 0 0
E= [ (1) (1) ] cC=1(01 D=0
0 0 1
ComoD’'D = 1, tem-se que esse sistema é regularmente ponderado, no sentido convencional. O

problema de projeto do controlador custo garantido étimo Ho, leva & seguinte matriz de ganhos:
Kop = —3.1458 —2.2793 |
com o valor do limitante 6timo da noma H,, dado por:

Yop = 1.8527

Agora considera-se um sistema com ponderacdo singular no controle.

EXEMPLO 8.2 Seja o mesmo sistema considerado no exemplo 8.1. Substitua-se a matriz D de
ponderacao da entrada de controle pela matriz:

D=10
0

Isso significa que agora o problema de projeto do controlador custo-garantido étimo esta formulado
de maneira singular. Aplicando-se ao sistema o mesmo algoritmo utilizado no exemplo 8.1, obtém-se
a matriz de ganhos:

Ko = [ —3.6001 —0.0026 | x 107
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com o valor étimo do limitante da norma H., dado por:
Yop = 0.9849

Como era de se esperar, o valor do limitante étimo é menor neste caso que no exemplo anterior.
No entanto, os célculos efetivados para o projeto de K,, tornam-se pouco confiaveis nesse contexto
de existéncia de singularidade no problema. Observe-se que a matriz K,, resultante da aplicagao
do algoritmo nesse caso efetivamente possui elementos de valores elevados (como era de se esperar),
porém finitos. Para que fosse possivel a determinacao confiavel do controlador Ho, custo-garantido
otimo para esse sistema, seria necessario primeiro decompoé-lo através de algoritmos que separassem
seu nucleo regular de seu subsistema de entrada prescritivel, conforme foi discutido nos capitulos
anteriores deste trabalho.

<&

A seguir, é apresentado mais um exemplo, agora de um sistema que, no sentido conven-
cional do termo, seria singular. Tal sistema, no entanto, devido a estrutura das incertezas
presentes na matriz de entrada de controle, apresenta a propriedade de regularidade gene-
ralizada.

EXEMPLO 8.3 Seja considerado o mesmo sistema estudado no exemplo 8.2 (o sistema ainda possui,
portanto, ponderacdo singular no controle). Substituam-se os vértices do politopo de incertezas da
matriz de entrada de controle considerada por:

B=p3B1+(1—-/3)B;

nelt] e[ 3

Por inspecao, pode-se perceber que tal estrutura de incertezas nao admite a aplicacao de ganhos
infinitos na entrada de controle. A aplicacao do mesmo algoritmo de projeto do controlador H
custo-garantido étimo conduz ao resultado:

Ko, = [ 0.0408 —0.1301 ]
O valor étimo do limitante da norma H, €, neste caso:
Yop = 2.8272

Deve-se notar neste caso que o sistema, mesmo sendo singular no sentido convencional, levou a
determinacao de um controlador custo-garantido 6timo com todos os ganhos finitos.

<&

8.7 Conclusao

Neste capitulo foi mostrado que um problema de regulacdo custo-garantido 6timo aplicado
a sistemas com estrutura de nicleo regular generalizado serd um problema regular sempre
que o sistema com as saidas aumentadas resultantes do algoritmo de decomposi¢do R/S-G
(que tem a estrutura de um nicleo regular estrito), submetido ao mesmo critério de projeto,
resultar em um problema regular. A regularidade ou ndo de ambos depende, no entanto, da
norma especifica utilizada para definir o problema de projeto.

A seguir, com base em um algoritmo de projeto de regulador étimo com critério misto
Ho/Hoo desenvolvido para sistemas a pardmetros precisamente conhecidos, foram desen-
volvidos os algoritmos de projeto de regulador custo-garantido 6timo com critérios puros
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Hy e Hoo e misto Hy/He para sistemas a parametros incertos com incertezas dos tipos
limitado em norma e politépica.

Com os resultados deste capitulo, completam-se os passos necessiarios para a solucao
do problema originalmente proposto neste trabalho, de projeto de reguladores 6timos (ou
custo-garantido 6timos) para sistemas a parametros incertos com critério de otimizagao
singular.
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REALIZACAO POR MODOS
DESLIZANTES
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A terceira parte deste trabalho tem por objetivo fazer uma transposicdo dos resultados
obtidos na parte Il para uma formulacio em que os mesmos possam ser aplicados direta-
mente a sintese de controladores. Por esse motivo, é introduzido o formalismo do controle
por modos deslizantes o qual, conforme sabe-se hoje, é uma das possiveis realizacoes do
controle por ganhos elevados. E importante indicar que existe hoje acumulada uma vasta
experiéncia relativa & implementacao pratica de controladores modos deslizantes em di-
versas classes de sistemas fisicos, de forma que um controlador descrito em termos desse
formalismo pode ser prontamente construido e conectado ao sistema em questao.

O capitulo 9 faz a transposicdo acima proposta para um subconjunto dos controladores
que foram descritos na parte II deste trabalho. Embora haja naturalmente uma limitacao
dos resultados possiveis de serem obtidos quando se introduz uma restricio de imple-
mentabilidade pratica (tal limitagdo é claramente identificada no capitulo 9), nao foram
explorados ainda, no presente trabalho, os limites teoricamente plausiveis para tal trans-
posicdao. Essa tarefa é deixada para trabalhos futuros.
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Capitulo 9

Modos Deslizantes em Sistemas
com Controle Descontinuo

Nos capitulos precedentes, um sistema a ser controlado por um regulador 6timo com funcgao
custo possivelmente singular foi decomposto em dois subsistemas, um nicleo regular e um
sistema de saida prescritivel. Este tltimo foi por sua vez decomposto em uma seqiiéncia
de subsistemas com estrutura particular (estrutura tipo controle completo), denominados
niveis.

Foi mostrado que o problema de regulacio 6tima do sistema pode ser resolvido em
termos de um problema regular de regulacio 6tima sobre o nicleo regular. Esse problema
regular, ao ser resolvido, gera um problema de rastreamento de referéncia pela saida do
subsistema a controle completo. Esse problema de rastreamento de referéncia, por sua vez,
é resolvido em termos de uma seqiiéncia de problemas de rastreamento de referéncia para
cada um dos niveis. Esses ultimos problemas sdo finalmente resolvidos em termos de leis
de controle do tipo ganhos elevados que permitem a rejeicdo tanto de sinais de perturbagao
desconhecidos quanto de incertezas de modelo.

Encontra-se bem estabelecida na literatura a equivaléncia entre sistemas de controle
do tipo ganhos elevados e sistemas de controle por modos deslizantes. Tal equivaléncia
foi formalizada em termos da teoria dos sistemas singularmente perturbados [129]. Essa
equivaléncia pode ser 1til sob o ponto de vista de implementacdo dos controles a ganhos
elevados, uma vez que os controladores a modos deslizantes prevéem:

i. avaliacbes de funcionais finitos dos sinais do sistema para a tomada de decisdo quanto
ao sinal de controle a ser aplicado;

ii. utilizacdo somente de sinais de controle limitados (embora descontinuos).

Essas propriedades contrastam com as propriedades formais dos controladores a ganhos
elevados que, em principio, baseiam-se na avaliacdo de funcionais lineares de valor infinito,
para a sintese de sinais de controle também possivelmente infinitos. A simples substituicdao
do funcional infinito por um funcional composto de ganhos muito-grandes-porém-finitos nem
sempre é um procedimento numericamente aceitavel, e a simples introdu¢do de saturacoes
nos sinais sintetizados é um procedimento ad-hoc cujas conseqiiéncias nao sao explicitamente
consideradas ao adotar-se diretamente o método de ganhos elevados. Dessa forma, a teoria
dos controladores a modos deslizantes pode ser interpretada como a formalizacdo de uma
metodologia de implementacdo dos controladores com estrutura de ganhos elevados.

143
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Neste capitulo, controladores em modos deslizantes sio empregados para a sintese da
estrutura de controle a ganhos elevados que foi desenvolvida nos capitulos precedentes. Tal
estrutura foi desenvolvida com o objetivo de fazer o quase-rastreamento de sinais arbitrarios
pela saida de sistemas pertencentes a classe dos niveis. Sao aqui estudados sistemas a
controle completo cujos sinais de controle admitem descontinuidades. Assim, a classe de
sistemas em questao neste capitulo inclui o ultimo nivel do sistema com saida prescritivel,
bem como ainda os sistemas a saida prescritivel compostos de um tnico nivel. A maioria
dos controladores modos deslizantes estudados na literatura enquadra-se nesse iltimo caso.

A metodologia de sintese do controlador modos deslizantes a ser empregada neste
capitulo segue o padrdo convencionalmente empregado na teoria de modos deslizantes: a
partir de determinada lei de controle de estrutura varidvel, constréi-se uma funcdo candi-
data a fun¢do de Lyapunov. Sdo entdo determinados os valores dos parametros dessa lei
de controle de forma a assegurar que a funcdo construida se qualifique como funcdo de
Lyapunov, assim sendo garantinda a convergéncia global do controlador.

Por restricbes de tempo, ndo foi possivel incluir no presente trabalho de tese a extensdo
da aplicacdo dos controladores modos deslizantes a sistemas cuja decomposicio envolve
diversos niveis. Fica aqui apenas indicado que ja foi iniciado o trabalho para viabilizacao
de tal extensdo, o qual envolve a sintese de modos deslizantes de ordem superior [70].

O presente capitulo inicia-se com uma apresentacdo da teoria do controle por modos
deslizantes, orientada para a solucdo do problema aqui proposto. A seguir, tal teoria é
utilizada para resolver o problema do rastreamento de referéncia pela saida de um sistema
com estrutura de controle completo.

Algoritmos completos de sintese serao aqui apresentados, para sistemas com incertezas
dos tipos politopo e incerteza limitada em norma. Esses algoritmos sdo formulados em
termos de problemas de otimizacdo do tipo LMI’s. Especial énfase sera dada aqui ao
tratamento de incertezas na matriz de entradas de controle do sistema, sendo os resultados
obtidos comparados com outros resultados relatados na literatura.

9.1 Controle por Modos Deslizantes

Nesta secdo sdo apresentados os conceitos que estruturam a teoria dos modos deslizantes. O
material aqui apresentado é apenas o necessario para a solucdo do problema de rastreamento
de sinais nos sistemas pertencentes a classe em consideracdo. Para exposi¢bes em maior
detalhe dessa teoria, o leitor é remetido ao livro [119] e aos artigos tutoriais [118, 14, 120, 52].

Os modos deslizantes sdo um caso particular dos sistemas de estrutura varidvel (SEV).

Definigao 9.1 (Sistema de Estrutura Varidvel) Seja um sistema dindmico com vetor
de estados z(t) € R™. Considere-se que o espago R™ estd dividido em v regides disjuntas
Vi,...,Vy, todas de dimensdo n, satisfazendo:

VinV;=0 Vi#j
(9.1)

ViU...uy, =R"

Assuma-se que as fronteiras 0V; dessas regides possuam dimensdo menor que n. Nessas
condicgoes, o sistema dindmico é denominado sistema de estrutura variavel se sua equacgdo
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dinamica € regida por v conjuntos de equagoes, cada um desses conjuntos associado a uma
das regides V;, na qual o conjunto € localmente vdlido:

&= ¢z, t) & z(t) €V (9.2)

sendo cada fun¢do ¢; 1 Ry x R™ — R™ continua (ver defini¢do de operador continuo) em
toda a correspondente regido V;.
(|

Definigao 9.2 (Regidao de Mono-Estrutura) Define-se como regiao de mono-estrutura
cada regido V; associada a defini¢do anterior de sistema de estrutura varidvel, na qual é
vdlido um unico conjunto de equacoes diferenciais continuas para o sistema.

(|

Definigdo 9.3 (Superficie de Chaveamento) Dado um controle a estrutura varidvel,
uma superficie de chaveamento S,, desse sistema € definida como um subconjunto do con-
junto F das fronteiras F; das regioes de mono-estrutura V;:

F; = 0V;
F =U_F; (9.3)
Sy, CF

d

NoOTA 9.1 As superficies de chaveamento podem incluir pontos que pertencam simultaneamente a
fronteiras de duas ou mais regioes de mono-estrutura. E possivel que determinadas superficies de
chaveamento sejam parte da fronteira de apenas uma regiao de mono-estrutura. Nessa situacao,
essas superficies poderao corresponder a descontinuidades na equagao dinamica associada a regiao.

&

Observe-se que, quando se tratar de superficies de chaveamento separando regides de
um espaco de dimensdo n, essas superficies possuirdo dimensio menor ou igual a n — 1.
Superficies de dimensao igual a n — 1 podem ser descritas em termos de uma equacio,
enquanto superficies de dimensao menor que n — 1 podem ser descritas como sistemas de
equagoes:

Definigao 9.4 (Equacgoes de Superficies) Sejam ¢;(-) funcionais continuos. O sistema
de equacoes:
Swi{z | gi(z) =0}
(9.4)
i) :R"— R
€ dito ser a equacao da superficie S,,.
O

NoTA 9.2 Superficies de dimensao menor que n — 1 podem ser interpretadas como a intersecao
de duas ou mais superficies de dimensao n — 1. Essa caracterizacao das superficies de chaveamento
é conveniente, pois permite adicionalmente avaliar de que lado da superficie se encontra, a cada
momento, o vetor de estados, estando essa informagao associada ao sinal do funcional ¢;(z).

&
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Um sistema de estrutura variavel possui uma dindmica que é, portanto, possivelmente
descontinua nas fronteiras das regioes V;. Um sistema dinamico controlado pode se tornar,
em malha fechada, um sistema de estrutura variavel em virtude da aplicacdo de uma lei de
controle descontinua, denominada controle a estrutura varidvel:

Definigao 9.5 (Controle a Estrutura Varidvel) Seja um sistema dinamico com vetor
de estados z(t) € R™ e vetor de entradas de controle u(t) € R". Considere-se que o espago
R"™ estd dividido em v regioes disjuntas V1, ..., V, cujas fronteiras possuem dimensdo menor
que n, satisfazendo:

VinV;=0 YVi#j
ViUu...uy, =R" (9.5)

dim(9V;) < n

O controle € dito controle a estrutura variavel se € definido por v leis distintas, cada uma
dessas associada a uma das regides V;, na qual prevalece:

u(t) = Bi(z,t) & z(t) €V (9.6)
d

A lei de controle do tipo estrutura variavel é portanto possivelmente descontinua nas
superficies de chaveamento.

NoTA 9.3 A questao fundamental para a formulagao de um controle a estrutura variavel é a de-
terminagao, a cada instante, da regiao na qual o vetor de estados se encontra, para a aplicacao da
lei de controle associada a tal regiao. Essa determinacao pode ser feita através da verificagao da
passagem do vetor de estados através das fronteiras de dimensao n — 1 que separam regioces. Note-se
que o cruzamento de fronteiras que ndo separam regides (cujos pontos fazem fronteira com uma
unica regido) nao representa problema para a determinagdo da lei de controle, uma vez que esta nado
¢ mudada apds o cruzamento.

&

Neste ponto, é possivel definir os sistemas em modos deslizantes e os controladores modos
deslizantes.

Definigdo 9.6 (Superficie de Deslizamento) Um subconjunto S de uma superficie de
chaveamento € dito ser uma superficie de deslizamento se o vetor de estados, ao nela ingres-
sar, fica confinado a permanecer em uma vizinhanca arbitrariamente pequena dessa regido
durante um intervalo de tempo maior que zero:

$(t0) eSS = 3 t1 >0 | ﬁ(S,e) D iC(tO + 6t) Ve> 0,(515 € (O,tl), (97)

Na equagao acima, §(S,€) denota o conjunto de pontos cuja distincia em relagdo d su-
perficie § é menor ou igual a €.
g

Definigao 9.7 (Modos Deslizantes) Um sistema de estrutura varidvel é dito estar em
modos deslizantes quando seu vetor de estados encontra-se confinado a uma superficie de
deslizamento.

g
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Definigao 9.8 (Controle Modos Deslizantes) Um controle modos deslizantes € um
controle a estrutura varidvel que faz com que o sistema dindmico entre em modos deslizantes
em uma superficie de deslizamento composta pela intersecdo de uma ou mais superficies de
chaveamento.

a

Deve-se notar que, dado um sistema dindmico de dimensdo n o qual se encontra em
modos deslizantes, a superficie de deslizamento possui dimensdo n — r, sendo 1 < r < n.
No caso de sistemas com controle modos deslizantes, r é o nimero de equacOes linearmente
independentes necessarias para descrever a equacao da superficie de deslizamento.

Para os propositos deste trabalho, serd suficiente considerar superficies de deslizamento
S definidas por subespacos lineares, as quais serdo denominadas superficies de deslizamento
planas.

Definigdo 9.9 (Superficies Planas) Seja a superficie S determinada por:

S =N(G)
(9.8)
GER™™  r<n
Tal superficie é denominada superficie plana. sua equacdo € dada por:
g(z) = Gz
(9.9)
g(z) =0
(|

9.1.1 Solugoes de Sistemas em Modos Deslizantes

A fundamentacdo matemadtica da teoria dos modos deslizantes, é formulada em termos da
teoria das equacdes diferenciais com lado direito descontinuo. Essa teoria foi desenvolvida
nas décadas de 50 e 60 pelo matematico russo Filippov. O leitor ocidental tem acesso a tal
teoria através da referéncia em lingua inglesa [29]. Os métodos desenvolvidos por Filippov
permitiram estabelecer as condi¢bes de existéncia e unicidade de solugoes, bem como as
técnicas para determinagdo das mesmas, quando o sistema dinamico encontra uma linha ou
superficie de descontinuidade infinitas vezes durante um intervalo de tempo finito. Este é
precisamente o caso de sistemas em modos deslizantes.

Alguns poucos fatos a respeito de solucoes de sistemas em modos deslizantes sdo aqui
catalogados a seguir.

Definigdo 9.10 (Equagao Diferencial com Lado Direito Descontinuo) Seja a equa-
cdo diferencial:

i = v(t,y) (9.10)
sendo y € R™. Assuma-se que v : Ry X R™ +— R™ € uma func¢do vetorial Lebesgue-
mensurdvel localmente limitada. Se a fungdo v(-,-) € continua em quase todo lugar e des-
continua em conjuntos de medida zero do espago R™, entdo a equagdo é dita uma equacio

diferencial com lado direito descontinuo (EDLDD).
d
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NoTA 9.4 A defini¢do de equagdo diferencial com lado direito descontinuo (EDLDD) acima é um
pouco mais geral que a definicao, anteriormente apresentada, de sistema de estrutura varidvel, pois
admite que a regiao de descontinuidade da equagao seja variante no tempo. FEsta definicao de
EDLDD ¢é no entanto mais restrita que a classe de problemas estudados em [29], tendo sido cunhada
com o objetivo de abranger os sistemas aqui em consideragao.

&

A definicdo de EDLDD (como proposta aqui) é mais conveniente para o estudo das
solugdes do sistema, enquanto a definicio de SEV real¢ca as propriedades geométricas do
sistema, mais relevantes para o projeto de modos deslizantes. Assim, optou-se aqui pela
apresentacdo de ambas.

Teorema 9.1 Seja uma equagdo diferencial com lado direito descontinuo, conforme defi-
ni¢do 9.10. Tal equacgdo € equivalente a inclusdo diferencial:

7€ V(y) (9.11)
sendo o conjunto V(y) definido por:
Y, :{y | v(y)€ continua em y}
U(y,) : {'v(yo) | v(y,) = lli% (Yo +€0y) 5 (Yo +e€by) €Y, Ve< eo} (9.12)

V(yo) = conv U(y,)

ou seja, V(y,) € o fecho convezo do conjunto de todos os possiveis limites de v(y,) quando
Yo — Yo, sendo {y,} 0s pontos de continuidade de v.
O

DEMONSTRAGAO: Ver [29].
|

Definigdo 9.11 (Solugdo de uma EDLDD) A solucao de uma EDLDD € definida como
a fungdo y(t) absolutamente continua satisfazendo a inclusdo diferencial (9.11) em quase
todo lugar.

O

NoTA 9.5 Caso a equagao diferencial nao seja descontinua, ou caso seja continua por partes com a
solucao atingindo uma regiao de descontinuidade apenas um ntimero finito de vezes em cada intervalo
de tempo finito, a defini¢ao de solugao acima ira coincidir com as defini¢oes usuais de solugao de
equagoes diferenciais.

&

Teorema 9.2 (Unicidade da Solugao) Seja a equacdo diferencial:

j=o(t,y) (9.13)

sendo y € R™, uma EDLDD. Seja D = D (v). Assuma-se que v(-,-) € mensurdvel em seu
dominio D. Assuma-se que, para todo conjunto () limitado e fechado tal que Q C D, existe
uma fungdo B(t) integrdvel tal que, em quase todo lugar em @ verifica-se:

171, 9)ll < B(1) (9.14)
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Suponha-se que para quaisquer dois pontos (t,y1) e (t,y2) de D, com a possivel excegdo de
pontos pertencentes a um conjunto de medida zero, para ||y1 — y2|| < €, sendo €, > 0, se
verifica a desigualdade:

(1 — 92)' (f(t, 1) — f(t,92)) < llyn — wall L(2, llyn — 2ll) (9.15)
sendo a fungdo L(-,-) uma fun¢do mensurdvel que satisfaz:

L(t,u)=0 Vu<0

(9.16)
L(t,u) < K(t)
e K(t) € integrdvel. Entdo, se a equagdo:
du
— = L(t 9.17
" e (917)

para qualquer t, sob a condigdo inicial u(t,) = 0 na regidgo t > t, possui apenas a solugdo
nula uw = 0, entdo o sistema 9.13 possui solugdo unica no dominio D.
a

DEMONSTRAGAO: Ver [29].

NOTA 9.6 Este resultado concernente & unicidade de solugoes pode ser interpretado como equiva-
lente & “estabilidade” da diferenca de duas solugdes, yq(t) = y1(t) — y2(¢). Se tal estabilidade se
verifica (o que é verificado com y;ys < 0, pela equacdo (9.15)) entdo duas solu¢des comecando na
mesma condicao inicial seguirao a mesma trajetdria.

&

Embora em geral haja mais de uma soluciao satisfazendo um sistema EDLDD, hi uma
situagdo (que inclui todos os casos a serem tratados neste trabalho) que sempre tera solugoes
dnicas:

Teorema 9.3 Seja o sistema dindamico com entrada de controle afim:
&= f(t,z)+ B(t,z)u(t) (9.18)

sendo que x € R™ e uw € R™. Um controlador de estrutura varidvel é conectado, com
descontinuidade em superficies de chaveamento planas:

g(z)=Gzr =0 (9.19)
Assumindo-se que se verifique a condi¢do de transversalidade:
p(GB)=p(G)=p(B) Yt (9.20)

tem-se que a solucdo do sistema EDLDD resultante € sempre unica.
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DEMONSTRAGAO: A demonstragao deste resultado pode ser obtida na referéncia [119].

|
Definigdo 9.12 (Controle Equivalente) Seja o sistema FDLDD abaizo:
&=tz u) (9.21)
com descontinuidade descrita por:
g(t,z)=0 (9.22)

Admita-se que as solugdes desse sistema sejam tnicas, e que a descontinuidade em g(t,z) =
0 seja causada por uma lei de controle descontinua (controle por estrutura varidvel). Supo-
nha-se que haja indugdo de modos deslizantes sobre a descontinuidade. O sinal continuo
Ueq(t) satisfazendo:
& =v(t, 7, Ueq)
(9.23)
g(t,z)=0
€ denominado controle equivalente.
g

NoTA 9.7 O sistema dinamico submetido ao sinal de controle dado pelo controle equivalente possui
solucao igual & unica solu¢ao do mesmo sistema submetido ao sinal de controle por estrutura variavel,
para toda condicdo inicial pertencente & superficie de descontinuidade (ver [119]).

&

9.1.2 Problema de Projeto de MD

A funcdo g(z) na definigao de superficies planas (definicao 9.9) possui r componentes. A
superficie § pode ser interpretada nesse caso como a intersecdo de r superficies §;, cada
uma com dimensdo n — 1. Sendo G; a i-ésima linha da matriz G, tem-se que cada uma
dessas superficies é dada pela equagdo:

S; :gi(w) =Gz =0 (9.24)

Tal interpretacio da origem a seguinte abordagem para a sintese de controladores cujo
objetivo é induzir modos deslizantes sobre a superficie §: Pode-se associar a cada superficie
assim descrita (pelo menos) uma componente u; do vetor u(t) de entradas de controle, a
qual ird sofrer um chaveamento sobre a superficie §;:

pit(z,t) & gi(z)>0

ui(xﬂf) = ¢i—($7t) - gz(w) <0 (9.25)

Dessa forma, o sistema em malha fechada pode ser caracterizado como sistema de estrutura
variavel e as superficies §; como suas superficies de chaveamento. Para caracterizar o
sistema como em modos deslizantes e essas superficies como de deslizamento é necessario
ainda caracterizar a estabilidade local das mesmas. Isso pode ser feito a partir da condicao:

FJe>0]{g(2)gi(z) <0V a|0<]|gi(z) <€} (9.26)
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Essa condicdo equivale & estabilidade de Lyapunov de g;(z) = 0 [119].

Outra abordagem possivel seria a sintese de uma lei de controle que fosse descontinua
apenas em S (nesse caso o sistema de estrutura varidvel seria formado de uma tnica regido
de mono-estrutura). Isso é feito, por exemplo, pela lei de controle:

u(z,t) = ¢ (H;%H) (9.27)

sendo ¢(-) uma fungao continua. Pode-se observar que o argumento de ¢ é descontinuo em
g = 0. Nesse caso, é necessario determinar a estabilidade local apenas de g(z) = 0, sendo
irrelevante a estabilidade de cada componente g;(z) = 0. Pode-se adotar o critério:

Fe>0{g(x)g(x) <0V 2| 0<g(z)l| <€} (9.28)

Do ponto de vista de projeto, a sintese de um controle modos deslizantes consiste em
duas etapas:

1. A escolha das superficies de chaveamento nas quais sera induzido o deslizamento.

2. A escolha das leis de controle que irdo prevalecer em cada regido mono-estrutura.
Esta etapa pode envolver a determinagao de novas superficies de chaveamento (com
a conseqiiente subdivisdo das regides mono-estrutura), as quais entretanto nao se
tornarao superficies de deslizamento.

A primeira etapa acima equivale ao projeto da dinamica do sistema em malha fechada,
quando em modos deslizantes. Essa dindmica ird determinar a evolucdo do sistema de
ordem reduzida (ordem n — r) que consiste na projecao da dinamica original do sistema
sobre a superficie de deslizamento, sujeita as entradas de perturbacdo também projetadas
sobre essa superficie.

Os sistemas que serdo estudados neste capitulo possuem a estrutura particular de uma
associacao de sistemas do tipo controle completo, ou seja, sistemas que possuem entradas de
controle linearmente independentes em nimero igual ao nimero de estados. Isso significa
que a intersecao das n superficies de deslizamento que serdo induzidas ird possuir dimensao
zero, ou seja, nao havera dinamica de ordem reduzida. Assim, a discussdo quanto a escolha
da superficie de deslizamento em associacdo com uma escolha de uma dindmica de ordem
reduzida ndo possui relevancia neste contexto particular.

Fisse fato pode ser interpretado da seguinte forma: Considerando o sistema inicialmente
estabelecido no capitulo 4, tal sistema foi decomposto em um subsistema denominado nicleo
regular e outro subsistema denominado sistema com saida prescritivel. Em tal decomposicao
ja estaimplicita a escolha de uma superficie de deslizamento, uma vez que a origem do espaco
de estados do segundo sistema corresponde a um subespaco do sistema completo, quando
realizada a soma direta dos espacos de estados dos dois subsistemas. Da mesma forma, o
sistema com saida prescritivel também se encontra decomposto em sistemas denominados
niveis. A origem do espaco de estados de cada nivel corresponde a uma superficie no espaco
de estados do sistema saida prescritivel.

Assim, os resultados a serem obtidos neste capitulo, relativos a estabilidade da origem de
subsistemas a controle completo sob um controle modos deslizantes equivalem & estabilidade
de modos deslizantes sobre superficies do sistema composto. O comportamento global do
sistema sera determinado por essas superficies. Essas superficies sdo resultado (implicito)
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de uma decomposicao do sistema, tendo essa decomposicao se originado da resolu¢do de um
problema de regulacdo 6tima singular.

A sintese do controle em modos deslizantes, no presente contexto, envolve portanto
apenas a segunda etapa acima, sendo que a primeira etapa ja foi implicitamente executada
através da decomposicdo do sistema.

9.1.3 Equivaléncia com Controle por Ganhos Elevados

Foi mostrado em [129] que, quando em modos deslizantes, um sistema com controle por
estrutura varidvel comporta-se exatamente como se estivesse sendo controlado por ganhos
elevados, sendo o espaco nulo da matriz de ganhos elevados igual a superficie de desliza-
mento. Isso significa que, no caso de haver deslizamento sobre a superficie de chaveamento
dada por N (K ), sdo equivalentes os controles:

I/r
u=lim —z (9.29)

e—0 ¢

pir(z) & Kiz>0
u; = (9.30)
pi—(z) & Kiz<0

Naturalmente, quando o vetor de estados encontra-se fora da superficie de deslizamento,
a equivaléncia nao se verifica.

A conseqiiéncia importante dessa equivaléncia para o desenvolvimento deste trabalho
serd a possibilidade de utilizacdo dos resultados obtidos nos capitulos precedentes, relativos
ao cdlculo de ganhos para controle por ganhos elevados, para a obtencido direta de superficies
de deslizamento equivalentes.

9.2 Preliminares dos Teoremas de Sintese

Neste capitulo sao considerados sistemas do tipo ICCRE (sistemas incertos a controle com-
pleto com realimentacdo completa de estados), conforme a definigao 5.6. Esta secdo é
dedicada ao estabelecimento das definicbes e hipdteses que serdo utilizados como premissas
pelos teoremas a serem enunciados nas secoes seguintes. Serd desenvolvida a seguir, nas
proximas sec¢Oes, uma lei de controle por modos deslizantes com caracteristica de estabili-
dade e convergéncia global, para determinada classe de sistemas.

Seja um sistema I[CCRE descrito por:

z=Az+ Bu+ Hd
(9.31)
y=Cz

no qual z € R", w € R", y € R™, d € R%. Conforme a definicio de sistema ICCRE, as
matrizes A, B e H sao incertas, pertencentes a um conjunto limitado conhecido U:

AclUdy BelUg Hecly (9.32)
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Sejam Ag € Uy, Bg € U e Hy € Ug. Definam-se ainda os conjuntos Up 4, Upp e Uppy tais
que:

AelUy & Ay € UDA|A:A0+AA
BGUBﬁABEUDBlB:BO—I—AB (9.33)

Hel, & Ag € UDH|H:H0—I—AH

Outras propriedades do sistema considerado sao: B possui posto completo de linhas, e d(t)
é limitado em norma L,,. Sem perda de generalidade, serd suposto que:

sup Jd()], < 1 (9.31)

Note-se que a norma-2 vetorial é equivalente (no sentido de equivaléncia de normas) a
norma-oo vetorial, de maneira que a condicdo (9.34), correspondente a uma limitacdo na
norma-2 do vetor a cada instante de tempo, implica na limitacdo da norma L., do sinal
(porém nao vice-versa).

O objetivo deste capitulo é desenvolver um controlador do tipo modos deslizantes que
realize o quase-rastreamento de um sinal y,.f(¢) pela saida y(¢) do sistema. Inicialmente,
a partir dessa referéncia para a saida do sistema, deve-se definir uma referéncia para os
estados do sistema:

Zref(t) = CRy,os(t) (9.35)

onde C~* representa qualquer inversa & direita da matriz C (a escolha nao é inica). Dessa
maneira, obtém-se uma referéncia que, se for seguida pelo vetor de estados, ird implicar em
que a safda do sistema terd também seguido o seu sinal de referéncia. Define-se assim o
erro de estados:

ex(t) = z(t) — z,ep(t) (9.36)

O controlador serd formulado no espaco do erro de estados. O sistema, nesse novo espaco,
é descrito por:

€y = Aeg+ Bu+ Hd+ Azyep + Trey (9.37)

Assuma-se adicionalmente a respeito do sinal de referéncia que:

sup; [lzres(t)lly < &
(9.38)

supy [|-cs(t)ll; < &2

para algum par & > 0, & > 0.

Assuma-se que exista uma matriz K tal que ¢(BK) C C_ para todas as instancias
da matriz incerta B. Conforme visto no capitulo 5, essa condicdo é necessiria para que
o sistema seja estabilizdvel por ganhos elevados (e, por conseqiiéncia, também por modos
deslizantes). Tal K pode ser calculado, se for dado um conjunto i do tipo incerteza limitada
em norma, através do teorema 6.1, ou através do teorema 6.3, caso o conjunto U seja do
tipo politopo. Como K € R™*™ com 1 > n, pode-se fazer:

K=LF (9.39)
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com L € R"*™ e ' € R™*". Como ¢ (BK) C C_, necessariamente p(L) = p(F) = p(K) =
n. Faz-se agora uma transformacao no vetor de entradas u(t) € R”, que é mapeado em um
vetor u(t) € R™ através da matriz L:

u(t) = Lp(t) (9.40)

O vetor u(t) passa a ser empregado como o novo vetor de entradas do sistema, para o
propésito de projeto da lei de controle.
O controle em modos deslizantes serda implementado sobre uma superficie § dada por:

S :{e, | Ge, =0}
(9.41)
G € Rnxn

sendo p (G) = n. Defina-se a funcdo:
g(t) = Geg(t) (9.42)

Devido a equivaléncia existente entre controle por ganhos elevados e controle por modos
deslizantes, pode-se afirmar que o conjunto G de matrizes G tal que a superficie de desliza-
mento § dada por (9.41) pode suportar modos deslizantes estdveis, com o novo vetor de
entradas de controle u(t), é dado por:

G:{G|<(BLG)CC_V BelU} (9.43)

Naturalmente, dado um K tal que ¢ (BK) C C_, e de posse da decomposicdo K = LF,
tem-se que G = F satisfaz a condicdo acima. Inicialmente, é possivel considerar K = L e
G = 1. Posteriormente, essa escolha de GG serd modificada, tanto com o objetivo de, em de-
terminadas situacoes, tornar factivel um controle por modos deslizantes globalmente estdvel,
como também para reduzir a conservatividade do controle, em quaisquer circunstancias.
Algumas premissas sdo agora estabelecidas para simplificar a notagdo. Define-se a funcao
h(t):
h(t) = Hd(t) + Azpep(t) + Tref(t) (9.44)

Como a matriz BglL é quadrada nio-singular, é possivel fazer:
BL = (Bo + Ap)L = BoL(1+ (BoL) 'AglL) (9.45)
de forma que a dinamica do erro fica:
é: = (Ao + Aa)ex + BoL(1+ (BoL) 'ApL)u + h (9.46)

apés serem explicitadas as incertezas e utilizando a entrada em suas coordenadas reduzidas.
Por conveniéncia, defina-se a matriz I':

I'= AgL(BoL)™" (9.47)

Essa matriz ird aparecer com freqiiéncia na deducio da convergéncia global da lei de controle
que serd proposta. Defina-se também o conjunto limitado Ut ao qual pertence I', resultante
do mapeamento de Upp pela transformacio acima:

Ur:{T | T = ApL(BoL)™" ¥ Ap € Ups) (9.48)
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9.3 Sistemas com Entrada G-Positiva Definida

A lei de controle por estrutura varidvel que serd proposta na proxima secdo, induzindo
modos deslizantes em N (G), fard o sistema ICCRE globalmente estdvel em malha fechada.
Ela se aplicard a sistemas cuja incerteza na matriz de entradas Ap atende a determinada
condicdo. Nesta secdo tais sistemas sdo definidos como sistemas com matriz de entrada
G-positiva definida, ou sistemas EGPD.

Definigao 9.13 (Sistemas EGPD) Os sistemas com matriz de entrada G-positiva defini-
da sdo sistemas com estrutura de controle completo tais que, dadas as defini¢des da se¢do 9.2,
tem-se que:

JGI+ )Gz > ¢z V z#0 , T'elr (9.49)

para algum escalar € > 0. O supremo do conjunto de escalares € para os quais a desigualdade
se verifica serd denotado por €*.
g

NoTa 9.8 Como se assume que existe uma instancia da matriz Ag € Upp tal que Ag = 0, entao
o escalar € necessariamente pertence ao intervalo (0,1) da reta real. Ja o supremo €* pertence ao
intervalo (0, 1], assumindo o valor extremo 1 apenas no caso de auséncia de incertezas (ou seja,
AB = 0).

&

O lema a seguir possibilita a verificacdo da condi¢do de EGPD de um sistema no caso
de incertezas politépicas:

Lema 9.1 Postas as defini¢oes da segdo 9.2 e dado um escalar € € (0,1), tem-se que:

dGI4+T)G 2> elzll, ¥V 240 , T el (9.50)
se e somente se:
1
(1-9T+ (GTG +(G™YT'G) >0 ¥ T el (9.51)
O

DEMONSTRAGAO: Note-se inicialmente que a expressio (9.51) é equivalente a:
1
I+ 3 (GTG™'+(G™YHYT'G) —eI >0 ¥ T eUr
0 que ocorre se e somente se:

dI+GIG ' =cd)z>0 YV T€Ur , 240

Esse fato é decorréncia direta de:
X+ X X-X

X
2 + 2

e de:
(X =X"N2=0Vz

para uma matriz X genérica.

O lema 9.1 expressa uma condicdo genérica, valida para incertezas com estrutura qual-
quer. No caso de incertezas politdpicas, no entanto, a verificacio da condicio de EGPD ¢é
feita pela simples verificacdo da inequacgdo 9.51 em todos os vértices do sistema incerto:
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Lema 9.2 Considere-se o conjunto de hipoteses estabelecidas na segio 9.2. Seja I' uma
matriz pertencente a um conjunto Ur com estrutura de politopo convezo:

Z/{FZ{FIZQZ'FZ' ;> =1, aiZOVizl,...,v} (9.52)

FEntdo o sistema serd EGPD com € > € se e somente se o sequinte conjunto de inequagoes
matriciais lineares:

1
(1- L+ (GriGT (GG ) > 07 i=1,...,v (9.53)

for satisfeito.
g

DEMONSTRAGAO: Esse resultado decorre imediatamente da linearidade da desigualdade em

relacao a I' e da convexidade de U, em conjunto com o resultado do lema 9.1.

No caso de incertezas limitadas em norma, a verificacdo da condicio EGPD ¢é feita por
meio de propriedades de norma:

Lema 9.3 Seja Ap uma matriz pertencente a um conjunto Uppg com estrutura de incerteza
limitada em norma:

Upp : {AB = MAN , HAHOO < 1} (9.54)

Seja também dado o escalar € € (0,1). Entdo a condigdo

IGM|, [ NL(BoL)T G| <1—e (9.55)

o0

€ suficiente para o sistema ser EGPD com ¢* > e.

DEMONSTRAGAO: Tem-se que:
|GMANL(BoL) ' G|, < |GMANL(BoL)'G™| _ IIvll,

pelo fato de a norma H, ser equivalente ao ganho em norma-2 vetorial. Agora, da expressao acima
e do fato de um produto escalar de vetores ser maximo (em valor absoluto) quando esses vetores sdo
colineares:

Vv |[GMANL(BoL)'G™'| . > "GMANL(B,L)~'G™ v
Examinando agora essa norma Hq:

|GM|lo [NL(BoL)"' G| <1 -
S NGM oo 1Al INL(Bo L)1 G < 1=

= |GMANL(B,L)'G™1| < 1-¢

A dltima implicagao decorre do fato de a norma H., ser uma norma induzida, sendo portanto
submultiplicativa. Logo:

Vol|GM|| o |All, [ NL(Bo L)' G™Y > v ||GMANL(B. L)™' G|

e} i
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Acrescentando as hipéteses de que ||A||, < 1e [|[GM]|,, HNL(BOL)_lG_1 HOO < 1—¢ e combinando
as desigualdades:
|V'GMANL(Bo L)™' G|

1—c¢

[v'v] >
Como v'v >0e1l—¢> 0, tem-se que:
V' (1—e)I+ GMANL(BoL) 'G™ ) v >0

o que é valido para todo A | [|A[|, < 1.

NoTA 9.9 A condigao de EGPD ¢ verificavel por meio de condigoes necessarias e suficientes para
sistemas com incerteza politopica. Para sistemas com incerteza limitada em norma, no entanto, a
verificacao é feita através de condi¢oes apenas suficientes.

&
9.3.1 Calculo do supremo de ¢
Seja o escalar €* dado por:
€ =supe
(1 - eI+ GG 1)z >0 (9.56)
tal que:

V240 , T elUr

O valor de €¢* pode ser determinado, de maneira exata, através do lema 9.2, no caso de
incertezas politépicas. Para incertezas limitadas em norma, é possivel calcular apenas um
limitante inferior de €*, através do lema 9.3.

Para o caso de incertezas politopicas, € é simplesmente a solucio do problema de
otimizacao linear:

Célculo de ¢ - Incerteza Politépica

€ = maxe
€

(1— oI+ (GFiG‘l + G—l'r;G') S0V i=1,...,v (9.57)
sujeito a: 2

O0<ex1

Esse problema de otimizacdo deve sempre convergir para uma solucdo, se ela existir, uma
vez que a funcdo objetivo é linear e as restricbes também o siao. A factibilidade desse
problema é condi¢do necessiria e suficiente para se estabelecer que o sistema é EGPD, o
que vem diretamente do lema 9.2.
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Para o caso de incertezas limitadas em norma, o lema 9.3 fornece apenas um limitante
inferior ¢, para o valor de ¢*, dado por:

Calculo de €, - Incerteza Limitada em Norma

e =1-[GM| |NL(BoL) G| (9.58)

o0

Obtém-se, por essa férmula, um ¢, tal que ¢, < €. O procedimento de verificacio da
condicdo de EGPD, nesse caso, se resume a verificar se tal nimero é positivo, conforme
estabelecido no lema 9.3.

9.3.2 Reprojeto de ¢

Havera casos em que o sistema nao é EGPD para nenhum escalar ¢ > 0. F:m outras situacgoes,
mesmo o sistema sendo EGPD, o valor de €* é muito pequeno, o que naturalmente leva a leis
de controle com elevado esforgo de controle (ver a préxima segao), o que nao é conveniente.
Ocorrendo isso, ainda é possivel tentar alterar o projeto das matrizes L e GG, uma vez que
o critério para escolha das mesmas foi simplesmente a condicdo:

S ((Bo + AB)LG) CC_. VAp€lUpr (9.59)

Quaisquer matrizes GG e L satisfazendo essa restricio poderiam ser utilizadas, e uma escolha
adequada destas pode eventualmente levar a que o sistema se torne EGPD.

O problema de reprojeto das matrizes L e G para calculo das matrizes 6timas L* e G*,
em sua forma mais geral, pode ser definido como:

L*. G*) = ar min max €
(L, G~) gr.G At s Lex

(1 -1+ L (GABL(Bo L) G 4+ (G™YY(ARL(Bo L)™' YG) >0 (9.60)
sujeito a:

s((Bo+ Ap)LG) C C—

Esse problema assim formulado é nao-linear e nao-convexo, nao sendo conhecido ainda
um método de otimizacdo que o resolva genericamente. Dessa maneira, opta-se aqui pelo
desenvolvimento de métodos simplificados, para determinacdo de valores sub-6timos de €*,
com matrizes L e G também sub-étimas.

Observe-se que o projeto da matriz K = LG nao foi feito (capitulo 6) a partir de
restricdes equivalentes a (9.59), tendo sido utilizadas condi¢bes mais restritivas porém
verificaveis com facilidade. A seguir serdo apresentados procedimentos que, preservando as
restricbes empregadas no projeto de K, irdo explorar alguns graus de liberdade existentes
com o objetivo de tentar transformar um sistema que ndo é EGPD em um sistema que o é,
ou ainda com o objetivo de aumentar o valor de €* de um sistema EGPD. Naturalmente,
esses objetivos nem sempre serao factiveis.
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Os procedimentos aqui apresentados se limitardo a atuar sobre a matriz G, preservando
L constante. Serd projetada uma matriz GG, que serd igual ao produto da matriz G original
por uma matriz D diagonal com elementos estritamente positivos:

G, = DG
Di;=0Vi#£y (9.61)
Dy;>0Vi=1,....n

Sem perda de generalidade (pois a matriz G original sempre pode ser absorvida em I, assim
tomando-se G = I), serd suposto que a matriz GG original satisfaz G = G’ > 0.

O lema a seguir estabelece o fato de que tal modificacao ird preservar a estabilidade
ganhos elevados do sistema, isto é, continuard valida a condicao ¢ (BLG,) C C_, dado que
se assumiu ¢ (BLG) C C_ e G=G" > 0.

Lema 9.4 Seja uma matriz X tal que:
¢(X)cc- (9.62)
Seja também uma matriz P tal que P = P’ > 0. Nesse caso tem-se que:
s(XP)ccC- (9.63)
a
DEMONSTRAGAO: Por Lyapunov (teorema A.11), tem-se que existe uma matriz @ tal que:
XQ+QX <0
Q=@ >0
Seja agora W = P~1Q. Tem-se que:
XPW+WPX' <0
W=w >0

o que estabelece o resultado desejado.

Como coroldrio desse lema, estabelece-se que, dado um sistema em que ¢ (BLG) C C_
para G = G' > 0, entao s (BL) C C_ e, por conseguinte, também ¢ (BLG,) C C_.

Posto isso, serdo desenvolvidos algoritmos para escolha de uma matriz D que maximize
€* (no caso de incertezas politépicas) ou €, (caso as incertezas sejam limitadas em norma).
O lema a seguir, extraido de [11], formula o principio segundo o qual serdo construidos esses
algoritmos.

Lema 9.5 Dada uma matriz quadrada X, o valor da fungdo v(X) definida por

v(X) £ inf {HDXD_1 HOO | D diagonal positiva-deﬁnida} (9.64)
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corresponde a solucdo do problema de otimizacdo:

v(X)= miny
X'PX <~%P
(9.65)
sujeito a:< P > 0 e diagonal
v>0
sendo D dado por D = /P para a matriz P minimizante.
g

DEMONSTRAGAO: A demonstracio do fato acima decorre de, para D diagonal e nao singular, a
eXpressao:

(DXD~YY(DXD™') <41

ser equivalente a:
M'D'DM < ~*D'D

Toma-se entao P = D'D, o que completa a prova.

NoTA 9.10 O problema de otimizagao envolvido no lema 9.5 pertence & classe dos problemas
denominados problema de autovalor generalizado (ou GEVP, do inglés “generalized eigenvalue prob-
lem”). Tais problemas néo sio convexos, mas apenas quasi-convexos [11] (observe-se que aparece o
produto de duas variaveis de otimiza¢ao, uma escalar outra matricial). Apesar de haver algoritmos
que em principio conduzem a solucao étima global, tais algoritmos sao menos eficientes e confiaveis
que aqueles para problemas do tipo LMI’s anteriormente tratados.

&

Incertezas Politépicas

O algoritmo a seguir é designado algoritmo EDO-IP, em referéncia a algoritmo de escala-
mento diagonal 6timo para incertezas politopicas. Esse algoritmo estd estruturado de forma
a tentar obter uma matriz diagonal positiva D de escalamento que maximiza o valor de €*
do sistema, possibilitando a sintese de controles menos conservativos. Eventualmente, caso
o sistema nao seja EGPD (isto é, caso possua ¢* < 0), tal maximizacido poderd tornar o
sistema EGPD (fazendo ¢* > 0). Como subproduto, o algoritmo fornece o valor de ¢* sob
o escalamento 6timo.

— ALcoriTMo EDO-IP —

{

Inicializagao: £ «— (0, D — 1
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Para 1 — 1 até v Faga

€ < maxe¢
€

1 (9.66)
sujeito a: {(1 —ol+ 2 (GTZ'G—l + G—IT;»G/) >0
€* — min ¢
Repita
{
DO — D
Go — G
& —{i]| =€} (o conjunto de indices que minimizam ¢;)
E—Euer (o conjunto de indices que em alguma iteragdo minimizaram ¢;)
Calcular a matriz D de escalamento 6timo para o conjunto £ de vértices:
e o
argp T%gl Y
(GTHTIG'PGT;G™ < 4%2P Vi€
sujeito a: ¢ P > 0 e diagonal (9.67)
v>0
L D VP
G — DG
Para 7 «— 1 até v Faga
€ < Mmaxe
(9.68)

sujeito a: {(1 - oI+ % (GFiG—l + G—I'F;»G/) >0

* — min ¢
K3

}
Até e >ec¢*oué={i=1,...,v}
Se € > ¢*

Entao

{
D%DO
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G%G()D

— FiM po ArLcoriTM0o EDO-IP —

NoTA 9.11 Pela prépria formulagao do critério de parada, a cada iteragao do algoritmo EDO-IP
o valor de €* deve crescer monotonicamente. E razoavel esperar que o algoritmo execute varias
iteracoes antes de parar, uma vez que a cada iteracao é incluido no problema de escalamento étimo
um novo vértice de “pior caso” que nao havia sido considerado na iteracao anterior. O algoritmo
termina quando o “pior caso” corrente nao puder ser melhorado.

&

NoOTA 9.12 Observe-se que a restrigao do problema de otimizagao 9.67 nao é necessariamente valida
no interior do politopo, pois a mesma nao € linear em relacao aos parametros incertos I';. No entanto,
sua validade apenas nos vértices do politopo ja é suficiente para o propdsito de determinagao de uma
matriz de escalamento étimo D. Tal matriz a seguir é utilizada no célculo de um novo valor de ¢*
(problema 9.68), sendo agora as restri¢des lineares, e o valor valido para todo o politopo.

&

Incertezas Limitadas em Norma

O algoritmo a seguir apresentado é designado algoritmo FDO-ILN, em referéncia a algoritmo
de escalamento diagonal otimo para incertezas limitadas em norma. Tal algoritmo procura
obter uma matriz diagonal positiva D de escalamento que maximiza o valor de ¢, (limitante
inferior de ¢*) de um sistema com incertezas limitadas em norma. Caso tal sistema nao seja
EGPD segundo a estimativa de limitante inferior (isto é, caso €, < 0), o algoritmo EDO-ILN
pode eventualmente torna-lo EGPD segundo essa estimativa (isto é, fazer ¢, > 0). Como
subproduto, o algoritmo fornece o valor de €, sob o escalamento 6timo.

A 1n0tagdo V(X ) ird indicar, no que se segue, o autovetor (com norma-2 vetorial
unitaria) associado ao maior autovalor da matriz X, a qual se supde que seja simétrica
definida positiva (X = X’ > 0).

O lema a seguir é necessario para o desenvolvimento do algoritmo EDO-ILN.

Lema 9.6 Seja uma matriz X incerta com incerteza limitada em norma:

X = PAQ
(9.69)
Al <1
Uma instancia admissivel de A tal que
[ Xoe = [1Plloc 1@l (9.70)
€ dada por:
A = lelf(P/P)l/'r/na$(QQl) (971)
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DEMONSTRAGAO: Sejam vy = Umaz(P'P) € vy = Uimaz(QQ'). O fato da férmula acima para A
ser admissivel vem do fato de que:

Avg = v, . ||Ayyll, =1

e do fato de qualquer outro vetor unitario v implicar em um produto interno vflv menor que 1, de
forma que:
[|[Av]|, = HUpU/qUHZ = |v'qv| <1 VYoul|ll,=1, v#wv,
Agora estudando a norma de X:
X1l oe = supyzy,=1 [ Xz,
para X dado por:
X = Pvpv'qQ

Tem-se que:

%QQ" = 1QII%
de forma que:

PupQQ"vq QI = Py 1Qllcs
ou:
1Pvp [ Rlloll2 = [Pl 1@l

Ou seja, o vetor unitario:

2= Qv QI

maximiza o valor de ||PAQz||,, fazendo:

1PAQzl, = [IP[loo Qoo

Pela propriedade submultiplicativa de normas induzidas, mais o fato da norma de A ser igual a 1,
tal valor deve ser igual a norma de X.

O algoritmo EDO-ILN, apresentado a seguir, é construido com o objetivo de maximizar
o limitante ¢, dado por:

& =1-|lGM],

NL(BoL)' G| (9.72)

o0

Assim, a idéia é encontrar uma matriz diagonal positiva definida D que minimize simultane-
amente ||DGM]||, e |[NL(BoL)"'G='D~!||__. A aproximacdo a ser adotada no algoritmo
EDO-ILN envolve a minimiza¢do da norma:

|payMaNL(Bo) G D7 (9.73)

o0

para uma matriz A escolhida de acordo com o lema 9.6:

A = Voo M'G'GM W, (N L(Bo L)' GG (L' BY) " L' N") (9.74)

!
V’maaj
A seguir, atualiza-se a matriz GG e recalcula-se a matriz de escalamento 6timo D. A cada
passo de cdlculo de D, preservam-se ainda as restricbes adotadas no passo anterior, de

maneira a se construir gradativamente um politopo que representa uma “aproximacdo in-
terna” do conjunto de incertezas limitadas em norma.

— ArLcgoriTmM0o EDO-ILN —
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{

Inicializacao: ¢ < 0

e — lGM| |

NL(BoL)™ G

Repita
{
7 —14+1
V1 — Vpmax(M'G'GM)
V9 Upaze( N L(BoL)'G™YG") Y L'By)" L' N")
A — v1v)
Q; — GMANL(BoL)™'G™!
Calcular a matriz D de escalamento étimo:

[ P* — argp I]%ill ¥

QiPQ; < ¥IP Vji=1,...,i
sujeito a: ¢ P > 0 e diagonal (9.75)

v>0

| D — VP>

G, — DG
€ax — ||GL M|
Se € > €,

{
G — G,

€x < Cux

}

|[NL(BoL)™'GTH|,

o0 |

}

Até (e <€) e (i>n)

}
— FiM po ArLcoriTMO0 EDO-ILN —

NoTA 9.13 Este algoritmo foi construido com critério de parada tal que, apds a iteragao nimero
n, o valor de ¢, deve crescer monotonicamente, caso o algoritmo nao pare. Antes do passo n, é
permitido que o algoritmo nao promova melhoria em ¢,. Recorde-se que BL € R™*™. Essa regra foi
estabelecida heuristicamente, em uma série de experimentos numéricos, nos quais se verificou que,
via de regra, a partir do passo n sempre ha alguma melhoria no valor de ¢, (na maioria das vezes o
valor de €, comega a melhorar antes disso).

&
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9.4 Controlador Modos Deslizantes

Na secao anterior, foi estabelecida a classe de sistemas adequada para a abordagem a ser aqui
desenvolvida, os sistemas EGPD. Passa-se agora a sintese do controlador modos deslizantes
para tais sistemas.

Teorema 9.4 Considere-se o conjunto de hipoteses e defini¢oes estabelecidos na se¢do 9.2.
Assuma-se que o sistema seja EGPD. FEntdo existem escalares 31 e 33 positivos, tais que a
let de controle dada por:

p=—(BoL)™" (Aoer + BG™? + B G ) (9.76)

llgll, Hz

produz convergéncia global do vetor de estados e,(t) para N (G).

DEMONSTRAGAO: A aplicagao da lei (9.76) na equacio dinamica (9.46) leva a:

ér = (Ax —TAg)ey — oI+ )G g — AT+ )G [lglls H o
2

Na equagio acima foi utilizado o parametro T', segundo a defini¢do (9.47). Observando que e, =
G~'g, passa-se para o espaco da variavel g:

§=[G(A4 —TA)G™" = BGI+T)G7') g - B1GI+T)G™! [lgll, II h

Para estabelecer a convergéncia global do sistema para g = 0, emprega-se a funcao:
Vig)=4'g

como candidata a func¢do de Lyapunov. A funcdo V(g) é positiva para todo g # 0. Sua derivada ¢é
dada por:

V=20=9Qx+9¢Qg+g'h

sendo:
AGI+T)G™!
Q= —HE
llgll,
Q2 = [G(A4 —TA))G™' = BG(I+T)G™Y]

Observa-se agora que um escalar n satisfazendo:

n > sup HG(AA — T A) G_1||oo
(UaUr)

é um nimero finito computavel (o procedimento de calculo de tal escalar sera apresentado adiante,
em subse¢io dedicada a sintese do controlador). Entdo:

|9/ G(Aa =T A0)G™g| < nllgll3

Por outro lado ja foi mostrado que, dado o conjunto U e desde que o sistema seja EGPD, é possivel
calcular um escalar ¢, tal que

V(1-e)I+GIG >0V v#0 , T €Ur
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Utilizando a hipdtese de que o sistema é EGPD e assumindo-se conhecido tal €, vem:
g'P2 T+ GTG™") g > ||g]l; fac

Dessa forma, é possivel estabelecer que, para um escalar (5 escolhido suficientemente grande, é
valida a relagao:

9'Q29 < = llgll5 B + mllglls < 0

Agora, estudando ¢'Q1g:
BGI+T)G!

9 Qg =—yg
||g||2

g Qrg < —Prexlgll,

Seja um escalar ¢ satisfazendo:
02 sup [|A(1)]],

Por hipdtese, sempre serd possivel encontrar 6 satisfazendo essa relagio (isso sera feito na préxima
se¢d0). Observando-se que:

l9'Gh| < llgll, 1GIl, 0

obtém-se, para f; suficientemente grande:

9'Q1g + 9'Gh < —pre|lglly + 19'Ghl < —Prexlglly + |Gl O llgll, < O

Dessa forma, para 3, e 2 suficientemente grandes, obtém-se:
V<0

Isso qualifica V(g) como uma func¢io de Lyapunov, o que estabelece a convergéncia global do vetor
g(t) para a origem g = 0, dada a lei de controle (9.76) (com B1 e B2 adequados).
|

NoTA 9.14 As condicdes (suficientes) que foram encontradas no capitulo 6 para estabilizabilidade
do sistema através de ganhos elevados, nao sao equivalentes as condi¢oes determinadas neste capitulo
para existéncia de modos deslizantes globalmente convergentes no mesmo sistema. A classe de
sistemas que aqui se determinou serem estabilizaveis por meio de modos deslizantes é mais restrita
que a classe para a qual se determinou a possibilidade de estabiliza¢do por ganhos elevados (pode-se
verificar, por inspe¢do, que a primeira classe estd estritamente contida na segunda). Deve-se notar
que, apesar de o comportamento do sistema sob ganhos elevados ser equivalente ao comportamento
sob modos deslizantes quando o vetor de estados se encontra na superficie de deslizamento, tal
equivaléncia nao prevalece fora dessa superficie.

&

9.4.1 Projeto dos Parametros do Controlador

Para se completar o projeto do controlador modos deslizantes que realiza o rastreamento
da saida de um sistema a controle completo, resta determinar valores adequados para os
parametros 1 e 3. As equagdes de projeto obtidas como condigao para a funcao V(g) se
qualificar enquanto funcdo de Lyapunov, na demonstracao do teorema 9.4, assim garantindo
convergéncia global do sistema sob a lei de controle (9.76) sdo:
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Determinacao de 31 e 39

B2 > —

(9.77)
1G]l 0

€x

B >

Quanto aos pardmetros envolvidos nessas equacoes:

e O valor de ¢, foi determinado na segao 9.3 (notar que, no caso de incertezas politépicas,
toma-se €, = €*).

¢ A matriz G foi projetada na secdo 9.3 como o produto de diversas matrizes diagonais
de escalamento. Por conven¢do, pode-se sempre adotar entdo |G|, = 1, o que é feito
sem perda de generalidade, uma vez que a multiplicacdo de uma matriz de escalamento
por um escalar nao altera o resultado do escalamento.

Resta portanto determinar os valores de n e de 6.

Para a determinacdo desses dois parametros, serd necessario calcular limitantes supe-
riores para a norma H,, de matrizes incertas, para os casos de incerteza politopica e de
incerteza limitada em norma. A seguir sdo entdo apresentados procedimentos para o calculo
desses limitantes.

Limitantes da norma H., de matrizes incertas

Seja uma matriz X incerta, pertencente a um conjunto x. Deseja-se determinar para tal
matriz um valor 7(X) tal que:

7(X) 2 I Xl VX €Ux (9.78)
No caso de incertezas politépicas, pode-se aplicar de maneira imediata o lema a seguir.
Lema 9.7 Seja X uma matriz qualquer. E vdlida a relagdo:

21 X/
l 7 >0 & 7> || X (9.79)

X 1

DEMONSTRAGAO: Diretamente da definicio de norma H, vem:
Y =X'X>0 & 7> X,

Aplicando-se o complemento de Schur sobre essa desigualdade (teorema A.14), obtém-se o resultado

desejado.
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Entao, no caso de incertezas politdpicas, ou seja:

X =2 n Xy
(9.80)
SV ia,=1 , a>0Vi=1,...,v
tem-se que o menor valor possivel para y(X) é dado por:
Célculo de 4(X) - Incerteza Politépica
¥(X)=min 7
¥
7L X (9.81)
. x, 170 '
sujeito a:
Vi=1,...,v
No caso de incertezas limitadas em norma a matriz X é dada por:
X = PAQ
(9.82)
Al <1
A fungao y(X) nesse caso é simplesmente dada por:
Célculo de 4(X) - Incerteza Limitada em Norma
7(X) = 1Pl 1€ (9.83)

A corregao dessa férmula, como menor valor possivel para 7(X ), pode ser inferida do fato
de que existe uma matriz A que faz a norma atingir tal valor (ver lema 9.6), e do fato de
que a norma nao pode superar tal valor (pela propriedade submultiplicativa das normas
induzidas).

Determinagao de 7

O escalar n é definido por:

n > sup HG (Ay — FAO)G_IH (9.84)
(AaD) o

No caso de (A4,1") serem incertezas politépicas, o menor valor de 1 que atende a tal
desigualdade é igual a:
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Calculo de 7 - Incertezas Politdpicas

nzv@%AA—FAwG*) (9.85)

sendo esse valor calculado diretamente através de (9.81). Isso é possivel devido ao fato de
o argumento da funcdo 7y(-) acima ser ainda um politopo.

Para (Ay4,I') matrizes com incerteza limitada em norma, é necessario aplicar-se mais
uma majoracdo, fazendo:

Calculo de 7 - Incertezas Limitadas em Norma

n=v(GALG™) + 7(GT AeG™) (9.86)

NoTA 9.15 O valor obtido para 1 no caso politopico é nao-conservativo, sendo efetivamente o
menor valor que garante a desigualdade 9.84. No caso de incertezas limitadas em norma, foi in-
troduzida alguma conservatividade com a aplicacao da desigualdade triangular de normas. Seria
possivel buscar, nesse caso, valores menos conservativos para n através da solucao de um problema de
otimizagao linear com restri¢oes lineares e bilineares, assim se recaindo num problema de otimizacgao
BMI (do inglés “bilinear matriz inequalities”). Tal metodologia para redu¢do do conservatismo, no
entanto, nao sera aqui desenvolvida, pois envolveria a aplicacao de métodos de otimizacao diversos
daqueles que sdo consistentemente empregados ao longo todo este trabalho (otimizacdo de problemas
com restri¢gdes LMI’s via algoritmos de pontos interiores).

&
Determinagao de ¢
O escalar 8 é definido por:
0 2 sup [A(t)ll, (9.87)
A fungao h(t), por sua vez, é definida como:
h(t) = Hd(t) + Azpep(t) + Zref(2) (9.88)
Sobre os sinais envolvidos na formacao de h(t) sabe-se que:
sup, [|d(#)]l; <1
supy [|zres ()l < & (9.89)

supy [|Zres (1)l < &
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Deve-se levar ainda em consideragdo o fato de as matrizes H e A serem incertas, pertencentes
a um conjunto conhecido U. Assim:

Calculo de 6
0 =v(H)+&Y(A) + & (9.90)

A férmula para y(H) e 7(A) deve ser escolhida de acordo com o tipo de incertezas
presente (politépica ou limitada em norma).

9.5 Relacao com Trabalhos Anteriores

A lei de controle por estrutura variavel dada por (9.76) possui forma similar a de certo tipo
de leis de chaveamento convencionalmente empregadas em controladores modos deslizantes.
Tal tipo de lei de controle é baseada na realimentacdo de um erro s através de um termo
da forma:

3
(9.91)
]
sendo s um vetor. A origem dessa estrutura de controle parece remontar aos trabalhos
[45, 69, 25, 46], onde tal estrutura é denominada controle min-maz, e onde o objetivo
de controle é formulado como sendo a obtencdo da “uniform ultimate boundedness” do
sistema em malha fechada. FEssa linha de pensamento é algumas vezes denominada controle
deterministico de sistemas incertos (abreviadamente, CDSI). Tal linha foi desenvolvida a
partir do inicio da década de 70, a principio independentemente da teoria dos sistemas de
estrutura varidvel. Ao final da década de 70, os pesquisadores atuando nesse campo ja
estavam conscientes da similaridade entre seus resultados e os do controle VSS.

No entanto, a comunidade de pesquisadores atuando no campo dos sistemas de estrutura
varidvel parece s6 ter tomado conhecimento de tais resultados a partir do final da década
de 80, com o surgimento de trabalhos como [14, 123, 130], nos quais é utilizada a estrutura
de controle (9.91). No contexto da teoria de modos deslizantes, essa estrutura recebe as
denominagoes de “eventual sliding modes” em [52], “unit sliding mode control” em [6] e
“univector nonlinearity” em [14, 123, 130].

O teorema 9.4 consiste na aplicacdo de uma variagao daquela estrutura classica (9.91)
para o caso de sistemas incertos com incerteza na matriz de entrada de controle, além
das incertezas nos demais parametros do sistema e em sinais exégenos de perturbacdo. As
incertezas na matriz de entrada de controle vém trazendo considerdvel dificuldade ao projeto
de controladores modos deslizantes. Para uma discussdao da natureza dessas dificuldades,
considere-se o sistema simplificado:

&= Az + (B + Ap)u (9.92)

Serd a seguir examinada a possibilidade de implementacdo de modos deslizantes sobre tal
sistema, segundo as diversas metodologias propostas (em geral, os sistemas considerados
nos diversos trabalhos sdo mais complexos; no entanto o sistema acima servira para ilustrar
as dificuldades de cada abordagem).
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O primeiro trabalho, no campo dos VSS, que tenta levar em consideracdo incertezas na
matriz de entrada em projetos de controladores modos deslizantes parece ser [14]. Entre-
tanto esse trabalho assume que é suficiente a condicido de “matching”™

R(B) = R (Ap) (9.93)

para que seja possivel o projeto do controlador modos deslizantes estabilizante. Tal premissa
estd equivocada, sendo a prova desse equivoco apresentada no lema 5.6 desta tese. A
condicdo é apenas necessaria para que seja possivel a rejeicdo da incerteza. Qutros trabalhos
posteriores [52, 37, 139, 68] incorreram no mesmo equivoco.

O trabalho [10] lida com um caso bastante particular do problema, em que a agao
de controle é escalar (sistema de uma unica entrada). Nesse caso, é possivel estabelecer
uma condicdo necessdria e suficiente para que o sistema seja estabilizdvel em presenca da
incerteza Apg, qual seja:

B+Ap>0 VY Agp (9.94)

A condigdo apresentada no presente trabalho, de que o sistema seja EGPD, inclui a condicao
acima como caso particular.
Em [27] assume-se que:

|Agul < k (9.95)

para um escalar fixo conhecido k. Isso implica que tal condicdo sé admitird leis de controle
que incluam uma saturagdo do sinal de controle, caso a prépria incerteza Ap ndo possua uma
saturacdo em cascata. Observe-se que a acdo de controle proposta em tal trabalho prop&e
um controle com termo proporcional aos estados, o que implica que a saturacido necessaria
para fazer prevalecer a condicdo acima deve estar implicita na estrutura da entrada de
controle'. Logo, tal trabalho nio se aplica & classe dos sistemas lineares invariantes no
tempo com incerteza na matriz de entrada de controle, na qual ndo seria possivel garantir
tal saturacdo; a prépria entrada de controle deve ser nao-linear para se adequar as hipdteses
estabelecidas em tal trabalho.

Nos trabalhos [9, 24], dentro da linha CDSI, e nos trabalhos [28, 93], dentro da linha
VSS, é assumido que:

HB;lABQH <1 (9.96)

sendo By e Apy matrizes quadradas tais que:

0 0
b-[2] sl oo
Fazendo essa mesma decomposicdo em B e Ap, os trabalhos [45, 46] assumem que:
B—IA Al B! -1
Amin ( 2 B2 +2 ) ) > -1 (9.98)

Pode-se verificar por inspe¢ao que a hipétese (9.96) é um caso particular da hipdtese (9.98),
pois essa ultima admite que os autovalores mdaximos da matriz considerada sejam arbitrari-
amente grandes, sendo sua norma portanto também arbitrariamente grande. A hipdtese

1Observe-se que a presenca de um termo proporcional aos estados no cdlculo do vetor de entradas de
controle implica que esse vetor nao é considerado limitado a priori.
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(9.98) por sua vez é equivalente a:

B—IA A/ B/ -1
1+( 2 B”Q 52(B3) )>0 (9.99)

o que quase corresponde a condi¢do (formulada no presente trabalho) de o sistema ser
EGPD, tornando-se um caso particular dessa condicdo por ndao envolver uma matriz de
normalizacdo G, como neste trabalho, possuindo portanto menos graus de liberdade.

Para se empregar a hipétese (9.98) (bem como também a hipétese (9.96)), deve-se
fazer a verificacdo de um critério dependente apenas de matrizes do sistema, sem nenhuma
participacdo de matrizes de projeto. Caso essa verificacdo venha a falhar, ndo ha nada a
se fazer, em principio. Na realidade, seria possivel mudar a transformacdo de coordenadas
que gerou a decomposicdo acima. Mas essa possibilidade ndo é explicitada nos trabalhos
citados. Ja a hipdtese de que o sistema seja EGPD, aqui adotada, depende explicitamente
das matrizes G' e L, que sdo parametros do controlador. Em caso de falha da hipétese EGPD
para determinados pardmetros é possivel escolher outras matrizes G e L que, atendendo
a restricdo de estabilizabilidade em ganhos elevados, atenda simultaneamente a condicao
EGPD. No presente trabalho sao também apresentados algoritmos sub-6timos para calculo
de uma matriz G que apresente minima conservatividade. Efeito equivalente seria possivel
de obter, via uma escolha adequada de transformacdo de coordenadas, apenas nos traba-
lhos [45, 46]. No entanto, tal fato ndo foi ainda reconhecido na literatura de que tomou
conhecimento o presente autor.

O trabalho [104] estabelece, como condi¢ao para o projeto do controlador modos desli-
zantes, que exista um escalar conhecido K, tal que a seguinte desigualdade seja satisfeita:

1AB| < K, (9.100)

Tal condicdo, pode-se constatar, ndo é suficiente para que exista uma matriz K tal que a
matriz (B + Ap)K possua autovalores com parte real estritamente negativa para todo Apg,
ndo sendo portanto suficiente para que seja possivel o projeto de um controlador modos
deslizantes que estabilize o sistema incerto. Curiosamente, tal trabalho escapa, aparente-
mente por acaso, de incorrer no mesmo equivoco dos trabalhos que postularam a suficiéncia
da condicdo de “matching” ao assumir, em determinado ponto do desenvolvimento da lei
de controle, que:

I+ MiAgMy + MiAM] > 0 (9.101)

para determinadas matrizes M; e My. Tal desigualdade nio pode ser deduzida das hipdteses
que haviam sido estabelecidas mas, se fosse adotada enquanto hipdtese, bastaria para que
o resultado obtido fosse correto. Nesse caso, a condicido seria equivalente a empregada no
presente trabalho. As matrizes My e M; sao obtidas de transformacoes de coordenadas do
sistema. Caso nao se verifique a condicdo acima, é possivel mudar tais transformacées de
coordenadas, como em [45, 46]. No caso do trabalho [104], no entanto, essa possibilidade
fica ainda menos clara, pelas circunstancias em que a hipétese foi colocada.

9.6 Conclusao

Posta essa perspectiva dos trabalhos relatados na literatura, pode-se sumarizar a con-
tribuicdo original embutida nas se¢bes 9.2 a 9.4 do presente trabalho:
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e loi formulada a condicdo de que o sistema seja EGPD, sendo demonstrada sua su-
ficiéncia para que seja possivel a sintese de um controle por modos deslizantes glo-
balmente estiavel. Essa condi¢do revela-se a condicdo suficiente mais abrangente at-
ualmente existente, englobando as demais condi¢oes propostas na literatura enquanto
casos particulares.

e Foram propostos algoritmos sub-6timos para a verificacdo da condicao EGPD, assumin-
do-se determinados modelos de incertezas. Fsses algoritmos se prestam tanto para
reduzir a conservatividade do projeto do controlador (reduzindo o valor necessario da
acao de controle) quanto para eventualmente até tornar factiveis projetos que seriam
de outra forma infactiveis. Ndo existe nada similar relatado na literatura.

e Embora seguindo as linhas de demonstracdo de convergéncia ja adotadas em alguns
trabalhos, foi aqui proposta pela primeira vez uma sistematica especifica para o pro-
jeto de controladores modos deslizantes globalmente convergentes para sistemas com
incertezas tanto do tipo politopica quanto do tipo limitada em norma. Através dessas
sistemdticas propostas, passa-se dos dados do sistema (com suas incertezas) dire-
tamente aos pardmetros do controlador, utilizando-se procedimentos completamente
padronizados.

o Esses procedimentos sdo inteiramente baseados em técnicas de otimizacdo com for-
mulacao LMTI’s (incluindo LMI’s do tipo GEVP’s), sendo portanto solucionaveis atra-
vés de algoritmos eficientes e confidveis. A aplicacdo desse tipo de técnica ndo é
comum no contexto da teoria de modos deslizantes, sendo que, exceto trabalhos de
autoria do presente autor [116], aparentemente s6 existe na literatura um relato da
aplicacdo de LMI’s em projeto de modos deslizantes, no trabalho [49], mesmo assim
em contexto diferente do aqui abordado.

Deve-se observar que, embora o material contido no presente capitulo se refira a sistemas
com estrutura controle completo, isto ndo significa menor generalidade em relagdo aos traba-
lhos da literatura com os quais é feita comparacdo. O controle de sistemas sobre os quais se
impoe apenas a restricio de controlabilidade sempre podera ser reduzido ao controle de um
subsistema com estrutura controle completo em cascata com outro subsistema cujos sinais
de controle se originardo no primeiro. Essa metodologia, pela primeira vez apresentada em
[121], é hoje um procedimento padrao no projeto de controladores modos deslizantes, sendo
de fato utilizada na maioria dos trabalhos citados na sec¢dao 9.5.

Os métodos desenvolvidos neste capitulo ndo sdo ainda suficientes para tratar do pro-
blema geral do rastreamento de sinais em sistemas com saida prescritivel. Isso se deve ao
fato desses sistemas serem uma composicao de diversos subsistemas, cada um com estrutura
controle completo, os niveis. Os sinais de controle de cada nivel podem ser tanto sinais
exégenos quanto sinais sintetizados como saidas dos niveis subseqiientes. Admite-se que
os sinais de controle exégenos possam ser descontinuos, porém exige-se que sejam finitos.
Assim, nenhum subsistema pode gerar em sua saida sinais descontinuos (o que exigiria
entradas de controle impulsivas). Por essa razdo, os sinais de controle aplicados nos niveis
do subsistema de saida prescritivel, exceto o tltimo, devem ser sinais continuos, uma vez
que sdo sinais origindrios dos niveis subseqiientes. O tratamento desse problema mais geral
é deixado para trabalhos a serem desenvolvidos futuramente.
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Concluindo este trabalho, é importante sumarizar os resultados aqui obtidos e identificar
as principais questbes que ficam em aberto, derivadas da trama aqui desenvolvida. A
organizacdo das idéias apresentadas nesta tese é a seguir descrita de maneira informal, sem
seguir necessariamente a ordem seqiencial dos capitulos, numa tentativa de delinear com
clareza os problemas que foram tratados e as solucoes que foram propostas.

Inicialmente, sdo repassados os passos seguidos na abordagem dos sistemas com parame-
tros precisamente conhecidos:

e Foram abordados os problemas de controle 6timo cujas fungoes objetivo sdo normas do
vetor de sinais de saida para determinada classe de sinais de entrada de perturbacao.
Essa definicdo inclui, em particular, a otimiza¢do da norma Hy de sistemas, bem
como a otimizacdo de qualquer norma £, induzida, dentre elas a norma H, (que é
a norma L3 induzida). Foram estudadas as conseqiiéncias da remocao da hipdtese de
regularidade usualmente empregada na descricio desses problemas de controle, qual
seja a inclusdo nos sinais de saida a serem ponderados na funcio objetivo de termos
que penalizam todas as componentes do vetor de entradas de controle.

e Definido o problema dessa forma, foi mostrado que essa classe de problemas admite
uma regularizacdo, baseada na decomposicdo do sistema para determinacio de um
nicleo regular de ordem reduzida e de um subsistema de safda prescritivel. O sis-
tema completo é equivalente & conexdo desses dois subsistemas. O procedimento de
decomposicdo do sistema desenvolvido aqui se aplica de maneira universal a todos os
problemas da classe considerada.

e O nicleo regular obtido do procedimento de decomposicio possui a hipdtese de re-
gularidade restaurada. Caso se disponha de maquinario computacional para deter-
minacao da solucdo do problema regular na norma considerada, tal maquinario pode
ser diretamente aplicado a tal nicleo regular, produzindo uma solucdo étima de or-
dem reduzida. Neste trabalho foram aplicados algoritmos convexos de determinacao
de controladores 6timos Hy e Ho, baseados em LMI’s, como instancias de problemas
para os quais se dispoem de solugoes mediante as hipdteses usuais de regularidade.

e A passagem da solucio de ordem reduzida para a solucio de ordem completa, que
otimiza a funcdo objetivo sobre o sistema original, é feita através da sintese dos sinais
de controle prescritos pelo controlador 6timo de ordem reduzida (operando sobre o
nicleo regular) nas saidas do subsistema de saida prescritivel. Essa sintese é isenta de
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custo, e constitui-se em um problema de quase-desacoplamento de distirbios (“almost
disturbance decoupling”), envolvendo portando a utilizagdo de ganhos elevados (“high
gains”).

Os mesmos passos, em esséncia, foram também seguidos no caso dos sistemas com
parametros incertos:

e No que se refere a definicio do problema de otimizacdo para sistemas incertos, fez-
se a substituicdo da otimizacdo de funcionais que corresponderiam a determinada
norma da saida do sistema pela otimizacdo de funcionais que teriam o significado
de um limitante superior dessa mesma norma para todo o conjunto de incertezas
considerado. Ao invés de um problema de controle 6timo, passa a haver um problema
de controle custo-garantido 6timo.

o loi estudada a questio da regularidade ou singularidade dos problemas de custo-
garantido 6timo. Mostrou-se que, para determinados tipos de incertezas em sistemas,
as hipoteses necessarias para garantir a regularidade desses problemas sdo mais fracas
que no caso dos problemas sem incertezas de pardmetros. Isso ocorre porque, com
essas incertezas, a aplicacao de ganhos elevados poderia levar o sistema a instabilidade
para determinadas instancias dos parametros incertos. Para limitar o funcional de
custo-garantido, é entdo automaticamente necessario limitar a acdo de controle. Foi
mostrado que algoritmos ja existentes de projeto de controladores custo-garantido
6timos, os quais se supunha necessitarem das hipdteses convencionais de regularidade,
resolvem de maneira inteiramente satisfatéria também os problemas formulados com
a suposicdo da hipétese mais fraca de regularidade generalizada.

o Dessa forma, foi cunhada uma definicio de regularidade generalizada, aplicavel aos
problemas de controle custo-garantido 6timo. Com tal defini¢do, foi possivel formular
um critério de separacdo? entre os sistemas singulares e os sistemas com regularidade
generalizada. Esse critério foi expresso em termos de algoritmos convexos, basea-
dos em LMI’s, prontamente apliciveis a sistemas com incertezas dos tipos limitada
em norma e politépica (outras estruturas de incertezas poderiam ter sido estudadas
segundo a mesma metodologia).

e Com base naquele critério de separacido entre sistemas singulares e sistemas com
regularidade generalizada, foi possivel construir um algoritmo de decomposicdo re-
gular/singular inteiramente andlogo ao algoritmo empregado no caso de parametros
precisamente conhecidos. O sistema novamente é decomposto em um nicleo regular
(agora generalizado) e em um subsistema de saidas prescritiveis.

¢ Exatamente como no caso de pardmetros precisamente conhecidos, a solu¢do com-
pleta do problema de controle custo-garantido 6timo é obtida pela composicio da
solucdo de ordem reduzida regular, associada ao nicleo regular generalizado, com um
problema de quase-desacoplamento de distirbios, associado ao subsistema de saidas
prescritiveis. A solucdo completa, portanto, também é formulada em termos de con-
troladores tipo ganhos elevados.

2Tal critério ainda nido é inteiramente satisfatério, pois envolve a nogio de estabilidade quadratica.
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Em ambos os casos, para implementacdo fisica dos ganhos elevados obtidos como solugdao
do problema de controle 6timo, sdo estudados os controladores em modos deslizantes. Tais
controladores, ao menos localmente, sdo equivalentes aos controladores tipo ganhos elevados,
possuindo entretanto toda uma sistemédtica ja bem estudada de implementacdo em sistemas
fisicos. No caso de sistemas incertos, desenvolveu-se aqui uma metodologia de projeto desses
controladores modos deslizantes que, para alguns casos, viabiliza o projeto de controladores
que de outra forma ndo poderiam ser obtidos e, em qualquer caso, reduz a conservatividade
da lei de controle resultante.

Deve-se notar que, com a formulacdo aqui proposta, a metodologia de projeto dos
controladores étimos singulares para sistemas com parametros precisamente conhecidos
tornou-se um caso particular de uma metodologia mais geral, de projeto de controladores
custo-garantido 6timo singulares. Nesses ultimos, sdo em principio incorporados os trés
principios bdsicos do controle robusto: a robustez ganhos pequenos (“small gains”), que se
aplica desde que esteja envolvido um critério de norma H,,; a robustez geométrica, que
desacopla distirbios em determinadas dire¢des do espaco (associada ao procedimento de
quase-desacoplamento de distirbios e, por conseguinte, ao controle por modos deslizantes);
e a robustez a variagbes paramétricas no interior de conjuntos (aqui exemplificada através da
robustez do tipo estabilidade quadratica). A formulacao de controladores robustos hibridos,
dentro do quadro aqui proposto, passa a ser mera aplicacio de uma metodologia geral, que
pode ser particularizada para cada tipo “puro” de robustez.

Programa de Pesquisas Complementar

O trabalho que aqui se encerra deixa em aberto algumas questées que é pertinente listar
aqui, com o objetivo de realcar as lacunas que ndo foram preenchidas devido a limitacao
de tempo. A lista apresentada a seguir é bastante breve, procurando se ater a pontos que
estariam em principio dentro do escopo do trabalho aqui proposto:

o Estudar sistemas com realimentacao de saidas, seja baseados em controladores do tipo
ganhos estaticos, seja em compensadores dinamicos, seja em observadores.

e Ampliar a classe de incertezas consideradas, de maneira a incluir: restrigoes inte-
grais quadraticas e incertezas ndo-paramétricas estruturadas. Aplicar especificamente,
tanto os modelos jd estudados, quanto esses acima especificados, para modelar in-
certezas de medidores e de atuadores (estas dltimas particularmente importantes em
implementagbes de controladores em modos deslizantes).

e Desenvolver a teoria dos modos deslizantes de ordem superior, de maneira a poder
aplicar tal metodologia de implementacido de controladores a um maior subconjunto
dos controladores tipo ganhos elevados obtidos como resultado do problema de quase-
desacoplamento de perturbacses.

e Desenvolver a extensdo dos resultados para o caso de sistemas discretos, determinando
as condicOes sob as quais tal extensdo seria pertinente.
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Apéndice A
Definicoes de Referéncia

Neste apéndice sao estabelecidas diversas definicbes matematicas, delimitando o universo
das entidades estudadas neste trabalho.

As definicoes aqui apresentadas sao provenientes das fontes citadas. Por vezes, a definicio
é adaptada, tanto em termos formais quanto de notacao, com o objetivo de assegurar a con-
sisténcia metodolégica do conjunto dos conceitos formulados, bem como a coeréncia com
o material desenvolvido no restante deste trabalho. Entretanto, a definicio apresentada é
sempre equivalente a encontrada na fonte original. Este apéndice apenas compila conceitos
e fatos ja definidos na literatura, tendo sido incluido com o objetivo de tornar preciso o
significado dos termos a serem empregados no restante do trabalho.

A.1 Espacos e Normas

As defini¢oes contidas nesta secdo seguem as referéncias [19] e [122].

Definigdo A.1 (Corpo) Um corpo consiste num conjunto, denotado FF, de elementos de-
nominados escalares, e duas operagées chamadas adi¢io (4 : F X F — F) e multiplicagdo
(- :F X F ), satisfazendo as sequintes condigoées ¥V o, 3, € F:

(Cl) a+p€cFea-pBeT.

(C2) a+p=p4+aca-=0-a.

(C3) (a+fB)+yv=a+(B+7)e(a-B)v=a(B-7).
(C4) a-(B+7)=(a-B)+(a-7).

(C5) F contém um elemento denotado por 0 e um elemento denotado por 1 tais que: a+0 =
aea-l=a.

(C6) A todo a € F corresponde um elemento § € F tal que a + [ = 0.
(C7) A todo a # 0 €T corresponde um elemento 3 € F tal que a- 3 = 1.

d

Definigdo A.2 (Espagos Vetoriais Lineares) Um espago vetorial linear é caracterizado
por um conjuntoV, um corpoF e duas operagoes, a operagdo adigdo vetorial (+ : VXV — V)
e a operagao multiplicagdo por escalar (- : F X V — V), tais que os sequintes axiomas sejam
vialidos ¥V x,y,z€V e ¥ ¢,cq1,¢9 € F:
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(V1) e 4+y=y+=z.

(V2) 2+ (y+2)=(z+y)+2

(V3) Existe um elemento 0 € V tal que s +0=0+z =2z, Yz € V.

(V4) Para cada x € V existe um elemento denotado por —x € V tal que z + (—z) = 0.
(V5) ¢1-(cz-z) = (c1c2) - 2.

(Vé) c-(z+y)=c-z4+c-y.

(V) (14 c2)-z=c1-z4+c3-2.

(V8) 1.z = x.

O

Definigdo A.3 (Subespago Vetorial) Denomina-se subespaco vetorial a qualquer sub-
conjunto M de um espago vetorial linear V (sobre o corpo F) tal que:

l.z,ye M=>z+yeM

2.2eEM, ceEF=>c-z € M.

O

Definigdo A.4 (Norma) Seja V um espago vetorial sobre o corpo dos reais. Uma fungdo
F:V — R com imagem no conjunto dos nimeros reais e dominio no conjunto V € deno-
minada uma norma dos elementos de V se satisfaz as seguintes propriedades ¥ z,y € V e
VoaeR:

(N1) F(z)>0,F(z)=0& 2z =0.

(N2) F(az)=|a| F(z).

(N3) F(z+y) < Flz)+ F(y).

A notagao ||z|| serd empregada genericamente neste texto para indicar F(z). O contexto

deverd deizar claro a que espaco e a que norma especificos tal notacdo se refere.
g

Definigdo A.5 (Normas Vetoriais p) Seja x € R™ um vetor real de dimensdo finita, e
seja x; sua i-ésima componente escalar. Sua norma p, denotada por ||z||,, € definida pela
ETPTESSAO:

1
n P
llzll, = (leilp) , 1<p<oo (A.1)
=1

Para p = o a definicdo é:

I#llo = max fail (A.2)
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Definigao A.6 (Espagos Normados) Um espago normado & € um par ordenado (V, I)
em que V € um espaco vetorial sobre um corpoF e F : V +— R € uma norma aplicdvel aos
elementos de V. O espago normado & € definido como:

ref s (Fz)<oo,z€V) (A.3)
d

Definigdo A.7 (Convergéncia de Seqiiéncia) Seja uma série ordenada de vetores {z;,
i =1,...,00} pertencentes a um espago vetorial normado (X, |-||). Diz-se que essa série
converge para o € X se, para todo escalar € > 0, existe um inteiro N = N(¢€) tal que:

|z; — ol <€, Vi>N (A4)
d

Definigdo A.8 (Sequéncia de Cauchy) Seja uma série ordenada de vetores {z;, i =
1,...,00} pertencentes a um espago vetorial normado (X,||||). Fssa série é denominada
uma seqiiéncia de Cauchy se, para todo escalar ¢ > 0, existe um inteiro N = N (¢) tal que:

|z; —z;]| <e Vi, >N (A.5)
d

Definicdo A.9 (Espago de Banach) Um espago linear normado (X ,||||) € dito ser com-
pleto, ou um espago de Banach, se toda seqiiéncia de Cauchy em (X ,||-||) converge para um
elemento de X.

O

A.2 Espacos Topolégicos
As definicoes a seguir sdo extraidas de [96].

Definigdo A.10 (Espagos Topoldgicos) Um espago topolégico € um conjunto S para o
qual uma colecdo T de subconjuntos, denominados conjuntos abertos foi especificada, com
as sequintes propriedades:
i. § € aberto;
it. O € aberto;
iii. a intersecdo de dois conjuntos abertos quaisquer € um conjunto aberto;

. a unido de dois conjuntos abertos quaisquer é um conjunto aberto.

d

Uma possivel maneira de definir conjuntos abertos em espacos vetoriais normados, para
estabelecer topologias nos mesmos, é apresentada a seguir:
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Definigdo A.11 (Conjunto Aberto em Espagos Normados) Seja X' um conjunto
contido em um espago normado. O conjunto X é dito ser aberto se:

t,€X=>Je|lz eV ||z -, <e (A.6)
d

Independentemente da definicado de conjunto aberto a ser adotada (ndo é necessario
adotar a definicdo baseada em norma acima), as demais defini¢cbes apresentadas a seguir
nesta secao siao validas.

Definigdo A.12 (Complemento de Conjunto) Seja X' C Q um conjunto contido em
outro conjunto Q. O conjunto Y € o complemento de X' em relagdo a Q se:

Xuy=29
(A7)
xXny=9¢

O

Definigdo A.13 (Conjunto Fechado) Seja X' um conjunto contido em um espago topolo-
gico. O conjunto X € dito ser fechado se seu complemento em relagdo ao espacgo for aberto.
g

Definigdo A.14 (Fecho de Conjunto) Seja X' um conjunto contido em um espago topols-
gico. O fecho de X, denotado por X, € definido como a interse¢io de todos os conjuntos

fechados que contém X.
g

Definigdo A.15 (Interior de Conjunto) Seja X' um conjunto contido em um espago
topologico. O interior de X, denotado por X°, € definido como a unido de todos os conjuntos
abertos contidos em X .

O

Definigdo A.16 (Fronteira de Conjunto) Seja X' um conjunto contido em um espago
topologico. A fronteira de X, denotada por 0X, € definida como a diferenca entre o fecho
de X e seu interior: .
oX CcX
(A.8)
oxXnNxe =90

O

Definigdo A.17 (Vizinhanga) Seja um ponto x contido em um espago topoldgico. Uma

vizinhanca de x € qualquer conjunto aberto que contenha x.
g

Definigdo A.18 (Conjunto Convexo) Seja um conjunto X, contido em um espago ve-
torial, e seja a fungdo x(x1, 29, @) definida por:

r(z1,29,0) = azq + (1 — a)zy (A.9)
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para 1 € To elementos do espaco vetorial e o um escalar. Se se verificar:
{z1,20 € X ; 0 < a <1} = 2(21,22,0) € X (A.10)

entdo o conjunto X € dito ser convexo.
a

Definigdo A.19 (Fecho Convexo) O fecho convexo de um conjunto X, denotado por
conv X, € definido como a intersecdo de todos 0s conjuntos convexos que contém o conjunto

X.
a

A.3 Espacos de Sinais
Nesta se¢ao sao apresentados conceitos definidos nas referéncias [96] e [122].
Definigao A.20 (Sinais)! Seja definido o conjunto F de funcées reais de uma varidvel:

FE{f:f(h)eR YV heR} (A.11)
De maneira andloga, definem-se os conjuntos F*:

FEALf: f(h)eR* ¥V heR) (A.12)

para k € N finito. (Note-se que F = F'). Os elementos de F* sdo denominados sinais.
(|

Definigio A.21 (Espagos Vetoriais de Sinais) Os conjuntos dos sinais, F*, acima
definidos, munidos do corpo dos nimeros reais (R) com suas operagoes escalares usuais de
soma e multiplicacdo e da operacdo de soma vetorial definida por:

s=s1+syes(t)=s1(t)+s(t) VEER, Y 51,80 € FF (A.13)

sao denominados espacos de sinais.
(|

Definigao A.22 (Classes de Sinais) Seja o conjunto F? de sinais w(t) € RY. Define-se
uma classe de sinais de F? como um subconjunto Q C F1.
O

Definigio A.23 (Sinal Continuo) Seja um espaco vetorial de sinais F*, munido de uma
norma ||-||. Um sinal x(t) € F* € dito ser um sinal continuo no ponto t = ty se para todo
escalar ¢ > 0 existe um outro escalar § = 6(¢,1g) tal que

lz(t) — a(to)l| < ¢ Vt: [t—to] <6 (A.14)

Se z(t) € continuo para todo ponto t, entdo x(t) € dito ser um sinal continuo.

! BEsta nomenclatura estd de acordo, por exemplo, com a defini¢io apresentada em [67].
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Defini¢do A.24 (Espagos €[a,b] e €°) O espago (€[a,b])* € definido como o subespago
de um espago vetorial de sinais F* composto pelos sinais continuos no intervalo [a,b]. O
espago (€°)* corresponde ao espago (€[a,b])* para [a,b] — (—o0, ).

O

NoTA A.1 Pode-se mostrar que o subconjunto dos sinais continuos pertencentes a um espaco
vetorial de sinais F* constitui-se de fato em um subespaco.

&

Definicdo A.25 (Espagos ¢7) O espaco (€P)* € definido como o subespago de um espago
vetorial de sinais F* composto dos sinais continuos pertencentes a F* cujas derivadas até
a ordem p sejam também continuas (ou seja, pertencam a €°).

g

NoTA A.2 Pode-se mostrar que o subconjunto dos sinais continuos pertencentes a um espaco
vetorial de sinais F* cujas derivadas até a ordem p sdo também sinais continuos constitui-se de fato
em um subespaco.

&

Definigio A.26 (Espago €*) O espaco (€)" € definido como o subespago de um espago
vetorial de sinais F* composto pelos sinais continuos pertencentes a F* cujas derivadas de
qualquer ordem sejam também continuas (isto €, sejam também pertencentes a € ).

O
NoTa A.3 A relagao: ' '
e T B il R Ol e TS N (A.15)
¢é facilmente verificavel.
&

Definigao A.27 (Funcgao delta de Dirac) A func¢do 6(t), denominada funcao delta de
Dirac, € definida como sendo a funcdo que satisfaz as propriedades:

6(0) = oo
6(t)=0 ¥V1#0 (A.16)
/ (i+ §()dt = 1

O

Definigao A.28 (Derivadas de §(t)) A derivada de ordem ¢ da fungdo delta de Dirac é
definida como a funcdo que satisfaz a:

/o+ ars(t) /°° dis(t) ,_ dr8(t)

- dte oo dte T el
(A.17)
oF dé(t) o dé(t)
—dt = — 2 dt = §(t
/ - dt /_Oo dt ®)
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Definigio A.29 (Espago D) O espaco ¥, denominado espaco das distribuicoes?, € aqui
definido como o espaco vetorial das fungées com k componentes (ou seja, o espago F*),
incluindo os sinais descontinuos, contendo ainda as derivadas de qualquer ordem desses
sitnais, definidas em termos da funcdo delta de Dirac e suas derivadas.

a

Definicdo A.30 (Normas £,) Seja F* um espaco vetorial de sinais. Para 1 < p < o0,
as normas L, sdo funcoes I : F* s Ry definidas como:

F(z) = o], = (Z/ B |pdt) (A.18)

sendo x; a i-ésima componente do vetor . A norma L., € definida como a func¢do F :
FF e Ry tal que:
F(z) =||z||,, = ess sup |z:(1)] (A.19)

i,

d

Definicdo A.31 (Espagos £,) Os espagos L, sdo definidos como os maiores subespagos
de um espago vetorial de sinais F* tais que:

v L, o {lall, < o,z € F*} (A.20)

Tal definicdo € vdlida para p > 1, incluindo p = o
a

NoTa A.4 Observe-se que os espagos € nio sao completos (isto é, ndo sdo espagos de Banach),
enquanto os espagos £, 0 sdo.

&

Definigao A.32 (Truncamento de Sinal) Seja um sinal definido pela fungdo f(1).
truncamento desse sinal no tempo T € definido como a fun¢do fr(t) dada por:

ft) Yi<T
fr(t) = (A.21)
0 Vi>T

d

Definicdo A.33 (Espagos £, Estendidos) O espago L,., denominado espaco L, esten-
dido, € composto pelos sinais f(t) cujo truncamento fr(t) para qualquer T finito pertence
ao espago L:

f)el, & frt)el, VT < (A.22)
O

Definigdo A.34 (Transformada de Laplace) A transformada de Laplace de um sinal
z(t), denotada por X (s), € definida por:

X(s) = £{a(t)} = /OOO 2(t)e*dt (A.23)

d

2Para uma exposicio rigorosa a respeito de espagos de distribuicdes, ver [96]. A forma simplificada de
definigao aqui adotada ¢ utilizada em [125, 48, 126], e é mais geral que a apresentada em [122].
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A.4 Operadores e Normas Induzidas
Nesta secdo sao apresentados conceitos extraidos das referéncias [64] e [96].

Definigdo A.35 (Fungao, Mapeamento, Operador, Imagem, Imagem Inversa,
Conjunto Imagem, Dominio, Co-Dominio, Range® ) Sejam X e Y dois conjuntos e
A C X um subconjunto qualquer. Um mapeamento (ou operador, ou ainda uma fung¢ao)
T de A em Y € definido como a relagdo que associa a cada x € A um unico y € Y, sendo

denotado por:
y="T(z) (A.24)

ou ainda:

T : Ay (A.25)

O conjunto A é denominado dominio do mapeamento T, e o conjunto Y é denominado
co-dominio. O wvetor y € Y associado por T ao vetor x € A € denominado imagem de x,
enquanto o vetor x € A ao qual estd associado um vetor y € Y € denominado imagem
inversa de y, sendo tal conceito denotado por:

x=T""(y) (A.26)

O conjunto imagem de um conjunto M € A, denotada por T(M), é definido como o
conjunto de todas as imagens de vetores pertencentes ao subconjunto M:

TM) : {y=T(z) | z € M} (A.27)

O conjunto imagem do dominio de T € denominado range do operador T. A notag¢do a
sequir serd adotada neste trabalho:

D(T) - denotando o dominio de T';
R (T) - denotando o range de T'.

O

Definigdo A.36 (Operador Linear) Um operador linear T € um operador tal que:

i. o seu dominio D (1) € um espago vetorial € o seu range R (T') estd contido num espago
vetorial sobre o mesmo corpo;
ii. para todo z,y € D(T) e para todo escalar a:
T(x+y)=T(x)+T(y)
(A.28)
T(az)=aT(z)

O

3 A literatura em portugués a qual o autor deste trabalho teve acesso nio faz distingio entre os conceitos
de “conjunto imagem” e de “range” de um operador, denotando ambos por “imagem”. Como tal distingao
se faz necessaria, optou-se aqui por utilizar o termo em inglés, cujo significado é convencionalmente aceito,
a se cunhar um neologismo em portugués para expressar o conceito.
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Definigao A.37 (Espago Nulo) Dado um operador linear T com dominio D (T'), define-
se o espaco nulo de T, denotado por N (T), como o conjunto de todos os x em D (T) cujas
imagens sejam o vetor nulo, ou seja:

N(T) : {z € D(T) | T(z) = 0} (A.29)
O

Teorema A.1 Seja T um operador linear. Entdo seu range R (T') e seu espago nulo N (T')
sao ambos espacos vetoriais. O

DEMONSTRAGAO: Ver demonstragao em [64]. |

Definigdo A.38 (Operador Linear Limitado) Sejam X e Y dois espagos normados
eT : D(T)— Y um operador linear, sendo D(T) C X. O operador T é dito ser um
operador limitado se existe um niumero real ¢ tal que:

|T2]| < cllall ¥z e D(T) (A.30)
O

Definigdo A.39 (Norma de Operador) Seja o operador linear limitado T. A norma
desse operador, denotada por ||T||, € definida pela expressao:

T
17 = sup 1221 (A31)
2€D(T) ll|
z#0
O

Observe-se que nao hd ambigiiidade no emprego da mesma notacido para designar a
norma de um vetor e a norma de um operador pois, como serd visto a seguir, os opera-
dores lineares podem ser interpretados como sendo também elementos de espacos vetoriais
normados.

Lema A.1 Seja T um operador linear limitado. Entdo:

i. A defini¢ao de norma de T’ dada por (A.31) € equivalente a:

|T]| = sup ||Tz|| (A.32)
leliet

ii. A norma definida por (A.31) satisfaz a defini¢io A.4 de norma.

DEMONSTRAGAO: Ver [64]. [ |
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Definigao A.40 (Operador Continuo) Seja 7' : D(T) — Y um operador (ndo neces-
sariamente linear), com D (T) C X, sendo ainda X e Y espagos normados. O operador T
€ continuo em um ponto zg € D (T') se para todo escalar ¢ > 0 existe um escalar 6 > 0 tal
que:

[Tz —Tagl| <e YaeD(T), ||z -z <8 (A.33)

O operador T € continuo se for continuo em todos os pontos x € D (T).
g

Teorema A.2 Seja T': D (1) — Y wm operador linear, sendo D(1T) C X e X, Y dois
espagos normados. Entdo:

1. T € continuo se e somente se T’ € limitado.

1. SeT' € continuo em um unico ponto, entdo T € continuo.

DEMONSTRAGAO: Ver [64]. [ |

Lema A.2 Sejam os operadores lineares limitados Ty : Y — Z eTy : X — Y. A
composicdo desses operadores, denotada por T1'Ty 1 X — Z, € tal que:

T[] < [[Ta [T (A.34)

DEMONSTRAGAO: Ver [64]. [ ]

Definigdo A.41 (Soma de Operadores e Produto por Escalar) Sejam dois espacos
normados X e ) sobre o mesmo corpo. Denote-se por B(X,Y) ao conjunto de todos os
operadores lineares limitados de X para Y. Sejam T,T1, Ty € B(X,)Y) e seja um escalar .
As operacdes soma de elementos e produto por escalar nesse conjunto sdo definidas por:

(Tl + T2)£ = T1$ + Tg;r
(A.35)
(aT)z = aTx

O

Teorema A.3 Sejam dois espagos normados X e Y sobre o mesmo corpo. O conjunto
B(X,Y) de todos os operadores lineares limitados de X para Y constitui-se ele proprio em
um espago normado, com a norma estabelecida na defini¢io A.39. O

DEMONSTRAGAO: Ver [64]. [ ]
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Definigao A.42 (Espago Fechado sob T)* Seja um espago vetorial X, sobre cujos ele-
mentos estd definido um operador T(-) tal que:

T:{y=T(z)|zeX,yc Y} (A.36)

O espago X € dito fechado sob a operacao T sey =T(z) e YV z € X.
O

. - . - . -
NoTa A.5 Os espagos € e ID, por construgao, sao fechados sob as operacdes de integracao e
de diferenciacio. Tal nido se aplica aos espacos € para p < 0o, os quais nio sio fechados sob
diferenciagao.

&

Definigdo A.43 (Valores Singulares) A func¢do valores singulares de uma matriz, €
definida pela relagao:

gi(A) = /Ai(A*A) (A.37)

sendo que A(-) indica o i-ésimo autovalor do argumento. A notagdo o(A) representa o
conjunto dos valores singulares da matriz A, enquanto a notagdo 0,,q,(A) representa o
maior valor singular da matriz A.

g

Definigdo A.44 (Normas Matriciais p Induzidas) Seja uma matriz real A € R"*™,
considerada enquanto um operador que mapeia um espaco vetorial de dimensao finita X C
R™ noutro espago vetorial de dimensdo também finita, Y C R™: A: X — Y. Suponha-se
que ambos os espacos sejam equipados com a mesma norma vetorial p. A p-norma matricial
induzida, denotada® por | Allr,, € definida como a norma induzida desse operador sobre
esses espagos com essa norma. Para os casos particulares de p = 1,2 e 0o sdo obtidas as

formulas:
n

lAllar = @?ﬁb; |aij|

[Allare = Omaz(A) (A.38)

m
1Aly00 = gg%; Jaij|

d

NoTA A.6 A p-normamatricial é definida para matrizes tomadas como operadores que relacionam
espagos vetoriais de dimensodes finitas. Se as matrizes forem tomadas no sentido de operadores que
relacionam espacos vetoriais de sinails, as p-normas matriciais continuam validas enquanto normas
induzidas de um espago £, para outro espaco £,. Entretanto, chama-se a aten¢ao para o fato de
essas normas matriciais nao coincidirem com as normas ||||p quando as matrizes sao consideradas
elementos de espagos H, (esses espagos serdo definidos adiante).

&

*Esta defini¢io é uma simplificagdo daquela de operador fechado apresentada em [96].
®Essa notagio é adotada para diferenciar a norma matricial da norma H,, também aplicdvel a matrizes,
a qual serd denotada pelo simbolo padrao para norma, ||||p
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Definicao A.45 (L,-Estabilidade) Sejam os espacos de sinais X € Y, ambos L., € seja
um operador T que os relaciona:

T:{y=T(z)|zeX,ye} (A.39)
O operador T € dito L,-estavel® se:

rel, = yekl, (A.40)

A.5 Sistemas Dinamicos

Nesta secao sao adotadas definicbes que aproximadamente seguem os conceitos apresentados
nas referéncias [127] e [122].

Inicialmente, define-se o que é um sistema dindmico:

Definigdo A.46 (Sistema Dinamico) Sejam X, YV e U espagos vetoriais lineares. Um
sistema dindmico consiste no par de mapeamentos (S,7T) tais que:

(X, U)X
(A.41)
(X.U) =Y
Caso os mapeamentos (S,7) sejam lineares, o sistema dindmico é dito linear.
g

Definem-se também as representacoes operacionais de um sistema dindmico, no caso
linear de dimensdo finita:

Definigdo A.47 (Representacdo por Espaco de Estados) Sejam z € X, u € U e
y € Y. Um sistema de equacdes na forma:

i(t) = Az(t) + Bu(l)
(A.42)
y(1) = Ca(t) + Du(t)

€ chamado de representagdo por espago de estados do sistema dinamico linear (S,7).
g

Definicao A.48 (Representagdo por Matriz de Transferéncia) Sejam U(s) e Y(s)
respectivamente as transformadas de Laplace de u(t) e y(t). A equagdo matricial na varidvel
s:

Y(s) = [C(sI— A)~' B+ D]U(s) (A.43)

€ chamada de representacdo por matriz de transferéncia do sistema dindmico linear (S, 7).
A matriz:

G(s)=C(sI - A)7'B+ D (A.44)

¢ denominada matriz de transferéncia do sistema.
O

®Embora a Ly-estabilidade seja tradicionalmente definida para relagbes bindrias e nio para operadores,
aqui serd adotada uma defini¢ado em termos desses tltimos, por medida de economia de defini¢Ges.
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Definigao A.49 (Nucleo Convolucional) Seja G(s) a matriz de transferéncia de um
sistema dindmico linear com m entradas e r saidas. Define-se o nicleo convolucional g(t)
desse sistema como a transformada de Laplace inversa de G(s), ou seja:

g(t) = £7{G(s)} (A.45)

sendo que g(t) € F"*™ é uma matriz cujos elementos sdo sinais.
O

Definicao A.50 (Representagdo Convolucional) Seja ¢(t) o nicleo convolucional de
um sistema dindmico linear, e sejam u(t) e y(t) respectivamente seu vetor de entradas e
seu vetor de saidas. A representacdo convolucional desse sistema € dada por:

o0

(1) = g(t) @ u(t) 2 / g(t = 7u(r)dr (A.46)

— 00

d

NoTAa A.7 Se os sinais de entrada e saida de um sistema dindmico pertencem a espacos normados,
entao tal sistema dinamico linear em suas representacoes convolucional e por matriz de transferéncia
satisfaz a definicdo de operador linear (ndo necessariamente limitado). Dessa forma, as normas
induzidas de operadores aplicam-se ao sistema se este for um operador limitado. Aplica-se ainda o
conceito de L,-estabilidade.

&

A.5.1 Incertezas de Modelo

Freqiientemente, quando se vai estudar as propriedades de determinado sistema dindmico
que deve corresponder a um sistema fisico, ndo é possivel determinar com precisao o modelo
associado a tal sistema fisico. No entanto, muitas vezes é possivel determinar um conjunto de
modelos que “com certeza” contém o modelo exato do sistema fisico. Através do estudo de
propriedades comuns a todos os modelos pertencentes a tal conjunto, é possivel determinar
algumas das propriedades do modelo desconhecido. Essa abordagem serad utilizada neste
trabalho para tratar de incertezas de modelos.

FEmbora seja possivel utilizar essa metodologia para todos os tipos de modelos de sistemas
dindmicos, aqui serdo definidos apenas dois tipos particulares de conjuntos de incertezas
(conjuntos que contém o modelo incerto), ambos associados aos modelos do tipo espago de
estados. Define-se, antes, o caso genérico de sistemas incertos com modelos do tipo espacos
de estados.

Definigdo A.51 (Sistema Incerto) Dado um sistema em sua representa¢do por espago
de estados, define-se o conjunto de incertezas de seu modelo como o conjunto P tal que:

(A,B,C,D)eP (A.47)

sendo o conjunto P conhecido. Um sistema cujo modelo pode assumir qualquer valor dentro
do conjunto P € denominado sistema incerto.
(|

A seguir, definem-se as duas classes particulares de sistemas incertos que serdo tratadas
ao longo deste trabalho, os sistemas com incerteza politopica e os sistemas com incerteza
limitada em norma.
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Definigdo A.52 (Incerteza Politépica) Seja um sistema incerto cujo modelo em espago
de estados € tal que:

(A,B,C,D)eP (A.48)

Diz-se que o conjunto de incertezas P é um politopo (incertezas politépicas) se esse conjunto
for dado por:

(A,B,C,D)=>"ai(A,B,C,D);

=1
(A.49)
Zaizl ;o >0V i=1,...,v
=1
sendo conhecidos os v vértices (A, B,C, D),.
O

Definigdo A.53 (Incerteza Limitada em Norma) Seja um sistema incerto cujo modelo
em espaco de estados € tal que:

(A,B,C,D)e P (A.50)

Diz-se que P é um conjunto limitado em norma se parametros do sistema satisfizerem:

A=A, + WsA 4 M4

B=B,+WgAgMp
(A.51)
C=C,+WcAcMc

D=D,+WpApMp

sendo que os parametros nominais (A,, B,, Cy, D,) € as matrizes Wy e My sao conhecidos,
enquanto as matrizes Ay, sendo desconhecidas, satisfazem:

HA(.)HOO = Um,w(A(.)) <1 (A.52)
O

NoTa A.8 A condicao estabelecida na definicdo de sistemas com incerteza limitada em norma
sobre a matriz incerta A() é apresentada sobre sua norma H, sendo a matriz considerada um
operador no espaco R'Ho,. Essa norma ¢ igual ao ganho L (definido a seguir) dessa matriz, vista
como um elemento do espaco MF de operadores tipo nicleo convolucional, ou ainda é igual & norma
matricial |||, (para este caso de matriz de elementos constantes).

&

A.5.2 Normas de Sistemas Dinamicos

O contetddo desta subsecdo é extraido das referéncias [26], [122] e [140].

Conforme foi visto, um sistema dindmico pode ser interpretado como um operador,
herdando portanto as normas induzidas definidas para operadores. Os operadores, por sua
vez, podem ser interpretados como elementos de espacos vetoriais. Os operadores matriz
de transferéncia e nicleo convolucional serdo especificamente tratados nesta subsecdo para
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constituirem espacos vetoriais normados que serdo interpretados como espagos normados
de sistemas.

Inicialmente, sdo definidos os espacos vetoriais que irdo conter como elementos os ope-
radores matriz de transferéncia e nicleo convolucional:

Definigdo A.54 (Espagos £ e ME) O espago vetorial £ € definido como o espago das
funcdes de uma varidvel complexa, sobre o corpo dos reais:

E:{F(s)| seC , F(s)eC} (A.53)

O espago ME € definido como o espago das matrizes cujos elementos sdo pertencentes ao
espaco &, sendo definidas as operagoes de soma de elementos e multiplicagdo por escalar
desse espaco no sentido matricial usual.

a

Definigdo A.55 (Espago MF) O espaco vetorial MUF € definido como o espago das ma-
trizes cujos elementos sdo pertencentes ao espaco de sinais F, ou seja, sdo funcoes de uma
varidavel real sobre o corpo dos niumeros reais, sendo definidas as operacoes de soma de ele-
mentos e multiplicagcdo por escalar desse espaco no sentido matricial usual.

g

Naturalmente, os operadores nicleo convolucional pertencem ao espago MLF, enquanto os
operadores matriz de transferéncia pertencem ao espaco ME. Ainda é necessario especificar
um subespaco do espaco ME que ird conter as matrizes de transferéncia de maior interesse:

Definigdo A.56 (Espagos RE e RME) O espago RE € definido como o subespago do espago
& formado pelas fungoes reais-racionais proprias da varidvel complexa, ou seja, fungoes que
sGo expressas como razées de polinomios na varidvel compleza s:

RE : {G(S) | Gls) = ﬂz((z))}

N(s)=oag+ o1s+ -+ a,s”

M(s)= B+ 18+ + Bms™ (A.54)

@i, 3 €R
m>n
O espago RME € o subespaco de ME cujos elementos sdo matrizes com elementos contidos

em RE.
O

Considere-se inicialmente o espaco vetorial dos operadores niicleo convolucional. As
normas £, da entrada e saida do sistema irao induzir os ganhos L, do sistema, definidos a
seguir:
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Definicdo A.57 (Ganho £,) Seja um sistema dinamico com nicleo convolucional g(t) €
MF, vetor de entradas u(t) e vetor de saidas y(t). O ganho L, desse sistema, denotado
pelo simbolo 7, € definido por:

lyll,
w |l

Tp(9) = (A.55)

p
d

Os ganhos £, sao normas do espaco MF. FEspecificamente, a norma induzida pela
norma Ly (ou seja, o ganho L) serd freqiientemente utilizada neste trabalho como norma
de sistemas dinamicos.

Para tratar de operadores tipo matriz de transferéncia, sao introduzidas as normas H,.
Sao aqui apresentadas apenas as normas Hy e He,.

Definigdo A.58 (Normas Hy e Ho,) Seja o espaco vetorial ME das matrizes de fungoes
de uma varidvel compleza, sobre o corpo dos reais. A norma Hy dos elementos I'(s) desse
espaco € definida por:

- / T T (F(C jo)FC+ jw))dw)i (A.56)

— 00

1
1), = sup
(>0
A norma He, dos elementos F(s) de ME € definida por:

I1F()lo = SUP Gmax(F(s)) (A.57)
R(s)>0

O

Definicao A.59 (Espagos H, e RH,) O espaco H, € definido como o subespago do espago
das matrizes de funcoes de uma varidvel complexa, ME, que possuem a correspondente
norma H, finita. O espago RH, € definido como o subespago do espago das matrizes de
fungdes reais-racionais proprias de uma varidvel complexa, RME, constituido pelos elemen-
tos que possuem a correspondente norma H, finita.

g

Nota A.9 Os espacos H, sao denominados espagos de Hardy.

&

Alguns fatos sdo a seguir estabelecidos, relacionando normas da matriz de transferéncia
do sistema com a representacdao convolucional do mesmo.

Teorema A.4 Seja um sistema dindmico com nicleo convolucional g(t) € MF e matriz de
transferéncia G(s) € RME. Suponha-se que esse sistema seja Lo-estdvel. A norma He, da
matriz de transferéncia desse sistema € igual ao ganho Lo de seu nicleo convolucional:

1G(s)lloe = 72(9(2)) (A.58)

O

DEMONSTRAGAO: Ver, por exemplo, [140]. |
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Teorema A.5 Seja um sistema dindmico com nicleo convolucional g(t) € MF e matriz
de transferéncia G(s) € RME. Suponha-se que esse sistema possua m entradas e v saidas.
Suponha-se ainda que esse sistema seja Lq-estdvel. Sejam m vetores e; € R™ o0s compo-
nentes de uma base ortonormal do espaco de vetores de entrada. A norma Ho da matriz de
transferéncia G(s) € dada por:

G2 = 4| 2 w1z
=1 (A59)
vi() = g @ wilt) | wilt) = eib(1)
(|
DEMONSTRAGAO: Ver [26]. [ |

Por fim, sdo a seguir estabelecidas relacbes entre as normas de sistemas e suas repre-
sentagdes na forma espago de estados. Sdo inicialmente apresentadas relacdes envolvendo
equacoes matriciais.

Definicao A.60 (Gramianos de Controlabilidade e de Observabilidade) Seja um
sistema dinamico H. dado por:

z = Az + Bw
H, (A.60)
z=0Cxz

emquex € R", w € R" ez € RY. Os gramianos de controlabilidade, L., e de observabilidade,
L,, desse sistema sdo as matrizes que satisfazem a:

AL.+ LA+ BB =0

(A.61)
ALy + L,A+C'C =0
(|
Teorema A.6 Seja um sistema dinamico H. dado por:
z = Az + Bw
H, - (A.62)
z=Cx
em que x € R", w € R" e z € RY. A norma Hy desse sistema € dada por:
|Hall3 = tr(CL.C") = tr(B'L,B) (A.63)

sendo as matrizes L, e L. respectivamente os gramianos de observabilidade e de controla-
bilidade do sistema.
O
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DEMONSTRAGAO: Ver [26].

|
Teorema A.7 Seja um sistema dindmico H. dado por:
z = Az + Bw
Hy : (A.64)
z=Cx

em que x € R", w € R" e z € R%. Seja vy > 0 dado e assuma-se que s(A) C C_, sendo que
s () denota o conjunto dos autovalores (espectro) da matriz argumento. Tem-se entdo que,
se o par (C, A) for observdvel, sao equivalentes as afirmagoes:

i [ Hell oo <
it. existe P = P' > 0 tal que:
PA+ AP +C'C+~*PBB'P=0 (A.65)
g
DEMONSTRAGAO: Ver [26].
|

Tanto para o desenvolvimento de algoritmos de busca de solugoes baseados em otimizagao
quanto para o tratamento de sistemas com incertezas paramétricas, é conveniente estabe-
lecer critérios baseados em desigualdades matriciais, ao invés de igualdades. Isso leva a
determinacido apenas de limitantes superiores para as normas, ndo sendo mais possivel a
determinacdo de valores exatos para essas normas. As desigualdades imediatamente decor-
rentes das igualdades acima sdo apresentadas a seguir.

Teorema A.8 Seja um sistema dindmico H. dado por:

z = Az + Bw
Hy (A.66)
z=Cx
em que x € R®, w € R" e z € RY. A norma Hy desse sistema € dada por:

[Hall; < tr(CPC)

(A.67)
| Hall; < tr (B'WB)
sendo P e W quaisquer matrizes satisfazendo:
P=P >0
AP+ PA"+ BB' <0
(A.68)

W=w' >0

AW+ WA+ C'C <0
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DEMONSTRAGAO: Ver [84].

|
Teorema A.9 Seja um sistema dinamico H. dado por:
z = Az + Bw
Hy (A.69)
z=Cx

em que x € R", w € R" e z € R%. Seja v > 0. Tem-se entdo que, se o par (C,A) for
observdvel, sdo equivalentes as afirmacgoes:

i [[Hall, <7 es(A)cCC,
it. existe P = P' > 0 tal que:

PA+ AP +C'C+~*PBB'P<0 (A.70)

DEMONSTRAGAO: Ver [84].

NoTA A.10 A generalizagao do calculo das normas Hs e Ho, para o caso de sistemas dinamicos
incertos com incertezas politépicas pode ser encontrada na referéncia [84], baseadas em desigualdades
matriciais lineares. Para maiores detalhes a respeito de rela¢oes envolvendo normas de sistemas e
inequacoes matriciais, recomenda-se a consulta a tal referéncia bem como as referéncias la citadas.

&

A.5.3 Estabilidade de Sistemas Dinamicos

Nesta subsecdo é definida a estabilidade de sistemas dinamicos, sendo a seguir colecionados
alguns resultados que se constituem em critérios para determinacdo da estabilidade.

Definicao A.61 (Estabilidade e Estabilidade Assintética) Um sistema dindmico re-
presentado por (A.41) € dito ser estavel se o mapeamento dado por:

(X,0)05 x (A.71)
definir sinais z(t) tais que:

[l2 ()] o0 < 00 (A.72)
Se, adicionalmente, tem-se que

tlim z(t)=0 (A.73)

entdo o sistema € dito assintoticamente estavel.
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Teorema A.10 Um sistema dindamico € assintoticamente estdvel se e somente se o ope-
rador definido por sua representagdo convolucional for L,-estdvel para todo p € [1,00].
O

DEMONSTRAGAO: Ver [122]. [ ]

O teorema a seguir é um dos resultados mais antigos concernentes a estabilidade de
sistemas (aplicado ao caso particular de sistemas lineares): a estabilidade pelo método
indireto Lyapunov. Tal resultado serd extensivamente empregado no curso deste trabalho.

Teorema A.11 (Estabilidade de Lyapunov) Seja o sistema dindmico dado por:
&= Az (A.74)
em que x € R™. FEsse sistema € estdvel, isto é:
s(A)cCC_ (A.75)
se e somente se existem M = M' >0 e N = N' > 0 tais que:
AM+ MA=-N (A.76)
g

DEMONSTRAGAO: Para uma prova desse teorema de Lyapunov, ver [19] ou [122)].
|

Para tratar com a estabilidade de sistemas incertos, é necessdrio que haja testes passiveis
de serem realizados sobre todo o conjunto P, que garantam a estabilidade de cada instancia
de sistema pertencente ao conjunto. Um teste que serd utilizado com freqiiéncia neste
trabalho é o da estabilidade quadrdtica, baseado na estabilidade de Lyapunov.

Definigdo A.62 (Estabilidade Quadratica) Seja um sistema dindmico com representa-
¢ao de estados (A.42), com pardmetros incertos pertencentes ao conjunto P, sendo esse
conjunto um politopo ou um conjunto limitado em norma. O sistema dindmico com tlais
incertezas € dito quadraticamente estavel se existe uma matriz P = P' > 0 tal que:

PA+AP<0 YAeP (A.77)

O

O teorema do ganho pequeno (ou small gain theorem), apresentado a seguir, é a base de
grande parte das metodologias existentes de obtencdo de robustez de controladores dentro
do paradigma de “controle H.,,”. Esse teorema relaciona o ganho L5 de dois sistemas
com a estabilidade do sistema composto pela conexao em malha fechada dos sistemas.
Esse teorema serd o mecanismo fundamental, utilizado neste trabalho, para assegurar a
estabilidade de sistemas com incerteza limitada em norma.
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Teorema A.12 (Teorema do Ganho Pequeno) Seja um sistema dinamico H € RH.,
abaizo representado em termos da transformada de Laplace da entrada e da saida:

b(s) = H(s)¢(s) (A.78)

Assuma-se que a norma H, desse sistema € dada por ||H(s)||., = 7. Considere-se a
conexdo em malha fechada dessa matriz de transferéncia com um sistema dinamico A €
RHoo:

¢(s) = A(s)1(s) (A.79)

sendo que A pertence a classe G dos sistemas dindamicos cuja norma Hs, € menor ou igual
a um numero 1:

G: {A ] [Alle <} (A.80)

Nesse caso, essa conexdo em malha fechada € estdvel para todo A € G se e somente se
7y < 1, ou seja:
(I-HA) ' €eRHLVAEG & <yt (A.81)

O

DEMONSTRAGAO: Ver demonstragao desse teorema em [140].

NoTa A.11 Na formulagao acima apresentada, o teorema do ganho pequeno afirma a estabilidade
de uma interconexao de dois sistemas desde que o produto de suas normas H,, seja menor que
1. Tsso equivale a que o produto dos ganhos L2 desses sistemas seja menor que 1. Uma versao
diferente do teorema do ganho pequeno, envolvendo ganhos £, dos sistemas, para p > 1 genérico, é
apresentada em [122]. Em virtude da estrutura das incertezas de sistema postuladas neste trabalho,
a formulacao apresentada acima sera suficiente no presente contexto.

&

A.6 Sistemas Dinamicos com Entrada de Controle e Saida
Controlada

Define-se agora um sistema dindmico com uma caracterizacdo especial dos sinais de entrada
e de saida que possibilita a sintese de controladores, o sistema dindmico com entrada de
controle e saida controlada. De maneira mais concisa, tais sistemas serdo simplesmente
denominados, na maior parte deste trabalho, sistemas dindmicos, sendo que o contexto
ird deixar clara a distincdo em relagdo ao conceito de sistemas dinamicos anteriormente
estabelecido. Nesta sec¢do, tais sistemas serdo referenciados pela sigla SDECSC.

SDECSCs sdo sistemas dinamicos nos quais é possivel medir certas variaveis e, a partir
dessas medidas, sintetizar sinais que serdo injetados em entradas (ditas entradas de con-
trole). Dessa forma, é possivel intervir na evolucao temporal dos sinais de um SDECSC,
de maneira a aproxima-los de sinais desejados (ditos de referéncia), ainda minimizando os
desvios causados por sinais injetados em outras entradas (ditas entradas de perturbagao). O
objeto de estudo do presente trabalho é precisamente o controle de SDECSCs (para o caso
particular de sinais de referéncia identicamente nulos, ou seja, problemas de regulagao).
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Definigdo A.63 (Sistema Dindmico com Entrada de Controle e Saida Controlada
(SDECSC)) Sejam X, Y, Z,U e W espagos vetoriais lineares, tais que seja possivel definir
um sistema dindmico (£1,E2) relacionando o espago Z ao espago U. O sistema dindmico ¥
que serd aqui estudado € definido pela tripla de mapeamentos (S,7, M) tais que:

(X, U W) X

(X, Wz
O espagos acima sdo denominados:

X - espaco de estados,

U - espacgo de entradas de controle,

W - espaco de entradas de perturbacdo,

Y - espaco de saidas controladas,

Z - espaco de saidas medidas.

Os espagos vetoriais lineares X, Y, Z, U e W contém, respectivamente, os vetores z(t),
y(t), 2(t), u(t) e w(t). O sistema X assim definido € denominado sistema dindmico com

entrada de controle e saida controlada.
|

Neste trabalho serdo considerados SDECSCs descritos por conjuntos finitos de equacoes
diferenciais ordindrias lineares com parametros constantes. A forma geral da equacdo do
SDECSC é descrita na forma de espaco de estados por:

(1) = Az(t) + Bu(t) + Ew(t)

y(t) = Ca(t) + Du(t)
3 (A.83)
2(t) = Gz(t) + Fw(t)

z(0) =z,
As matrizes do sistema sdo em geral incertas, sendo tal incerteza modelada por:
(A,B,C,D,E,F,.G)e P (A.84)

Em particular, serao estudadas neste trabalho incertezas dos tipos politépica e limitada em
norma.

Definigao A.64 (Solugdes de ¥) Seja o sistema ¥ conforme definido em (A.83). Define-
se o conjunto de solugdes do sistema X como sendo o conjunto =(X, Q, z,) dos pares de sinais
(y,u) € F™ x FP que satisfazem o sistema ¥ para algum w(t) € Q, dado z, € R".

O
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A.6.1 Estabilizacao de Sistemas Dinamicos

Um objetivo intrinseco ao controlador a ser estudado neste trabalho (bem como a maioria
dos controladores) é o de garantir que o sistema em malha fechada seja estavel, ainda que
o sistema dindmico ndo controlado seja instdvel. A possibilidade de se atingir tal objetivo
é definida a seguir como a propriedade de estabilizabilidade de um SDECSC.

Definigao A.65 (Estabilizabilidade) Um SDECSC do tipo definido por (A.83) € dito

estabilizdvel se existe um sinal u(t) = f(z(t)) tal que a equagdio
i(t) = Az(t) + Bu(t) = Az(t) + Bf(z(1)) (A.85)

defina um sistema estdvel.
a

Para o caso de sistemas incertos, adota-se um critério mais restrito de estabilizabilidade
(apenas suficiente), a estabilizabilidade quadrdtica. Tal critério, definido a seguir, viabiliza
o projeto de controladores por meio de métodos simples.

Definigdo A.66 (Estabilizabilidade quadratica) Um sistema dindamico do tipo definido
por (A.83) com incertezas de modelo pertencentes ao conjunto P conforme definido por
(A.84) € dito ser quadraticamente estabilizavel se existe um sinal u(t) dado por:

2(t) = Ac2(t) + Bez(t)
(A.86)
u(t) = Coz(t) + Doa(t)

tal que o sistema dado por:
[i(t)]:lA+BDC BCCHx(t)] (A87)

seja quadraticamente estdvel.
(|

Outro resultado fornece um controlador tipo ganhos estiticos que estabiliza um sis-
tema linear, mantendo a norma H,, da malha fechada abaixo de determinado limiar v. A
solucdo do problema é formulada em termos de uma inequac¢dao matricial. Esse critério, uti-
lizado em conjunto com o teorema do ganho pequeno, possibilita a sintese de controladores
estabilizantes para sistemas com incertezas limitadas em norma. As equacgoes de sintese
do controlador sdo fornecidas no teorema a seguir para sistemas colocados em uma forma
normalizada, para simplificar a apresentacao.

Teorema A.13 Seja um sistema dindmico H dado por:

= Az + Byu + Biw
H (A.88)
z=Cz+ Du

em que x € R", w € R™, w € R" e z € RY. Assumam-se as hipdteses:

D'D=1 C'D=0 (A.89)
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Seja ainda o conjunto K definido como:
K:{KeR™"|¢(A+ BK)CC_} (A.90)

Seja vy > 0 dado. Assumindo que (A, By) € estabilizdvel e (A C') € observdvel, eriste K € K
tal que ||H||,, < v se e somente se existe W = W' > 0 tal que:

AW + WA + WC'CW +v72B1 B} — B2 B, <0 (A.91)
Nesse caso, a matriz K dada por:
K=-ByWw™! (A.92)
€ uma solucdo do problema.
d

DEMONSTRAGAO: A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [99].

A.7 Métodos Numéricos e Otimizacao
Todo o maquinario desenvolvido neste trabalho tanto para andlise quanto para sintese de
sistemas é baseado em duas ferramentas:

i. a fatoragdo QR (é possivel utilizar sua variante “rank revealing”);

ii. a otimizacdo de critérios lineares com restricoes do tipo “inequagoes matriciais line-
ares” (abreviadamente LMI’s, do inglés “Linear Matriz Inequalities”).

Tais ferramentas possuem em comum o fato de ji terem sido bem estudadas, sob os
pontos de vista de estabilidade numérica e complexidade computacional. Hoje existem
disponiveis rotinas computacionais bastante robustas que permitem a determinacdo de
solucoes confidaveis para problemas formulados em termos dos problemas elementares acima.

A.7.1 Fatoracao QR

A definicdo a seguir fornece uma descricio operacional de uma implementacio computa-
cional da fatoragdo QR, conforme serd utilizada neste trabalho. Deve-se notar que seriam
possiveis descricbes operacionais diferentes, tema que ndo serd abordado aqui.

Definigdo A.67 (Fatoragdao QR) Seja uma matriz X € R™ ™. Define-se uma fatoracio
QR da matriz X como o par de matrizes () e R tal que:

‘= QR
QQ=1

Ri;=0Vi>j (A.93)
RGRnXm

Q € Ran
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Postula-se aqui a existéncia de algoritmos para execucdo da fatoracdo QR com as
seguintes caracteristicas:

i. estabilidade numérica - isso significa que uma perturbacdo O(¢) (ou seja, da ordem de
grandeza de um parametro € préximo de zero) na matriz X causa uma perturbacdo

O(y/¢€) nas matrizes @) e R.

ii. complexidade polinomial - tal propriedade significa que o tempo de processamento do
algoritmo de decomposicdo QR para uma matriz X € R™"*™ é limitado superiormente
por um polinémio na variavel & = nm.

Na pratica, ndo seria necessaria a premissa de complexidade computacional, mas apenas de
factibilidade computacional para todos os problemas até determinada dimensao, que seria
a maxima dimensdo de interesse. O requisito acima estabelecido de estabilidade numeérica
também poderia ser um pouco relaxado, sem prejuizo da aplicabilidade do algoritmo aos
propositos deste trabalho.

Discussoes acerca das propriedades acima para implementacoes diversas do algoritmo
de decomposicdo QR podem ser encontradas nas referéncias [16, 17, 30].

A.7.2 Inequagoes Matriciais Lineares

Diversas especificacoes de desempenho e robustez em sistemas dinamicos podem ser des-
critas em termos de inequagoes matriciais lineares, ou LMI’s. Uma coletanea de resultados
dessa natureza pode ser encontrada em [11]. A seguir define-se o conceito de inequagdo
matricial linear.

Definigdo A.68 (Inequagdo Matricial Linear) Sejam dois conjuntos de varidveis ma-

triciais X1,..., X, eYq1,...,Y,, e trés conjuntos de matrizes constantes Ay,..., A,, By,...,
o oy . ~ B

B, eCy,...,C. Assuma-se que Y; =Y, e que Cy = C||. Uma inequacao matricial linear

(LMI) € definida como uma inequagdo afim nas varidveis e com termos simétricos:

Co+ Y CYiCl+ 3" (A;X;Bj + BjX[A}) <0 (A.94)
=1 7=1
Uma LMI nas varidveis X e Y pode ser representada sinteticamente por:
P(X,Y)<0 (A.95)

A desiguladade em uma LMI pode ser tanto estrita quanto ndo estrita. O

Um teorema de grande importancia estabelece uma relacdo de equivaléncia entre de-
terminadas inequacdes quadréticas’ e determinadas inequacdes matriciais lineares. Para a
apresentacdo desse teorema, faz-se necessario inicialmente definir o conceito de inversa de
Moore-Penrose de matrizes reais quadradas.

"A classe das inequacdes quadraticas a que tal resultado se aplica corresponde as inequagdes quadriticas
que definem conjuntos factiveis convexos.
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Definigdo A.69 (Inversa de Moore-Penrose) Seja uma matriz A quadrada com coefi-
cientes reais. Sua inversa de Moore-Penrose € definida como a inica matriz X que soluciona
o conjunto de equacées:

AXA=A
XAX =X
(A.96)
(AX) = AX
(XA =XA
Adota-se a notacio AT para denotar a inversa de Moore-Penrose da matriz quadrada A.
g

Com essa definicdo, apresenta-se a seguir o teorema que estabelece uma equivaléncia
entre restricoes quadrdticas e restricoes lineares, incluindo restricbes nao estritas.

Teorema A.14 (Complemento de Schur) Sejam as matrizes Q(z) = Q'(z), R(z) =
R'(z) e S(z), todas dependendo de maneira afim da varidvel x. Fntdo:

Q(z) S5(z)
[ $'(z) R(z) ] >0 (A.97)

se e somente se for vilido pelo menos um dos pares de desigualdades (i) e (ii) abaizo

definidos:

R(z)>0
(7) (A.98)
Q(z) — S(z)R™(2)8'(z) > 0
Q(z) >0
(i1) (A.99)
R(z) - S"(2)Q Y(z)S(z) > 0
Tem-se ainda que:
Q(z) S(x)
[ Sa) R(x) ] >0 (A.100)

se e somente se for vdlido pelo menos um dentre os conjuntos de condigoes (iii) e (iv) abaizo

definidos:

(ii){ R(z)R*(2)8"(x) = S(z) (A.101)

(iv) § Q=)@ (2)S(x) = 5'(x) (A.102)

R(z) = §'(2)Q@F()S(z) 2 0

FEssas relagoes de equivaléncia sdo denominadas complementos de Schur.
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DEMONSTRAGAO: A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em [3].
|

NoTa A.12 Um histérico do surgimento e desenvolvimento dos complementos de Schur é apre-
sentado na referéncia [15]. Discute-se ali o surgimento de tal relagdo no trabalho de Silvester, em
meados do século XIX, sua formalizagao no trabalho de Schur no inicio do século XX, e sua forma
atual, envolvendo pseudo-inversas e matrizes semi-definidas (e ndo apenas estritamente definidas),
apresentada pela primeira vez na referéncia [3].

&

Com a equivaléncia acima estabelecida, problemas de otimizacao com restricoes e/ou
funcionais de custo quadraticos convexos podem ser mapeados em problemas de otimizacdo
com restricoes LMI’s e funcionais de custo lineares. Isso possibilita sua resolucdo em tempo
polinomial com convergéncia global garantida através de algoritmos de pontos interiores,
assunto que sera discutido na préxima subsecao.

A.7.3 Otimizacao com Restricoes LMI

Nesta subsecido definem-se os problemas de factibilidade, de minimizagdo de funcional linear,
e de minimiza¢do de autovalor generalizado, todos com varidvel matricial e restricdes do
tipo LMTI’s.

Nas definicbes a seguir assume-se a existéncia de duas varidveis matriciais, X e Y. Tal
premissa tem apenas o objetivo de simplificar a notacdo. A extensio das defini¢oes para o
caso de um nimero qualquer de variaveis matriciais é imediata.

Definigdo A.70 (Problema de Factibilidade LMTI’s) Dado um conjunto de LMI’s nas
varidveis matriciais X e Y :

P(X,Y)>0 ; i=1,...,v (A.103)

define-se o problema de factibilidade associado a essas LMI’s como o problema de determi-
nar uma instancia das varidveis X e Y que satisfaca simultaneamente a todas as LMI’s.
a

Definigdo A.71 (Problema de Minimizagdo de Funcional Linear) Dado um con-
junto de LMI’s nas varidveis matriciais X e Y :

P(X,Y)>0 ; i=1,...,v (A.104)
e dado um funcional linear f(X,Y):
f(X,Y) = Cl)(CQ + d1Yd2 (A105)

define-se o problema de minimizacao de funcional linear com restricoes LMI’s como o pro-
blema de determinacdo da instancia X™*,Y™ das varidveis que, satisfazendo simultaneamente
todas as LMI’s, minimiza o funcional linear no conjunto factivel:
(X*Y") = arg ;(I})f/ f(X,Y)
(A.106)
sujeito a: {P;(X,Y)>0 Vi=1,...,v
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Definigdo A.72 (Problema de Minimizagao de Autovalor Generalizado) Seja dado
um conjunto de LMI’s nas varidveis matriciais X e Y:

P(X,Y)>0 ; i=1,...,v (A.107)
Seja ainda um conjunto de inequagoes do tipo:

QiX,Y)< AR(X,Y) ; i=1,...,2
(A.108)
R(X,Y)>0 ; i=1,...,2

em que A € uma varidvel escalar e as matrizes Q); e R; dependem de maneira afim das
varidveis X e Y. O problema de minimizacao de autovalor generalizado associado a essas
restrigcoes € definido como:

X*Y") = inf A
(X, Y7) argxy XH)lM

P(X,Y)>0 Yi=1,...,v
(A.109)

sujeito a: Qi X,Y)<AR/(X,)Y) Vi=1,...,z

R(X,Y)>0 Yi=1,...,2
O

Os trés problemas acima (principalmente os dois primeiros) serdo os formatos nos quais
serdo colocados todos os problemas de otimizacdo a serem formulados neste trabalho.

Os dois primeiros problemas acima sdo convexos, enquanto o terceiro é quase-convexo.
Em todos os casos, ha algoritmos de pontos interiores capazes de determinar com confiabi-
lidade, em tempo polinomial, uma solugao (X, Yy) que se aproxima de uma distancia ¢ > 0
da solugao global do problema (ver referéncia [11]).

Exceto no caso do problema de factibilidade, ndo é possivel atingir em tempo finito a
solucdo exata do problema de otimizacao através de técnicas de pontos interiores. Dessa
forma, para todos os fins praticos, substitui-se a determinacdo de um ponto de infimo
(X*,Y*) de um conjunto pela determinacao do minimo (X, Yy) de uma subseqiiéncia finita
de pontos (X;,Y;),7 < N, desde que tal subseqiiéncia pertenca a uma segiiéncia de Cauchy
que converge para (X*,Y*). Adota-se um critério de convergéncia associado ao fato do
minimo da subseqiiéncia haver atingido uma distancia menor que € em relacdo ao 6timo
global, para algum € > 0.

Assim, ao longo de todo este trabalho, os problemas cuja solucao analitica estd associada
a determinacdo de infimos serdo substituidos por problemas de otimizacdo associados a
determinacdo de minimos de subseqiiéncias finitas:

J* =inf J(z) J. = min J(z)
sujeito a: {g(z) <0 sujeito a: {g(z) <0 (A.110)
|J* — Ji < ¢

Tal substituicdo serd sistematicamente efetivada, ao longo deste trabalho, sem outra re-
feréncia as razoes aqui apresentadas para tal pratica.
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