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Capitulo 1
Motivacao: Fala e Audicao

O objetivo deste capitulo é o de apresentar uma motivacao para o estudo da
Transformada de Fourier, proveniente de um mecanismo bioldgico fundamental
para a espécie humana: o mecanismo de transmissao de informacgao através da
fala. Inicialmente sao descritos o mecanismo de producao de voz e o0 mecanismo
de recepcao de sinais sonoros por meio do sistema de audi¢ao, nos seres humanos.
Sao apresentados modelos simplificados para esses mecanismos.

E mostrado que, sob o ponto de vista das operagoes que sao relevantes
para a codificagao da informagao, a producgao da fala pode ser entendida como
uma operagao que produz um sinal com determinado conteido de componentes
de diferentes freqiiéncias; enquanto a audigdo pode ser entendida como uma
operacao que identifica quais sao as componentes de freqiiéncias presentes num
sinal sonoro e qual sua proporcao relativa no mesmo. Esse quadro claramente
favorece a aplicagao da transformada de Fourier para a andlise da informagao
contida no sinal acistico em questao.

Finalmente, é discutida a questao da recuperacao artificial da informacao
contida em sinais de fala. Comenta-se o papel que mecanismos de extragao
numérica da transformada de Fourier de sinais poderiam ter nessa operagao.

1.1 Mecanismo da Producao da Fala

O sistema da fala humana pode ser imaginada como o mecanismo que as pessoas
utilizam para gerar sinais actsticos, que carregarao um “significado”. Suponha-
se que uma pessoa estd falando palavras em uma certa lingua: produzir os
sons que serao interpretados como essas palavras é o mesmo que produzir sinais
acusticos com determinadas caracteristicas que permitirao sua identificacao co-
mo pertencentes determinada categoria existente naquela lingua. Por exemplo,
a vogal [a], a sflaba [re], etc!. O problema de produzir um determinado som

De maneira mais precisa, deverfamos falar de “fonemas”. Essa discussdo mais rigorosa
sob o ponto de vista da Fonética nao serd apresentada aqui.
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Figura 1.1: Sinal pulsado proveniente das cordas vocais.

(com determinada interpretagao) se coloca, entdo, como o problema de estabe-
lecer uma certa configuragao para o sistema de produgao da voz (cordas vocais,
garganta, lingua, boca, 1dbios) que produza tal som. Como compreender esse
mecanismo?

Um modelo bastante razodvel que serve como primeira aproximacgao para o
sistema pode ser construido assim:

e O ar, ao ser expulso dos pulmoes, atravessa as cordas vocais. Estas irao
vibrar devido a tal excitacao, sendo que a freqiiéncia de vibragao ira de-
pender da tensao com que estiverem sendo “esticadas”. A estrutura fisica
das cordas vocais faz com que elas, ao vibrarem, produzam uma sucessao
de “aberturas” e “fechamentos” da passagem do ar. Como resultado da
vibragao, ocorrera entao a geragao de um sinal actistico que corresponde
a pequenos pulsos de relativamente curta duragdo (que surgem quando
a passagem do ar estd aberta), entremeados de intervalos de tempo em
que nao ha passagem de ar. Os pulsos sao aproximadamente periddicos,
e tém a freqiiéncia da vibragao das cordas vocais, ver figura 1.1. Um bom
modelo para o sistema de cordas vocais entao seria o de uma fonte que
produz sinal pulsado periédico.

e Esse sinal pulsado gerado pelas cordas vocais ird atravessar posteriormente
uma seqiiéncia de dutos diversos: a faringe, laringe, boca, labios, até ser
lancado ao espaco. Esse conjunto de érgaos é denominado trato vocal. Es-
ses 6rgaos sao posicionados pela pessoa que fala, de maneira a modificar
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Figura 1.2: Modelo do sistema de produgao da fala.

adequadamente o sinal pulsado, transformando-o no sinal “significativo”
que se deseja produzir. Isso significa que, para cada som diferente, ha
um correspondente posicionamento do trato vocal que produz aquele som.
O sinal original é modificado no trato vocal através do adequado esta-
belecimento de ressonancias e de atenuagoes seletivas, ou seja, o sinal é
filtrado pelo trato vocal. Um bom modelo para representar o trato vocal
é, portanto, simplesmente o de um sistema dindmico atuando como filtro.

Conclui-se que o sistema de producgao da fala pode ser representado como
uma fonte de sinal pulsado conectada a um filtro. O sinal de saida desse sistema
é a voz de um ser humano; ver figura 1.2.

1.2 Mecanismo de Audicao

Um mecanismo complementar ao da fala é o da audicao. Tal mecanismo deve
receber os sinais sonoros da fala, para decodificar a informagao nela contida. Um
modelo para o sistema de audigdo pode ser estruturado conforme esquematizado
na figura 1.3.

e O som, propagando-se através do ar, atinge a membrana do timpano de
uma pessoa, provocando a vibragdo desta membrana.

e Do lado de dentro da membrana, esta encontra-se conectada a uma es-
trutura dssea, que transmite a vibragdo para o interior de um canal, em
formato de caracol, que encontra-se preenchido por um liquido.

e A vibragao do som agora propaga-se nesse meio liquido, ao longo do canal.

e Se o som for composto de uma soma de diversas componentes, cada uma
das quais sendo uma sendide de determinada freqiiéncia, cada sendide ird
causar o aparecimento de uma ressonancia em um determinado ponto do
canal em forma de caracol.

e Sensores nervosos localizados nas paredes desse canal irao ser capazes de
captar precisamente esses pontos de ressonancia. Esse é o mecanismo
pelo qual o ouvido distingue sons de freqiéncias diferentes. A intensidade
da ressonancia, por sua vez, é associada ao “volume” relativo de cada
freqiiéncia.
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Figura 1.3: Modelo do sistema de audigao. Estao representados no diagrama:
(I) o timpano; (II) a estrutura éssea que transmite a vibragdo sonora capta-
da no timpano; (III) o canal em forma de caracol preenchido por liquido, no
qual o som se propaga. No ponto (A), estd representada a ressondncia de uma
freqiéncia sonora, que sera captada por sensores nervosos espalhados nas pare-
des da estrutura em caracol.

A
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O mecanismo da audicao se aproxima muito, portanto, do que seria um
mecanismo natural de determinacao da transformada de Fourier dos sinais
acusticos recebidos.

1.3 Recuperacao Artifical da Informacao da Fala

Articulando agora o que foi exposto a respeito dos mecanismos da fala e da
audigao, conclui-se que a transmissao de informacao de um falante para um
ouvinte, através do sinal da fala, deve necessariamente empregar a codificagdao
dessa informagao nas amplitudes relativas das diversas componentes de freqiién-
cias do som.

E possivel agora colocar o problema da recuperagdo artificial da informacao
contida no sinal da fala. Esse problema pode ser definido concretamente de
diferentes formas, por exemplo:

e Reconhecimento de locutor: um computador determinar quem ¢é a pessoa
que estd falando, da mesma forma como o faria um ser humano;

e Reconhecimento de texto: um computador determinar qual é o texto que
estd sendo ditado por uma pessoa.

A recuperagao artificial envolve, portanto, uma operagao de determinagao das
amplitudes relativas das freqiiéncias contidas no sinal sonoro.

Um processo de recuperacao artificial da informacao da fala é, assim, muito
parecido com um processo de determinagao da transformada de Fourier do sinal
em questao. Essa similaridade sera explorada em maior detalhe no decorrer do
presente texto.



Capitulo 2

Processamento Eletronico
dos Sinais

Quando se coloca o problema de se fazer o estudo de um determinado sinal fisico
(no capitulo anterior, foi apresentado o possivel contexto dos sinais acisticos da
fala), necessariamente surge a questdo de como obter tal sinal para que seja
possivel tratd-lo matematicamente.

Neste capitulo, sao descritos alguns elementos primitivos que constituem os
sistemas de midia eletronica. Tais sistemas sdo os aparatos tecnoldgicos que
permitem “fazer copias” de sinais fisicos de naturezas quaisquer, ficando as
“cépias” num formato elétrico (analégico) inicialmente, e depois num formato
numérico. Nesse tltimo formato, é possivel o processamento computacional dos
sinais.

ApoOs essa descrigao, é feita uma discussao a respeito da “qualidade” desses
sistemas de midia eletronica, e de como tal “qualidade” é interpretada por meio
de andlises que utilizam o conceito da decomposicao de sinais em freqiiéncias,
ou seja, a transformada de Fourier.

2.1 Que Sao Sistemas de Midia Eletronica?

Os sistemas de midia eletronica sao mecanismos que processam eletronicamente
sinais que contém informacao significativa para os seres humanos num formato
acessivel aos seus sentidos. A discussdo no presente texto se limitara aos sinais
em formato sonoro.

Uma primeira questao deve ser discutida para permitir a compreensao da
natureza desses sistemas: Por qué utilizar o formato de sinais elétricos para
a codificacao desses sinais de som? O motivo para isto é simples; no formato
elétrico, um sinal pode ser facilmente:

e transmitido a longas distancias;

e armazenado de forma compacta e por longo tempo;

7
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e tratado de forma a, por exemplo, minimizar ruidos;

e replicado (isto é, pode ser copiado para ser ouvido simultdneamente por
vérios usuérios);

e transformado para um formato numérico (digital) e entdo tratado com-
putacionalmente;

e reproduzido, de forma a reconstituir a informagao original.

Os sistemas de midia eletronica sao os aparatos tecnoldgicos que permitem a
realizagao dessas fungbes acima listadas.

Todo sistema de midia eletronica envolve entao a seguinte seqiiéncia de
operacoes:

1. Transformagdo do sinal de seu formato original (sonoro) para o formato
elétrico;

2. Operagoes diversas realizadas com o sinal no formato elétrico;

3. Reconstitui¢ao do sinal, transformando-o do formato elétrico para o for-
mato fisico original (sonoro).

Nas segoes que se seguem, sera estudada a transformacao de um sinal sonoro
em elétrico e vice-versa. Essa operacao é denominada transducao. Em seguida,
serd apresentada uma operacao simples, que estd presente em todo sistema de
midia eletronica, e que exemplifica outras operagoes elétricas que podem ser
realizadas: a amplificagao.

2.2 Transducao e Mapeamentos Reversiveis

Um fundamento para a existéncia das tecnologias de midia eletrénica é a possi-
bilidade de realizacao da transducao de sinais. A transducdo trata-se da:

e Producao de um sinal elétrico (por exemplo de tensao) cujo grafico corres-
ponde ao grafico de um outro sinal fisico, por exemplo, um sinal actstico
ou luminoso. O sinal elétrico resultante passa a carregar toda a informagao
existente no sinal original.

e Restauragao do sinal fisico a partir do sinal elétrico correspondente, ou
seja, a produgao de um sinal fisico com grafico idéntico ao grafico de
um sinal elétrico. A informagdo volta a estar disponivel num formato
interpretdavel pelos sentidos humanos.

2.2.1 Sinais Acutsticos

No gréafico 2.1 estd representado um sinal actstico. O grafico mostra a pressao
do ar ao longo do tempo, em um determinado ponto do espaco. Sinais acusticos
tratam-se de sinais que fisicamente correspondem & variacdo da pressao do ar,
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em relagao a pressao média do ambiente. Esse sinal de variagdo de pressao se
propaga em ondas através do ar: esse é o processo de propagacao do som. Ao
atingir o timpano de um ser humano, esse sinal de variagdo de pressao do ar
provoca a vibragdo da membrana do timpano. A partir dai, se origina a sensagao
da audicao.

40 T . . T
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Figura 2.1: Gréfico mostrando a variacao da pressao do ar ao longo do tempo
(sinal actistico), correspondente a uma pessoa pronunciando a letra [a].

Imagine-se que a pressao do ar varia conforme o gréafico 2.1 sobre o timpano
de uma pessoa. Essa pessoa ouvira um som correspondente a tal sinal, ou seja, a
letra [a]. Imagine-se que a pressao do ar varia conforme o mesmo grafico, agora
sobre o timpano de outra pessoa. Essa outra pessoa ouvird o mesmo som que
a primeira. A informagao contida no sinal sonoro, nos dois casos, era portanto
a mesma. A partir desse raciocinio simples podemos obter algumas conclusoes
importantes:

e a informagdo relevante contida num sinal acistico estd mais precisamente
contida no formato de seu grafico;

e para reproduzir um determinado sinal sonoro, por exemplo algum tempo
depois de o mesmo ter sido originamente produzido, ou entao a uma longa
distancia, exatamente com sua sonoridade original, basta produzir um
outro sinal actistico que possua um grafico idéntico ao primeiro.

2.2.2 Transdutores Acusticos

A partir dessas reflexoes, nasceu a idéia de se produzirem os transdutores acusticos.
Esses transdutores sao aparelhos que produzem:
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e um sinal elétrico cujo gréfico é igual ao de um sinal acistico; ou

e um sinal acustico cujo grafico é igual ao de um sinal elétrico.

Microfone

O microfone realiza a primeira das operagoes acima. O esquema simplificado de
um microfone (utilizando um dos vérios possiveis principios fisicos de funciona-
mento) é mostrado na figura 2.2.

Capacttor de placas paralelas

Membrana Flexivel

Figura 2.2: Esquema construtivo de um microfone.

A construcao do aparelho envolve as seguintes premissas:

¢ Uma das placas de um capacitor estd presa na membrana flexivel da entra-
da do microfone. Portanto, se essa membrana se mover, a placa se movera
junto.

e A placa oposta do mesmo capacitor esta fixa, presa no corpo do microfone.
Se ocorrer movimento da outra placa, havera entao uma aproximacao ou
afastamento das placas uma em relagao a outra.

e Um circuito elétrico utilizado para energizar o microfone foi projetado de
maneira a manter a carga no capacitor aproximadamente constante todo
o tempo.

A légica do funcionamento desse aparelho é a seguinte:

e Quando o som atinge a membrana flexivel, ele produz uma forca (causa-
da pela diferenga da pressdao do ar que define o préprio som) que faz a
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membrana flexivel vibrar. Pode-se, de maneira aproximada, dizer que o
deslocamento da membrana é proporcional a diferenca de pressao:

Ag(t) = KonAy(t) (2.1)

Na expressao acima, A, (t) corresponde ao préprio sinal sonoro (ou seja,
a variagdo no tempo da pressdo do ar em relacao a pressdo média do
ambiente), e K, é a constante de proporcionalidade que corresponde a
uma “constante de mola” da membrana flexfvel. A, (t) corresponde a
variacao da posicao da placa mével do capacitor, em relagao a sua posicao
de repouso, ao longo do tempo.

e Durante essa vibragao, as placas do capacitor passam a se aproximar e
afastar mutuamente. A distancia entre as placas torna-se:

d(t) = d, + Ay (t) (2.2)

sendo que d, corresponde a distancia existente entre as placas quando o
sistema estd em repouso. Aplicando nesta relacao a relagao (2.1) obtém-se:

d(t) = dy + Ky (t) (2.3)

e O valor da capacitancia C(t) é uma grandeza inversamente proporcional
a distancia entre as placas do capacitor:

1
Clt) =a—— 2.4
(1) = o (2.4
e A carga no capacitor é um valor constante, e a tensdo entre seus terminais
obedece a relagao:

Q = C(t(t) (2.5)

Observe-se que, no capacitor que esta sendo considerado, a distancia entre
as placas é uma funcao do tempo, de forma que, também a capacitancia é
uma fungao do tempo. Como a equagao (2.5) tem de valer para carga cons-
tante e capacitancia varidvel, entao, a tensao nos terminais do capacitor
tem de ser varidvel.

e Aplicando a relagao (2.4) na equagao (2.5) obtém-se:

gd(t) (2.6)

e Aplicando agora a relagdo (2.3) na equagdo (2.6) obtém-se:

Q

v(t) = (do + KinBp(t)) (2.7)
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e Agrupando todos os termos constantes nas constantes 3 e «y, de forma a
realcar apenas os termos variaveis, obtém-se:

o(t) = B+ 1A, (8) (2.8)

Esta ultima equacao revela que a tensdo obtida na saida do microfone é
igual a uma constante somada a outra constante multiplicada pelo sinal
sonoro aplicado em sua entrada (no bocal). O gréfico de A,(t), entdo, é
copiado, de maneira exata, em v(t), que terd um gréfico idéntico, a menos
de um fator de escala e de um termo de deslocamento, que nao prejudicam
o fato de v(t) possuir toda a informagao que estava presente em A(t).
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Figura 2.3: Acima é mostrado um sinal actstico (variacao da pressdo sonora ao
longo do tempo). Abaixo, é mostrado o sinal elétrico correspondente & saida do
microfone que captou o som mostrado acima. Na figura, estd mostrado um som
correspondente a uma letra [a] sendo pronunciada.

A figura 2.3 mostra o grafico de um sinal sonoro Ap(t) e, logo abaixo, o
grafico de um sinal v(¢) correspondente & saida de um microfone que estava
captando o sinal sonoro.

Caixa Acustica

A caixa acustica produz o fendmeno inverso aquele produzido pelo microfone:

a partir de um sinal elétrico, obtém-se um sinal actistico cujo grafico é idéntico

ao grafico do primeiro. A figura 2.4 mostra o esquema de uma caixa acustica.
Construtivamente, a caixa acustica é montada de forma que:
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Figura 2.4: Diagrama construtivo de uma caixa acustica.

e Uma membrana flexivel ird produzir as vibragoes do ar que constituirao o
som.

e Existe uma bobina (neste caso um eletroima) localizada atrds da mem-
brana flexivel, fixada na estrutura da caixa. A bobina nao toca a mem-
brana; apenas se localiza bastante proxima ao centro da mesma.

e No centro da membrana (fixado na membrana) existe um elemento de ma-
terial magnético (que portanto pode ser atraido por um campo magnético).

O principio de funcionamento da caixa actstica (explicado aqui com menos
detalhes que o principio de funcionamento do microfone) pode ser entendido em
linhas gerais da seguinte forma:

e Um sinal elétrico v(t) é aplicado na bobina. A bobina produz entdo um
campo magnético varidvel, proporcional ao sinal elétrico v(t) aplicado.

e O campo magnético varidavel produz uma forca variavel sobre o elemento
magnético que estd fixado a membrana flexivel.

e Isso faz a membrana vibrar, produzindo uma variacdo da pressdo do ar
que é correspondente a A,. Essa variacdo da pressdo do ar corresponde
ao som, que pode ser agora ouvido por um ser humano.

Com o conjunto microfone mais caiza acustica é possivel, em principio, trans-
formar um sinal actstico em um sinal elétrico e depois recuperar o sinal acustico
original. Isto é um mapeamento reversivel. No entanto, a poténcia do sinal
obtido na saida elétrica do microfone é muito baixa; se este fosse injetado di-
retamente na entrada da caixa actstica, o som seria reproduzido com volume
muito baixo. Por esse motivo, todo sistema de midia eletronica possui blocos
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intermediarios que servem para elevar a poténcia de sinais elétricos: os amplifi-
cadores.

2.3 Amplificador

Um bloco funcional de processamento de sinais, que é ao mesmo tempo simples
e importante, é o amplificador. Esse bloco funcional é importante pelo fato de
estar presente em virtualmente todos os equipamentos eletronicos que tratam
sinais, incluindo todos os equipamentos de midia eletronica. Pela simplicidade
de construgao desse bloco, ele sera mostrado aqui, com o objetivo de servir de
exemplo daquilo que é possivel fazer com sinais que se encontram na forma
elétrica. Embora sem mostrar por dentro o funcionamento de outros tipos de
blocos funcionais, espera-se que o leitor compreenda que todo o processamento
eletronico de sinais, em qualquer tipo de bloco funcional, necessariamente sera
construido a partir de principios semelhantes.
A seguir, é mostrado o amplificador baseado em vélvulas.

2.3.1 Amplificador a Valvula

Para entendimento do funcionamento do amplificador a vélvula, é mostrado
inicialmente um circuito, baseado na wvdlvula diodo, que nao produz nenhuma
amplificacao. Esse circuito é esbocado na figura 2.5.

_|_

Figura 2.5: Diagrama de um circuito com uma vélvula diodo.

No circuito podem ser notados os seguintes elementos construtivos:
e No interior da valvula é mantido um vécuo.

e Existem duas chapas metdlicas, uma no topo e outra na base da valvula.
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e Abaixo da chapa metdlica da base, encontra-se um circuito, que nao faz
contato elétrico com essa base, cuja fungao é apenas aquecer essa chapa
metalica.

O funcionamento do circuito pode ser entendido da seguinte forma:

e O aquecimento da chapa metdlica da base da valvula faz com que alguns
elétrons escapem da mesma, formando uma “nuvem de elétrons” ao redor
da chapa.

e Se for aplicada uma tensdo elétrica entre essas chapas, existem duas pos-
sibilidades: ou a tensao na chapa do topo fica positiva e a tensao na base
negativa, ou entao o contrério (topo negativo e base positiva).

e (Caso a placa do topo fique positiva, ela atraira os elétrons livres da placa
da base. Uma corrente elétrica, que serd formada com a criagao de um
fluxo de elétrons que escapa da base, flui pelo vacuo até a chapa do topo
e retorna & base pelo circuito externo.

e Caso a placa do topo fique negativa, ela ird repelir os elétrons livres da
placa da base. Nenhuma corrente elétrica se formard, neste caso.

— =

Figura 2.6: Diagrama do amplificador a vélvula (baseado em uma vélvula trio-
do).

Estando entendido o funcionamento deste circuito, passa-se agora ao estudo
do funcionamento do circuito amplificador. A figura 2.6 mostra o amplificador a
vélvula, que é construido com uma vdlvula triodo. A diferenca da valvula triodo
em relacao a valvula diodo é a presenca de uma grade metdlica interposta entre
a chapa metalica da base e a chapa metdlica do topo. O amplificador é criado
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simplesmente conectando a fonte do sinal de tensao a ser amplificado entre a
placa da base e a grade metéalica do meio. A légica do funcionamento desse
amplificador é:

e Imagine-se que, quando nao ha sinal na fonte de sinal externo, existe uma
corrente constante (ou seja, um fluxo de elétrons constante) fluindo entre
a base e o topo da valvula. Isso ocorre porque o topo estd com uma tensao
positiva em relagao a base, e portanto atrai os elétrons livres, da mesma
forma que anteriormente.

e Coloque-se agora um sinal externo (que pode ser bem pequeno) entre a
grade e a base. Se esse sinal for tal que a grade fique positiva em relacao
& base, isso vai causar um aumento no fluxo de elétrons (aumento na
corrente), pois os elétrons serdo mais atraidos do que anteriormente.

e Se o sinal externo for entretanto tal que a grade fique negativa em relagao
a base, isso vai causar uma diminuigdo no fluxo de elétrons da base para
0 topo, pois os elétrons livres serao agora repelidos pela grade.

e Extrapolando agora para um sinal varidavel no tempo, tem-se que um pe-
queno sinal aplicado na grade consegue controlar (ou seja, fazer variar) a
corrente entre a base e o topo da valvula. A variacdo da corrente entre
a base e o topo da valvula, por sua vez, causa uma variagdo na tensao
na resisténcia do circuito que liga a base ao topo. Essa tensao pode ser
muito maior que a tensao aplicada na grade, mas mesmo assim ird seguir
exatamente a mesma forma da tensao de grade.

Pode-se entender portanto o amplificador como um dispositivo que produz
uma copia de um sinal elétrico pequeno. Essa cépia é outro sinal elétrico, agora
maior, que continua carregando a mesma informagao que o sinal anterior (pois
possui um gréfico com formato idéntico).

2.3.2 Amplificador a Transistor

O amplificador a valvula pode ser entendido facilmente, pois possui um principio
fisico bastante intuitivo. Nos dias de hoje, entretanto, o amplificador a valvula é
empregado apenas em algumas aplicagoes especiais, que exigem caracteristicas
que nao podem ser obtidas facilmente com dispositivos de estado sdlido. A
maior parte dos amplificadores é construido a partir de transistores!, que sdo
utilizados como elementos nos quais um sinal pequeno pode controlar o valor
de um sinal maior.

A figura 2.7 apresenta um possivel circuito amplificador baseado em transis-
tor.

1O funcionamento interno de um transistor nao serd discutido aqui, pois envolve conceitos
de mecanica quantica, bem pouco intuitivos. No entanto, mesmo sem dispor de uma descrigdo
do funcionamento interno do dispositivo, é possivel entender o funcionamento do circuito
amplificador que faz uso dele.
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Figura 2.7: Diagrama do amplificador a transistor.

Esse circuito funciona segundo a mesma légica que governa o amplificador
a valvula: o sinal a ser amplificado produz uma pequena corrente, que circula
entre dois terminais do transistor. Essa corrente controla uma corrente maior
que circula entre dois outros terminais (a fisica do dispositivo faz com que haja
uma rela¢do de proporcionalidade aproximada entre essas correntes). Dessa
forma, se obtém uma “cépia” da corrente pequena sobre a corrente maior.

2.4 Digitalizacao de Sinais

A quase totalidade das tecnologias mais recentes de tratamento eletronico de
sinais vem sendo desenvolvida com fundamento na idéia de transformar o sinal,
do formato elétrico analégico em que ele se encontra apds ter sido obtido através
de um transdutor e apés ter sido amplificado, para um formato (também elétrico)
digital, ou seja, numérico. Uma importante motivagao para isso é o fato de que
o sinal, uma vez estando expresso como uma seqiiéncia de ntmeros, pode ser
submetido a operagoes quaisquer que possam ser expressas numericamente. Is-
so amplia muito o leque de operacoes possiveis que podem ser realizadas sobre
sinais, agora com o uso do computador como um bloco no sistema de midia
eletronica. Uma, possivel operagdao, que depende do sinal estar num formato
numérico, é o calculo de sua Transformada Discreta de Fourier. Esse é o tema
deste texto, e a descrigdo dessa operagao sera conduzida nos préximos capitulos.

O bloco de “digitalizagao de sinais”, que inclui os sub-blocos de “amostragem”
e de “conversao analégico-digital” sera estudado em detalhe no capitulo 4, quan-
do da modelagem matematica dessa operacao.
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2.5

Sistemas de Midia Eletrénica como Mapea-
mentos Reversiveis

O esquema mostrado na figura 2.8 é valido para todo sistema de midia eletronica
existente.

| Sinal Actistico (original)|

‘Sinal Elétrico {cdpia do grafico) ‘
Sinal Elétrico Sinal Numérico
(transformado) {digitalizado)

\ /

‘Sjna,l Elétrico (copia restaurada)‘

‘ Sinal Actstico (restaurado) ‘

Figura 2.8: Diagrama geral dos sistemas de midia eletronica enquanto “mapea-
mentos reversiveis”.

Nesse esquema ficam aparentes os seguintes elementos:

Os elementos terminais dos sistemas de midia eletronica sao sempre trans-
dutores, que traduzem os sinais da forma original (som) para a forma
elétrica, e vice-versa.

Caso todo o tratamento dos sinais elétricos seja realizado todo no formato
analdgico, o sistema é chamado de analdgico.

Pode haver um niicleo que transforma os sinais da forma (elétrica) analdgica
para o formato digital e vice-versa. Esses sao os sistemas digitais.

Imediatamente conectados aos transdutores (tanto de entrada quanto de
saida) existem necessariamente circuitos que tratam os sinais elétricos na
forma analégica. Isso ocorre tanto no caso de sistemas digitais quanto
de sistemas analégicos. Um bloco analdgico que normalmente aparece
conectado a transdutores é o amplificador.

O sistema como um todo, visto de sua entrada de sinal (entrada de som)
para sua saida de sinal (som), deve ser compreendido como um mapeamen-
to reversivel, ou seja, como um sistema que tem por objetivo produzir, em
sua saida, a cépia mais fiel possivel do sinal que houver em sua entra-
da. Dentro do sistema, o sinal sofre diversas transformacgoes. Todas essas
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transformagoes, no entanto, devem possibilitar transformagoes inversas, de
forma que o sinal original possa ser recuperado. O problema tecnolégico
de garantir a qualidade de um sistema de midia eletronica é exatamente
o de viabilizar tal reversibilidade de todas as transformagoes.

2.6 Qualidade dos Sistemas de Midia Eletronica

E amplamente conhecido o fato de que a qualidade de equipamentos eletronicos
diversos esté relacionada com sua “resposta em freqgiiéncia”. Sabe-se, por exem-
plo, que entre as emissoras de radio comerciais, as do padrdo AM? transmitem
sinais de pior qualidade sonora que as do padrao FM3. Um dos motivos para
isso é o fato das FM transmitirem em uma “largura de faixa” muito maior.

Contudo, as radios FM reproduzem mfsicas com menos qualidade do que
uma reproducao direta a partir de uma gravacio em CD*, num bom aparelho
de som. Tal fato ocorre porque o padrao tecnolégico utilizado nas gravagoes
em CD permite teoricamente a reproducao de sinais até o limite de freqiiéncias
audiveis para o ser humano (25 kHz).

Uma reflexao sobre esses fatos, usando alguns conceitos ja discutidos até este
ponto deste texto, nos permite concluir que:

e Um sinal sonoro, ao ser captado por um microfone para entrar no sistema
de midia eletronica, possui uma determinada composicao de freqiiéncias;
isto é, ele é formado por uma soma de sendides diversas, de freqiiéncias
diferentes e com amplitudes relativas diferentes.

e Ao ser processado no sistema de midia, o sinal atravessa uma seqiiéncia
de diferentes componentes: microfone, amplificador, linha de transmissao,
outro amplificador, caixa actstica, etc.

e Cada um desses componentes, se nao for de boa qualidade, pode estar
causando o efeito de bloquear parte das sendides que constituem o sinal,
que se encontrarem em algumas faixas de freqiiéncias.

e Caso tal bloqueio ocorra, o sinal serd degradado. A reproducao de um
sinal sonoro do qual foram subtraidas algumas sendides de algumas faixas
de freqliéncias causard a percepgao, pelo ouvinte, de um sinal de baixa
qualidade. Esse é o efeito de “perda de qualidade” descrito acima, que
equivale a uma “irreversibilidade” do mapeamento: o som original ja nao
pode ser restaurado a partir desse sinal.

e Note-se que, basta um dos diversos componentes do sistema fazer o blo-
queio de determinada sendide, para que esta nao possa mais estar presente
na saida do sistema, quando o sinal sonoro for recuperado.

2 Amplitude Modulada.
3Freqiiéncia Modulada.
4Compact Disc.
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O problema de especificar componentes para sistemas de midia eletronica
tem como aspecto fundamental, entao, o problema de analisar com quais fre-
qiiéncias as sendides sao adequadamente transmitidas através desses compo-
nentes, e com quais freqiiéncias sao bloqueadas.

Essa andlise, essencialmente, esta relacionada com técnicas de transformada
de Fourier.



Capitulo 3

Definicoes Preliminares

Este capitulo apresenta a formalizacao de conceitos diversos relacionados com
a Transformada de Fourier, incluindo a propria defini¢ao dessa transformada.
Todos esses conceitos poderiam ser apresentados em diferentes formatos. As
secoes seguintes cumprem o papel de uniformizar as definigoes a serem aqui
utilizadas, sendo escolhidas as alternativas de apresentacao que mais se adequam
aos propositos deste texto.

3.1 A funcgao delta de Dirac e as distribuicoes

E necessario, neste ponto, introduzir uma estrutura matemaética que serd em-
pregada na definicao de Transformada de Fourier: a classe das distribuigoes
construidas a partir da funcdo delta de Dirac (também denominada func¢do im-
pulso).

As distribuigoes, cujos dominios sao subconjuntos abertos dos reais, ou o
préprio conjunto dos reais, sao extensoes do conjunto das funcoes diferenciaveis,
tais que [2]:

e Toda funcao continua é uma distribuigao;
e Toda distribuicao possui derivadas que sao distribuicoes;

e As regras formais usuais do cédlculo aplicdveis as funcoes derivaveis devem
funcionar para as distribuicoes;

e Deve haver um conjunto de teoremas de convergéncia que seja adequado
para dar suporte as andlises de limites usuais.

Para os propositos do que serd apresentado a seguir, é suficiente definir o
conjunto de distribui¢ées D como o espaco das fungdes continuas continuamente
diferenciaveis, acrescido do espaco de fungoes gerado pela fungao delta de Dirac
e por suas derivadas e integrais de ordens quaisquer. A funcido delta de Dirac,

21



CAPITULO 3. DEFINICOES PRELIMINARES 22

o(t—rm)

Figura 3.1: Representacao grafica da funcao delta de Dirac, no caso deslocada,
no eixo t, de 7, ou seja, 6(t — 7).

denotada por §(t), é definida como a fungdo que satisfaz:

0 Vit#0
o(t) =
o =0 (3.1)
0+
5(t)dt = 1
-

Essa funcao, que é zero em todos os pontos, exceto em ¢t = 0, e que apresenta
drea abaixo de sua curva igual a 1, é usualmente representada graficamente
como na figura 3.1.

Ao ser integrada, a fungdo §(t) gera a fungdo degrau unitdrio, denotada por
U(t):

t 0 t< 0;

U(t) :/ o(t)dt = (3.2)
— 0o

1 t>0

Essa funcao U(t), convenientemente deslocada e multiplicada por escalares, é
capaz de gerar as func¢oes descontinuas, em combinac¢ao com as fungoes perten-
centes ao conjunto das fungoes continuas. As derivadas destas, por sua vez,
serao escritas em termos da funcdo §(¢) e suas derivadas. Defina-se, assim, o
conjunto de func¢oes A como sendo todas as fungdes que podem ser geradas como
combinagoes da fungao §(t), de suas derivadas e de suas integrais. O conjunto
de funcgoes generalizadas, ou distribuicdes, D é definido como:

D=C®+A (3.3)

Estarao neste conjunto os sinais, que serao estudados neste texto, assim como
suas transformadas de Fourier.
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3.2 Os Sinais

Nesta secao sao definidos os objetos sobre os quais serd aplicada a Transformada
de Fourier e as demais operagoes a serem estudadas neste texto: os sinais. No
escopo deste texto, todos os sinais serao fungao de uma tnica varidvel real
(usualmente interpretada como o tempo), e terdao uma tnica dimensdo.

Os sinais deverao corresponder, ao menos hipoteticamente, a medigao de
uma grandeza fisica num sistema fisicamente realizdvel. Isso implica uma con-
sideravel simplificacao, que poderd ser assumida aqui: todos os sinais irao sa-
tisfazer as condigoes de convergéncia da Transformada de Fourier (condigoes de
Dirichilet), veja [1]. Sinais fisicos necessariamente atendem a tais condigoes,
uma vez que sinais que nao o fazem nao podem ser empiricamente produzidos
(sinais que nao atendessem as condigoes de Dirichilet teriam, por exemplo, e-
nergia infinita, o que é fisicamente impossivel). A definicao que serd empregada
neste texto é apresentada a seguir:

Definicao 3.1 (Sinal) Um sinal z(t) € D € definido como uma distribui¢do
que satisfaz as condigoes de Dirichilet:

1. [nlz@)]dt < oo VT
2. z(t) possui um ndmero finito de minimos e mdzximos em todo intervalo T';
3. x(t) possui um nimero finito de descontinuidades em todo intervalo T.

sendo T um intervalo finito de R. O

Observe-se que, de acordo com esta defini¢ao, os sinais podem ser, por e-
xemplo, descontinuos, o que corresponde muito aproximadamente ao comporta-
mento de diversos sinais fisicos. Esta é uma das razoes para se definirem sinais
no conjunto das distribuigoes, e nao no conjunto das fungoes continuas. Outro
motivo para tal escolha é o fato de que sinais fisicos também serdo compostos,
muitas vezes, por trechos que contém pulsos de muito pequena duragao e ele-
vada amplitude que, de maneira aproximada, correspondem a funcao delta de
Dirac (fungéo impulso).

3.2.1 Operagoes com Sinais

Além das operagoes usuais de soma de elementos (a soma de dois sinais é outro
sinal) e de multiplicagdo de um elemento por escalar (um sinal multiplicado por
um escalar é outro sinal), serd necessério estabelecer aqui duas outras operagoes
sobre o conjunto dos sinais: a operagao de convolugao de dois sinais e a operagao
de multiplica¢do de dois sinais.

Definicao 3.2 (Convolugao) O operador convolugdao, | ® |, € definido como:

oo

a(t) @ b(t) = / a(r)b(t = 7)dr (3.4)

— o0

sendo a(t) e b(t) dois sinais. O
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Definicao 3.3 (Multiplicacao) O operador multiplicagdo, [ - |, € definido co-
mo:

a(t) - b(t) = a(t)b(t) (3.5)
sendo a(t) e b(t) dois sinais. O

3.3 A Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier constitui o objeto de estudo deste texto. Con-
forme serd visto nos préximos capitulos, o objetivo da Transformada Discreta
de Fourier é o de fornecer aproximagoes da Transformada de Fourier de sinais.
Nesta segao, € apresentada a definigdo de Transformada de Fourier num formato
conveniente para a atribuicao de significados fisicos aos seus termos.

A transformada de Fourier serd definida aqui como um mapeamento que leva
um sinal em uma distribui¢ao complexa.

Definicao 3.4 (Transformada de Fourier) Sendo z(t) um sinal, sua Trans-
formada de Fourier € definida como a distribuicdo complexa X (w) tal que:

2(t) = % /_ T X (w)etdw (3.6)
O

E importante, neste ponto, apresentar uma interpretacao do significado da
transformada de Fourier. Sabe-se que uma distribuigdo complexa, como X (w),
pode ser decomposta em sua representagao polar de “raio” e “angulo”:

X(w) = p(w)e”) (3.7)

Substituindo em (3.6):

1 [ . .
x(t) / p(w)e?@ et dy

(3.8)

L o)
= — plw)e’® dw

21 J_
Uma particularidade da distribuigdo X (w), quando escrita na forma (3.7), é que
p(w) deve ser uma distribuigéo real par, ou seja, p(w) = p(—w), enquanto O(w)
deve ser uma distribuigao real impar, ou seja, 8(w) = —0(—w). Essas condigoes
sdo necessdrias para que x(t) seja uma distribuicao real. Entao:

1
o

0 oo
T(t) / p(w)ei(wt+0(w))dw + i / p(w)ei(wt-l-@(w))dw
—c 27r 0
(3.9)
1 [ee]
_ p(w) (ei(wt+0(w)) + e—i(wt+0(w))) dw
2 0
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Pela férmula de Euler, é possivel verificar que:

pcos(wt +0) = gei(“t‘w) + ge_i(“”g) (3.10)
Esta relacao, utilizada em (3.9), leva a:
]_ [ee)
() = —/ p() cos(wt + 0(w))dw (3.11)
™ Jo

Daf se depreende que as fungoes p(w) e 6(w) podem ser interpretadas como:

p(w): Distribuigdo que traz a informagéo a respeito de quais cossendides existem
no sinal x(t), e com que amplitudes elas se fazem presentes;

f(w): Distribuigao que informa qual é o defasamento relativo entre as diversas
cossendides que compdem o sinal z(t).

A transformada de Fourier X(w) é interpretada entdo como a distribuigdo
complexa que integra todas essas informagoes a respeito das cossendides que
compdem o sinal z(t). O formato (3.11) para a transformada de Fourier serd
empregado varias vezes ao longo deste texto, principalmente dada a facilidade
de se atribuir significado fisico as fungdes p(w) e 6(w).

Devido & conotacio de X (w) informar quais sao as freqiiéncias® que existem
no sinal z(t), costuma-se denominar X (w) como o espectro de freqiiéncias do
sinal z(¢).

Para denotar a transformacao linear que produz a transformada de Fourier
de sinais, assim como a transformacao inversa, serd usada a notagao:

X(w) = F (2(t)) -

2

Quando for necessario evidenciar as componentes polares (raio? e angulo®) de

X (w), serd utilizada também a notacao:
(p(w), 0(w)) = F (x(1))

2(t) = F* (p(w), 0(w))

(3.13)

3.4 Alguns Sinais Especiais

Um pequeno conjunto de sinais tem de ser apresentado em particular, pois sua
estrutura particular auxilia a analise de diversos mecanismos que serao apresen-
tados neste texto. Esses sinais sao apresentados nesta se¢ao, acompanhados da
explicacao de suas propriedades relevantes.

INo jargdo das dreas aplicadas, diz-se que determinadas freqiiéncias ezistem num sinal
com a conotacao de que: sendides com essas freqiiéncias e amplitudes diferentes de zero estao
presentes na transformada de Fourier desse sinal.

20s termos raio e mddulo serdo utilizados como sinénimos.

30s termos dngulo e fase serdo empregados como sinénimos.
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3.4.1 Sinal Impulso Unitario

O sinal impulso unitdrio 6(t) é definido pelo préprio sinal delta de Dirac:

0 VE#£0
(1) =
o =0 (3.14)
0+
5(t)dt = 1
-

Algumas propriedades importantes desse sinal podem ser facilmente verificadas:

(P1) F(5(1)) = (0. ¢) com pl) = 1 ¢ 6(w) =0.
(P2) a(t)®d(t —71) = alt — 1)

3.4.2 Sinal Senoidal
Sinais senoidais x(t) de amplitude unitdria sdo definidos por:
x(t) = sen(wot + ¢o) (3.15)

A transformada de Fourier desse sinal, F (6(t)) = (p, ¢), é dada por:

p(w) = 26(~wo) + 35(w)
(3.16)
QS(UJ) = *(bo(s(*wo) + (bo(s(wo)
No caso particular cossenoidal tem-se:
x(t) = cos(wot) (3.17)
A transformada de Fourier desse sinal agora é dada por:
p(w) = 38(~wo) + 58(wo)
(3.18)

No limite em que a freqiiéncia w, vai a zero, ainda se obtém outro caso particular,
do sinal constante:
z(t) =1 (3.19)

(3.20)
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d(t,T)

T

Figura 3.2: Representagao grafica do sinal trem de impulsos.

3.4.3 Sinal Trem de Impulsos

O sinal trem de impulsos, denotado por d(t,T'), é definido por:

d(t,T) = i 5(t — kT)

k=—o0

Uma representacao grafica para esse sinal é mostrada na figura 3.2.
A transformada de Fourier, F (d(t,T)) = (D, ¢), é dada por:

ou seja, o mddulo da transformada é também um trem de impulsos.

3.4.4 Sinal Janela Quadrada e Sinal Sinc
O sinal janela quadrada h(t,T) é definido por:

1 se —T <t<T

)

h(t,T) =
0 , set<—-Tout>T

Esse sinal estd mostrado na figura 3.3.
A transformada de Fourier desse sinal, F (h(t,T)) = H(w), é:

Hw) = 2 ser:J(Tw)

27

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Embora seja uma distribui¢ao complexa, esse sinal s6 possui componente real
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15 . . 4

-1 1 1 1 1 1 ! !
0
t

Figura 3.3: Representagao grafica do sinal janela quadrada, para T = 1.
para todo w. Em termos de médulo e fase, essa transformada é descrita por:

w

F(W,T) — ‘2 sen(Tw)

(3.25)
O(w,T) = (1 — sinal (%)) z

O sinal H(w), assim obtido, possui importancia independente e é denom-
inado sinal sinc. O médulo I'(w,T) desse sinal estd mostrado na figura 3.4.

3.5 Transformada de Fourier de Sinais Periddicos

Utilizando o resultado da secao anterior para sinais senoidais, é possivel agora
mostrar qual serd a forma da transformada de Fourier de sinais periddicos. Sabe-
se que tais sinais podem ser escritos em termos de séries de Fourier, ou seja, de
somas de sendides cujas freqgiiéncias sao multiplas da freqiiéncia do sinal.
Seja entao x(t) um sinal periédico com periodo T (isto é, freqiiéncia funda-
mental w, = 2F):
oo
x(t) = Z A, sen(nw,t + @) (3.26)

n=0

Aplicando a relagdo (3.18), obtém-se a transformada de Fourier, F (z) = (p, ¢),
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D(w,1)

Eor

Figura 3.4: Representagao grafica do modulo do sinal sinc, para T = 1.

desse sinal:

p() = 5 3 An(B(=niae) + 5(mny)
" (3.27)
B(w) = 3 Br(=8(—ney) + 8(n,))

E interessante notar que os sinais p(w) e ¢(w) podem ser interpretados como
sendo resultantes da multiplicagdo de sinais continuos hipotéticos A(w) e ®(w)
por trens de impulso do tipo D(w,T). Essa interpretagdo serd explorada no
préximo capitulo.

3.6 Interacao de Sinais com Sistemas Fisicos Li-
neares

No mundo fisico, sinais excitam sistemas, os quais reagem produzindo novos
sinais como respostas. Como exemplos disso, podem ser citados:

e Um sinal de pressao do ar com variacao aproximadamente periédica é pro-
duzido nas cordas vocais de uma pessoa. Ao atravessar o “trato vocal” (ou
seja, todo o percurso entre as cordas vocais e a saida da boca), este sinal é
modificado, para produzir um som que pode ser por exemplo interpretado
como determinada vogal sendo pronunciada. Pode-se interpretar o sinal
origindrio das cordas vocais como um sinal “de entrada” para o sistema
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constituido pelo trato vocal, e a voz efetivamente produzida na saida da
boca como a resposta desse sistema a aquela excitacao de entrada.

e Esse sinal sonoro de voz excita um microfone. Este produz uma saida
elétrica que vai para a entrada de um amplificador, o qual acaba fornecen-
do um sinal para uma caixa acustica, que novamente fornece som em sua
saida. O sinal sonoro de voz que entra no microfone pode ser interpretado
agora como a entrada do sistema constituido pelo aparelho de som, e o
sinal sonoro produzido pela caixa actistica pode ser interpretado como a
resposta desse sistema ao sinal de entrada.

e O sinal sonoro deixa a caixa acustica e atinge o timpano de uma pessoa.
Ali ele se propaga para o interior do ouvido, até gerar estimulos nervosos
que serao interpretados como o som que essa pessoa ouve. Agora, o som €
a entrada do sistema constituido pelo ouvido, e os estimulos nervosos sao
a saida desse sistema.

Foi dado um exemplo em que existem sistemas biolégicos, fisicos (actsticos)
e tecnoldgicos interagindo, através de sinais que se propagam de um para o
outro. Deve-se notar, neste ponto, que qualquer interacao de sistemas pode ser
interpretada como ocorrendo através da troca de sinais, quaisquer que sejam as
naturezas dos sistemas envolvidos.

Para se analisar matematicamente o fenéomeno da interagao entre os sinais
e os sistemas, é necessario supor algum modelo matematico para tais sistemas.
Neste texto, sera feita a suposigao de que os modelos sao de um tipo relativa-
mente simples: serao sistemas dinamicos lineares. Essa suposi¢ao, embora limite
a abrangéncia da analise, invalidando sua utilizagdo em situagdes onde ocorre a
presencga de nao-linearidades pronunciadas, é bastante conveniente para estru-
turar uma andélise preliminar do problema; além de ser razoavelmente precisa
em uma grande variedade de casos. Note-se que sistemas tecnolégicos, por e-
xemplo, sao muitas vezes projetados tendo como requisito de projeto a condigao
de apresentarem comportamento linear.

Os sistemas dindmicos sao definidos, neste texto (observe-se que se trata
de uma definigao restrita, apenas para os propdsitos da apresentacao aqui), em
termos de suas caracteristicas de entrada/saida, ou seja, em termos de mapea-
mentos que levam sinais de entrada a sinais de saida:

Definicao 3.5 (Sistemas Dindmicos) Um sistema dindmico 7 € um mapea-
mento T : D — D que leva o conjunto dos sinais nele proprio. O

Esta definigdo quer dizer que, se se coloca um sinal x(t) na entrada de um
sistema 7, este produzird uma saida que é outro sinal y(t), ow: y = 7 (x). Neste
texto serao tratados apenas sistemas lineares invariantes no tempo:
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z(t) y(t)

Figura 3.5: Diagrama que representa um sistema G sendo excitado por um sinal
de entrada z(t) e fornecendo na saida um sinal ().

Definicao 3.6 (Sistemas Dinamicos Lineares) Um sistema dindmico linear
€ um sistema dinamico que atende d relacao:

y1 =T (x1)

= (1 ty2) =T (v +22)
O

Definigao 3.7 (Sistemas Dindmicos Lineares Invariantes no Tempo)
Um sistema dindmico linear invariante no tempo (SLIT) € um sistema dinamico
linear em que prevalece a relacao:

y(t) = T(x(t)) = (y(t+ 7)) = T (x(t + 7)) (3.29)
(]

A figura 3.5 mostra o diagrama que sera utilizado ao longo deste texto para
representar um sistema dinamico G sendo excitado por um sinal de entrada x(t)
e produzindo um sinal y(¢) como saida.

3.6.1 Resposta Temporal de SLIT

Os sistemas dinamicos lineares invariantes com o tempo podem ter sua resposta
a sinais caracterizada em termos da seguinte relagao:

y(t) = g(t) ® x(t) (3.30)

onde ¢(t) é uma funcdo (um sinal) que caracteriza o sistema e o operador ® é
o operador convolugao. Pela propriedade (P2) do sinal impulso unitério, fica
claro que se na entrada do sistema se aplica tal sinal tem-se:

x(t) = 6(t) = y(t) = g(t) ®5(t) = g(t) (3.31)

Esse fato motiva a denominacao que é dada de sinal resposta ao impulso do
sistema, ao sinal g(t).

E fécil verificar que um sistema definido em termos de (3.30) atende aos
requisitos de linearidade e de invariancia no tempo.
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3.6.2 Resposta em Freqiiéncia de SLIT
Os sistemas lineares, ao serem excitados por sinais do tipo:
x(t) = acos(wt + @) (3.32)
tém a particularidade de sempre fornecer na sua saida sinais com a estrutura:
y(t) = G(w)acos(wt + (¢ + T(w))) (3.33)

Esta propriedade decorre diretamente da representacao do sistema na forma
(3.30) (veja [1]). Isto significa que, se um sistema dindmico linear tem em sua
entrada um sinal cossenoidal, ele apresentara em sua saida um sinal:

e que também é cossenoidal;
e que tem a mesma frequéncia w do sinal de entrada;

e que tem, entretanto, amplitude e angulo diferentes dos do sinal de entrada;

a amplitude serd modificada por um fator multiplicativo G(w) que depende
da freqiiéncia w;

e 0 angulo serd modificado por um fator aditivo ¥(w) que depende também
da freqiiéncia w.

A figura 3.6 mostra a resposta de um sistema dinamico a duas sendides de
mesma amplitude, porém freqiiéncias diferentes, aplicadas em sua entrada.

A caracterizagdo do sistema enquanto uma relacao entrada/saida pode ser
feita entao pelas fungoes (ou distribuicées) G (w) e Gf(w). Note-se que, se
estas funcoes determinam a resposta do sistema a uma cossendide, determi-
nam também, pela linearidade do sistema, sua resposta a qualquer soma de
cossendides. Ou seja, suponha-se o sistema excitado por um sinal arbitrario
descrito por:

x(t) = %/000 Xom(w) cos(wt + Xg(w))dt (3.34)

O sinal de saida, neste caso, serd um sinal também arbitrario, apresentado como
soma de cossendides:

y(t) = /000 G (W)X (w) cos(wt + X¢(w) + Gy(w))dt (3.35)

y(t) = /0 V() cos(wt + Yy (w))dt (3.36)

sendo:
Yin(w) = G (w) Xm(w)
(3.37)
Yi(w) = Gy(w) + Xf(w)
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Figura 3.6: Os sinais tracejados sao sendides de mesma amplitude e freqiiéncias
diferentes, injetados na entrada de um sistema dindmico. Em linha continua,
observam-se as respostas do sistema aos sinais. Verifica-se que: (i) a saida é
senoidal com mesma freqiiéncia que a entrada; (ii) os fatores multiplicativos da

amplitude dependem da freqiiéncia; (iii) os fatores aditivos do dngulo também
dependem da freqiiéncia.

33
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As fungbes G, (w) e Gy(w) sdo respectivamente denominadas mddulo e fase
da resposta em frequéncia do SLIT. Deve-se notar que é possivel escrever uma
fungdo complexa G(w) dada por:

G(w) = Gy (w)e!Gr @) (3.38)
Nesse caso, as relagdes descritas em (3.37) podem ser sintetizadas em:
Y(w) = Gw) - X (w) (3.39)

onde Y (w) e X(w) sdo as transformadas de Fourier (em forma complexa) dos
sinais y(t) e x(t) respectivamente.

Pela propriedade (P1) do sinal impulso unitdrio, verifica-se imediatamente
a seguinte relagao entre o sinal resposta ao impulso e as func¢oes de resposta em
freqiiéncia de um sistema:

F9(t)) = (Gm(w),Gf(w)) = G(w) (3.40)

3.7 Filtragem

Tendo sido definido genericamente o mecanismo segundo o qual um sistema
dinamico, ao ser excitado por um sinal de entrada, produz um sinal de saida,
destaca-se agora uma situagao particular que possui interesse especial: a chama-
da filtragem de sinais. Trata-se do caso em que, idealmente, o sistema dinamico
devera possuir resposta em freqiiéncia tal que sendides cujas freqiiéncias es-
tiverem localizadas dentro de determinada faixa, ao excitar o sistema, irao pro-
duzir saida idéntica a entrada; enquanto que sendides que tiverem freqiiéncia
fora dessa faixa serao inteiramente bloqueadas, isto é, produzirao saida nula.

Sejam filtros definidos por sua resposta em freqiiéncia (G, (w), G¢(w)). Qua-
tro tipos bésicos de filtros ideais sao definidos da seguinte forma:

Filtro Passa-Baixas:

1, |w S we
G (w) = (3.41)
0, |w>we
Filtro Passa-Altas:
0, |w<we
Gnm(w) = (3.42)
1, |w| > we
Filtro Passa-Faixa:
1, w<w<wy
Gp(w) = (3.43)
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passa-baixas passa-altas

- ‘ -
passa-faixa corta-faixa

Figura 3.7: Os quatro tipos de filtros basicos ideais. Esta mostrado apenas o
semi-eixo positivo de freqiiéncias.

Filtro Passa-Faixa:

0, wwlw,
Gm(w) = (3.44)

1, w<w ou w>uw

Idealmente, nos quatro casos, G¢(w) = 0. As freqiiéncias de transiao, we,
w; € wp, sao denominadas frequéncias de corte dos filtros. Os graficos de médulo
da resposta em freqiiéncia desses quatro filtros ideais béasicos sao mostrados na
figura 3.7.

A denominagao de “filtro” para o tipo de sistema dinamico que estd sendo
discutido nesta segao é motivada pela operagdo que esse tipo de sistema faz
nos sinais nele injetados: o filtro separa as sendides de diferentes freqiiéncias
que compoem o sinal, eliminando completamente algumas sendides e deixando
intactas outras sendides.

Filtros com resposta em freqiiéncia exatamente como essas quatro ideais
definidas nesta se¢ao nao possuem correspondente no mundo fisico. No entanto,
é possivel aproximar essas respostas ideais por meio de sistemas reais. Nos
sistemas tecnoldgicos, filtros sao construidos por meio de circuitos elétricos a
capacitores, resistores e indutores, projetados para aproximar as respostas em
freqiiéncia ideais. A figura 3.8 mostra respostas em freqiiéncia de circuitos que
aproximam um filtro passa-baixas.

A figura 3.9 mostra a resposta em freqiiéncia de um circuito que aproxima
um filtro passa-faixa, superposta ao espectro de freqiiéncias de um sinal quadra-
do, que é injetado nesse filtro. A entrada, dada por esse sinal quadrado, com
a respectiva saida do filtro, sdo mostradas na mesma figura. Observa-se que
apenas uma das componentes senoidais do sinal quadrado encontrava-se dentro
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Figura 3.8: Respostas em freqiiéncia de trés circuitos projetados para aproxi-
marem um filtro passa-baixas. As aproximacoes sao sucessivamente melhores a
medida em que aumenta a ordem do circuito.

da faixa de passagem do filtro, de forma que a saida corresponde ao que seria
esperado, ou seja, um sinal senoidal.

3.8 Dualidade Tempo-Freqiiéncia

A observagao da simetria da férmula de calculo da transformada de Fourier em
relacao a formula da transformada inversa permite obter:

z(t)=h({t)®ult) & X(w)=Hw) Uw)
(3.45)
y(t) =p(t) - w(t) < Y(w)=Pw)® W)

Essas relagoes podem ser interpretadas como: tanto a transformada quanto
a transformada inversa de Fourier levam o operador convolugao no operador
multiplicagao, e vice-versa.

Essas relagoes serao de grande utilidade no préximo capitulo.
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Figura 3.9: Em cima: resposta em freqiiéncia de um circuito projetado para
aproximar um filtro passa-faixa, superposta com o espectro de freqiiéncias de
um sinal quadrado que serd injetado na entrada do filtro. Em baixo: o sinal
quadrado injetado na entrada do filtro, superposto com o sinal aproximadamente
senoidal que surge na saida do filtro.



Capitulo 4

Processabilidade de Sinais
Empiricos

A andlise do que é possivel obter como aproximagao da transformada de Fourier
de sinais empiricos (sinais provenientes de medigoes de grandezas fisicas) serd
realizada no préximo capitulo. Tal andlise, no entanto, é limitada por restrigoes
que sdo fundamentais (no sentido de intransponiveis), e que nao estio especifi-
camente ligadas ao fato de se calcular uma transformada de Fourier: elas advém
do fato de os sinais serem empiricos. O tema deste capitulo é o estudo dessas
restrigoes.

No préximo capitulo, essas restrigoes irao definir qual é a melhor aproxi-
magao possivel para a transformada de Fourier de um sinal, dadas as condigoes
sob as quais esse sinal foi medido. No presente capitulo, é mostrado que essas
restrigdes de fato se aplicam a qualquer tipo de processamento que for feito
sobre tal sinal.

4.1 Limitagoes Fundamentais

H4 diferencgas fundamentais entre o que é possivel calcular a respeito de um
sinal, quando se dispoe de sua férmula analitica; e aquilo que se pode calcular
quando apenas se possuem medidas fisicas do mesmo, sem qualquer informagao
a respeito de sua estrutura analitica. Estas diferencas estao associadas & menor
quantidade de informacéao disponivel no segundo caso (s6 se dispoe de alguns
pontos e ndo de todo o sinal) e & exeqiiibilidade do processamento dessa infor-
magao (a informagdo expressa em termos de valores de coordenadas de pontos
envolve uma descrigdo extensiva, e nao sintética, do sinal). Note-se que:

e A obtencao de uma aproximacio para a transformada de Fourier deve ser
feita por processo de cédlculos numéricos. O sinal deve estar disponivel,
portanto, em formato numérico, o que exclui a possibilidade de se utilizar
uma representagdo analdgica para o mesmo.

38
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e [sso significa que nao é possivel reter todos os infinitos valores que um
sinal assume em um intervalo de tempo, mas apenas um nimero finito de
amostras dentro desse intervalo, devido a finitude da meméria disponivel
para armazenar esses valores.

e Pelo mesmo motivo (da finitude da memdria disponivel) e também devido
ao fato de que os sinais devem ser empiricamente medidos, o que significa
que o processo de medigao deve ter um inicio e um fim, conclui-se que sé é
possivel dispor de um ntimero finito de amostras, cobrindo um intervalo de
tempo de duragao finita; ndo sendo possivel “enxergar” o sinal de menos
a mais infinito, como seria o caso se se dispusesse de sua representacao
analitica.

e Uma outra conseqiiéncia da necessidade de se utilizar uma representagao
numérica para os sinais é que a prépria aproximacao a ser obtida para
a transformada de Fourier deve ter representacao numérica, isto é, deve
ser composta de um numero finito de valores. Esses também nao podem
“preencher” intervalos continuos nem de comprimento infinito.

Essas limitacoes determinam a estrutura da aproximagcao que é possivel con-
struir para a transformada de Fourier de um sinal. Essa aproximagao sera
denominada Transformada Discreta de Fourier, sendo essa denominacgao devida
ao fato de o sinal estar discretizado, ou seja, representado por um conjunto de
amostras®.

Nas préximas segoes deste capitulo, serao descritas as representagoes mate-
maticas para as operagoes de:

1. Tomar amostras de um sinal continuo: operagao de amostragem;

2. Tomar um intervalo de comprimento finito da transformada de Fourier de
um sinal: operacdo de filtragem anti-aliasing?;

3. Tomar um intervalo de duracao finita de um sinal de duracao infinita:
operacao de janelamento;

1Deve-se notar que, neste texto, nio estd sendo considerada uma, outra conseqiiéncia do
sinal estar em formato numérico digital: o sinal tem de ser representado por um nimero
finito de digitos, o que significa que hd um erro de truncamento nas amostras do mesmo. As
justificativas para nao se levar em consideragao esse erro sdo: (1) a tecnologia dos processadores
atuais permite a utilizagdo de um niimero suficientemente grande de digitos para tornar esse
erro quase desprezivel; e (2) o tratamento desse tipo de erro ndo possui interdependéncias
com o tratamento das questoes, aqui consideradas, de discretizagao do sinal num intervalo de
tempo finito. Neste texto estdo agregados todos os fatores estruturalmente importantes para
definir as propriedades da Transformada Discreta de Fourier.

20 termo “aliasing” por vezes aparece traduzido para o portugués como “falseamento”. A
tradugdo nao serd adotada aqui, entretanto, uma vez que o termo em inglés é usado corriqueira-
mente, sem ser traduzido, em praticamente toda a literatura que aborda sinais processados
digitalmente.

30 termo janelamento é uma tradugio livre do termo em inglés windowing.
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4. Tomar amostras da transformada de Fourier de um sinal: operacao de
periodificacdo®.

A composicao dessas quatro operagoes ird definir a Transformada Discreta de
Fourier, que serd estudada no préximo capitulo.
4.2 Amostragem

A operacao de amostragem a ser aqui definida é um modelo matematico de um
mecanismo que é efetivamente construido, utilizando tecnologia eletronica: o
conversor analégico/digital com entrada por “sample and hold” ®. O diagrama
mostrado na figura 4.1 representa tal mecanismo de amostragem.

S/H

— R i V7 B

a(t)y—+ z(t) L ‘ (—
L

Figura 4.1: Diagrama de um sistema de conversao analégico/digital com “sam-
ple and hold” (bloco S/H). O sinal analégico x(t) serd amostrado. Os blocos
com amplificadores operacionais exercem apenas a fungao de desacoplar a en-
trada da saida, produzindo em sua saida uma “cépia exata” de sua entrada. O
sinal quadrado ¢(t) comanda o fechamento e abertura da chave: essa operagdo
“abertura-fechamento” ocorre muito rapidamente, no instante em que o sinal
quadrado tiver transi¢oes do valor inferior para o valor superior de tensao. O
valor que o sinal z(t) tiver nesses instantes de “abertura-fechamento” da chave
ficara armazenado no capacitor, na varidvel z,(t), que é portanto constante por
partes. Essa varidvel é convertida pelo conversor A/D para o formato digital,
de forma que a varidvel z4(t) que aparece na saida do A/D ji é uma varidvel
em formato numérico.

40 termo periodifica¢io é definido neste texto para designar uma operagio que nio é
habitualmente definida com um nome especifico, nem em portugués nem em inglés. O autor
se viu diante do dilema de escolher entre duas opgoes: periodificacao e periodizagao. A primeira
foi escolhida por ser etimologicamente correta para designar a agdo que esta sendo definida,
embora a outra opg¢ao tenha sido também considerada, principalmente por possuir sonoridade
mais atraente.

50 termo “sample and hold” usualmente nio é traduzido; uma traducio livre para o mesmo
poderia ser “amostrador segurador”.
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Figura 4.2: Representagdo grafica do processo de amostragem de um sinal. De
cima para baixo: (a) sinal analdgico original; (b) sinal quadrado que comanda o
dispositivo de “sample and hold”; (c) sinal constante por partes que aparece no
capacitor, no interior do dispositivo de “sample and hold”; (d) sinal amostrado.
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O funcionamento do sistema de amostragem pode ser entendido da seguinte
maneira:

e O sinal analégico, j4 no formato de uma tensao elétrica, esta colocado na
entrada do bloco S/H. Esse sinal analégico estd representado na figura
4.2(b).

e O bloco S/H recebe outra entrada, que provém de um oscilador, que
fornece um sinal do tipo “onda quadrada”. Esse sinal estd representado
na figura 4.2(a). A construgéo desse bloco ¢ feita de tal forma que, a cada
vez que o sinal quadrado de tensao sofre uma transi¢cio do valor menor
para o valor maior, a chave representada dentro do bloco S/H se fecha
durante um intervalo de tempo muito pequeno, abrindo-se novamente a
seguir.

e A tensdo analdgica que havia na entrada do bloco S/H, na entrada da
chave, no instante em que esta se fechou, fica registrada no capacitor que
estd apds a chave. Como a chave se abre novamente muito rapidamente,
a tensao analégica de entrada, ao variar apds a abertura da chave, nao
causa varia¢ao na tensdo do capacitor (este fica com uma “memdria” da
tensdo existente no exato instante em que a chave se abriu). A tensao do
capacitor fica fixa com tal valor até que se complete novo ciclo do sinal
quadrado que, por sua vez, comanda a abertura e fechamento da chave.
Durante esse tempo, que corresponde a um periodo da onda quadrada,
essa tensao constante do capacitor fica disponivel na entrada do préximo
bloco, que é o conversor A /D (ou conversor analégico/digital). Essa tensao
¢ mostrada na figura 4.2(d).

e O conversor A/D é um dispositivo que recebe em sua entrada uma tenséo
constante e fornece em sua saida um valor numérico (digital) para essa
tensao. Gasta-se certo tempo para que o valor numérico correto correspon-
dente a tensao de entrada seja obtido e disponibilizado na saida digital do
dispositivo, e enquanto a conversao nao estiver completa o sinal de entrada
nao deve ser alterado. Isso significa que o periodo do sinal quadrado que
comanda a chave do bloco S/H deve ser maior ou igual a esse tempo
necessério para se concluir a conversao A/D.

e O sinal numérico obtido com a conversao A/D se refere, claramente, ao
valor do sinal que existia na entrada no instante em que a chave do bloco
S/H se fechou, ou seja, ao instante de transicdo da tensdo quadrada do
valor maximo para o valor minimo. Na realidade, o que se obtém, no final
das contas, é a seqiiéncia de valores que o sinal assume exatamente nes-
ses instantes de transicao, nao havendo qualquer informacao a respeito do
sinal nos demais instantes de tempo. Na figura 4.2(c) também se encon-
tram representados esses pontos, os quais passam a estar disponiveis apds
a amostragem. Pode-se entender essa seqiiéncia de pontos como sendo o
resultado da amostragem.
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Uma vez apresentada essa explicacao a respeito do processo fisico de amostragem,
passa-se agora ao problema de modelar esse processo matematicamente. Deve-
se agora escrever uma operagao analitica que consiga representar o processo de
transformagdo de um sinal continuo em um sinal amostrado. O préprio sinal
amostrado deve conceitualmente possuir uma forma analitica que o descreva
nao apenas nos instantes de amostragem, mas em todos os instantes, de forma a
compatibilizar sua representacao com a do sinal analégico. A defini¢ao a seguir
possui essas caracteristicas.

Definicao 4.1 (Amostragem) Seja o sinal x(t). A operagdo de amostragem
de z(t) o taxa de amostragem T ¢ definida como a operagdo de multiplicag¢do
do sinal x(t) pelo trem de impulsos d(t,T'):

xs(t) = x(t) - d(¢, T) (4.1)
O sinal resultante x4(t) é chamado sinal amostrado e o valor QT” € denominado
freqiiéncia de amostragem do sinal. O

E necessario agora estudar a interpretagao da operacdo de amostragem no
dominio da freqiiéncia. Sejam as transformadas de Fourier dos sinais dadas por:

Fx)=X
F(xs) = X (4.2)
F(d)=D

Pela dualidade tempo-freqiiéncia, tem-se que:
Xs=X®D (4.3)

Para realizar a interpretagdo da equagdo (4.3), suponha-se inicialmente que
X (w) seja limitado em freqiiéncias, ou seja:

X(w)=0V |w >wn (4.4)

Um sinal X (w) com essas caracteristicas é mostrado na figura 4.3(a). Na mes-
ma figura, parte (b), encontra-se o sinal D(w,T), sendo que supde-se também
preliminarmente que a seguinte condigao esteja satisfeita:

(C1) wy, < 2%

O sinal resultante da convolugio dos sinais em (a) e (b) pode ser determinado
pela propriedade (P1) do sinal impulso: sabe-se que X (w) serd “copiado” sobre
cada um dos impulsos do trem de impulsos, gerando um sinal X (w) que é
periédico em w, com periodo %’T, cujo esbogo estd mostrado na figura 4.3(c).
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Figura 4.3: Esboco da operacao de amostragem, interpretada no dominio da
freqiéncia. Topo: moédulo da transformada de Fourier do sinal continuo. Meio:
médulo da transformada de Fourier do trem de impulsos. Baixo: mddulo da

transformada de Fourier do sinal amostrado.
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Figura 4.4: Esbog¢o da operagdo de amostragem, interpretada no dominio da
freqiiéncia, com a ocorréncia do fenomeno de “aliasing”. Topo: mddulo da
transformada de Fourier do sinal continuo. Meio: médulo da transformada
de Fourier do trem de impulsos. Baixo: médulo da transformada de Fourier do
sinal amostrado. Nota-se a superposicao, neste tiltimo, das “cépias” do primeiro
sinal. (Esta figura continua na préxima).

4.3 Filtragem Anti-Aliasing

Pela figura 4.3 fica claro que, se se garante a condi¢do (C1), as “cépias” de
X (w) aparecem nao deformadas, mas fiéis & informacao original, em X(w). No
entanto, se tal condicao nao se verifica, essas “cépias” aparecem deformadas
pela superposicao de umas com as outras, conforme mostrado nas figuras 4.4 e
4.5. Essa deformagao é denominada “aliasing”.

A questao do surgimento do “aliasing” é a esséncia do chamado teorema da
amostragem, que é enunciado a seguir em uma de suas possiveis formas.

Teorema 4.1 (Teorema da Amostragem) Seja um sinal x(t) cuja trans-
formada de Fourier exibe componentes até a freqiiéncia mdzrima wy,. O sinal
amostrado z4(t) conterd toda a informacao existente no sinal original se, e so-
mente se, a freqiéncia de amostragem for maior que 2wy, . O
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Figura 4.5: Esboco da operacao de amostragem, interpretada no dominio da
freqiiéncia, com a ocorréncia do fenémeno de “aliasing” (continuacdo da figura
anterior). Topo: soma das diversas “cépias” do médulo da transformada de
Fourier do primeiro sinal. Meio: porg¢ao correspondente a uma unica “copia’.
Baixo: grafico que seria correspondente ao médulo da transformada de Fourier
de outro sinal continuo que, ao ser amostrado sem “aliasing”’, resultaria no
mesmo modulo da transformada de Fourier.
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Figura 4.6: A sendide continua estd sendo amostrada com freqiiéncia de
amostragem menor que duas amostras por periodo. Dessa forma, o conjun-
to de amostras obtido corresponde nao mais a sendide continua original, mas a
amostras de outra sendide de freqiiéncia menor, que nao existia originalmente e
cujo surgimento é um “erro” causado pela sub-amostragem. Essa é a interpre-
tagdo do fenomeno do “aliasing” no tempo.

A freqiiéncia correspondente & metade da freqiiéncia de amostragem é de-
nominada freqiéncia de NyquistS. Essa freqiiéncia significa a maior freqiiéncia
de um sinal original que pode estar contida em sua amostragem.

Pelas figuras 4.4 e 4.5, observa-se que o fenomeno do aliasing nao se refe-
re apenas a incapacidade do sinal amostrado em baixas freqiiéncias de repre-
sentar sendides contidas no sinal original, que tivessem freqiiéncias acima da
de Nyquist. De fato, observa-se que caso o sinal analégico original contivesse
sendides de freqiiéncias acima da de Nyquist, estas iriam se sobrepor as senéides
de baixas freqiiéncias no sinal amostrado, dessa forma impedindo a correta in-
terpretacao dessas baixas freqiiéncias também. O grafico da figura 4.6 mostra
como um sinal, puramente senoidal, sendo amostrado a uma freqiiéncia menor
que o dobro de sua freqiiéncia, passa a ser interpretado como outra sendide, de
menor freqiiéncia.

Coloca-se agora a seguinte situagdo: é necessdrio amostrar um sinal, para
processamento digital posterior (por exemplo, para célculo posterior de uma
aproximagao de sua transformada de Fourier). O dispositivo que ird realizar
a amostragem do sinal funciona com freqiiéncia de amostragem predetermi-
nada ws. O sinal, embora seja predominantemente constituido de sendides

de freqiiéncias dentro da faixa de Nyquist (até %), possui algumas compo-

SHomenagem a H. Nyquist, pioneiro no estudo da amostragem de sinais.
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nentes senoidais com freqiiéncias acima desse limite. Se o sinal for simples-
mente amostrado, essas componentes de altas freqiiéncias irao nao apenas nao
ser captadas, mas também irdo interferir nas componentes de baixas freqiiéncias,
causando distor¢ao. Como resolver esse problema?

A resposta é simplesmente aplicar um filtro passa-baizas para eliminar es-
sas componentes de freqiiéncias acima da freqiiéncia de Nyquist, preservando as
componentes abaixo desse limiar. O filtro passa-baixas com freqiiéncia de corte
igual a freqiiéncia de Nyquist denomina-se filtro anti-aliasing, e a operacao de
passar um sinal por esse filtro denomina-se filtragem anti-aliasing. Esses ele-
mentos sao definidos a seguir:

Definicao 4.2 (Filtro Anti-Aliasing) Seja uma operacio de amostragem re-
alizada a freqiéncia ws = 2% O filtro anti-aliasing associado a essa amostragem
¢ definido como o filtro cuja resposta em freqiiéncia (Ly,, Ly) é dada por:

L, <

0, |wl>% (4.5)

g

A filtragem anti-aliasing deve ser realizada antes de qualquer amostragem,
de forma que somente seja amostrado um sinal que tenha sido previamente
filtrado. A seqiiéncia de operagoes para realizacdo de uma amostragem com
filtragem anti-aliasing é descrita a seguir, no tempo e na freqiiéncia. Sejam
ws = QT’T a freqiiéncia de amostragem, (L,,,Ls) a resposta em freqiiéncia do
filtro anti-aliasing para essa amostragem e [(t) a resposta ao impulso desse

filtro, ou seja:
(Lim(w), Lf(w)) = F (I(t)) = L(w) (4.6)

Seja z(t) o sinal a ser amostrado. Entéo:

xi(t) = 1(t) ® x(t) (4.7)
2y(t) = d(T,t) - (1) (4.8)
Na freqiiéncia:
Xi(w) = L(w) - X(w) (4.9)
Xs(w) =D(T,w) ® Xj(w) (4.10)

Essa seqiiéncia de operacoes encontra-se ilustrada na figura 4.7.
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Figura 4.7: Esboco da operacao de amostragem com filtragem anti-aliasing,
interpretada no dominio da freqiiéncia. De cima para baixo: (1) Contetido
de freqiiéncias do sinal original, com altas freqiiéncias (acima da freqiiéncia
de Nyquist) sendo eliminadas pelo filtro anti-aliasing. (2) Espectro do trem de
impulsos amostrador. (3) Resultado da amostragem, no qual ndo ocorre aliasing,.
(4) Destaca-se uma “cépia” do sinal continuo presente no sinal amostrado. (5)
Essa “cépia” corresponde, de maneira fiel, ao sinal original apds passar pelo
filtro anti-aliasing.
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Figura 4.8: Em (a), é mostrado o sinal quadrado, que possui sendides cujas
freqliéncias vao até infinito. Em (b), é mostrado o mesmo sinal apés sofrer fil-
tragem anti-aliasing que eliminou as freqiiéncias acima de 31 vezes a freqiiéncia
fundamental. Em (c), outra filtragem anti-aliasing foi realizada, agora elimi-
nando todas as freqiiéncias acima de 7 vezes a fundamental.

4.3.1 Repercussoes da Filtragem Anti-Aliasing

Finalmente, cabe discutir brevemente o significado de se realizar a operagao de
filtragem anti-aliasing em um contexto pratico. Em qué isso ird repercutir? Até
que ponto a andlise do sinal original, que evidentemente contém mais informagao
que o sinal filtrado, ficard prejudicada? A figura 4.8 mostra como um sinal, que
contém em seu espectro freqiiéncias ilimitadas, é modificado pela filtragem anti-
aliasing.

Tome-se o contexto que vem sendo utilizado para os exemplos deste texto:
o processamento de sinais acusticos. Numa primeira situacao, considere-se que
estd sendo gravado um CD comercial, que ird conter musicas que devem ser
reproduzidas com elevado padrao de qualidade. O padrao tecnolégico dos CD’s
comerciais utiliza uma freqiiéncia de amostragem de 44.5 kHz. Isso significa que
a freqiiéncia de Nyquist é de 22.25 kHz, ou seja, CD’s nao podem conter sinais
com freqiiéncias acima desse valor.

Evidentemente os sons, entendidos como sinais de variacao da pressao do
ar num certo ponto do espago, podem conter freqiiéncias bem acima dessa
freqiiéncia de Nyquist dos CD’s. Entretanto, a audicao humana consegue cap-
tar sinais apenas até aproximadamente a freqiiéncia de 20 kHz. Isso significa
que, se freqiiéncias acima desse valor forem eliminadas de um sinal sonoro, es-
sa subtragdo nao sera percebida pelo ouvido humano. Se as freqiiéncias até
aproximadamente 20 kHz forem preservadas com precisao, o ouvido ird perce-
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ber exatamente o que iria perceber se ouvisse o som original. Nessa situacao,
portanto, a filtragem anti-aliasing nao produz nenhum efeito prejudicial sobre
a informacao contida no sinal. A tecnologia de CD’s, em principio, é capaz de
realizar a reproducao de sons com “fidelidade” em relagao ao som original.

Considere-se outra situagao de processamento de sinais sonoros no cotidiano:
agora, os sinais sonoros que serao transmitidos através de telefones celulares
digitais. Neste caso, a amostragem ¢ realizada a uma freqiiéncia pouco maior
que 5 kHz. Isso significa que a freqiiéncia de Nyquist serda de aproximadamente
2,5 kHz, ou seja, os telefones celulares nao sao capazes de transmitir sinais
contendo freqiiéncias acima desse Ultimo valor. A filtragem anti-aliasing agora
ird subtrair grande parte da faixa de freqiiéncias que podem ser reconhecidas
pelo ouvido humano, de forma que o ouvinte, do outro lado da linha, ird receber
um som que nao corresponde exatamente a aquilo que ele ouviria se estivesse
presente ao lado do falante. E de fato parte da experiéncia cotidiana saber
que os sons transmitidos por telefones encontram-se bastante degradados em
relagao aos sons “naturais”. E muito desagraddavel, por exemplo, tentar usufruir
a execucgao de uma sinfonia através de um telefone.

No entanto, a faixa de freqiiéncias de até aproximadamente 2,5 kHz, trans-
mitida pelo telefone, é suficiente para que o ouvinte reconhega a pessoa que esta
falando e consiga decodificar as frases que estdo sendo pronunciadas. Ajustar
a faixa de freqiiéncias do sistema de telefones para aproximadamente o minimo
necessario para que o telefone execute essas fungoes foi uma escolha de proje-
to. Tal escolha permite que um mesmo sistema acomode ligacdes de um maior
nimero de usudrios do que o que seria possivel caso se optasse por maior fideli-
dade no som transmitido, ja que cada usuario ocupa assim uma menor faixa do
espectro de freqiiéncias disponivel para comunicagoes via telefone celular.

O telefone celular digital tem de realizar entdo as seguintes operagoes apds
captar um som em seu microfone: (1) fazer uma filtragem anti-aliasing do som
captado, e (2) amostrar esse som para, finalmente, (3) codificar o sinal e trans-
miti-lo no formato digital. Se nao houvesse o filtro anti-aliasing, o sinal sonoro
seria fortemente deformado pela ocorréncia do “aliasing”, o que iria prejudicar
a inteligibilidade do som reproduzido no aparelho receptor.

Como nota final, deve-se mencionar que em muitas situagoes praticas de
amostragem de sinais acusticos, o préprio microfone pode realizar a filtragem
anti-aliasing. Isso ocorre porque o microfone possui uma caracteristica de res-
posta em freqiiéncia que, dependendo de sua construgao, se aproxima mais ou
menos de um filtro passa-baixas. Dessa forma, se a freqiiéncia de Nyquist da
amostragem em questdo estiver acima da maior freqiiéncia que o microfone
“deixa passar”, nao é necessaria uma posterior filtragem anti-aliasing.

4.4 Janelamento

A préxima operagao necessaria para o tratamento de sinais empiricos é o janela-
mento. Essa operagao pode ser entendida como a correspondente da operagao
concreta de: (i) ligar, num certo instante, o sistema que ird captar um sinal;
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Figura 4.9: Operagao de janelamento de um sinal. Em cima: o sinal original e
a janela quadrada. Em baixo: a janela do sinal.

(ii) deixar esse sistema ligado durante um certo intervalo, no qual o sinal estard
sendo gravado; e (iii) apds terminado esse intervalo, desligar o sistema, parando
assim de gravar o sinal.

Matematicamente, essa operagao pode ser modelada como uma operagao de
multiplicagdo do sinal x(t) (que possui duragao infinita) por um sinal do tipo
janela quadrada, h(t,T). O sinal resultante dessa multiplicagdo, z4(t), embora
seja definido em todo tempo, s6 é diferente de zero no intervalo de tempo [T, T7,
durante o qual ele é igual ao sinal original, podendo, portanto, ser analisado a
partir apenas da informacdo contida nesse intervalo de tempo”.

Definicao 4.3 (Janelamento) Seja um sinal x(t) arbitrdrio. Considere-se
ainda o sinal janela quadrada h(t,T), definido em (3.23). O janelamento do
sinal x(t) pela janela h(t,T) é definido por:

zy(t) = z(t) - h(t,T) (4.11)
O sinal x4(t) € denominado janela de x(t). O

A figura 4.9 mostra a operagao de janelamento de um sinal. A andlise no
dominio da freqiiéncia parte da relagao:
Xy(w)=X(w)® H(w,T) (4.12)

7A informacio de que o sinal é zero fora desse intervalo deve ser introduzida analiticamente
no algoritmo de andlise.
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Figura 4.10: Fungdo correspondente ao médulo da transformada de uma janela
h(t,T) de longa duragdo T. Em (a), observarse o sinal H(w,T) e, em (b),
observa-se um “zoom” em torno de w = 0.

que é obtida via transformada de Fourier de (4.11). Inicialmente, deve-se ob-

servar que:
lim H(w,T) = §(w)
T—o00
(4.13)
Aim Xy (w) = X(w)

Quando o valor de T' é grande, porém finito, tem-se H(w,T) uma funcao sinc
que:

e Atinge um valor elevado (igual a 27") para w = 0;
e Decresce rapidamente para w # 0.

Essas caracteristicas sdo visualizadas na figura 4.10.
Para fazer a andlise do efeito do janelamento, suponha-se inicialmente que
o sinal a ser janelado, z(t), seja periédico e tenha perfodo T:

x(t+Ty)=x(t) Vi (4.14)

Nesse caso, o espectro X (w) ird conter apenas freqiiéncias discretas, miltiplas
da freqiiéncia fundamental w, = %—’r:

X(w) = An(6(w — nwy) + 6(w + mwy)) (4.15)

n=0



CAPITULO 4. PROCESSABILIDADE DE SINAIS EMPIRICOS 54

Figura 4.11: Sinal periédico, cujo janelamento sera estudado nas préximas figu-
ras.

Utilizando agora a propriedade (P2) do sinal impulso, sabe-se que o espectro
do sinal janelado serd constituido das “cépias” do espectro da janela sobre cada
um dos impulsos que constituem X (w):

Xq(w) = ZAn(H(w—nwx)—i—é(w—i—nwm)) (4.16)

Essa operagao é mostrada graficamente nas figuras 4.11 a 4.14.

O janelamento corresponde, portanto, & operacao de substituir cada compo-
nente de freqiiéncias que compoe o sinal original por um conjunto de freqiiéncias
descritas pela fungao H(w,T'). Fazendo uma analogia com processos fotogréficos,
pode-se dizer que o janelamento faz com que o grafico de espectro de freqiiéncias
seja “desfocado”. Dependendo da largura da janela (no tempo), o “desfocamen-
to” é mais ou menos intenso. Esse efeito ocorre, da mesma forma, em sinais que
possuem espectro continuo (sinais nio periédicos). A seqiiéncia de figuras 4.15
a 4.17 mostra esse “desfocamento” num espectro continuo.
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Figura 4.12: Efeito do janelamento do sinal mostrado na figura anterior, com
uma janela “larga”: Em (a), estd esbogado o médulo do espectro X (w) do sinal
peridédico. Em (b), encontra-se o médulo da transformada H(w,T) da janela.
Em (c), observa-se que em cada freqiiéncia existente no gréfico (a) foi feita uma
cépia do espectro cujo médulo estd representado no grafico (b), sendo o grafico
resultante correspondente ao médulo do espectro X, (w) do sinal janelado.
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Figura 4.13: Efeito do janelamento do mesmo sinal anterior, com uma janela dez
vezes mais estreita: Em (a), estd esbocado o médulo do espectro X (w) do sinal
periddico. Em (b), encontra-se o médulo da transformada H(w,T) da janela.
Em (c), observa-se que em cada freqiiéncia existente no gréfico (a) foi feita uma
cépia do espectro, cujo médulo estd representado em (b), sendo o grafico re-
sultante correspondente ao médulo do espectro X,(w) do sinal janelado. Neste
caso, as copias ja comegam a interferir umas com as outras, embora ainda se-
ja possivel identificar a localizacao do que seria cada “freqiiéncia original” no
grafico.
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Figura 4.14: Efeito do janelamento do mesmo sinal anterior, com uma janela
vinte vezes mais estreita que a primeira: Em (a), estd esbogado o médulo do
espectro X (w) do sinal periédico. Em (b), encontra-se o médulo da transfor-
mada H(w,T) da janela. Em (c), observa-se que, em cada freqiiéncia existente
no grafico (a), foi feita uma cépia do espectro, cujo médulo estd representado
em (b), sendo o gréfico resultante correspondente ao espectro Xg(w) do sinal
janelado. Neste caso, houve superposicao das cépias, e é dificil distinguir a
localizagao das freqiiéncias presentes no sinal original.
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Figura 4.15: Espectro continuo (mdédulo) de um sinal nédo-periédico que ird
sofrer janelamento.
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Figura 4.16: O sinal cujo espectro continuo (mdédulo) é mostrado na figura
anterior sofre janelamento por uma janela larga. Observa-se um “desfocamento”
do espectro, com maiores efeitos junto as descontinuidades.
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Figura 4.17: O mesmo sinal sofre janelamento por uma janela dez vezes mais
estreita. O desfocamento é mais pronunciado, e se propaga a maiores distancias
das descontinuidades.



CAPITULO 4. PROCESSABILIDADE DE SINAIS EMPIRICOS 59

4.5 Periodificacao

A ultima operagao que se faz necessario aplicar num sinal antes de iniciar o
cdlculo de uma aproximacao de sua transformada de Fourier serd aqui deno-
minada periodificacdo. A necessidade desta operacdo vem do fato de que um
algoritmo s6 consegue calcular uma aproximagao da transformada de Fourier de
um sinal se, como resultado desse calculo, ele tiver de fornecer um numero finito
de valores. Isso exclui o cdlculo da transformada de Fourier de sinais aperiédicos
genéricos, que em geral possuem espectro continuo, assim como exclui o calculo
dessa transformada para sinais com freqiiéncias ilimitadas. Serd necessario entao
que o sinal a ser processado, além de ser limitado em freqiiéncias (tenha todas
as freqiiéncias menores que um certo maximo finito), seja também periédico,
isto é, contenha apenas um ntumero finito de freqiiéncias, harmonicamente rela-
cionadas, dentro do intervalo®.

Para transformar um sinal que originalmente nao é periédico num sinal
periddico, realiza-se a repetigao periddica desse sinal ao longo do eixo do tempo.
Essa operagao pode ser obtida por meio da convolugao, no tempo, do sinal por
um trem de impulsos com o periodo desejado.

Definicao 4.4 (Periodificacdo) Seja um sinal x(t). A periodificacdo desse
sinal para um periodo T}, ¢ dada por:

zp(t) = x(t) ® d(t,T}) (4.17)
onde d(t,T,) € um trem de impulsos com periodo T,. O

As figuras 4.18 e 4.19 descrevem o processo de periodificagao.

A situagao agora é muito semelhante a que surge quando da amostragem.
O sinal original deve ser limitado no tempo (na amostragem, era necessiria
a limitagdo em freqiiéncias), de forma a que ele possa ser copiado sem sofrer
deformagao. E ainda necessério que a separagao entre os impulsos do trem de
impulsos seja suficiente para conter a parte nao nula do sinal (analogamente,
na amostragem tal separacao deveria ser suficiente para conter a parte nao nula
do espectro de freqiiéncias). No caso da amostragem, se o sinal tivesse um
espectro de freqiiéncias mais largo do que o que seria permitido pela freqiiéncia
empregada na amostragem, fazia-se necessaria uma operacao de filtragem anti-
aliasing. Agora, no caso da periodificacao, se o sinal tiver duragao maior que o
periodo a ser empregado na periodificagao, deverd ser relizado um janelamento
de forma a limitar sua duragao.

A periodificagao pode ser interpretada como uma “amostragem de freqiién-
cias”. Isso pode ser visto tirando-se a transformada de Fourier da equagao
(4.17):

Xp(w) =X (w) - D(w,T)) (4.18)
8De fato, um sinal aperiédico pode também ser formado de modo a conter apenas um
ntmero finito de freqiiéncias, desde que essas nao sejam harmonicamente relacionadas. Esse

caso ndo sera abordado aqui, para ndo alongar a discussdo, embora seja ficil para o leitor
extrapolar, com base nos conceitos aqui apresentados, a andlise de tal caso.
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Figura 4.18: O sinal mostrado em (a) é periodificado através de uma convolugao
com o trem de impulsos mostrado em (b), resultando no sinal periédico mostrado
em (c). No caso mostrado nesta figura, o sinal original possui dura¢do menor
que a do periodo do trem de impulsos, de forma que nao ocorre superposicao
entre suas “cépias”.
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t

Figura 4.19: O sinal mostrado em (a) é periodificado através de uma convolugao
com o trem de impulsos mostrado em (b), resultando no sinal periédico mostrado
em (c). Agora a duracdo do sinal original é maior do que o periodo do trem
de impulsos. Ocorre a superposigao entre as “copias” sucessivas do sinal e este
sofre deformacao.



CAPITULO 4. PROCESSABILIDADE DE SINAIS EMPIRICOS 62

~4’f/T’KTlf“w*~

T t 27T/T1

|
Ty t 27 /T

Figura 4.20: Interpretacao da periodificagdo como uma amostragem do espectro
de freqiiéncias. Topo: sinal ndo periédico de duracio limitada (esquerda) e seu
espectro de freqiiéncias em mdédulo (direita). Meio: sinal periodificado com
periodo T (esquerda) e o espectro desse sinal, que corresponde a amostras do
espectro original (direita). Baixo: sinal periodificado com periodo Ty < Tj.
Observa-se que as amostras do espectro, que sdo espagadas de um intervalo de

2%, se afastam umas das outras.

Claramente, o sinal X,(w) retém apenas amostras de X (w), separadas entre si
de 2T—’; A figura 4.20 mostra essa interpretagao.

Por fim, é necessario comentar por qué a periodificacao estd associada a
uma “limitagao fundamental”, que se aplica a todo processamento de sinais
empiricos. Na verdade, a limitagao concreta que existe é a de que s6 é possivel
conhecer (para processar) um trecho de duracdo finita de sinais de duragio
infinita. Ou seja, necessariamente ocorre um janelamento do sinal.

Durante o processamento do sinal, entretanto, serd necessario fazer suposigoes
sobre o que ocorre com o sinal fora da janela de tempo considerada. Operagoes
tipicas de processamento de sinais, como a filtragem digital (ndo estudada neste
texto) sdo realizadas, pelo menos formalmente, sobre sinais que se conhece desde
o instante t = —oo até o presente. Como proceder para realizar essa operagao
de filtragem digital sobre um sinal, que é conhecido apenas num intervalo de
duracao finita? Sem duvida a resposta a essa pergunta envolve uma escolha
por parte de quem vai realizar a andlise, que deve levar em consideracao os
objetivos da mesma. Algumas escolhas razodveis seriam: (1) Considerar o sinal
como sendo zero para todo tempo anterior ao intervalo conhecido; (2) Con-
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siderar o sinal como sendo constante e igual ao primeiro valor conhecido do
mesmo até o instante correspondente a tal valor; (3) Considerar o sinal como se
fosse periddico, repetindo infinitamente o padrao verificado durante o intervalo
conhecido.

A periodificacdo do sinal corresponde a essa ultima escolha. No caso do
calculo especifico de aproximacoes da transformada de Fourier, a tnica alterna-
tiva possivel dentre as trés acima é a da periodificagdo, uma vez que é a tnica
que permite supor que o espectro que esta sendo calculado é discreto, sendo
composto, portanto, de um nimero finito de valores.



Capitulo 5

Analise Espectral de Sinais
Empiricos

Ja foi visto, nos capitulos anteriores, que é relevante descobrir como um sinal
fisico se decompode em termos de componentes senoidais. O correspondente
matematico para essa operacao é definido como a Transformada de Fourier.

Em se tratando de sinais empiricos, no entanto, nao se dispoe de sua férmula
analitica, que permitiria o cdlculo analitico de sua transformada de Fourier. E
preciso entao buscar, em lugar da transformada exata, uma aproximagao para a
mesma, que seja possivel de calcular a partir de um conjunto de valores medidos
desse sinal. O problema basico a ser tratado neste texto é definido a seguir como
o problema de cdlculo empirico da transformada de Fourier.

Problema 1 (Célculo Empirico da Transformada de Fourier) Seja dado
um conjunto de medi¢coes realizadas empiricamente de determinado sinal fisico
x(t); deseja-se, a partir do conhecimento somente dessas medigdes, calcular uma
aprozimacao da transformada de Fourier, F (x), desse sinal. [l

O proposito deste capitulo é o de mostrar como é possivel obter tal transfor-
magcao aproximada, quais sao as condigoes sob as quais esta efetivamente apro-
xima a transformacgao exata, e quais s@o os limites da possibilidade de se fazer
tal aproximagcao. Para estabelecer a natureza da aproximacao, sao empregadas
as quatro operacoes definidas no capitulo anterior: amostragem, filtragem anti-
aliasing, janelamento e periodificacao. A andlise espectral dos sinais empiricos
é finalmente definida a partir de uma operacao exata, a Transformada Discreta
de Fourier (TDF), aplicada sobre um sinal, que foi previamente submetido a
essas quatro operacoes.

5.1 Transformada Discreta de Fourier

O nrcleo da solucao do problema proposto é a especificacao de um algoritmo de
calculo de transformada de Fourier que pode ser construido. Deve-se notar que

64
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é possivel construir um algoritmo que seja capaz de realizar o cdlculo ezato da
transformada de Fourier de sinais, perfazendo um ntimero finito de operagoes
aritméticas, desde que os sinais em questao atendam a alguns requisitos:

(R1) O sinal z(t) deve ser periédico:

z(t)==z(t+7) YV t (5.1)

(R2) O sinal deve ser amostrado com um periodo de amostragem T, que deve
ser submultiplo do periodo 7 do sinal:

xs(t) = z(t) - d(t, T)
(5.2)

(R3) A freqiiéncia de amostragem, wg, deve ser maior que o dobro da maior
freqiiéncia contida no sinal x(t);

(R4) Devem estar disponiveis N amostras do sinal.

Parte-se portanto de um sinal que é caracterizado por uma seqiiéncia de N
pontos! conhecidos (medidos):

k] = 2ty + kT) k=0,...,N—1 (5.3)

Os valores z[k] correspondem aos valores do sinal continuo x(t) nos instantes
correspondentes a amostragem, e fisicamente correspondem aos valores obtidos
na safda do conversor A /D descrito no capitulo anterior, na se¢do que trata da
amostragem de sinais. Esses pontos z[k] compoem uma tabela com N valores
que podem ser armazenados na memoria do computador. Observe-se que a
seqliéncia numérica z[k] assim definida para todo & é uma seqiiéncia periédica,
com periodo N.

Claramente, se se conhece um conjunto de pontos que representa os valores
das amostras, cobrindo um periodo inteiro, de um sinal que é periédico e que é
amostrado (ou seja, que é zero nos pontos diferentes daqueles amostrados), deve
ser possivel calcular de maneira exata a transformada de Fourier desse sinal; pois
esses pontos contém toda a informagcao necessaria para se descrever completa-
mente o sinal. O célculo dessa transformada podera ser realizado através de um
nimero finito de operagoes de soma e de multiplicagdo de ntimeros complexos.
Essa operagio exata, denominada Transformada Discreta de Fourier® (TDF), é
definida a seguir, inicialmente como uma operacao sobre a seqiiéncia discreta.
Depois, sera mostrado que o resultado da TDF coincide com a transformada de
Fourier do sinal.

1Séries numéricas serdo indexadas aqui utilizando colchetes, [], para que a notacio fique
distinta da de fungdes e distribuigdes, cuja varidvel se encontra entre paréntesis, (-).
2Em inglés: Discrete Fourier Transform, ou DFT.
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Definicao 5.1 (Transformada Discreta de Fourier) Seja x[k] uma seqiéncia
discreta periddica com periodo N. A Transformada Discreta de Fourier de x[k]
é dada por:

1 . n

Xlnl = > afnle (5.4)

n=0
O
Como no caso da transformada de Fourier, é vélida a relacao:
N-1 4
x[n] = Z X|[k]et R (5.5)

k=0

A TDF de z[k], assimn definida, encontra-se relacionada com a transformada de
Fourier do sinal z(t) do qual foram obtidas as amostras da seguinte forma:

27,
T

e A freqgiiéncia fundamental do sinal z(t) é igual a w, =

O sinal z(t) pode conter apenas as freqiiéncias da forma wy = kw,, com
k inteiro, pois estas freqiiéncias sdo as multiplas da sua freqiiéncia funda-
mental;

¢ A méxima freqiiéncia que pode estar presente no sinal z(¢) é igual & metade
da freqiiéncia de amostragem: wy, = 7;

N .
5 Wos

e Como 7 = NT, tem-se: wy, = 5

e O sinal 2:(t) possui entdo % possiveis sendides, com freqiiéncias igualmente
espagadas, de zero até w,,, com intervalo wy;

e Como o sinal z(t) é amostrado, gerando z4(t), o espectro deste é periédico
no eixo de freqiiéncias, de forma que tudo que ocorrer para as freqiiéncias
0 a wy, se repete de wy, + w, a 2wyn,;

e Os N valores (complexos) de X|[k] obtidos com a DFT correspondem aos
valores (mdédulo e fase) dessas N sendides com freqiiéncias 0 a 2w,y,.

Conclui-se que a seqiiéncia X [k] corresponde aos coeficientes de Fourier do sinal
amostrado z4(t). Note-se, entretanto, que se se fosse calcular a transformada
de Fourier do sinal continuo z(t), esta seria simplesmente igual ao espectro de
x5(t) no intervalo de freqiiéncias de zero a wy,, e igual a zero no restante do eixo
positivo de freqiiéncias. Dessa forma, a TDF pode ser interpretada como um
mecanismo para o calculo exato da transformada de Fourier de sinais z(t) que
atendam aos requisitos (R1) a (R4) acima.
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5.2 Adaptando Sinais Empiricos a TDF

Um sinal fisico x(t), em geral, ndo atenderd a nenhum dos requisitos (R1) a
(R4), que garantiriam a possibilidade de se utilizar a TDF para o célculo exato
de sua transformada de Fourier. Faz-se entao necessario pré-processar esse sinal,
de forma a se encontrar outro sinal Z(t), que possa ser processado pela TDF.
A transformada de Fourier desse novo sinal, calculada através da TDF, sera a
aproximagao da transformada de Fourier de z(t). Esse pré-processamento serd
feito utilizando as operagoes de amostragem, filtragem anti-aliasing, janelamento
e periodificagao.

Para formar um panorama completo dos fendémenos envolvidos nesse proces-
samento, sao analisadas a seguir situagoes de crescente complexidade. A priori,
pode-se admitir que o sinal sofre inicialmente a operacao de filtragem anti-
aliasing. Com isso, o sinal poderd sempre ser amostrado, e nao serd necessaria
preocupagcao ulterior com o fenomeno do aliasing causado por sub-amostragem
ou por nao-limitacao das freqiiéncias contidas no sinal. Esta operacao nao in-
terage com as demais operagoes e nao sera mais citada ao longo das préximas
secoes.

5.2.1 Sinais senoidais de periodo arbitrario

O primeiro processo a ser estudado envolverd apenas uma senéide pura. Suponha-
se inicialmente que os requisitos (R1), (R3) e (R4) estejam satisfeitos, mas que
(R2) falhe, isto é, a freqiiéncia de amostragem nao é miltipla da freqiiéncia do
sinal z(t). Esta é a situagdo mais proxima que se consegue atingir das condigoes
ideais de aplicacao da TDF, na pratica, pois a freqiiéncia de amostragem uti-
lizada nos sistemas de medicao digital de sinais é um parametro prefixado, que
normalmente nao pode ser ajustado para se adequar a freqiiéncia do sinal que
estd sendo medido, mesmo que este seja periddico.

A situagao é ilustrada na figura 5.1. Suponha-se o sinal original z(t) com
periodo 7,,. Pode-se pensar a operagao de obtenc¢do do sinal processado para
aplicacao da TDF como:

(1) O sinal é janelado (figura 5.1-a,b) pela janela h(t,7) de largura 7:
zq(t) = z(t) - q(t,7) (5.6)

(2) O sinal obtido com o janelamento é periodificado, de forma que o sinal
periddico resultate possui periodo 7, igual & duragao da janela utilizada
(figura 5.1-c):

xp(t) = x4(t) ® d(t, 7) (5.7)

Os espectros correspondentes aos sinais da figura 5.1 sao mostrados na figura
5.2. As operagoes (1) e (2) podem ser interpretadas na freqiiéncia da seguinte
forma:
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Figura 5.1: Em (a), é mostrado um sinal senoidal superposto & janela em que o
mesmo serd medido. Em (b), é mostrado o sinal apds o janelamento. Em (c), é
mostrado o sinal apds a periodificagao.
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Figura 5.2: Esta figura mostra os espectros (médulo) dos sinais da figura an-
terior. Em (a), é mostrado o espectro do sinal senoidal, composto de dois
impulsos localizados na freqiiéncia da sendide. Em (b), é mostrado o espectro
apods o janelamento do sinal: o espectro da janela foi copiado sobre os impulsos
que representavam a sendide. Em (c), é mostrado o espectro apds a periodifi-
cacdo, que agora torna-se um espectro discreto (composto de pontos discretos,

ou amostras).
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(1’) Havia apenas uma freqiiéncia discreta w, = i—:, no caso da figura 5.2,
correspondente a tinica sendide presente no sinal senoidal. Essa sendide
aparece no grafico do espectro como dois impulsos localizados em w, e
—w,- Ao ser feito o janelamento dessa sendide, o espectro discreto do
sinal é substituido pelo espectro continuo associado & janela, que tem o

rm uncoes sin u i T izaca impu
formato de fungoes sinc, e que é “copiado” sobre a localizacao dos Isos
que representavam a uinica freqiiéncia anteriormente existente:

Xq(w) = X(w)® H(w,T) (5.8)

(2’) Ao ser feita a periodifica¢do do sinal janelado, seu espectro é amostra-
do, sendo o intervalo entre as freqiiéncias que surgem igual a freqiiéncia

fundamental do sinal assim originado, que fica wy, = 27”:

Xp(w) = Xy(w) - d(w, ) (5.9)

Prosseguindo na modelagem do sinal processado:

(3) Uma vez o sinal tendo sido janelado e periodificado, ele é amostrado, com o
periodo de amostragem 1" igual a um submultiplo da duragdo 7 da janela:

z(t) = xp(t) - d(t,T)
(5.10)
T=NT

Essa operacao esta mostrada na figura 5.3-a.
Na freqiiéncia, a interpretacao fica:

(3’) O espectro de freqiiéncias X (w), do sinal Z(t), é obtido fazendo-se as
“cépias” do espectro X,(w) do sinal janelado z4(t) sobre as posi¢des dos
impulsos no trem de impulsos D(w,T). Devido & relacao inteira entre
T e 7, as posi¢oes das freqiiéncias em que ocorrerdao as cdpias também
guardarao a mesma relacdo com a freqiiéncia de amostragem, ou seja,
Nwy = w.. A operagao fica:

X(w) = Xp(w) ® dw,w) (5.11)
Na figura 5.3-b,c encontra-se mostrada essa operagao.

Isso completa a explicagao sobre como o espectro do sinal original z(¢) é modifi-
cado, quando este é transformado no sinal Z(t). Este dltimo sinal agora atende a
todos os requisitos (R1)-(R4) necessérios para a aplicagdo do algoritmo de TDF.
Os N pontos que compoem um perfodo de Z(t) sdo entao a entrada do algorit-
mo de TDF, que fornece um célculo exato dos valores discretos que compdem o
espectro X (w). Isso quer dizer que, partindo-se do sinal z(¢), mostrado na figu-
ra 5.1-a, obtém-se finalmente o espectro X (w) mostrado na figura 5.3-c. Esse
espectro, por sua vez, é uma estimativa (ou seja, uma aproximagao) do espectro
exato do sinal z(t), que é mostrado na figura 5.2-a.
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Figura 5.3: O sinal da figura anterior, apds ter sido janelado e periodificado,
agora é amostrado. Sua representacdo no tempo é mostrada em (a). Em (b),
estd mostrado o espectro (médulo) do sinal janelado e periodificado, antes de
ser amostrado. Em (c), estd mostrado o espectro (mddulo) do sinal apds a
amostragem. A amostragem corresponde & operagdo de “copiar” o espectro
mostrado em (b), sobre as freqiiéncias multiplas de we.
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Deve-se chamar a atencao para o fato de que, embora a explicacao tenha
sido conduzida aqui como se o sinal sofresse uma série de operagoes realizadas
em seqiiéncia, isto é, como se ele primeiro fosse janelado, depois periodificado
e finalmente amostrado; o que ocorre, de fato, é a realizagdo simultanea das
trés operagoes. Ao ser medido durante um intervalo de tempo 7, o sinal jd esta
sendo amostrado com intervalo de amostragem 7. O intervalo 7 é necessaria-
mente multiplo de T simplesmente porque o janelamento nao é mais que o fato
de se tomar um certo niimero de amostras do sinal (ou seja, 7 é construido
como miiltiplo de T). E, por fim, a periodificacdo fica implicita no fato de
que, quando se aplicam os N pontos, obtidos na amostragem, no algoritmo de
TDF, este ja considerou, em sua construgao, que sua entrada corresponde a um
periodo de uma seqiiéncia periédica, ou seja, a periodificagao nao chegou a ser
explicitamente executada em momento algum.

Uma nota adicional deve ser apresentada para o leitor atento, que terd notado
que a operagao de janelamento introduz freqiiéncias nao limitadas no espectro
de um sinal, mesmo que seu espectro original seja limitado. Isso significa que,
se o sinal janelado for amostrado sem ser previamente filtrado por um filtro
anti-aliasing, essas freqiiéncias ilimitadas provocarao o aparecimento de aliasing.
Pela explicacao do paragrafo anterior, no entanto, a amostragem e o janelamento
ocorrem simultaneamente, de forma que nao é possivel primeiro janelar o sinal
para depois filtrd-lo com um filtro anti-aliasing e somente entao amostré-lo.
Isso significa que necessariamente ocorre em alguma propor¢ao um fenémeno
de aliasing dentro da operagao de pré-processamento do sinal para aplicagao
da TDF. Esse erro pode ser minorado, com a escolha de janelas largas, que
diminuem a proporc¢ao de freqiiéncias que estao distantes da freqiiéncia central
no espectro da janela; mas ndo pode ser eliminado por completo?.

Melhorando a aproximacao

A questao colocada a seguir é: dado que serd feita a tentativa de se aproximar o
espectro de uma sendide através do algoritmo de TDF, que graus de liberdade
existem para melhorar a qualidade da aproximacgao?

Em principio, como ja foi dito, o periodo de amostragem é fixado pelo apara-
to de medicao disponivel, de forma que nao seré usualmente possivel alterar esse
parametro. Mesmo que nao houvesse tal restricao, esse parametro ainda assim
nao poderia ser previamente alterado para que a janela de amostragem coin-
cidisse com o periodo do sinal amostrado, uma vez que a freqiiéncia do sinal a
ser amostrado é justamente uma das varidveis que se pretende estimar. Res-
ta, portanto, como varidvel livre, apenas a largura da janela. Na figura 5.4
é mostrado o efeito da variagdo do tamanho da janela sobre a estimativa do
espectro de uma sendide.

Como seria de se esperar, a utilizacao de janelas mais largas produz estimati-
vas mais “focalizadas”. A medida em que a janela diminui, a estimativa da loca-

3Existe, na realidade, outro expediente que pode ser adotado em relacdo a esse problema:
é possivel utilizar janelas nao-quadradas, com formato escolhido de maneira adequada, tais
como as “janelas de Hamming”, ou outras. Esse topico ndo serda abordado neste texto.
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Figura 5.4: Em (a), é mostrado o espectro (médulo) de uma senéide. Em (b), é
mostrada a estimativa desse espectro produzida com uma determinada largura
de janela. Em (c), é mostrada a estimativa do mesmo espectro, produzida com
uma janela agora 10 vezes mais larga que a utilizada em (b). Em (b) e (¢),
foram utilizadas freqiiéncias de amostragem iguais.

lizacao da freqiiéncia da sendide vai ficando “difusa”. Nos dois casos mostrados
na figura 5.4, é possivel estimar a localizacao da freqiiéncia da sendide, embora
em nenhum dos dois a freqiiéncia exata esteja sequer presente no espectro esti-
mado. O indicador do local onde se encontra tal freqiiéncia deve ser nao o valor
méximo de amplitude de uma freqiiéncia encontrado no gréfico de X (w), e sim
a localizagao do pico da fungao “sinc” que se pode aproximadamente interpolar
com os pontos encontrados.

Deve ficar claro que janelas muito pequenas iriam impedir a estimativa da
freqiiéncia da sendide, uma vez que a superposi¢ao das fungoes sinc iria ocorrer
em grande escala.

O caso exato

E necessdrio ainda analisar a situacao em que, por acaso, o periodo da sendide
ocorre de modo a coincidir exatamente com a duragao da janela de amostragem.
Embora isso nao ocorra na pratica, cabe perguntar: por qué, nesse caso, a TDF
forneceria o espectro exato do sinal original?

Esse fato curioso decorre da estrutura da funcao sinc. Reescreve-se a férmula
do espectro da janela de duracao 7, que foi apresentada no capitulo 3, para

conveniéncia do leitor:

H(w) = 2 sen(rw) Sez(m) (5.12)
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Deve-se observar que essa fungao é igual a zero para todo w da forma w = kT—’T
com k # 0. Se o periodo da sendide é 7, sua freqiiéncia é w, = 2%. O espectro da

T

senodide, apos um janelamento feito com tal janela, ficard igual a superposi¢ao
de duas fungoes do tipo (5.12), “copiadas” ao redor das freqiiéncias w, e —w,:

X, (@) = 2 sen(T(w — w,)) N 2 sen(7(w 4+ wy))

(5.13)
W — Wp w + wo

A observacao-chave agora é que: a periodificacao do sinal janelado faz com que
o espectro assim obtido seja constituido das amostras de X, (w) tomadas ezata-
mente nos pontos que tém a forma w = k’T’T, ou seja, a de multiplos do inverso
da duragdo da janela. Exceto nos exatos valores w, e —w,, em todos os demais
pontos o espectro X, (w) serd nulo.

Deve-se apontar que essa andlise poderia ainda ser reduzida ao fato de que a
sendide, sendo janelada em uma janela de duragao igual ao seu periodo e depois

periodificada, retorna a sua forma original.

5.2.2 Sinais periddicos de periodo arbitrario

Na subsecao anterior, foi mostrada qual é a estimativa que a aplicagdo da TDF
produz do espectro de uma tunica sendide. Usando agora um argumento de
linearidade, conclui-se imediatamente que no caso de sinais periédicos quaisquer,
basta somar as estimativas de cada uma das componentes do espectro desse
sinal, assim obtendo a estimativa de todo o espectro.

A tnica questdo que se acrescenta em relagdo ao caso anterior é a possibi-
lidade de ocorrerem interferéncias entre estimativas de freqiiéncias vizinhas no
espectro do sinal. Essa questao é ilustrada na figura 5.5.

5.2.3 Sinais aperiddicos de duracao finita

No caso de sinais aperiédicos que tém a particularidade de terem duragao finita,
a aproximacao que a TDF fornece para seus espectros é analisada de outra
forma.

Pensando numa situagdo prética em que o sinal é medido por um sistema
digital, é possivel conceber que a medigao se inicia antes do inicio do sinal e s6
termina apds sua cessacao. Dessa forma, desprezando os zeros medidos antes e
apds o sinal, pode-se considerar que o sinal é janelado num intervalo de tempo
precisamente igual a sua duracio®.

O sinal, portanto, ndo necessita de janelamento (ou, visto de outra forma,
o seu janelamento ndo causa alteragdo de seu espectro). Periodificando o sinal
x(t), de duragdo 7, para que se tenha um sinal periédico com perfodo 7, obtém-
se:

zp(t) = z(t) ® d(t,T) (5.14)
4Nio serd considerado aqui o erro que pode ser causado se a duracdo do sinal ndo for
miuiltipla do periodo de amostragem. Esse erro serd pequeno se a duracgao do sinal for muito

maior que o periodo de amostragem. O leitor curioso nao tera dificuldade para deduzir a
quantificagao desse efeito.
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Figura 5.5: Em (a), estd mostrado o espectro (médulo) de um sinal periédico que
contém duas sendides. Em (b), estd mostrada a tentativa de estimar o espectro
desse sinal com determinada janela. Pode-se observar que, embora a janela
possivelmente fosse suficiente para estimar a freqiiéncia de uma tnica sendide,
a estimativa simultdnea das duas sendides fica prejudicada pela interferéncia
entre ambas. Em (c), estd mostrada a estimativa feita agora com uma janela
aproximadamente seis vezes maior. Neste ultimo caso, a estimativa pode ser
adequadamente extraida da aplicagao da TDF.



CAPITULO 5. ANALISE ESPECTRAL DE SINAIS EMPIRICOS 75

que, na frequiiéncia, conduz a:

Xp(w) = X (@) - dw, )
(5.15)

wp = —
Essa tltima expressao revela que o espectro X,(w) obtido é um conjunto de
amostras do espectro continuo X (w) que se deseja estimar. A amostragem de
x,(t) ird apenas, em principio, produzir “cépias” do espectro X,(w) que, se ndo
estivessem sujeitas a aliasing, iriam ser preservadas intactas. O tnico senao
desse raciocinio é que, se um sinal é de duragao finita, seu espectro nao pode
ser limitado em freqiiéncias, de forma que algum erro devido ao aliasing devera
necessariamente ocorrer.

Melhorando a aproximacao

.,

E possivel melhorar a estimativa do espectro do sinal de duragao finita pela
simples observagao de que é possivel aumentar a janela nele aplicada através da
inclusdo dos “zeros”, apos o término do sinal; note-se que esses zeros de fato
fazem parte do sinal. Dessa forma, obtém-se um valor menor para a constante
27", que separa as amostras do espectro obtidas através da TDF.

5.2.4 Sinais aperiddicos arbitrarios

Por fim, hd o caso geral a tratar: o sinal x(f) ndo é periédico nem possui
duragao finita. Nesse caso, a situacdo admite um leque por demais amplo de
possibilidades distintas, para que se possam estabelecer premissas que viabilizem
uma andlise genérica significativa. Tais premissas tém de vir agora do contexto
especifico com o qual se estd tratando. O tratamento de um caso assim serd
entao conduzido no préximo capitulo, retomando a situagao-exemplo com que
este texto iniciou o capitulo 1: o processamento de sinais actisticos da fala.



Capitulo 6

Analise Espectral de Sinais
Acusticos

Neste capitulo é retomado o problema da anédlise espectral de sinais actsticos
da fala, que foi apresentado no capitulo 1. Esse é um problema de anélise es-
pectral de um sinal de tipo bastante geral: aperidédico, de duragao desconhecida
(possivelmente ilimitada). Com este problema, é concluida a apresentagio da
Transformada Discreta de Fourier.

6.1 Delimitacao do Problema

Preliminarmente, é necessario especificar o processo que estd sendo designando
por analise espectral de um sinal acustico. Faz sentido, por exemplo, calcular
a transformada de Fourier de uma hora de gravagao da fala de uma pessoa?
Caso o propésito do cdlculo da transformada seja o de determinar uma infor-
macao relacionada com os sons que o ouvido humano identifica ao receber o
sinal acustico, certamente essa transformada de uma hora de sinal tera pouca
utilidade.

Retomando o modelo apresentado no capitulo 1, sabe-se que o ouvido hu-
mano capta a estrutura dos sons que recebe, através de um mecanismo, segun-
do o qual, determinado som constituido de sendides de freqiiéncias diversas ira
provocar “ressonancias” em diferentes pontos do canal auditivo, pontos esses
associados as freqiiéncias do sinal. O ouvido, portanto, faz uma andlise espec-
tral do sinal que capta num determinado instante, decompondo esse sinal a fim
de interpreta-lo. No instante seguinte, outra andlise espectral estard sendo con-
duzida, para que o ouvido continue a analisar novos os sons que recebe a cada
momento. Mas como é possivel uma “transformada de Fourier” de um sinal
variar de instante para instante?

76
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Figura 6.1: No topo da figura é mostrado o grafico do sinal sonoro que cor-
responde & palavra [abacaxi] sendo pronunciada. Em baixo, estd mostrado o
grafico do médulo da TDF do sinal (na realidade, estd mostrado apenas o tre-
cho até a metade do espectro fornecido pela TDF, uma vez que a outra metade
é uma repetigio desta). As sendides identificadas nesse espectro nao possuem
qualquer significado sob o ponto de vista de percepcao auditiva.
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Figura 6.2: O diagrama da figura é um modelo do processo de produgao da
fala. Os blocos (a) e (b) representam as duas fontes possiveis de excitagao
para os sinais da fala: o sinal do tipo “trem de impulsos”, oriundo das cordas
vocais, e o sinal do tipo “ruido uniforme”, produzido sem a utilizacao das cordas
vocais, pelo mecanismo de se forgar o ar através de passagens estreitas (como
na pronincia da letra [s], por exemplo). O bloco (c¢) corresponde ao trato vocal,
ou seja, a toda a passagem através da qual o ar é forgado apds sair da fonte
de excitacao. O falante, ao articular a fala, posiciona o trato vocal de maneira
que este tenha uma resposta em freqiiéncia correspondente ao som que se deseja
emitir. O sinal da fonte de excitacao, ao passar pelo trato vocal, passa a ter
seu espectro essencialmente determinado pela resposta em freqiiéncia que tiver
sido imposta. Assim, o som transporta palavras essencialmente transportando
seqiiéncias de “espectros” correspondentes a seqiiéncia com que o trato vocal
foi articulado. Em (I) e (II), estdo mostrados dois sinais que “carregam” a
mesma resposta em freqiiéncia a partir de excitacoes diferentes. O leitor pode
tentar produzir esses dois sinais, primeiro pronunciando a vogal [a], a seguir
“cochichando” essa mesma vogal, sem vibrar suas cordas vocais.

6.2 Modelo da Producao da Fala

Os sons da fala, que serdao decodificados na forma de palavras, reconhecidas
pelo ouvinte, foram produzidos num sistema que foi descrito no capitulo 1, e
que agora pode ser modelado de maneira mais precisa.

O modelo aqui adotado corresponde ao diagrama da figura 6.2. Nesse di-
agrama, observa-se que duas possiveis fontes de sinais de excita¢cao podem ser
selecionadas:

e Uma fonte que produz um trem de impulsos, e que é uma primeira apro-
ximagao razoavel para o sinal imediatamente apds as cordas vocais. Essa
fonte corresponde essencialmente aos sons que utilizam “vogais”;

e Uma fonte de sinais do tipo “ruido uniforme”, que modela sons que nao
envolvem a vibragdo de cordas vocais, tais como as letras [s], [f], [x], [r].

Sons compostos com outras consoantes ([p], [b], [m]), numa primeira abordagem,
podem ser entendidos simplesmente como se fossem apenas “transigoes” entre
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sons dos tipos anteriores!.

Esses sinais, ao atravessarem o “trato vocal” — que no diagrama da figura
6.2 encontra-se representado por um tunico sistema dinamico — sdo filtrados
pela dinamica do sistema. O espectro do sinal “trem de impulsos” é também
um trem de impulsos na freqiiéncia. O espectro do sinal “ruido uniforme” é
também um “ruido uniforme” na freqiiéncia. Assim, o formato do espectro do
sinal da fala, correspondente a um desses espectros filtrado pelo trato vocal,
serd essencialmente determinado pela configuragao do trato vocal, no instante
da produgao do som. A medida em que o trato vocal é colocado em diferentes
configuragoes ao longo do tempo, muda a sua resposta em freqiiéncia, sendo
mudado o espectro do sinal resultante. Dessa forma, o falante consegue codificar
seqiiéncias de informacoes em sua fala, produzindo as “palavras”, “frases”, etc.

Note-se que a producgao da fala envolve essencialmente:

e A producdo de sons aproximadamente periédicos?, caracterizados por se-
néides bem definidas neles presentes. Esses sons devem ser sustentados
por intervalos de tempo suficientes para que um eventual ouvinte possa
reconhecer esses sons;

e A mudanga de um som para outro som, feita através da mudanga do
posicionamento do trato vocal, de forma a codificar outro som que devera
na seqiiéncia também ser reconhecido pelo ouvinte eventual.

Em curtos intervalos, portanto, o som da fala é quasi-periddico, enquanto,
a longo prazo, esse som pode mudar segundo leis de variagao aperiédicas, de
formato arbitrario.

6.3 Multiplas Escalas de Tempo

Assim, a estrutura do fenomeno da percepgao auditiva envolve duas escalas de
tempo. Em uma microescala, se estabelecem fisicamente as ressonancias no
canal do ouvido. Sinais sonoros com determinado padrao se sustentam, dentro
dessa escala de tempo, o suficiente para o sinal ser percebido enquanto uma
“unidade de significado” pelo ser humano. Nessa escala de tempo, que é da or-
dem de uma dezena de mili-segundos, durante a maior parte do tempo os sinais
serao quasi-periodicos, ou seja, obedecerao a um padrao que se parece muito
com o de um sinal periddico, ver figuras 6.3 e 6.4. O ouvido humano sera capaz,
entdo, de detectar as ressonancias que permanecerao em locais especificos, den-
tro do canal auditivo, por tempo suficiente para serem percebidas. O conjunto
de ressonancias associadas a um certo padrao quasi-periédico sera identificado
como um unico som.

1O leitor com maior interesse no assunto deve ser alertado para o fato de que a descrigio
aqui adotada é extremamente simplificada, para um fendémeno que possui grande complexidade
de detalhes.

2N3o serd discutida, neste texto, a questdo dos sons provenientes da fonte de excitacio do
tipo “ruido”.
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Figura 6.3: Esta figura corresponde a um trecho da figura 6.1. No topo da
figura, é mostrado o gréafico do sinal sonoro que corresponde ao som da vogal
[a] sendo pronunciada. Em baixo, estd mostrado o grafico do médulo da TDF
do sinal (apenas a primeira metade do gréfico é mostrada, sendo omitida a
outra metade que é redundante). As sendides identificadas nesse espectro sao
efetivamente aquelas que causam as ressonancias, que sao percebidas como o
sinal sonoro, que é reconhecido como essa vogal.
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Figura 6.4: Esta figura corresponde a um trecho da figura 6.1. No topo da
figura, é mostrado o gréafico do sinal sonoro que corresponde ao som da vogal
[i] sendo pronunciada. Em baixo, estd mostrado o gréfico do médulo da TDF
do sinal (apenas a primeira metade do gréfico é mostrada, sendo omitida a
outra metade que é redundante). As sendides identificadas nesse espectro sao
efetivamente aquelas que causam as ressonancias que sao percebidas como o
sinal sonoro, que é reconhecido como essa vogal.
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Figura 6.5: A figura mostra o instante em que ocorre a transi¢do entre dois sons
diferentes, dentro da mesma palavra mostrada nas figuras 6.1 a 6.4. Nota-se a
transicao de um padrao bem definido para outro padrao também bem definido
de sinal.

Em uma escala maior de tempo, da ordem de um segundo, o ouvido ja devera
ser capaz de detetar uma sucessao de sons que ele ird interpretar como sendo
diferentes. O ouvido, decodificando esses diferentes sinais que sao recebidos em
seqiiéncia, devera identificar cada um, associando-o a um simbolo que ocorre
num ponto de uma escala de tempo, que evolui aproximadamente de décimo
de segundo a décimo de segundo. A essa seqiiéncia de simbolos se associa a
comunicagao através da fala. A figura 6.5 mostra o instante da transi¢ao entre
dois sons diferentes, dentro da mesma palavra. Deve ser notada a mudanga de
um comportamento quasi-peridédico para outro comportamento também quasi-
periédico, ambos bastante distintos entre si.

Fica claro entao que a andlise espectral dos sinais da fala através de TDF
deve ser feita para trechos de sinais que duram da ordem de uma dezena de
milisegundos. E entdo necessario, para que a andlise seja fisicamente significati-
va, fazer um procedimento de janelamento do sinal. De fato, a andlise espectral
a ser realizada, para estar correlacionada com a informacao da fala, mimetizan-
do a operacao de decodificacdo do sinal realizada pelo ouvido, deveria envolver
uma seqiiéncia de operagoes de TDF. Cada uma sendo feita sobre uma pequena
janela, numa seqiiéncia de janelas, em conjunto elas cobririam toda a extensao
do sinal da fala. A figura 6.6 mostra um grafico em trés dimensoes, cujos eixos
no plano horizontal representam o tempo e a freqiiéncia, e cujo eixo vertical
representa o valor do moédulo da componente senoidal correspondente aquela
freqiiéncia naquele instante.
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Figura 6.6: A figura mostra um grafico em trés dimensoes, cujos eixos no plano
horizontal representam o tempo e a freqiiéncia, e cujo eixo vertical representa
o valor do médulo da componente senoidal correspondente aquela freqiiéncia,
naquele instante. O grafico corresponde & andlise do mesmo sinal das figuras
6.1 a 6.5, sendo que, cada espectro foi calculado com uma janela de 256 pontos
e o valor do tempo correspondente é o do ponto médio da janela.

Esta é a motivacao para outro tipo de andlise, que ird se basear na TDF: a
andlise tempo-freqiéncia. Mas isso ja seria assunto para outro curso!
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